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StochastiqueSelon le Grand Dictionnaire d’Oxford, le mot fut créé en 1662, et il est
maintenantarement utilisé ou périmé N’en croyez rien. C’est le Grand Dictionnaire
d’Oxford qui estpérimé et non la stochastique, car ce terme perd chaque jour de son
archaisme. Son sens primitif est “objectif”, ou “but a atteindre”, d'ou les Grecs ont fait
dériver un verbe signifiant “viser une cible” et, par extension métaphorique “réfléchir,
penser”. Il passa dans la langue anglaise, d’abord comme une maniére fantaisiste de
condenser “moyens propres a conjecturer”, ainsi que le prouve la réflexion de Whitefoot au
sujet de sir Thomas Browne en 1712 : “Bien qu’il n’et point de don de prophétie... il
excellait pourtant dans une connaissance qui y touche de fort prés, je veux dire la
stochastique, grace a quoi il se trompait rarement au sujet d’événements futurs.”
Extrait de’homme stochastigyeoman de R. Silverberg.






Remerciements

Je tiens tout d’abord a remercier Brigitte Plateau, sans qui ces travaux n'auraient pu
avoir lieu. Jonglant habilement entre son travail de directeur de laboratoire, de professeur et
de chercheur, elle a su néanmoins trouver le temps nécessaire pour me guider et me motiver
dans ma recherche.

Merci aux membres de mon jury, Andrzej Duda, Susanna Donatelli et Jean-Michel
Fourneau pour avoir accepté d’en faire partie. Leurs conseils avisés m’ont permis d'éclairer
certains points de la thése.

J'ai eu le plaisir de travailler avec Billy Stewart et Paulo Fernandes, d'écrire des articles
en commun avec eux, et les échanges ont toujours été source d’enrichissement. Grace a
Billy, j'ai de plus découvert quelques subtilités de la langue anglaise, et amélioré la qualité
de mon anglais. Merci aussi aux thésards et stagiaires de I'équipe E3 du laboratoire ID, avec
lesquels j'ai toujours pu échanger sur divers probléemes.

Dans le cadre du projet Decore, Jean-Marc Vincent et Stéphane Mocanu ont proposé des
séminaires tres intéressant, et j'ai souvent pu discuter avec eux sur des problémes un peu
techniques, merci pour leur grande disponibilité et leurs nombreux conseils! J'ai aussi été
amenée a étre responsable d’'un axe de ce projet, et nous avons pu obtenir des financements
sans lesquels ces recherches n’auraient pas pu avoir lieu. Jadresse donc un immense merci
au projet Decore.

Merci aux chercheurs que j'ai eu la chance de rencontrer durant ma thése, et avec qui
I'échange a été trés constructif : Oleg Gusak qui m'a initié aux concepts de "lumpability”,
Mathieu Le Coz et son interface graphique pour PEPS, et surtout Gianfranco Ciardo et
Susanna Donatelli, dont j'ai eu I'honneur de faire la connaissance pour échanger des idées
et lancer des projets de collaboration sur nos sujets de recherche trés proches.

Il'y en a bien d’autres, rencontrés au hasard des cours, des écoles et des conférences. Les
rencontres permettent toujours un enrichissement des réflexions personnelles et je remercie
donc tous ceux qui ont discuté avec moi et m’ont donné ainsi matiére a avancer.

Je tiens également a remercier toute la joyeuse équipe du laboratoire Informatique et
Distribution qui ont permis un travail dans une ambiance fort sympathique, avec une atten-
tion particuliere a tous les "coincheurs" (je ne les cite pas, ils se reconnaitront sans peine!),
sans qui la digestion aurait été un peu plus pénible...

Mes pensées vont enfin et surtout vers tous ceux qui m’'ont soutenu moralement, et
gui ont su accepter mon caractére pas toujours facile a vivre, parfois ma mauvaise humeur
pendant certaines périodes un peu difficiles de ma thése. Je tiens donc a adresser notamment
un grand merci a ma famille, et a tous mes amis musiciens, montagnards, et coincheurs.

J'ai sGrement oublié de citer certains d’entre vous qui m’ont grandement aidé dans mon
travail, mais au fond de mon coeur je vous remercie chaleureusement.






Table des matieres

1

Introduction 11
| Processus de modélisation . ... . .. .. ... .. ... .. .. .. ... 13
Il Formalismes de modélisation... . . . . . ... ... ... ......... 14
Il Les méthodesderésolution ... . . . .. .. .. ... ... ... ..... 16
IV Plandelathése . ... ... .. . . . . . .. ... . e 17
IV.1 Modélisation a I'aide de réseaux d’automates stochastiques . . . . .
IV.2 Résolution numérique de modéelesSAN . . . . . ... ... ... 19
IV.3 Conclusions et perspectives ... . . . . ... .. ... ...... 21
Les Réseaux d’Automates Stochastiques - SANs 23
| Algebretensorielle .. . . . . . . . ... 23
.1 Produittensoriel. . . . . . . . . . . ... .. 23
.2 Sommetensorielle . . .. ... .. .. ... .. 27
Il Présentation informelle des SANs . .... . . . .. ... ... ... .... 28
.1 Automatesetévénements . . . .. .. ... .. ... .. ..... 29
1.2 Automate équivalent . . . . .. ... ... ... ... ... ..., 32
1.3 Descripteur Markovien. . . . . . . ... .. ... .. .. ... ... 34
Il Formalisme des réseaux d’automates stochastiques . . . . . ... . .. 37
.1 Deéfinitionsgénérales. . . . . .. ... ... ... .. ... ... 37
.2 SANatempscontinu. . . .. .. ... ... ... .. ....... 38
.3 SANatempsdiscret . . . . . . ... ... .. .. 44
IV Exemples de modélisation . ... . . . ... ... .. ... ... ... ... 53
IV.1 Partagederessources:RS . ... ... .. ... ... ...... 53
IV.2 Réseaudefilesdattente :QN... . . .. .. ... ......... 56
IV.3 Filedattente atempsdiscret:FD. . . . . ... ... ....... 62
V Conclusion . . . . . . . .. e 63
Réseaux d'automates stochastiques avec réplication 65
| Définition des SANs avec réplication .... . . ... ... ... ....... 67
.1 SANscomposésdunseulrépliqua. . . . ... ........... 67
.2 SANs avec plusieursrépliquas ... . . . . ... ... ... ..... 69
.3 Comment détecte-t-on les répliquas? . . . . ... ... ... ... 71
Il Agrégation de SANs avec réplication ... . . ... ... ... ....... 71
.1 Exempledagrégation. . . ... ... .. ... .. ......... 72
II.2 Conditions d'agrégation. . . . . .. ... ... ... ........ 73

1.3 Expression tensorielle de la matrice de la chaine de Markov agrégée .

78



Il Les bénéficesde l'agrégation . . . . ... ... ... ... ........ 82

.1 Résultatsthéoriques . . . . . . .. ... ... ... .. ...... 82
.2 Exemplespratiques. . . . . . . . ... ... ... 84
IV Conclusion . . .. . . . . . e 86
Multiplication Vecteur-Descripteur 87
| Lalgorithme du shuffle “classique”&-Sh . . . . . . ... ... ....... 91
.1 Cassans éléments fonctionnels. . . . . . ... ... ........ 92
.2 Traitement des dépendances fonctionnelles. . . . . . .. ... .. 97
.3 Conclusion. . . . . . . . . . . 103
Il Amélioration de la complexité en temps d’exécutioAR-Sh. . . . . . . .. 104
1.1 Structuresdedonnées. . . . ... ... ... ... ... ..., 104
1.2 Algorithme PR-Sh .. . . .. ... ... ... ... . ........ 107
(.3 Complexité . . . . . . . . . 115
Il Optimisation de la place mémoire utilisé&R-Sh . . . . . . ... ... .. 117
.1 Structuresdedonnées . . . .. ... ... ... ... ....... 117
.2 Algorithme FR-Sh .. . . . . .. .. .. ... ... .. ....... 118
.3 Complexité. . . . . . . . . . 120
IV Optimisation algorithmique : réordonnancement des automates ....... 123
IV.1 Permutationdevecteurs . .... . ... ... .. ... ... ... 124
IV.2 Algorithmes de multiplication vecteur-descripteur. . . . . . . . . 127
V. Conclusion . . .. . . . e 129
Résultats numériques 131
| PEPS 2003 . . . . . . . 131
.1 Interface .. . . . . . . . . . ... 132
.2 Lelogiciel PEPS2003 . . . . . . . ... . ... . ... 135
Il Multiplication vecteur-descripteur . . . . .. .. .. ... ... ...... 136
.1 Conditionsdesmesures. . . . . . . . . . ... .. 136
.2 Présentationdesrésultats . . . . ... ... .. ... ....... 136
1.3 RSI-1 . .. . . e 137
L4 RS2 . . .. e e 141
= O 1 144
.6 Conclusion . . . . . . . .. . ... 145
[l Agrégation de SANs avec réplication . . . . . .. ... ... ... .... 147
Conclusions et perspectives 149
I Conclusions . . .. . . . .. 149
.1 Abstraction . . ... ... ... ... ... 149
.2 Résolution. . . . ... ... ... ... 150
I Perspectives . . . . . . . . . . 151
.1 Réseaux d’'automates stochastiques ...... .. .......... 151
.2 Comparaison avec d’autres formalismes .. . . .. .. ... ... 154

1.3 DoOmainesS CONNEXES.. . . . + v v v v o e e e e e e e e e e 155



Glossaire 157
Table des figures 159

Bibliographie 161



10




CHAPITRE
Introduction 1

La croissance rapide des systémes et des réseaux entraine de nos jours des problemes
critiques de performances, avec par exemple des phénomenes d’effondrement, une qualité
de service non garantie, etc. Pour garantir les performances de ces systémes, une analyse
fine du comportement est nécessaire afin d’'identifier les problémes et de les résoudre. Cette
analyse peut s’effectuer sur des traces d’exécution obtenues a l'aide d'outils spécifiques
d’observation (monitoring).

Pour anticiper les problémes de performance avant la construction d’un premier proto-
type, il est cependant impératif de prévoir les performances du systéme avant de I'implé-
menter dans les conditions optimales, dans un souci de gain en codt et en temps lors du
développement du systéme. Pour ce faire, le systéme est modélisé, et son analyse indique
les problemes potentiels qui peuvent survenir. De plus, hous pouvons ainsi dimensionner le
systeme de maniére a en tirer les meilleures performances possibles pour une architecture
donnée.

Il est donc fondamental de disposer de méthodes et d’outils permettant d’analyser et de
comprendre le comportement de systemes complexes, afin de répondre a des questions de
performance et de codt.

Ces techniques doivent étre applicables tout au longyile de viedu systeme, de
la spécification a I'exploitation. A chaque stade de vie du systéme, des techniques de dif-
férentes natures peuvent étre utilisées. Aiasiant la construction du premier prototype
du systémenous sommes amenés a modéliser le systéme, ou bien a simuler son compor-
tement.Une fois le premier prototype construitous pouvons I'observer pour tester les
performances du systéme alors qu'il est soumis a des conditions proches de I'exploitation,
mais les résultats sont alors parfois difficiles a interpréter et a extrapoler. Cette approche est
utilisée tardivement dans le cycle de vie.

Au niveau des différentes techniques, une premiére approche informelle, basée sur I'in-
tuition et I'expérience, est nécessaire. Cependant, elle ne se base pas sur une méthodologie
et sur des données quantifiées et validées, et des effets secondaires non détectés peuvent
apparaitre par la suite. Une étude plus systématique et formelle des performances s’avere
donc indispensable, par modélisation (début du cycle de vie) puis par observation du com-
portement (fin du cycle de vie). Si nous utilisons uniquement I'observation, nous serons
peut étre amené a modifier radicalement un systéme qui a déja engendré beaucoup de codts,
car cette technique s’emploie alors que le systeme a déja été construit.

Nous nous intéressons pour notre part plutét a la prédiction des performances sur des
modéles, ce qui permet d'intervenir a tous les stades de vie d’'un projet. L'utilisation d’'un
formalisme rigoureux et la prise en compte globale du systéme permettent une analyse
fine dont les résultats peuvent étre facilement exploités. Cependant, le systeme est parfois
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difficile a modéliser, d’oul la nécessité d'un travail sur les formalismes de modélisation, pour
pouvoir appréhender plus facilement et de fagon plus précise les systemes étudiés.

Le principal probleme est la taille de I'espace d’états du systéme, qui dépasse souvent le
million d’états. On parle dprobléme de I'explosion de I'espace d'étatsDes techniques
adéquates doivent alors étre utilisées pour pouvoir analyser les performances du systéme.

La problématique de cette thése concerne I'évaluation des performances des
systemes informatiques paralléles et distribués a grand espace d'états. L'ob-
jectif est d’améliorer les formalismes existant, ainsi que les méthodes et algo-
rithmes, dans le but de pouvoir traiter des modéles de plus en plus complexes.

Certains domaines de recherche connexes a I'évaluation de performances sont égale-
ment confrontés au probléme de I'explosion de I'espace d’états, et les solutions développées
dans ces domaines peuvent étre exploitées pour I'évaluation de performances.

Par exemple, les recherches suréification de systémes visent a analyser certaines
propriétés qualitatives des systemes a grand espace d’'états, et les techniques développées
sont proches de celles utilisées en évaluation de performances, notamment au niveau des
formalismes de modélisation employés.

Ainsi, les diagrammes de décision binaire, qui visent a rendre plus compacte une re-
présentation d’états, sont utilisés a la fois en vérification [9, 63] et en évaluation de perfor-
mances [58]. Des outils de vérification peuvent étre adaptés pour évaluer les performances
des systemes, comme cela a été proposé pour des modéles LOTOS dans [48]. D’'un autre
c6té, nous pouvons également dériver des modeéles pour I'évaluation des performances a
partir de spécifications pour la vérification, comme par exemple des spécifications UML
[69].

Nous reviendrons sur ce lien entre la vérification et I'évaluation de performances dans
la conclusion (chapitre 6).

Nous commencons par présenter le processus de modélisation d’'un systeme. Ensuite,
nous effectuons un tour d’horizon des différents formalismes de modélisation couramment
utilisés en évaluation des performances, puis nous détaillons les méthodes numériques em-
ployées pour calculer des indices de performances. Enfin nous précisons les apports de cette
these par rapport a I'état de I'art, tout en exposant le plan de la thése.
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|. PROCESSUS DE MODELISATION

Le modéle est une représentation de la réalité dans un formalisme. |l est développé pour
répondre a des questions déterminées et comporte certaines limitations, c’est une abstraction
du systéme réel. Cgystéme réat’existe pas forcément lors du processus de modélisation,

il se peut que ce soit un systeme que nous cherchons a développer. Pour cela nous désirons
effectuer une étude préliminaire de ses performances.

A partir du modele, nous voulons obtenir des résultats sur le systeme étudié, c’est I'étape
de résolution. Certains résultats peuvent nous amener a modifier notre vision du systéme,
et nous inciter a calculer de nouveaux résultats sur le modéle. Pour cela, nous pouvons étre
amené a complexifier le modele pour rajouter des informations. De méme, nous pouvons
nous rendre compte que certains résultats ou éléments du modéle sont inutiles pour calculer
les indices de performances recherchés, et nous pouvons ainsi parfois simplifier le modele
pour faciliter sa résolution.

Pour finir, nous comparons les résultats obtenus avec le comportement du systeme réel
(comportement espéré si le systéme n’est pas encore créé), et nous pouvons alors concevoir
le systéme qui donne les performances optimales.

Ce processus de modélisation est schématisé dans la figure 1.1.

COMPARAISON
Systeme réel

ABSTRACTION m Résultats

SIMPLIFICATION / COMPLEXIFICATION

Fic. 1.1 — Processus de Modélisation

Nous détaillons dans la section suivante la phase d’'abstraction du systéme, en présentant
différents formalismes de modélisation.
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[I. FORMALISMES DE MODELISATION

Devant la complexité des nouvelles générations de systémes a concevoir, plusieurs
techniques de modélisation ont été développées. Toutes sont basées sur le méme principe,
consistant a définir successivement :

— les états du systéme (on suppose que les systémes informatiques étudiés ont un
nombre fini d’états) ;

— lestransitions entre chaque état (dynamique du systéme) ;

— latemporisation des transitions.

Ainsi, les modéles permettent d’analyser le comportement dynamique d’'un systéme en
spécifiant 'ensemble de toutes les transitions possibles entre les différents états du systéeme.
Les systémes étudiés s’exécutent dans un environnement aléatoire. Lors de la modélisation
d’'un tel systéme, la principale difficulté consiste a modéliser les délais, a savoir le temps
gue I'on passe dans chaque état en fonction des statistiques sur I'environnement. Dans la
plupart des cas, nous supposons que le systéme est Markovien, donc sans mémoire. L'état
futur ne dépend alors que de I'état présent, et non du passé. Cette hypothése est valide pour
la plupart des systémes étudiés, quitte a compliquer un peu le modéle pour introduire une
mémoire (états et transitions supplémentaires).

Les chaines de Markov, que ce soit a temps continu ou & temps discret, facilitent donc
I'analyse des performances des systémes dynamiques dans de nombreux domaines d'appli-
cation [89, 49, 44, 40, 74], et elles sont particulierement bien adaptées a I'étude de systemes
paralléles et distribués [1, 48, 88, 96].

Cependant, lorsque le nombre d’états est important (de I'ordre du million d’états), il est
guasiment impossible d’envisager une modélisation a plat, a la fois pour la phase d’'abs-
traction du systeme, mais aussi en prévision des techniques d’'analyse que nous désirons
appliquer pour calculer des indices de performances sur le systéme.

Pour cela, un formalisme de haut niveau structuré est souvent défini, et le modéle sous-
jacent est une chaine de Markov. Un logiciel est alors utilisé pour générer I'espace d’états
et le générateur infinitésimal de la chaine de Markov, ainsi que pour calculer les solutions
stationnaires et transitives.

Plusieurs formalismes de haut niveau ont été proposés pour permettre la modélisation
de chaines de Markov trés grandes et trés complexes de facon compacte et structurée. Parmi
ceux largement utilisés dans divers domaines d’application, nous distinguons quatre classes
principales de modéles, qui ont chacun des obijectifs différents a la base :

— lesréseaux de files d’attente approche orientée “ressources consommées par des

clients”;

— lesréseaux de Petri: analyse fine des synchronisations ;

— lesalgébres de processuscomposition concurrente, exécution paralléle ;

— lesréseaux d’automates intégration des synchronisations au modéle état-transition.
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Pour adapter le modéle aux systémes a grand espace d’états, il est possible de structurer
davantage le modéle, en introduisant par exemple de la composition ou de la hiérarchie dans
ces formalismes. Au niveau de la temporisation, plusieurs approches peuvent également étre
envisagées, notamment pour différentier les systémes a temps continu des systémes a temps
discret. Nous trouvons ainsi toute une série de variantes sur ces formalismes de base, et
nous n’en citerons que quelques uns.

— Pour le formalisme detseaux de files d’attenten citera les les réseaux de files
d’attente hiérarchiques [13], qui utilisent I'algébre de Kronecker pour structurer le
modele.

— Au niveau deséseaux de Petries premieres approches ont consisté a introduire des
temporisations (réseaux de Petri temporisés, [51]). Les réseaux de Petri stochastiques
[61, 25] ont ensuite été définis pour introduire le comportement probabiliste des sys-
temes. Dans le cas des systemes a temps discret, on note I'utilisation de réseaux de
Petri stochastiques a temps discret [98, 27, 99].

Au niveau de la structuration des modeéles, on a introduit entre autre les réseaux de
Petri stochastiques bien définis [33], les réseaux de Petri stochastiques généralisés
[73], et les réseaux de Petri stochastiques généralisés superposés [39, 68].

On trouve également toute une série de variantes sur les réseaux de Petri, par exemple
les réseaux stochastiques a récompense [78] ou les réseaux d'activité stochastiques
[85].

— Lesalgebres de processissochastiques [59, 60] permettent de modéliser des délais
dans les algébres de processus, et sont donc particulierement bien adaptées a I'éva-
luation des performances.

— Enfin, lesréseaux d’automatestochastiques (SANSs) [80, 41, 47] permettent a la fois
de structurer I'approche par automates et de modéliser les délais. Nous trouvons des
formalismes a temps continu et a temps discret. Nous reviendrons en détail sur ce for-
malisme dans le chapitre suivant, vu que nous basons nos travaux sur ce formalisme.

Les approches sous forme d’'algébre de processus et de réseaux d’automates n’ont pas
de notion déntité et deflot comme c’est le cas dans les réseaux de files d’attente et dans
les réseaux de Petri (clients ou jetons qui circulent). En revanche, elles offrent une vision
structurée de sous-systémes indépendants qui interagissent entre eux (modéles modulaires).

Il est ainsi possible de générer la chaine de Markov qui représente le systéme a étudier
a partir de formalismes qui modélisent le systéme entier a partir de sous-systémes intercon-
nectes.

Dans le cadre de cette thése, nous nous intéressons plus particulierement au
formalisme deséseaux d’automates stochastiQue§SANS).

Nous ne rentrerons pas dans une discussion détaillée sur une comparaison des différents
formalismes. Dans le chapitre 4, nous donnerons quelques éléments de comparaison en
introduisant les méthodes de résolution sur les différents formalismes, et donc les différentes
facons de stocker les données du modéle. Nous reviendrons sur une comparaison un peu plus
approfondie dans la conclusion (chapitre 6, section I1.2).
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Quel que soit le formalisme utilisé, nous cherchons a calculer des indices de perfor-
mance sur le systeme étudié. Certaines méthodes de résolution sont cependant spécifiques
a un formalisme donné, mais des techniques peuvent étre adaptées d’'un formalisme a un
autre.

Nous effectuons maintenant un tour d’horizon des différentes méthodes de résolution,
sans se placer dans le cadre d’'un formalisme en patrticulier. Nous nous limitons en revanche
a I'étude des systémes markoviens.

[1l. LES METHODES DE RESOLUTION

Les indices de performances qui hous intéressent sont obtenus a partir du vecteur des
probabilités stationnaires ¢ R°!, ou S est 'espace d'états du systéme Markovien étu-
dié. Le i-eme élément du vectewyreprésente alors la probabilité que le systéme soit dans
I'état i, au bout d’'un temps suffisamment long (toute influence liée a I'état initial doit dis-
paraitre).

Nous voulons donc calculer le vectewy et c’est la solution du systéme d’équations
linéairest@ = 0, avecme = 1, ou () est le générateur de la chaine de Markoy, est un
vecteur dont tous les éléments sont égalix a

Il existe de multiples méthodes numériques de résolution de systéemes linéaires [70, 84,
89]. Cependant, les propriétés liées au générateur infinitésimal d’une chaine de Markov
empéchent I'application de certaines méthodes, et en favorisent d'autres.

Les méthodes numériques ditdsectes comme la méthode de Gauss [70], ne sont
pas utilisables pour des modéles de grande taille. En effet, les besoins en espace mémoire
sont trop importants. Or nous nous intéressons justement avec les SANs a I'étude de grands
modeéles (plusieurs millions d’états). Les méthoii@smativessont mieux adaptée a notre cas
puisqu’elles permettent de tirer avantage des techniques de stockage creux du générateur
infinitésimal. Cependant, la aussi, les besoins en mémoire peuvent devenir trop élevés pour
les modeles a I'échelle réelle.

Au niveau des méthodes employées, nous nous intéressons tant a des méthodes simples
(méthode de la puissance, Jacobi, Gauss-Seidel) qu'a des méthodes plus complexes comme
les méthodes de projection (Arnoldi, GMRES, etc.). Des descriptions de ces méthodes
peuvent étre trouvées dans [70, 84, 89, 35]. L'opération de base des méthodes itératives
est la multiplication du vecteur par le générateur, et ces méthodes ont souvent besoin de
calculer ce produit un grand nombre de fois. Leur efficacité dépend donc directement de la
facon dont ces données sont stockées.

Dans le cadre de cette thése, nous étudions les systemes a grand espace d’états.
Nous employons donc uniguement desthodes itératives Nous reviendrons

en détail sur les différentes approches proposées pour la multiplication d’'un
vecteur de probabilité par le générateur de la chaine de Markov dans le cha-
pitre 4.
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Nous présentons maintenant le plan de cette thése, en précisant nos apports par rapport
a l'état de l'art.

IV. PLAN DE LA THESE

Lathése peut étre divisée en deux parties principales. La premiere regroupe les chapitres
2 et 3, elle se concentre sur le formalisme des réseaux d’automates stochastiques et présente
des nouveautés sur ce formalisme. Dans le processus de modélisation (figure 1.1), cette
partie concerne la phaseadistraction.

La deuxieéme partie traite de I'aspeésolution, en mettant I'accent sur les algorithmes
de multiplication d’'un vecteur par le générateur d’'une chaine de Markov (chapitre 4), et
présente des résultats numériques (chapitre 5).

Nous détaillons ici le contenu de chacune de ces patrties.

IV.1. MODELISATION A L’AIDE DE RESEAUX D’ AUTOMATES STOCHASTIQUES

Le chapitre 2 commence par donner les bases de I'algébre tensorielle classique et géné-
ralisée. Nous présentons ensuite le formalisme SAN, tout d’abord pour le cas des modeéles
atemps continu Ce formalisme, déja largement développé depuis une vingtaine d’années
[80, 82, 41], décrit le systeme par le biais de sous-systemes indépendants qui peuvent inter-
agir. Ces sous-systémes sont des automates traditionnels auxquels on rajoute des compor-
tements stochastiques et des mécanismes de synchronisation. La matrice de transition de la
chaine de Markov peut alors étre exprimée sous un format tensoriel.

Par rapport aux présentations précédentes des SANs a temps continu [41, 42, 43], nous
changeons la fagon de voir les SANs en mettant 'accent sootian d’événement®o-
rénavant, toutes les transitions des automates sont étiquetées par des événements, et les
informations concernant ces événements sont indiquées en dehors du graphe (taux de fran-
chissement, ...). Ceci a pour but d'une partalrifier la présentation et d’autre part a
préparer unextensiorsimple et cohérente pour traiter des modéles a temps discret.

IV.1.1. AGREGATION TEMPORELLE

En ce qui concerne les modélegeimps discret il s’agit d’'un niveau d’abstraction
supérieur par rapport aux modéles aux temps continu : le temps est regroupé en intervalles.
Ceci permet de réduire la complexité du systéme car on ne regarde plus le détail de tout ce
gui se passe a chaque instant, mais I'ensemble de tout ce qui s’est passé dans un intervalle
de temps donné.

Cependant, les modéles a temps discret sont plus difficiles a représenter justement du
fait que plusieurs événements puissent avoir lieu pendant une méme unité de temps (évé-
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nements concurrents). Nous trouvons donc beaucoup moins de travaux sur de tels modéles
dans la littérature que pour le temps continu.

Les réseaux de Petri temporisés [62, 100] sont une modélisation a temps discret, mais
le comportement de ces modeles n'est pas stochastique. De plus, les techniques d’analyse
de ces modeles sont relativement complexes.

Au niveau des réseaux de Petri stochastiques, de hombreux travaux existent, et pro-
posent souvent différentes sémantiques pour traiter le probléeme des événements concur-
rents. Lorsque nous considérons un modele en temps discret, il se peut que plusieurs tran-
sitions soient candidates au méme instant, comme par exemple les trandit@n® dans
la figure 1.2a. Les transitions sont ditesncurrentesll faut alors choisir quelle transition
effectuer. Nous associons I'événemerd la transitiont1 et 'événementf a la transition
t2. La probabilité d’occurrence deestp, celle def estgq.

Tpg 010

(1-p)(1-q)
T-bq (100
Geom(p, 1) — 001
w, q1(17 p)

b. Sémantique de Molloy
t1 p2

Geom(q,1) p3

a. Réseau de Pétri
001

c. Sémantique de Ciardo a(l —p) + g P

FiG. 1.2 — Différentes sémantiques pour traiter les événements concurrents

Nous trouvons plusieurs sémantiques différentes pour traiter le probleme dans la litté-
rature des réseaux de Petri. Dans les premiers travaux de Molloy [77] sur les réseaux de
Petri stochastiques a temps discret, les deux événements concuregifitae peuvent pas
avoir lieu en méme temps. Dans le graphe de marquage du réseau de Petri (figure 1.2b),
nous divisons les probabilités p@dr— pq) pour avoir une somme des probabilités égale a 1.
Ainsi, si aucun événement a lieu (probabil{tte— p)(1 — ¢)), nous restons dans le méme
état, sinon le jeton va dans la plgezou p3.

Dans I'approche de Ciardo [28, 27, 97], nous assignons un poids a chaque événement :
wl etw?2. Les probabilités ne sont alors plus divisées comme pour [77], mais nous consi-
dérons que les deux événements peuvent se déclencher simultanément (prolapédité
la place du jeton dépend alors des poids (probabhilitd(w1l + w2) que I'événement ait
effectivement lieu). La figure 1.2c illustre cette sémantique.

Des approches pour les réseaux d’automates stochastiques ont également été proposées
[2, 54], mais la sémantique n'est pas trés explicite en cas de conflit. Pour notre part, nous
introduisons la notion deriorité associée a chaque événement et déterminons comment
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agir en cas de conflit. De plus, wigorithme de génération de la chaine de Marlast
proposé, il détecte les événements concurrents et agit en conséquence.

IV.1.2. AGREGATION D’ETATS

Une autre forme d’abstraction du systéme consiste a réduire I'espace d’états afin de
simplifier le modele. En effet, lors de I'analyse de grandes chaines de Markov, I'utilisation
du formalisme SAN n’est pas toujours suffisant pour pallier au probléme de I'explosion du
nombre d’états.

Pour surmonter ce probléme, on cherche aréduire la complexité de la chaine de Markov
étudiée. Heureusement, de nombreux systémes contiennent un grand nombre de composants
identiques. On peut alors exploiter ces réplications de composants pour générer une chaine
de Markov réduite, en effectuant une agrégation exacte [83, 64]. Une telle agrégation est
proposée directement sur I'espace d’'états de la chaine de Markowv.

Dans le cadre des formalismes de haut niveau structurés, il est intéressant de pratiquer
une agrégation directement a partir du modéle de haut niveau, pour éviter de générer la
chaine de Markov et abtenir une représentation compacte de la chaine de Markov agrégée.
Il est alors nécessaire de définir un formalisme de haut niveau qui définit les réplications de
composants, et de prouver que le modéle peut étre agrégeé sous certaines conditions.

Dans le chapitre 3, nous nous placons a nouveau dans le cadre des SANs a temps
continu, et nous introduisons la notion disseaux d’automates stochastiques avec ré-
plication. Nous tenons compte du fait que, la plupart du temps, un systéme est constitué de
plusieurs entités identiques. Nous définissons donc la notion d’automates répliqués dans un
SAN, et nous proposons alors une agrégation exacte sur de tels modéles.

De nombreux travaux ont déja été effectués sur ce domaine [86, 45] mais aucun a notre
connaissance n'a proposé uagrégation exacte de SANs avec plusieurs répliquas, tenant
compte des fonction®e plus, nous donnons uegpression tensorielle de la matrice de la
chaine de Markov agrégéee qui permet d’avoir un modele stocké de fagcon compacte, et
des méthodes de résolution efficaces sur ce modeéle.

La deuxiéme partie de la thése met I'accent sur les méthodes et algorithmes pour la
résolution numérique des modéles SAN.

IV.2. RESOLUTION NUMERIQUE DE MODELES SAN

Dans le but de pouvoir analyser les performances de systemes a grand espace d’états,
nous nous sommes également intéressés a I'aspect “méthodes numériques” pour calculer les
indices de performances. Comme nous I'avons dit précédemment, la principale difficulté de
ces méthodes réside dansraltiplication d’'un vecteur de probabilité par le générateur
de la chaine de Markov

En effet, c’est I'opération de base des méthodes itératives utilisées pour calculer des
indices de performance, et ces méthodes ont souvent besoin de calculer ce produit un grand
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nombre de fois. Les systémes étudiés sont a grand espace d’états (souvent plus d'un million
d’états), il est donc difficile de stocker le vecteur et le générateur, et surtout I'efficacité de
I'opération dépend directement de ce stockage.

IV.2.1. ALGORITHMES DE MULTIPLICATION VECTEUR-GENERATEUR

Le chapitre 4 détaille les différentes approches qui ont été proposées, et notamment les
différentes structures de données que nous pouvons utiliser pour stocker les vecteurs de pro-
babilité, le générateur de la chaine de Markov, et 'espace d’'états accessibles du modéle. Le
générateur peut étre stockeé de facon explicite en ne gardant que les éléments non nuls et
leur position dans la matrice, comme par exemple en format Harwell-Boeing [84, 90]. Cette
approche manque cependant de structure et elle est vite limitée par la mémaoaire pour les
systemes a grand espace d’états. Parmi les représentations structurées, on remargque notam-
ment les diagrammes de décision [58] et les diagrammes de matrices [30, 31, 75]. Toutes
ces approches seront développées ultérieurement.

Pour notre part, nous nous placons toujours dans le cadre des réseaux d’'automates sto-
chastiques, qui permettent de diminuer les besoins en mémoire par leur approche structurée,
basée sur une formule tensorielle. Nous proposons alors une amélioration de I'algorithme
classique utilisé pour multiplier un vecteur par un générateur stocké sous forme tensorielle
(appelé ausdlescripteuy.

Le nouvel algorithme tient compte du fait que dans de nombreux modie|lgsportion
d’états accessibles est faiblinsi, il utilise uniguement destructures réduitegde la taille
de I'espace d’états accessibles), ce qui permet un gain en mémoire et en temps d’exécution
important lorsque la proportion d’états accessibles est effectivement faible. Nous pouvons
alors calculer des indices de performances sur des modéles comportant plus de dix millions
d’états en un temps raisonnable.

IV.2.2. MISE EN OEUVRE DANS PEPS ET ANALYSE DES RESULTATS

Le chapitre 5 présente le logiciPEPS (Performance Evaluation of Parallel Systéms
dans sa version 2003. Ces travaux de these ont contribu&aloppement du logiciel
avec notamment I'implémentation des nouveaux algorithmes de multiplication, et aussi la
participation a la conception d’'une nouvelle interface adaptée a la description des réseaux
d’automates stochastiques avec répliquas.

Desrésultats numériquessont alors présentés pour illustrer I'apport des travaux effec-
tués pour I'évaluation des performances des systémes a grand espace d’états.

Nous comparons notamment dans cette partie les nouveaux algorithmes développés
dans cette thése avec des algorithmes classiques (I'algorithme du shuffle classique, la mul-
tiplication par une matrice creuse) sur différents modéles, et nous dressons un ensemble
de conclusions pour indiquer quel algorithme il est préférable d'utiliser suivant le modéle
étudié. Nous montrons ainsi que les améliorations portées a l'algorithme du shuffle nous
permettent d’analyser des systemes paralléles et distribués avec un espace d’'états de plus en
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plus grand, et ceci nous semble d’'une importance primordiale dans un contexte ou de tels
systemes ne font que se complexifier.

Nous montrons également I'intérét de I'agrégation des SANs avec réplication, qui per-
met de résoudre en un temps négligeable des modéles qui prenaient beaucoup de temps
auparavant. Les techniques d’agrégation utilisées permettent de réduire la taille de I'espace
d’'état de maniére trés significative, et la résolution du modéle est alors immédiate.

IV.3. CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES

Pour terminer, le chapitre 6 dresse un bilan des travaux effectués, et précise les travaux
en cours, ainsi que les perspectives de travaux que nous envisageons pour donner suite a
cette thése.

Un glossaire (page 157) récapitule les définitions des principaux termes couramment
employés dans cette thése, ainsi que des références vers les définitions.
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CHAPITRE
Les Reseaux d’Automates Stochastiques - o
SANs

Les réseaux d’automates stochastiques (SANs : Stochastic Automata Networks) [80, 41]
permettent de modéliser des systémes complexes a grand espace d’états, et des techniques
de résolution efficaces basées sur une algebre tensorielle sont alors disponibles. Un au-
tomate stochastique est trés proche d'une chaine de Markov, et nous pouvons appliquer
dessus les techniques standard de ce domaine. Ainsi, tout systéme Markovien pourra étre
facilement représenté. Lintérét principal des réseaux d'automates stochastiques est qu'ils
permettent d’avoir une vision modulaire du systeme étudié, et de modéliser ensuite les in-
teractions entre les différentes composantes du systéme.

Nous commencerons par rappeler quelques définitions d’algébre tensorielle, employées
pour exprimer le générateur de la chaine de Markov associée au réseau d’'automates sto-
chastiques. Nous décrirons ensuite les réseaux d’automates stochastiques de fagon infor-
melle, afin de comprendre I'outil de modélisation sans préoccupation théorique, puis une
description formelle des SANs sera exposée. Enfin, nous présenterons quelques exemples
de modélisation, utilisés par la suite pour montrer I'efficacité des algorithmes développés
au cours de cette thése.

|. ALGEBRE TENSORIELLE

Nous présentons dans cette section succinctement I'algebre tensorielle classique [34],
ainsi qu’une extension, I'algébre tensorielle généralisée [80, 2, 41]. La différence fondamen-
tale apportée par cette extension est I'introduction du concéfdrdents fonctionnel&ne
matrice peut désormais étre composée d’éléments constants (apparf@nantbeléments
fonctionnels. Un élément fonctionnel est une fonction a valeur Biamsenant comme ar-
guments les indices de ligne d’'une ou de plusieurs matrices.

L'algebre tensorielle est définie par deux opérateurs matricielspréghiits tensoriels
(aussi appelés produits de Kronecker) etdesimes tensorielleblous définissons mainte-
nant ces deux opérateurs, et nous introduisons également la nofiacteiers normaux
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I.1. PRODUIT TENSORIEL

[.1.1. PRODUIT TENSORIEL CLASSIQUE

Le produit tensoriel de deux matriceset B, de dimensionga; x as) et (f; x [2)
respectivement, est une matrice de dimensi@ng; x a23). Cette matrice peut étre vue
comme une matrice aveg x as blocs, chacun avec dimensigh x 3. La définition de
chacun des éléments de la matrice résultante est faite en déterminant a quel bloc I'élément
appartient et sa position interne dans le bloc.

O Soit
A la matrice nomméel ;
A®B le produit tensoriel des matriceset B ;
Ax B le produit (traditionnel) des matriceset B ;
aij I'élément dans la ligne et la colonngj de la matriced ;
i k][] I'élement dans la ligné: du i-eme bloc horizontal et la colonriedu

j-eéme bloc vertical de la matricé.
Prenons par exemple deux matricéet B :

a1 1o big bip b1z big
A= ( a2’1 a2’2 ) B=1 by baa ba3z bay
’ ’ b3 b32 b33 b3a

Le produit tensoriel défini paf’ = A ® B est égal a

C_ al,lB CLLQB
- a2,1B az’gB

ai,ibir aiibip aribiz aibia | ai2bin aiebie aigbiz ai2bia
aiba1 ainbep ai1ibez aiibeg | argboy aioboo aiobaz aiobag
- a1,1b3;1 a1bzo ar1bzz a11b3a | a12b31 ai2bse aigbzz ai2bsa
az1bi1 az1b12 a21biz agi1bia | az2bi1 asobio azobiz az2bia
az1ba1  aiban az1baz asibog | azobo1 asoboo asobaz  asobay
az,1b31 a21b32 a21b33z asibzg | azebsy azabso asgbsz azpbsg
Dans cet exemple I'élément 7 (= a2 201 3) est dans le blo€2, 2) et sa position interne
dans ce bloc edtl, 3). Le produit tensoriellC’ = A ® B est défini algébriguement par
I'affectation de la valeut; ;b ; a I'élément dans la positiofk, ) du bloc(s, j), i.e.:

Cli k), [5] = i,j0k,1

: : (2.1)
aveci € [l.aq], j € [l..ao], k € [1..51] etl € [1..(2]



Algébre tensorielle 25

Cette représentation des éléments d’'une matrice correspondant a un produit tensoriel
induit un ordre sur les €léments ;) ;) qui est l'ordre lexicographique sur les doublets
d’indice.

I.1.2. FACTEURS NORMAUX

Un cas spécifique de produit tensoriel est le produit tensoriel d’'une matrice carrée par
une matrice identité. Appelons ces produits fdeseurs normauxAvec une matrice carrée
A etune matrice identité, de dimensiom, deux facteurs normaux sont possibléd® )
et(l, ® A).

Reprenons la matricd de I'exemple précédent et une matrice identité de taille 3 :

b 100
A:( L1 1’2> Li=(010
az1 a2 00 1

Le facteur normald ® I est égal a

ai 1 0 0 a2 0
0 a1 0 0 a1,2
0 0 ai.1 0 0 a1 ,2
az.1 0 0 42,2 0
0 a2,1 0 0 a2,2
0 0 a9 2

0 0 a271
Le facteur normal; ® A est égal a

(11’1 CLLQ 0 0
a1 G22 0 0
0 0 a1 Ga1,2
0 0 Gz1 G22 0 0
0 0 0 0 (11’1 a12
0 0 0 0 a1 G22

Un cas encore plus particulier de produit tensoriel est le produit de deux matrices identi-
tés. Ce produit est une matrice identité dont la dimension est égale au produit des dimensions
de chacune des matrices.:

oo O
oo O

In ®Im = Inm

I.1.3. PRODUIT TENSORIEL GENERALISE

Nous considérons maintenant des matrices pouvant posseder des €léments fonctionnels,
c'est-a-dire des fonctions a valeur daRsprenant comme arguments les indices de ligne
d’une ou de plusieurs matrices.
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Un élément fonctionnel qui posséde I'indice de ligne d’'une maticeomme argument
est dit dépendant de la matrick Par abus de langage, nous appelons arguments d’un
élément fonctionnel toutes les matrices dont I'élément est dépendant. Une matrice contenant
au moins un élément fonctionnel dépendant de la mattiest ditedépendantéle la matrice
A. Lesargumentgd’'une matrice sont I'union des arguments de tous ses éléments.

Par hypothése, toutes les matrices ont leurs indices de ligne de, h &tant
la dimension de la matrice.

O Soit

(a1 .. an)

ay
A(B,C)
a; ;(B,C)

a;,j(by,C)
A(bg, 1)

ai (b, c1)

un espace associé a I'ensemble des lignes| de la matriceA (de
dimensionn). A chaque ligne correspond un élément, qui servira a évaluer
les fonctions par la suite.

I'élément correspondant a l'indice de la lighede la matriced ;

la matrice fonctionnelled qui posséde comme arguments les matrices
BetC,

I'élément fonctionnel, j de la matriceA(B,C) ;

la matrice fonctionnelled(5,C) ou lindice de ligne de la matric&
est déja connu et égalka(cette matrice peut étre considéré comme dépen-
dante de la matric€ seulement) ;

I'élément fonctionnel, j de la matriceA(y,C) ;

la matrice fonctionnelled (B, C) ou les indices de ligne des matricBs
et C sont déja connus et égaux respectivemehntedl (cette matrice, ayant
tous ses arguments connus, est considérée comme constante) ;

I'élément constant (élément fonctionnel évalug)de la matriced (4, ¢;) ;

A(B) ® B(A) le produit tensoriel généralisé entre les matrid¢s) et B(A).
9

Prenons par exemple deux matricéd3) et B(.A) définies par :

bii[A] bipo[A] bis[A]
> B(A) = | ba1[A] b2plA] bo3[A]
ba,1[A] b3oA] bs3[Al

Le produit tensoriel défini pa’ = A(B) @ B(.A) est égal a
9

a1,1
a1

a1,1(b1)b13(a
a1,1(b2)ba3(a

a1

1
1) | a2

a2,1(b1)b1 3(az
a3,1(b2)b2 3(az
az,1(b3)b3,3(az

a2
a2
a2

) (b1)b1,2(a1) (b1)b1,3(a1) (b1)br,1(a1) (b1)b1,2(a1) (b1)b1,3(a1)
) (b2)b2,2(a1) (b2)b2,3(a1) (b2)b2,1(a1) (b2)b2,2(a1) (b2)b2,3(a1)
) a1,1(b3)b32(ar) a1,1(b3)bsz(ar) | a12(b3)bsi(ar) ai2(b3)bsa(ar) ai2(b3)bss(al)
) (b1)b1,2(a2) (b1)b1,3(a2) (b1)b1,1(a2) (b1)b1,2(a2) (b1)b1,3(a2)
) (b2)b2,2(az2) (b2)b2,3(az) (b2)b2,1(az) (b2)ba,2(az) (b2)b2,3(az)
) (b3)b3,2(az) (b3)b3,3(az) (b3)b3,1(az) (b3)b3,2(az2) (b3)b3,3(az)

La définition algébrique du produit tensoriel généralisé- A(B) ® B(.A) est faite par
g

I'affectation de la valeuu ;(by )by, (a;) & I'elementey; 4 51, i-€.
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Cli k) = @iyj (br) bk (ai)

. (2.2)
aveci,j € [l.ny] etk,l € [1..np]
.2. SOMME TENSORIELLE
1.2.1. SOMME TENSORIELLE CLASSIQUE
O Soit
A®B la somme tensorielle des matrices cafréest B ;
A+B la somme (traditionnelle) des matricdset B ;
ny la dimension (nombre de lignes et de colonnes) de la matrice carrée
I, la matrice identité de dimension

La somme tensorielle de deux matrices carcéex B est définie comme la somme de
facteurs normaux de chacune des matrices selon la formule :

A®B=(A®In,) + (In, ® B) (2.3)
Prenons par exemple les matricéet B définies par :
4y aLs big bia bigs
A= ( a2’1 a2’2 ) B=1| by1 baa by3
’ ’ b3 b32 b33
La somme tensorielle définie par= A @ B est égale a
a1,1 0 0 a1,2 0 0 b1,1 b1,2 61,3 0 0 0
0 a1 0 0 a1,2 0 b271 b272 62,3 0 0 0
C = 0 0 a1,1 0 0 a1,2 b3,1 b3,2 63,3 0 0 0
a2,1 0 0 a2,2 0 0 0 0 0 bl,l 61,2 b1,3
0 az.1 0 0 42,2 0 0 0 0 62,1 62,2 b273
0 0 a2,1 0 0 a2,2 0 0 0 63,1 63,2 b3,3
ai,1 + b1 b1 o b3 a2 0 0
b2,1 a1+ bao ba3 0 ap2 0
c— b3,1 b3 2 a1+ b33 0 0 a2
a1 0 0 a2 + b1 1 b1 2 b3
0 as,1 0 ba1 az2 + bz ba3
0 0 az,1 b3 1 b3 2 az2 + b33

!Bien que le produit tensoriel soit défini pour des matrices non carrées, la somme tensorielle est définie

exclusivement pour les matrices carrées.
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La somme tensoriell€ = A @ B est définie algébriquement par I'affectation de la
valeura; ;o ; + 9; jbi,; & 'élément dans la positiofk, /) du bloc(i, j), i.e.:

Cri 1= @i 0k + 0; ib
[6,k1,(5,1] J Okl J Okl N (2.4)
aveci,j € [l..na] etk,l € [1..np]

1.2.2. SOMME TENSORIELLE GENERALISEE

La définition de la somme tensorielle généralisée est faite en utilisant des produits ten-
soriels généralisés sur I'équation (2.3) :

A®B=(A®1,,)+ (I,, ®B) (2.5)
g g g

Reprenons les matrice B) et B(.A) utilisées pour décrire le produit tensoriel généra-
lisé (section 1.1.3, page 25). La somme tensorielle définie’par A(B) @ B(A) est égale
g

\

ar1(br) +bii(ar) bia(a1) b1 3(a1) a12(b1) 0 0
by 1(ar) a1,1(b2) + b22(a1) b3(ar1) 0 a12(b2) 0
co b31(a1) b3 2(a1) a1,1(b3) + b3 3(a1) 0 0 ayo(bs)
az(by) 0 0 az2(b1) + b1,1(a2) b1,2(a2) b1,3(a2)
0 az,1(b2) 0 b1 (az2) az2(b2) + bo2(az) by 3(a2)
0 0 az,1(b3) b3,1(az) b3.2(az) az2(b3) + bz 3(az)

La définition algébrique de la somme tensorielle généralisée A(B) & B(A) est
g
faite par I'affectation de la valeus; ;(by)dx, + br,(a;)d; j a 'elémentey 4 51, i.€.:

Cli k][5, = @ij (Ok)Ok + bri(a;)di;

- (2.6)
aveci,j € [l.na] etk,l € [1.np]

[I. PRESENTATION INFORMELLE DES SANS

Les bases d'algébre tensorielle ayant été rappelées, nous nous intéressons maintenant
au formalisme des réseaux d’'automates stochastiques, et commencons par en faire une pré-
sentation informelle.

L'approche modulaire des réseaux d’automates stochastiques nous améne a décrire le
systeme comme un ensemble de sous-systémes qui interagissent entre eux. Chaque sous-
systeme est modélisé par un automate stochastique, et des régles établies entre les états
internes de chaque automate permettent de décrire les interactions entre les sous-systéemes.
Les réseaux d’automates stochastiques peuvent étre utilisés pour modéliser des systemes a
échelle de temps continu ou discret.
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Nous présenterons tout d’abord la notion d’automates et d’'événements, qui sont a la
base des SANs. Nous verrons ensuite comment, a partir d’'un SAN, nous pouvons obte-
nir une chaine de Markov équivalente. Enfin, nous introduirons le concept de descripteur
Markovien, qui se base sur I'algébre tensorielle.

I.1. AUTOMATES ET EVENEMENTS

Un réseau d’automates stochastiques est constitué d’'un ensemble d’automates et d'un
ensemble d’événements. Lésats internes ou états locauxd’un automate correspondent
aux différents états possibles du sous-systéme modélisé par cet automate.

L'occurrence d'un événement peut modifier I'état interne d’'un ou de plusieurs auto-
mates. Lorsqu’un seul automate est impliqué, I'événement dsiodit Sinon, nous parlons
d’événemensynchronisant Dans tous les cas, nous avons un changemenéti global
du systéme, qui est une combinaison de tous les états internes de chaque automate.

Chaque automate est ainsi caractérisé par un ensemble d’'états et un ensemnalole de
sitions, étiquetées par des événements, qui permettent de changer I'état de I'automate.

Pour représenter graphiguement un réseau d'automates stochastiques, nous pouvons
ainsi associer un graphe a chaque automatenbeadsdu graphe correspondent aux états
locaux de l'automate, et legrcs sont étiquetés par une liste d’événements. Il se peut en
effet que plusieurs événements distincts produisent le méme changement d’état local dans
un automate. Dans ce cas, nous avons formellement une transition par événement, et I'arc
du graphe représente toutes ces transitions en méme temps.

Nous allons présenter ces différentes notions a travers un exemple introductif, I'exclu-
sion mutuelle (échelle de temps continu).

I1.1.1. LE PROBLEME DE L'EXCLUSION MUTUELLE

Deux clients désirent utiliser une unique ressource. Chaque client peut étre soit dans
I'état repos (il n'utilise pas la ressource), soit dans I'éamdtivité (il utilise la ressource).

Nous modélisons donc chaque client par un automate & deux éfdiset A sont les
automates décrivant respectivement les clients 1 et 2. Les états internes de chacun de ces
automates sorreposet activité

Les différents événements pouvant avoir lieu sont :
la prise de la ressource par le premier client,
la prise de la ressource par le deuxieme cligt,
la relache de la ressource par le premier clignt,
la relache de la ressource par le deuxiéme clignt,

La durée de résidence dans I'étaposest pour chaque client une variable aléatoire
exponentielle de taux. Nous disons qué est letaux de franchissementassocié aux
événementpg; etps. De la méme facon, le taux de franchissement,det ders estp.

Pour assurer I'exclusion mutuelle, nous devons modéliser les interactions entre les deux
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clients, pour exprimer notamment le fait que les deux clients ne peuvent pas étre simultané-
ment dans I'étafctivité Nous allons voir comment décrire ces interactions, d’'une part en
n'utilisant que des événements locaux, et d'autre part a I'aide d’événements synchronisant.

I1.1.2. LES EVENEMENTS LOCAUX

L'occurrence d’'un événement local correspond au changement de I'état interne d’un
seul automate. Nous associons a chaque événement local un taux de franchissement. Dans
notre exemple, le premier client passe de I'éetivité a I'état reposlors de I'occurrence
dery, avec un tauxu. L'occurrence de cet événement de dépend pas du reste du systeme,
et ne modifie que I'état interne de I'automate correspondant au premier client. La figure 2.1
montre la portion de I'automate correspondante.

1

Automate du premier clieng (V)

FIG. 2.1 — Exemple d’événement local

Nous pouvons également modéliser la prise de ressource a I'aide d’'un événement local
p1, mais il faut exprimer le fait que la ressource ne peut étre prise que si elle est libre. Pour
cela, nous pouvons utiliser des taux de franchisseroerttionnels Dans ce cas, le taux
de franchissement est variable, il dépend de I'état des autres automates. C’est une fonction
de I'état global. Dans notre exemple, I'état global est une combinaison des états des deux
automatesd(!) et A(). Ainsi, si les deux clients sont dans I'étapos I'état global est :

(état(4™M)) = repos état(4(?)) = repog.

Dans notre exemple, nous introduisons une foncfiaui exprime le fait que le client
peut prendre la ressource uniquement si elle n’est pas encore Gccupée

f(état global) =4(état(4})) = reposet étatd(?)) = repog

Le taux de franchissement associé aux événemgnés p, est alorsAf, c'est une
fonction de I'état global du systéme. Nous pouvons représenter notre systéme par le réseau
d’automates stochastiques de la figure 2.2, ou le taux de franchissement ass@tié, a
restey.

11.1.3. LES EVENEMENTS SYNCHRONISANT

Il est possible de décrire le méme systéme, en modélisant les interactions entre les deux
clients de facon différente. Pour cela, nous introduisons un automate supplémgiitaire
gui modélise I'état de la ressource. Cet automate a deux états inlibreest occupéeNous
synchronisons alors les clients avec la ressource :
— une prise de ressource doit étre accompagnée du passage de I'état de la ressource de
I'état libre versoccupée

2Rappelons qué(b) est une fonction qui vadt si I'expressiorb est vrai, sinon cette fonction vaoit
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AWM (client 1) A® (client 2)

P1 p2

PR T T

T1 T2

FiG. 2.2 — L'exclusion mutuelle, événements locaux

— une relache de ressource doit étre accompagnée du passage de I'état de la ressource
de I'étatoccupéeversilibre.

Ainsi, nous synchronisons les clients avec la ressource, grace aux événgmsnis,
etry. Un événement qui synchronise plusieurs automates ne peut avoir lieu que si chaque
automate impliqué par la synchronisation est dans un état ou la synchronisation est possible
(un arc étiqueté par I'événement synchronisant part de cet état).

Dans notre exemple les événementet; synchronisentd®) et A®), et ils ont des
taux de franchissementet ;. respectivement. Les événemepi®t r, synchronisent4(?
et A®), etils ont des taux de franchissemengt ;, respectivement.

La figure 2.3 décrit ce modéle. Ainsi, I'événement de prise de la ressource par le premier
clientp; ne peut avoir lieu que si I'état dd(!) estreposet si I'état deA® estlibre. Dans
ce cas, les deux transitions des automates, qui correspondent aux arcs du graphe étiquetés
parp;, peuvent avoir lieu simultanément, avec un taux de franchissekent

Noter également que lorsqu’un arc est étiqueté par une liste d’événements (séparés par
des virgules), plusieurs transitions peuvent avoir lieu lors de I'occurrence de 'un de ces
événements, quel qu'il soit. Formellement, nous définissons une transition distincte par évé-
nement de la liste.

Les taux de franchissement associés a des événements synchronisants peuvent bien en-
tendu étre fonctionnels, tout comme ceux des événements locaux.

I1.1.4. PROBABILITE DE ROUTAGE

Il se peut qu'un méme événement, en partant du méme état, puisse mener dans plu-
sieurs états différents. Dans ce cas, il faut définir la probabilité d’aller dans chacun des états
d’arrivée, et la somme de ces probabilités doit étre égale a 1. Ces probabilités sont appe-
Iéesprobabilités de routage et elles ne sont pas associées un événement mais a chaque
transition.

Par défaut, lorsqu’il y a un seul état d’arrivée pour un événement en partant d’'un état
donné, la probabilité de routage est 1, et elle n'est pas marquée dans le SAN (cf exemples
précédents).

En revanche, lorsque plusieurs états d'arrivée sont possibles, on rajoute la probabilité
de routage sur les étiquettes de l'arc correspondant a la transition et a I'événement, en
la mettant entre parenthése derriere I'étiquette de I'événement : événement(probabilité de



32 CHAPITRE 2. LES RESEAUX D’AUTOMATES STOCHASTIQUES - SANS

A(l) A(2)
p1 p2
/\ /\\
ry o
A®G)
P1,p2

T1,72

FIG. 2.3 — L'exclusion mutuelle, événements synchronisant

routage).

La figure 2.4 présente un exemple d’étude complet avec des événements locaux et syn-
chronisant, des fonctions, et du routage. Le premier autom(éieposséde trois étais0,
S1, 52; le deuxiéme automatd(® posséde deux étafff) et S1. Les événements sont :

— locy, locs etlocs, événements locaux dél!), avec des taux respectivement égaux a

A1, A9 et )\3 ;
— eut,, événement synchronisant qui concedi® et A avec un taux, ;
— evty, événement local dd(®), avec un taux fonctionnef :

p si AW est dans I'étaso;
f=40 siAW estdans 'étas1;
po  si A estdans I'étas2.

LorsqueA() est dans I'étas2 et A?) est dans I'étaS1, I'événementeut, peut avoir
lieu avec le taux,, et le nouvel état del(t) est soitS1 (probabilitér), soit SO (probabilité
1 — ). Dans tous les cas, le nouvel état4@ estSo.

I1.2. AUTOMATE EQUIVALENT

A partir d'un réseau d’automates stochastiques, il est possible de construire un automate
équivalent. Cet automate est le graphe d’une chaine de Markov décrivant le systeme.

Nous verrons tout d’abord comment construire cet automate sur un exemple, puis nous
détaillerons les propriétés de Markov de cet automate. Enfin, nous motiverons notre intérét
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FIG. 2.4 — Exemple avec routage

pour les réseaux d’automates stochastiques dans une petite conclusion.

11.2.1. CONSTRUCTION DE L'AUTOMATE EQUIVALENT

Les états de l'automate équivalent correspondent aux états possibles du systéme que
nous modélisons. Il s’agit donc des états globaux du réseau d’automate stochastique (cf
section 11.1). Les arcs de cet automate sont étiquetés par les taux de franchissement des
événements lorsqu’ils changent I'état du systeme.

L'automate équivalent au réseau d’automates stochastiques de la figure 2.4 est présenté
dans la figure 2.5.

Un état global du systéme est alors un couple constitué d’un étdtdet d’un état de
A®)_ Nous notonsSij I'état (Si, Sj), oui € 0,1,2 etj € 0,1 (Si est I'état ded)), et S
l'état de A?).

A un événement local de 'automaié’), permettant de passer de I'étst; & I'état
Sis, NOus associons dans l'automate équivalent les transitions ded'gjed I'état Sio 7,
avecj € 0,1, étiquetées par le taux de franchissement de I'’événement. Nous connaissons
alors I'état global du systéme, les fonctions peuvent étre évaluées.

Pour les événements synchronisant, nous rajoutons un arc effectuant le changement
d’état de chaque automate concerné par la synchronisation, étiqueté par le taux de franchis-
sement de I'événement.

I11.2.2. CHAINE DE MARKOV

Considérons le graphe états-transitions qui représente I'automate équivalent. Les tran-
sitions sont étiquetées par des variables aléatoires indépendantes, de distribution exponen-
tielle. Ainsi, a un instant donné, I'état futur ne dépend que de I'état présent. De plus, le
nombre d’états est fini.

Ce graphe est donc le graphe d’'une chaine de Markov.
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FiG. 2.5 — Automate équivalent - Exemple avec routage

11.2.3. CONCLUSION

L'automate équivalent représente le systeme de fagcon non modulaire, son interprétation
est plus délicate a premiere vue. Cependant, les concepts utilisés sont plus simples, nous
avons une chaine de Markov standard avec des taux de franchissement associés aux tran-
sitions. Etant donné que le systéme est constitué éets, le générateur de la chaine de
Markov est une matrice de tail@ = 36.

La représentation du méme systeme en tant que réseaux d’automates stochastiques per-
met d’avoir une vision modulaire du systéeme. Dans cette représentation, les interactions
entre les différents sous-systemes sont modélisées par des taux de franchissement fonc-
tionnels et des événements synchronisant. Chaque autoffiatest alors décrit par un
ensemble de matrices de taillé, n; étant le nombre d'états de I'automate. Le généra-
teur de la chaine de Markov peut s’exprimer sous forme tensorielle a partir des différentes
matrices, nous I'appelons tescripteur. Nous allons maintenant introduire le concept de
formule tensorielle et de descripteur en nous basant sur les exemples précédents.

I1.3. DESCRIPTEUR MARKOVIEN

L'un des avantages apporté par le formalisme des réseaux d’automates stochastiques est
la facilité de décrire le générateur de la chaine de Markov associée au modéle complet de
fagcon compacte, grace a une formule mathématique appelée descripteur [81, 41]. Des tech-
nigues similaires sont proposées pour d’autres formalismes, notamment pour les réseaux de
Pétri stochastiques généralisés [38, 39], les algébres de processus [60], ...
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Si nous considérons un réseau d'automates stochastiques sans événement synchroni-

sant, nous associons une matrice de transition Ic@féea chacun des automategt”). Si
() et y() sont deux états locaux distincts de I'automat€, I'élément en lignez(”) et

colonney® de la matrice (les états peuvent étre considérés comme étanfidasjsou
n; est le nombre d'états locaux dé?) représente la somme des taux de franchissement
des événements locaux permettant de passef’da y(?) dans I'automate concerné. Le
générateur de 'automate équivalent & ce modekst alors égal & une somme tensofielle
des matrices de transition locales.

Les taux de franchissement fonctionnels n’apportent pas de modifications structurelles
au descripteur, mais I'utilisation d’algébre tensorielle généralistealors nécessaire. En
effet, l'interprétation des matrices de transition permet de faire une correspondance biuni-
voque entre I'état d'un automate dans un SAN et l'indice de ligne d’'une matrgsetaux
de franchissement fonctionnels correspondent donc a la définition des éléments fonctionnels
donnée dans la section I.

Si nous reprenons I'exemple de SAN décrit par la figure 2.2, nous obtenons le descrip-

teur suivant :
_ oW @ _ [ A Af) (—Af Af)
=0 ?Ql ( T D po—p

9

—2X A ‘ A0

_ po —p| 0 0
@= I 0 ‘ —u 0
0 pw|p —2p

La présence d’événements synchronisants nous amene a associer plusieurs matrices a
chaque automatd("). Déja, une matrice de transitidocale Qgi) regroupe tous les taux des
événements locaux de I'automate. Ensuite, pour chaque événement synchrodisamt-
dele, nous associons a l'automate une paire de matrices de trarmyiliolmronisante@i)

décrit I'occurrence de I'événement synchronisafaux positifs), eQ(i) fait 'ajustement
diagonal correspondant aux taux exprimés dans la premiére matrice (taux négatifs).

Si 'automateA(?) n'est pas concerné par I evenemenalorsQ(+ = Qg_) = I,,;, ou
n; est le nombre d’'états de I'automate Jgest la matrice identité de dimensianEn effet,
cet automate ne changera pas d’état lors de I'occurrence de I'événement

Pour chaque événement synchronisant, un des automates est choisi comme automate
maitre. Ce choix peut correspondre a une interprétation du systéeme que nous modélisons,
ou bien il peut s'agir d’'un choix arbitraire. Ce choix n'apporte aucune restriction a la gé-
néralité du formalisme, il sert uniquement a mieux comprendre la structure du descripteur.

Les autres automates concernés par I'événement sont appelés auesnkess

La matricngl correspondant a I'automate maitre de I'événemeoontient le taux
de franchissement de Pour les matrices des automates esclaves, le taux est égBlea

3La définition de la somme tensorielle se trouve dans la section 1.2, page 27.
“La définition de I'algébre tensorielle généralisée se trouve dans la section |, page 23.
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facon analogue, la matri(I@Ef_) contient des taux d’ajustement négatifs uniquement pour
'automate maitre. Les taux dans les matrices d’ajustement associées aux automates esclaves
sont égaux d, a I'image des matrices d’'occurrence. L'existence de probabilités de routage
conduit & multiplier les taux par ces probabilités dans les matrices.

Le descripteur se décompose donc en deux parties : une partiedadite qui corres-
pond aux événements locauy ], et une partie diteynchronisantequi regroupe tous les
événements synchronisant. La partie locale est définie comme une somme tensorielle des
matrices locales de chaque automate. Pour la partie synchronisante, nous effectuons pour
chaque événement le produit tensoriel des matrices d'occurrence et le produit tensoriel des
matrices d'ajustement. La partie synchronisante est la somme de ces produits tensoriels
pour tous les événements synchronisants. L'utilisation de I'algébre tensorielle généralisée
est nécessaire dés lors qu'il y a des taux de franchissement fonctionnels.

Nous illustrons ce concept de descripteur sur I'exemple de la figure 2.4. Nous avons
choisi arbitrairement que I'automa!) était le maitre de I'événement synchronisat,,
mais le choix du deuxieme automate donne exactement les mémes m@fj¢est )
et donc un générateur absolument identique.

e'utj ’

Partie locale :
, A1 A 0 g
Q=@ o= 0 -x% X @( )
)\3 0 —)\3 g
—()\1 + Ml) 51 A1 0 0 0
0 x| 0 A1 0 0
Q = 0 0 |=Xx O A9 0
LT 0 0| 0 =X 0 Ao
A3 0 0 0 (A3 +p2) o
0 A3 0 0 0 —A3
Partie synchronisante positive :
0 0 0 0 0
Qevtj:Q ®Qevt+_ 0 0 0 ®< 1 0 >
As(l—=m) Agm O g
0 0 0 0]0 O
0 Of 0 0|0 O
0 .= 0 0] 0 0[0 0
evtd 0 0ol 0 0/0 0
0 0 0 0]0 O
As(I=m) O] Asm 00 O

Partie synchronisante négative :

2) 00 0 0 0
Qe”t - Qevt Qevts_ - 8 8 0 ® ( 0 1 >
g

|
>~
@
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0 0j]0 0j]0 O
0 0/]0 0|0 O
0 1 0 0j0 0[O0 O
ewts [0 0[0 0[O0 O
0 0/]0 0|0 O
0 0[]0 0|0 —X
Générateur de I'automate global :
—()\1 + /L1) 751 A1 0 0 0
0 -1 O A1 0 0
0 0 |=X O Ao 0
Q= @t Quy TQeus = 0 0] 0 =X 0 A2
A3 0 0 0 | —(A3+ pu2) 2
As(l=m) A3 [ A 0 0 —(Az+ As)

Pour stocker le générateur d'un réseau d’automates stochastiques sous forme tensorielle,
nous ne devons garder en mémoire que des petites matrices de dimgneibn; est le
nombre d’états locaux de 'automat. En principe, nous n'avons jamais besoin de cal-
culer explicitement le générate@, nous exploitons la forme tensorielle dans les méthodes
numeériques de résolution.

Ainsi, cette représentation du générateur permet d’avoir une représentation tres struc-
turée du modéle. D’autres techniques permettent de stocker le générateur d’'un SAN sans
utiliser d'algébre de Kronecker. Nous pouvons par exemple ne garder en mémoire que les
€léments non nuls de la matrice et leur position [90]. Nous évoquons par la suite d’autres
solutions qui peuvent étre adoptées pour représenter le générateur.

[ll. FORMALISME DES RESEAUX D'AUTOMATES STOCHASTIQUES

Maintenant que les principaux concepts de base des réseaux d’'automates stochastiques
ont été introduits de facon informelle, nous présentons un ensemble de notations et de défi-
nitions qui seront ensuite utilisées tout au long de cette thése.

Nous commencons par donner quelques définitions générales, puis nous nous intéres-
sons plus précisément dans un premier temps aux SANs a temps continu, puis aux SANs a
temps discret.

I11.1. DEFINITIONS GENERALES

Nous considérons la formalisation d'wéseau d’automates stochastiquesompor-
tant N automates stochastiquets’), i = 1..N, et un ensemble d’événemertsC’est une
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chaine de Markov & composantes, et ces composantes ne sont pas forcément indépen-
dantes (présence possible de taux fonctionnels et d’événements synchronisant).

Un automate stochastiqueA(”) est constitué de :

— un ensemble d’'états locask) ;

— un ensemble de transitiofi$".
n; est le nombre des états locaux de I'automate=( |S(*)|), etz() € S(*) est unétat local
de l'automate.

L' espace d'états produitdu SAN estS = 5™ x ... x §(N). Un état global du SAN
est un vecteur = (z(V), ...,z(M). z € S, I'espace d'états produit est 'ensemble des états
globaux du SAN. Le nombre d’états globaux Egt= Hi]\il n;.

Nous passons maintenant a des définitions spécifiques aux SANs a temps continu, puis
a temps discret.

I11.2. SAN A TEMPS CONTINU

Pour présenter les SAN a temps continu, nous commencerons par donner les définitions
de base. Enfin, nous formaliserons la notion de descripteur du SAN.

I11.2.1. DEFINITIONS DE BASE

Les transitions dans les automates sont déclenchées par I'occurrence des événements de
£. Nous allons maintenant détailler ces notions d’événement et de transition.

Définition 1 Un événemente € F est défini par :
— un taux de franchissemekt, qui est une fonction dg& dansR™ ;
— un ensemble d'automates impliqués par cet événe@dhibccurrence de: entraine
une modification de I'état local de chacun de ces automates) ;
— un automate maitrd(”e) € O,.
L’événement estlocal a I'automate A) si O, est réduit & un automatd(”). Sinon,
I'événement eddynchronisant

Notons qu’un taux de franchissement constant peut étre vu comme une fonction qui a
toujours la méme évaluation, quels que soient les arguments.

Le choix de 'automate maitre est arbitrajré sert uniqguement a faciliter la compré-
hension de la structure du descripteur par la suite (section [11.2.2).

Définition 2 Pour chaque automatd(?), unetransition ¢(?) est définie par :
— un état de départ,) 4, € S() etun état d'arrivéer, ,,, € S©;

)arr

5Se référer a la section 11.3 qui présente le descripteur de facon informelle.
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— un événement associé a la transitian,;) =e € £;
— une probabilité de routage,), qui est une fonction dé dans [0,1]. Siz € S,
7, () est la fonction évaluée pour I'état
T() estl’ensembledes transitions.

Notons qu’'un méme événemenpeut étre associé a plusieurs transitions. C'est le cas
d’'un événement synchronisant, ou d’'un événement possible dans plusieurs états locaux dis-
tincts d’'un méme automate (donc générant plusieurs transitions dans cet automate).

De plus, pour tout état global = (z(V, ..., z(")) et tout événement € &, si nous
considérons le sous ensemble des transitihse T() telles quez,) 4, = =¥ et
evt,iy = e, alors la somme des probabilités de routage correspondant a ces transitions,
évaluées pour I'état, doit étre égale a.

Il faut également remarquer que, dans certains cas, plusieurs événements peuvent conduire
a partir d'un état de départ donné dans un méme état d’arrivée. Dans ce cas, I'arc du graphe
représentant le SAN est étiqueté par une liste d'événements, mais formellement nous défi-
nissons une transition d&% pour chaque événement de la liste.

Définition 3 Dans un état globat: = (1), ...,z(N)) € §, 'événemente € £ est possible
si et seulement si, pour tout automaté) € O,, il existe au moins une transitiaff) e 7
telle que ) 4., = 2 et evtyi) =e.
Dans ce caslévénemente a lieu avec un taux\. (z) (taux fonctionnel évalué pour I'état
de départ), et le nouvel état du SAN= ('), ..., /™)) € S est défini par :

— pour toutA® € O,, pour chaque transition”) telle quez,; 4., = (V) et evt,) =

e, la probabilité quer'®) = ;) ., estm,) (z);

— pour les autres automate®), /() = z(@.
L'événemente est réalisablesi et seulement si il est possible et son taux de franchissement
Ae(z) nest pas nul. Les nouveaux états du SAN possibles loksguieu (correspondant a
des probabilités de routage non nulles) sontééats successeurde x par I'événement.

Du fait des taux fonctionnels et des événements synchronisant, certains &ate de
sont pas accessibles. Sinous reprenons le SAN de la figure 2.2 page 31 (exemple de I'exlu-
sion mutuelle avec des événements locaux), I'@etivité,activité)n’est pas accessible.

Définition 4
— Lafonction d’accessibilité  d’'un SAN est une fonction dedans{0,1} ;
— un état globak estaccessiblesi et seulement #i'(z) = 1;
— S estl'ensemble des états accessiblelsi SAN S C S.

F possede certaines propriétés, nous ne pouvons pas définir n'importe quelle fonction
d’accessibilité pour n'importe quel SAN. Nous choisissons arbitrairement (c’est la modéli-
sation du systéme qui détermine souvent ce choix) urirdtel = € S, qui est accessible
(z € S). A partir de cet état, nous pouvons calculer les états successetra davoir tous
les états;’ € S pour lesquels il existe un événement réalisatie que est un successeur
dex par I'événement (cf définition 4). Ces états sont dafis
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Nous pouvons aingialculer F' itérativement. Cette fonction d’accessibilité peut égale-
ment étredonnédors de la définition d’'un SAN, mais il faut alors s’assurer de son exacti-
tude.

La fonction d’accessibilitéF" estbien définie si et seulement si 'ensemble des états
accessibles forment un graphe de transition fortement connexe.

A partir d’'un SAN, nous pouvons construire un unique automate équivalent, dont les
états sont uniquement les états accessibles du SAN. Sa matrice de transition est le généra-
teur de la chaine de Markov correspondant au SAN. La notion de fonction d’accessibilité
bien définie assure lirréductibilité de cette chaine de Markov sur I'ensemble des états ac-
cessibles, et nous pouvons alors employer les théorémes standards.

Nous détaillons maintenant comment construire le descripteur.

I11.2.2. DESCRIPTEUR MARKOVIEN

Le descripteur Markovien est une formule algébrique qui permet une écriture compacte
du générateur infinitésimal de la chaine de Markov correspondante a un SAN par le biais
d’'une formulation mathématique [80, 2, 41]. Cette formule mathématique décrit, a partir
de la description de chaque automate, le générateur infinitésimal de la chaine de Markov
associée au SAN.

Le comportement de chaque automaf8, i = 1..N, est décrit par un ensemble de ma-
trices carrées, toutes de dimensignSoit£S I'ensemble des événements synchronisants
(ES C &). Alors, pouri = 1..N ete € £S, nous donnons quelques notations :

O Soit
le) la matrice contenant les taux de franchissement correspondant aux évé-
nements locaux de I'automat?), c’est la matrice de transition locale ;
QS} la matrice de synchronisation positive dé), qui représente I'événe-
ment synchronisard, et ses taux de franchissement&? est le maitre de
'événement ;
QS,) la matrice de synchronisation négative 4@, qui correspond & une

mise a jour des éléments diagonaux pour I'événement
Nous associons donc a chaque automate2|ES| matrices.

O Soit
Qg-i) (™, y@)  Iélément de la matric@g-i) dans la lignex® et la colonney(®, avec
i€[l..N]etje{l,et,e };

I, la matrice identité de taille;, aveci € [1..N];

7

Définition 5 Considérons I'automatel®) et deux états locaux?),y() ¢ $(0). Letaux
local de transition de z() versy(?) est notén[z(*), 3]
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NotonsT'L(® (z(),4(?)) le sous ensemble de I'ensemble des transitifistel que
pour toute transitiont?) € TL (2, y®), on ait z,i) 40, = 2, 2y5) 4 = y¥ et
Oevtt(i) = {A(i)}. C’est le sous ensemble des transitions de I’autom&ﬂequi vont de
I'état () vers I'étaty(?) par un événement local. Alors

T [:L'(l)’y(l)] — Z Aevtt(i) X TC4(3)
t) eTLE (2D y(@)

Notons que lorsqu'il n’existe pas d’arc étiqueté par un événement local allafft de
versy(?) dans le graphe de l'automaté?), 7;[z(), ()] = 0 (somme sur un ensemble vide).

Définition 6 Les éléments de la matrice de transition locale de I'autorpditesont définis
par :

QI (e®,2y =~ ¥ qe® 0],
YD S (i) £y ()

La définition 6.1 correspond aux éléments non diagonaux de la matrice de transition
locale (taux des événements locaux), tandis que la définition 6.2 correspond aux éléments
diagonaux (ajustement diagonal des taux des événements locaux).

Nous nous intéressons maintenant aux événements synchronisant.

Définition 7 Considérons I'automated®, I'événemente € E£S et deux états locaux
0,y ¢ 80 Letaux synchronisant de transition associé a I'événement de 2("
versy(®) est notér, [z, y¥)].
S'il existe une transitio” € 7(), telle quer,.) 4,, = 79, z,6) 4,, = Yy etevt,) =e,
alors .

— Sii = 5. (AD est l'automate maitre), [z, @] = X, x 71 ;

— Sinonz[z@, 5] = 7,
Sinon, s'il n'existe pas de transition étiquetée par I'événement synchronisalfdnt de
2 versy®) dans lautomated®, 7.[z(%), y] = 0.

Définition 8 Les matrices de synchronisation positive (représentant I'occurrence de I'évé-
nemenk € £8) sont définies par :
8.1. VAW ¢ O,
QSJ,)- = Inl ;
8.2. VAW € 0,,Vz® 4y ¢ 50
QU (2, y9) = 1[4 ];
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La définition 8.1 correspond aux automates non concernés par I'’événement synchroni-
sante. La définition 8.2 correspond aux automates concernés par I'événerriemtnéme
formulation est utilisée pour tous les automates concetdés¢ O,, qu'ils soient maitre
ou esclaves. C’est la définition du taux synchronisgat?), ()] qui différe. Nous remar-
guons gu'il N’y a pas de somme comme pour les événements locaux (définition 5). En effet,
nous associons dans la définition 7 un taux par événement, et non pas un taux pour tous les
événements comme pour les événements locaux.

Définition 9 Les matrices de synchronisation négative (représentant I'ajustement arithmeé-
tique nécessaire pour construire un générateur), podr£S, sont définies par :

9.1. VA® ¢ O,
QSL) = In,;;
9.2. V() ¢ §(ne)
Qi@e)(x(ne),x(ne)) — > Te[:p(”e),y("e)];
y(e) €S me) yne) £z (ne)
9.3. VA® € 0, tel quei # 7., Vz() € SO
Qf;’) (z), 2(0) = D o[z, y];
YD e8() y(i) £z
9.4. VAW € 0,, Yz, ¢y ¢ §(0) et (1) £ )
Q) (a,y0) = 0;

La définition 9.1 correspond aux automates non concernés par I'’événement synchroni-
sante. La définition 9.2 correspond aux éléments diagonaux de la matrice de 'automate
maitre de I'événemeny, alors que la définition 9.3 correspond aux automates esclaves. La
définition 9.4 correspond aux éléments non diagonaux des matrices des automates concer-
nés par I'événement synchronisantCes éléments sont tous nuls, ce sont des matrices
diagonales.

Définition 10 Le générateur Markovier) correspondant a la chaine de Markov associée
a un SAN est défini par la formule tensorielle appelée Descripteur Markovien [80, 2, 41] :

N ) N ) N )
=@, 0"+ | Qe+ Q, e (2.7)
=1 =1

ecES i=1

Etant donné que toute somme tensorielle est équivalente & une somme de produits ten-
soriels particuliers (cf section 1.2 page 27), le descripteur peut étre décrit par :

(N+2/ES]) N

Q= 2; ®, @ (2.8)
J= =1
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|ES| estle nombre d’événements synchronisant, nous utilisons comme ensemble d’iden-

tificateurs des événements synchronisdifid’intervalle [1..E], ou E = |ES].

I, pourj < Netj#i;
. Ql(’) pourj < Netj =i,
Alors Q1 = { ()
J CQE]HV)Jr pourN <3 <N+ FE;
i) , .
Q(j_(N+E))_ pourj > N + E;

Le tableau 2.1 représente les matrices de transition nécessaires a I'écriture de I'équa-
tion 2.8. Le logiciel PEPS (section | du chapitre 5) utilise ce tableau comme modéle pour le

stockage informatique du descripteur.

Q) e L, © ® Iy, © Iny

g g9 g9 g9
In1 ® Q§2) ® ® InN—l ® ITLN

g g9 g9 g9

N :

Iy, ® I, ® - & Q" o I,
g9 g g g N
In, ® I, ® - B Ianl ® l( )

z g9 g g g
QY o @7 e e QY o QY

g9 g g g

€+

Qg © QY ® © QMY e QW

2E’ g g9 g9 g9
QY o QY e o QY o QY

g g9 g9 g9

o

€] (2) (N-1) (N)
) & Q¥ @ ® QMY o QW
QE g QE g g QE g FE

TAB. 2.1 — Descripteur Markovien
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I11.3. SAN A TEMPS DISCRET

Nous commencgons par une introduction pour motiver I'intérét des SANs a temps dis-
cret, et expliquer les différences fondamentales entre le temps discret et le temps continu.
Ensuite, nous donnons les définitions de base des SANs a temps discret, de facon analogue
a la section 111.2.1. Enfin, nous expliquons comment construire la chaine de Markov repré-
sentant le systéme, et prouvons que la chaine obtenue est bien une chaine de Markov, ce qui
justifie le choix de sémantique effectué.

111.3.1. MOTIVATION

La plupart de la recherche sur des approches structurées pour I'évaluation des perfor-
mances ont supposé une échelle de temps continu. Moins d’attention a été portée sur les
systemes a temps discret. Ces derniers sont en effet plus difficile a modéliser, car plusieurs
événements peuvent avoir lieu pendant une méme unité de temps (événements concurrents).
Ceci n'arrive jamais en temps continu, et les principaux résultats dans ce domaine de re-
cherche ne s’étendent pas pour les modeéles a temps discret.

Dans la littérature, nous trouvons cependant un certain nombre de propositions de for-
malismes pour modéliser des systemes a temps discret. Différentes sémantiques sont alors
proposées, comme nous I'avons détaillé dans I'introduction (chapitre 1 page 11). Nous nous
positionnons dans ce chapitre uniguement au niveau des réseaux d’automates stochastiques.

Un formalisme de réseaux d'automates stochastiques a temps discret a été proposé dans
[2, 54]. Dans cette approche, la notiortdénements compatiblagté introduite pour iden-
tifier les événements pouvant se réaliser simultanément pendant une méme unité de temps.
L'ensemble des événements compatibles doit alors étre donné dans le modeéle SAN, il est
supposé connu. De plus, une contrainte globale sur la somme des probabilités (inférieure
a 1) doit étre vérifiée pour s’assurer que le modéle est correct. Cependant, la sémantique en
cas de conflit ne précise pas quel événement va avoir lieu en premier, et ceci peut engendrer
plusieurs comportements différents du modéle. Ainsi, si 'on a deux événements compa-
tibles avec des taux fonctionnels, il se peut que I'un d’eux se réalise et qu’'alors le deuxieme
devienne impossible.

Nous présentons une refonte du formalisme de SAN a temps discret, en recherchant
d’'une part la simplicité du modele (le formalisme de [2] est relativement complexe), et
d’autre part en détaillant bien la sémantique en cas de conflit et en donnant un algorithme
de génération de la chaine de Markov, en identifiant les événements concurrents automati-
quement.

Les définitions que nous avons données pour formaliser les SANs a temps continu
doivent étre modifiées pour s’adapter au cas des SANs a temps discret. Déja, il n'y a plus de
taux de franchissemenmais degprobabilités de transitionA chaque intervalle de temps,
tout événement peut soit avoir lieu, soit ne pas avoir lieu : la loi d'occurrence d’'un événe-
ment est une variable aléatoire indépendante de Bernouilli.
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La différence principale avec les SANs a temps continu est liée a la simultanéité possible
des événements dans les modéles en temps discret. Nous devons alors choisir la sémantique
a appliquer lorsque cela est possible.

Si nous considérons par exemple le probléme de I'exclusion mutuelle exposé en sec-
tion 11.1.1, nous pouvons envisager qu’il y ait dans un méme intervalle de temps une re-
lache de la ressource suivie d’'une prise de ressource par un autre client. Nous choisissons
pour notre part de donner des priorités aux événements, et d’effectuer les événements dans
I'ordre de priorité tant qu’ils sont possibles. Cela n'était pas le cas dans I'approche de [2].

Nous formalisons maintenant les SANs a temps discret.

I111.3.2. DEFINITIONS DE BASE

Dans le cas des SANs a temps discret, les définitions précédentes sont Iégérement mo-
difiées, pour prendre en compte la différence de modélisation.

Définition 11 Un événemente € E est défini par :
— une probabilité de transitiopt,, qui est une fonction dédans[o, 1];
— une priorité prio., qui détermine comment agir en cas de conflit. C'est un entier
strictement positif, 1 est la priorité maximum-ebo la priorité minimum.
— un ensemble d'automates impliqués par cet événe@dhibccurrence de: entraine
une modification de I'état local de chacun de ces automates).
L'événement estlocal a I'automateA si O, est réduit a un automatd. Sinon, I'événement
estsynchronisant

Notons qu’une probabilité de transition constante peut étre vue comme une fonction qui
a toujours la méme évaluation, quels que soient les arguments. La loi d’occurrence d’'un
événement est une variable aléatoire indépendante de Bernouilli.

Pour permettre la simultanéité des événements, nous voulons pouvoir rendre un évé-
nement possible dans certains états méme si cet événement ne peut en fait avoir lieu que
si un autre événement plus prioritaire a eu lieu avant. Nous introduisons pour cela un état
particulier qui peut étre adjoint a tout automate :

Définition 12 () est appelé Etat vide.

Définition 13 Pour chaque automatd(”), unetransition () est définie par :
— un état de départ,) 4, € S() et un état d'arrivéer ,,, € SO UD;
— un événement associe a la transitian,;) =e € £;
— une probabilite de routage,:), qui est une fonction dé dans [0,1]. Siz € S,
7, () est la fonction évaluée pour I'état
T() estl'ensembledes transitions.

)arr

Notons qu’'un méme événemenpeut étre associé a plusieurs transitions. C'est le cas
d’'un événement synchronisant, ou d’'un événement possible dans plusieurs états locaux dis-
tincts d’'un méme automate (donc générant plusieurs transitions dans cet automate).
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De plus, pour tout état global = (z("), ..., (")) et tout événement € &, si nous
considérons le sous ensemble des transitiéns T telles quer,) 4., = 27, z,0) 4 €
S() et evt,;) = e, alors la somme des probabilités de routage correspondant a ces transi-
tions, évaluées pour I'état, doit étre égale d. Ces probabilités de routage sont des va-
riables aléatoires indépendantes de toutes les autres variables aléatoires du modéle.

Une transition ne peut mener a I'état vide que s'il n'existe pas d’autres transitions dé-
finies par le méme état de départ et le méme événement, dont I'état d'arrivée est différent
de I'état vide. En effet, dans ce dernier cas, I'événement est possible depuis I'état de départ
donc il est inutile de rajouter une transition menant a I'état vide, cette derniére ne servant
gu'a rendre possible I'événement depuis I'état de départ.

Il faut également remarquer que, dans certains cas, plusieurs événements peuvent conduire

a partir d'un état de départ donné dans un méme état d'arrivée. Dans ce cas, I'arc du graphe
représentant le SAN est étiqueté par une liste d'événements, mais formellement nous défi-
nissons une transition d&” pour chaque événement de la liste.

Définition 14 Dans un état global: = (2(V),...,z()) € §, I'événemente € & est
possiblesi et seulement si, pour tout automate) e 0., 1l existe au moins une transition
t@ e T telle que ) 4, = 2 et evtys) =e.
Dans ce casg est réalisabledepuisz si et seulement si, pour tout automaté) ¢ O,,
il existe au moins une transitiot”) ¢ T telle que z,u = z(®
Tyi) qrr € S et pte(z) # 0.
Soit EP(z) 'ensemble des événements possibfedans I'étatz.
L'événement € EP(z) réalisable qui a la priorité maximum dans cet ensemndliéeu
avec la probabilitépt.(x) (probabilité de transition fonctionnelle évaluée pour I'état de
départ), et le nouvel état du SAN= (', ..., /(M) e S est défini par :

— pour A®) € O, pour chague transition® telle quez, 4, = =¥ et evt,o) = e,

nous avons/(") =z, ,,.. avec la probabilité de routage; (z) ;

— pour les autres automate4”), nous avons/(!) = (1),

z' est unétat intermédiaire.

), dep , evtiy = e,

Dans le méme intervalle de temps, tous les événemenisitie:) sont susceptibles
d’avoir lieu, du plus prioritaire au moins prioritaire. Aprés avoir atteint I'état intermé-
diaire /, nous considérons quBP(z) est diminué de I'événemeitqui a eu lieu. Nous
recommencons alors cette procédure tant qu'il y a des événement& 84m$, pour I'évé-
nement le plus prioritaire, a partir de I'état intermédiaitéA chaque étape, I'état de départ
gue nous examinons est appek&tdit courant

Une transition vers I'état vide permet de rendre un événement possible dans un état
donné, sans qu'il soit réalisable. Ainsi, il pourra avoir lieu uniguement si un événement
plus prioritaire a lieu avant, et si 'événement est réalisable depuis I'état intermédiaire atteint
par I'occurrence de ce dernier événement. Considérons par exemple une file d’attente dans
laguelle les départs sont plus prioritaires que les arrivées. Lorsque la file est pleine, nous

®Dans [2],EP(z) correspond a I'ensemble des événements compatibles & pattir de
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pouvons autoriser une arrivée (transition vers I'état vide), mais une arrivée ne sera possible
gue si un départ a lieu avant. Sinon, la file étant pleine, il ne peut pas y avoir d’'arrivée.

Comme pour les modéles a temps continu, certains états peuvent ne pas étre accessibles.

Nous détaillons ici comment construire la chaine de Markov a temps discret qui repré-
sente le systeme. Cette chaine ne contient que les états accessibles du modéle.

I11.3.3. CONSTRUCTION DE LA CHAINE DE MARKOV EQUIVALENTE

Les états de la chaine de Markov sont les états accessibles du SAN. C’est un sous-
ensemble dé&. Pour construire les transitions de la chaine de Markov, nous étudions les
états de départ les uns aprés les autres, et nous calculons les probabilités d’aller dans un
autre état.

Nous présentons tout d’abord le squelette de I'algorithme qui permet de générer tous les
états accessibles a partir d’'un état initial donnét les probabilités de transition associées.
Nous obtenons ainsi toutes les transitions partant de liéi@et état est donc par définition
accessible. Au démarrage de I'algorithme, I'état courart z, et nous examinons alors
tous les événementsc EP(z), du plus au moins prioritaire.

— Sie est réalisable depuig il peut avoir lieu ou non, avec les probabilités respectives
pte(y) etl — pte(y). S'il n'a pas lieu, I'état courant ne change pas. Sinon, nous obte-
nons une liste d’'états intermédiaires qui peuvent étre obtenus par différents routages.

— Sie n'est pas réalisable, la probabilité qu’il n’ait pas lieu £3Dn reste donc dans le
méme état.

A partir de tous les états intermédiaires obtenus (nouveaux états courants), nous traitons

les événements d8P(xz) qui suivent par ordre de priorité.

Remarquons que nous décidons ainsi de la sémantique lorsque plusieurs événements
arrivent dans le méme intervalle de temps. Aprés avoir déclenché le plus prioritaire, on
atteint un état intermédiaire, et nous regardons si I'événemehtitle) suivant (par ordre
de priorité) est réalisable depuis cet état.

Lorsque la liste d’événements est épuisee, I'état atteint est un état de la chaine de Mar-
kov, obtenu éventuellement par I'occurrence simultanée de plusieurs événements (les évé-
nements de&ZP(x) qui ont eu lieu). Le probléme est de générer tous les états d’arrivées
possibles, avec la probabilité qu’'on arrive dans chaque état. Nous obtenons ainsi toutes les
transitions de la chaine de Markov partant de I'état

Pour définir formellement cela, nous introduisons une nouvelle structure, qui est une
liste de couples constitués d’'un état et d’'une probabilité. Pour une liste donnée, nous dispo-
sons donc d'un ensemble d’'états accessibles et de la probabilité d'étre dans chaque état.

Définition 15 Uneliste d’'états accessibles pondérés par des probabilitést une liste de
couples (état, probabilité), notéés;, p1), (s2,p2), --.].

— [] estlaliste vide;

— [(s,p)] est la liste contenant I'état auquel nous associons la probabilipé

47
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— [(si,pi)liep1..k) €St la liste contenank etatssy, ..., sy auxquels nous associons les
probabilitésp; (i € [1..k]).

Nous définissons alors des opérations sur ces listes :

Définition 16 Nous disposons de plusieurs opérations sur les listes d’'états accessibles
pondérés par des probabilités :
— L'ajout d'un couple (état, probabilité) dans la liste :
~ (5,9 U[]=1[(.p)]
— (8k415Pr1) U (86, pi)]icn.k) = [(8i5Pi)liep1. k1)
— La fonctioncombineg((s, p), L) regarde s'il y a déja une occurrence dedansL, et
si c'est le cas, additionne la probabilité dedansL avecp :
— combine((s,p), 1) = [(s.p)]
— combine((s,p), (s',p') UL) =
si s = s’ alors combine((s,p +p'), L) sinon(s’,p’) U combine((s,p), L)
— La fonctioncompresseprend une liste comme paramétre, et ne laisse qu’une seule
entrée par état distinct dans la liste résultat.
— compresse([]) =]
— compresse((s,p) U L) = combine((s,p), compresse(L))

L'algorithme 2.1 calcule la liste des états accessibles pondérés par leur probabilité a
partir d’'un état initialz donné. Nous obtenons ainsi éventuellement de nouveaux états ac-
cessibles, ce sont des états de la chaine de Markov. Nous obtenons également toutes les
transitions partant de I'état. Pour obtenir tous les états accessibles du SAN, nous pouvons
alors refaire tourner l'algorithme 2.1 en partant des nouveaux états accessibles obtenus.
Nous effectuons donc une exploration de I'espace des états accessibtewous obtenons
au final toutes les probabilités de transition d’'un état a un autre.

Petit exemple pour clarifier I'algorithme 2.1

Nous illustrons maintenant le déroulement de I'algorithme 2.1 sur un petit exemple
d’étude pour en clarifier le sens.

Le systeme considéré est celui de I'exclusion mutuelle déja évoqué en temps continu
(section 11.1.1 page 29).

Les événements du modele en temps discret sont identiques a ceux du modeéle en temps
continu, et nous pouvons représenter le SAN par la méme figure 2.2 (page 31). Seules les
caractéristiques de chaque événement different.

Déja, nous ne parlons plus de taux de franchissement mais de probabilité de transition.
La fonction f garantissant I'unicité de la ressource reste la méme que dans I'exemple en
temps continu, a savoir elle vausi et seulement si les deux clients sont dans I'état repos.
Les probabilités de prise et de relache de ressource sont respectiveatent

Nous devons également préciser les priorités de chaque événement. Dans notre cas,
nous considérons que la relache de ressource est plus prioritaire que la prise de ressource.
Ainsi, il se peut que dans une méme unité de temps, un client relache la ressource, et l'autre
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Algorithme 2.1
Entrée : un réseau d’automates stochastiques, et un état initia(2("), ..., ().
Sortie : une liste d’états accessibles pondérés par leur probabilité.

1. Initialiser la liste des états a traitér = [(z,1)] (au démarrage de I'algorithme, a

probabilité d'étre dans I'état estl).
Soit L 'ensemble des événements possibles depuis= EP(x).

2. Tant queL n’est pas vide,
— Choisir un événement € L parmi ceux de plus haute priorité, et supprimete

la liste L.
— Initialiser la nouvelle liste d’états accessiblEs= [ | (C’est la liste des états que
I'on peut atteindre suivant I'occurrence ou nonedgepuisz).
— Pour tout(y, p) € E,
— Sie n'est pas réalisable depuis E' = (y,p) U E’ (il n'y a pas de nouveaux
états accessibles, on reste dans I'gjat
— Sinon, sie est réalisable,
— e n'apas lieu avec la probabilite— pt.(y), d'ou E' = (y,1 — pt.(y)) U E'.
— |l faut envisager tous les cas e lieu, on obtient un ensemble d’'états inter-
médiairesy’ ainsi que la probabilité que I'on soit dans cet état
(" = pte(y)x un produit de probabilités de routajeet rajouter tous les
couples(y/,p') aE'. Le produit de probabilités de routage est obtenu en regar-
dant chaque état local possible dans I'état intermédiajpeur les automates
impliqués par I'événemen, d'aprées la définition 14.

— Lorsqu’on a terminé le traitement d’'un événement, on “compresse” la liste des
états accessible&’ obtenue (cf définition 16) pour éviter d’examiner par la suite
plusieurs fois le méme état de départ lors de I'étape suivante. La nouvelle liste des
états a traiter est don€ = compresse(E').

3. LorsqueL est vide,E est la liste des états accessibles depuis I'état initipbndérés

par leur probabilité.

Algorithme 2.1: Génération des états accessibles et de leur probabilité

49
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client la prenne. Ceci ne pouvait pas avoir lieu en temps continu. Nous donnons également
des priorités différentes aux deux événements de prise de ressource pour pouvoir décider
quel client prend la ressource lorsgu’ils la demandent tous les deux en méme temps. Pour
notre exemple, le premier client est plus prioritaire.
Nous avons alors les événements suivants :
la prise de la ressource par le premier client,
avecpt,, = \f,prioy, = 2,0, = {AD};
la prise de la ressource par le deuxieme clignt,
avecpt,, = \f, prioy, = 3,0,, = {A?};
la relache de la ressource par le premier clignt,
avecpt,, = p, prior, =1, OT‘l = {A(l)} ;
la relache de la ressource par le deuxiéme clignt,
avecpt,, = pi, prioy, = 1, 0,, = {AP}.

Pour construire la chaine de Markov équivalente a ce modeéle, nous appliquons l'algo-
rithme en partant de I'état initial = (repos, repos).

Le déroulement de l'algorithme peut étre représenté de facon arborescente. La racine
de l'arbre correspond a l'initialisation de I'algorithme 2.1 (étape 1), puis nous descendons
d’un niveau dans l'arbre lors du traitement d’'un événement.

A un niveau donné, nous disposons donc de I'ensemble des états accessibles avec leurs
priorités, ce sont des états intermédiaires. Nous regardons pour chaque état si I'événement
est réalisable ou non depuis cet état, et nous générons les houveaux états accessibles, tenant
compte de la probabilité de transition de I'événement et des probabilités de routage éven-
tuelles. A chaque niveau, les listéset F sont mises a jour (boucle de I'algorithme 2.1 dans
I'étape 2).

Les feuilles de I'arbre correspondent aux éléments de la liste des états accessibles a
partir de I'état de départ, pondérés par des probabilités (étape 3 de I'algorithme 2.1).

Pour notre exemple, nous codons I'éegpospar 1 et I'étatactivité par 2, un état global
est alors not&'ij, ou: = 1,2 est I'état du premier client, gt= 1, 2 est I'état du deuxieme
client. L'état initial nous donne un certain nombre d’états accessibles, nous relancons alors
l'algorithme 2.1 a partir de ces états pour obtenir tous les états accessibles et les probabilités
de transition d’'un état a un autre. Nous obtenons alors les arbres de la figure 2.6 (un arbre
par appel a I'algorithme).

I111.3.4. DEFINITION DE LA CHAINE DE MARKOV

Les états de la chaine obtenue sont donc les états accessibles, et les probabilités de
transition ont été données par I'algorithme 2.1. Les probabilités de transition ne dépendent
gue de I'état de départ, c’est un processus sans mémoire. Pour s'assurer que nous obtenons
bien une chaine de Markov, il reste a vérifier que pour chaque état de la chaine, la somme
des probabilités partant de cet état est égale a 1 (c’est la somme des probabilités sur une
ligne de la matrice de transition).
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L = [p1,po] L = [p2] L=
E = [(S11,1)] E =[(S21,),(S11,1 = ))] E = [(521,)), (S12, (1 — M)A), (S11, (1 = A)(1 = A))]
'
i ‘est salisabl —— (521,))
\ e ey ~ {proba. de ransition f(521) — 0

\ pLapaslieu_(gyq 1 y) < p2 alieu () — (512, (1 = A)N)

(1-X pa mapaslieu { —\) — (S11,(1 = \)(1 = X))

L = [p1,72] L = [pi] L=1]
E=[(512,1)] B =[(S11,p), (S12,1 — p)] B =[(S21, pX), (S11, (1 = X)), (512, 1 — p)]
| .
, p1 alieu () — (521, pA)
2al — s
\ / 1(nﬁ)a o (S1L#) < p1 nNapaslieul —X) —— (S11,p(1 — X))
\ rymapaslieu gy 1 _ ) pinestpasréalisable — (S12,1 — )
(1—pw) (proba. de transition\ f(S12) = 0)
L = [p2,m] L = [ps] L=1]
E=[(521,1)] E =[(S11,p),(521,1 — )] E =[(S12, 1), (S1L, u(1 — \)), (S21,1 — p)]
| .
p2 alieu (\) — (S12,uA)
I [
\ / &)a o (S1L#) < pznNapaslieul —A) —— (S11,p(1 —X))
\ rinapaslieu (g1 1 _ po N'est pas réalisable —— (S21,1 — u)

) —

(1 —p) (proba. de transition\ f(S21) = 0)

FIG. 2.6 — Déroulement de l'algorithme 2.1

En partant de l'algorithme 2.1, nous montrons qu’'a chaque itération, la somme des
probabilités des états datsest égale . Notons) | F cette somme. La preuve est faite
par récurrence.

Au départ,F = [(z,1)], donc)  E = 1.

Supposons qu’a une étape donnée (une étape correspond au traitement d’un événement
de L), nous avon$ | F = 1. Nous générons a partir de tqut, p) de F une liste

1. E1 =|(y,p)] sil'événement n'est pas réalisable, ou bien

2. B2 = [(y,p(1 — pte(v))), (W1, p * pte(y) * T1(y)), s (20,0 * Ple(y) * 7 (y))] Si
'’événement est réalisable.

Dans le deuxiéme cag;(y) (i € [1..r]) représente la probabilité de routage pour aller
dans I'étaty; (dans le cas d’événements synchronisant, c’est le produit des probabilités de
routage dans chaque automate).
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Nous avons alor§ EF1 =p et
> E2=p(1 —pte(y)) + p*pte(y) * m(y) + ... + pxpte(y) x m;(y)
= p(1 = pte(y)) + p*pte(y) * (m1(y) + ... + ™ (y))
Par définition du routager; (y) + ... + m(y) = 1 donc
> E2=p(1—pte(y)) +p*pte(y) = p.
Dans les deux cas, la somme des probabilités de la liste générée par I'é(gmerde
E est égale &. La nouvelle listeE’ est I'union de ces listes générées, donc

SE =FE=1.
La chaine obtenue est bien une chaine de Markov, ce qui prouve la cohérence de la
sémantique utilisée.

Reprenons I'exemple de I'exclusion mutuelle présenté dans la section 111.3.3. A partir
des différents appels a I'algorithme, détaillés dans la figure 2.6, nous pouvons en déduire
la chaine de Markov équivalente (figure 2.7) et sa matrice de transition (états dans l'ordre
S11, 512, §21) :

L=XA)(1=X) A1-A) A

Q= p(l—A) (L—p)  Ap
p(l —X) A (L—p)
1=2001-X PYEREDY!
REy = —Ty U
(1 =) Ao e v

1—p

FIG. 2.7 — Chaine de Markov équivalente — exemple de I'exclusion mutuelle

111.3.5. CONCLUSION

Nous avons ainsi présenté un formalisme de SANs a temps discret, et donné un algo-
rithme de génération de la chaine de Markov a partir du SAN. Cet algorithme procéde en
générant I'ensemble des états accessibles a partir d'un état de départ donné, ainsi que les
probabilités associées a chaque état accessible. C’est un algorithme similaire & des algo-
rithmes de génération de I'espace d'états accessibles [67, 22, 32], sauf qu'il fonctionne en
temps discret et génere au passage les événements concurrents.

Des priorités doivent alors étre associées a chaque événement pour déterminer comment
agir en cas de conflit. Un probleme ouvert reste I'attribution des priorités, qui doit étre
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effectuée par I'utilisateur pour donner un sens au modéle. Une attribution automatique peut
étre envisagée pour les gros modéles, consistant a fixer un ordre de priorité sur les automates
et sur certains événements, puis a générer automatiquement la priorité de chague événement
a partir de la.

Nous présentons maintenant quelques exemples de modélisation a I'aide de SANSs.

V. EXEMPLES DE MODELISATION

Cette section présente différents exemples de modélisation a I'aide de réseaux d’auto-
mates stochastiques. Nous illustrons a travers ces exemples les différents types d'interaction
entre automates, en modélisant certains systéemes de plusieurs fagons.

Nous présentons tout d’abord différentes variantes d'un systéme de partage de res-
sources ettemps continuCet exemple classique permet d’aborder la plupart des concepts
des réseaux d'automates stochastiques [41, 42, 7].

Des réseaux de files d’attente ouvert avec blocage, perte et priorité sont décrits dans la
section V.2 [7, 6]. Il s'agit ici aussi d’exemples de SANemps continu

Enfin, nous exposons la modélisation d’une file d’attertengps discreavec différentes
politiques de service [50] dans la section IV.3.

IV.1. PARTAGE DE RESSOURCES : RS

Ce premier exemple est une généralisation du probléme de I'exclusion mutuelle, exposé
en section I1.1.1.

N, processus, ou clients, se partag@htunités identiques d’une ressource commune.
Chaque processus peut étre dans deux états, un égpakeou un étatctif correspondant
a l'utilisation d’'une unité de ressource. Lorsqu’un processus désirant passer de I'état repos
a I'état actif trouveN, autres processus utilisant la ressource, ce processus ne peut pas
accéder a la ressource et il reste dans I'état repos.

Nous pouvons remarquer que lorsgie = 1, ce probléme est celui de I'exclusion
mutuelle, et lorsqueéV, = N, tous les processus sont indépendants.

Pouri = 1..N,, soit A e taux avec lequel le processuslésire accéder & une res-
source, et soit(!) le taux avec lequel ce méme processus relache la ressource apreés utilisa-
tion.
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IV.1.1. MODELISATION AVEC FONCTION : RS1

Chaque processugi = 1..N,) est modélisé par un automate a deux &tits les deux
états étanteposet actif. Nous définissons alors une fonctigrde restriction a I'acces aux

ressources:
Np
fl@)=0|> 6" = actif) < N,
i=1
ouz(?) est I'état local de l'automatd®, etz = (z(1, ..., 2(N»)) est I'état global du SAN.

Ainsi, f vaut1 lorsque I'acces a la ressource est possibl,letsque toutes les unités de

ressource sont déja utilisées.
Nous définissons alors deux événements par processus :
— P correspond a la “prise de ressource” par le processtd a un tauxX? f ;
— RY correspond a la “relache de ressource” par le processtisa un taux?.
Ce modele, appel@S1(Resource Sharifgest illustré dans la figure 2.8.

AW e e AWNp)
repos repos
R(l) R(Np>

PO . . . P
actif actif

FIG. 2.8 — Partage de ressources, modéle avec fonction — RS1

La fonction d’accessibilité?” du SAN est définie de facon analogue a la fonction de
restriction a I'accés aux ressourcgsUn état est accessible si et seulement si le nombre
total de processus en train d'utiliser une unité de ressource est inférieur ou égal au nombre
d’unités de ressource disponibles :

Np
P(z) =6 > d(z" = actif) < N,
i=1

Ce modéle ne comprend pas d’événements synchronisants, il y a donc seulement une
matrice de transition locale associée a chaque processus :

» YO (8)

p@  —p®
Le descripteur) du SAN est alors défini par la somme tensorielle :
N .
Q="
i=1

7§(b) est une fonction qui vadt si I'expressiorb est vraie, sinon la fonction vaot
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La taille de I'espace d’états produit de ce modéle est égale &t le nombre d'états
accessibles est égdl Efﬁo (]Zp) De ce fait, nous pouvons noter que pour des valeurs de
N, petites par rapport &), (peu de ressources et beaucoup de processus), la proportion
d’états accessibles par rapport au nombre total d'états de I'espace produit peut étre trés
petite.

IV.1.2. MODELISATION AVEC SYNCHRONISATION : RS2

Nous pouvons modéliser le méme systéme sans utiliser de fonctions, mais uniquement
des événements synchronisant.
Dans ce cas, chaque process(@s= 1..NN,) est modelisé par un automate a deux états
Al les deux états étareposetactif. Un automate supplémentair€» 1) modélise I'état
de la ressource. Cet automate poss8fe- 1 états, et I'état (i € [0..N,]) signifie quei
unités de ressource sont actuellement utilisées. Les événements de prise et de relache de

ressource sont alors des événements synchronisant le processus avec I'automate ressource.

Une prise de ressource doit en effet incrémenter I'état de 'automate ressource, et elle n’est
possible que si ce dernier état est différentNle Au contraire, une relache de ressource
implique un décrément de I'état de I'automate ressource.

Ce modele, appel@S2(Resource Sharirjgest illustré dans la figure 2.9.

AWM .« e AWVp)
repos repos
RM R(WV2)
P ' ' : P(Np)
actif actif
P ..., PNp) pm . pWNp)
Np+1 C ST
AWNp+1) 0 ) N
RW .. RWNp) RW ..., R(Np)

FiG. 2.9 — Partage de ressources, modéle sans fonctions — RS2

Pour ce modele, un état est accessible si et seulement si le nombre de processus en train
d’utiliser une unité de ressource est égal a I'état de I'automate ressource :

NP
F(z)=0 | 6z = actif) = oMo+
=1

= (z, ..., z(™*D) est un état global du SAN.

®Notons(;) le nombre de combinaisons non ordonnées de tadleeca éléments distincts. Sa définition
numérique est;) = -
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Nous associons dans ce cas deux matrices par automate et par événement, et le descrip-
teur est une somme de produits tensoriels.

La taille de I'espace d'états produit de ce modéle est égale & (N, + 1), et le
nombre d’états accessibles est identique a celui du modéle RS1, &SApif"”). Les-
pace d'états produit est plus grand que celui de RS1 pour un méme espace d’états acces-
sibles, donc la proportion d’états accessibles sera toujours plus faible que pour le modéle
RS1. C’est généralement le cas lorsque nous utilisons des synchronisations a la place des
fonctions, nous sommes obligés de rajouter des automates supplémentaires, et les matrices
du descripteur sont alors trés creuses.

IV.1.3. MODELE AVEC PANNE : RS3

Nous présentons ici une variante de RS1. Le systéme est identique sauf qu'il peut tomber
en panne. Chacun dég, processus a donc un état supplémentaire, lgaane

L'evénement synchronisa@ff (taux ), ;) correspond a une panne du systeme. L'oc-
currence de I'événemeflin (taux )., ) signifie que le systéme a été réparé, et alors tous les
processus se retrouvent dans I'égpos Il n'y a pas de mémoire de I'état des processus
avant la panne.

Nous modélisons I'état du systéme par un automate supplémentdiré?), qui a
deux étatsmarcheet arrét. Les transitions d’'un état a I'autre sont synchronisées par les
événement©Off etOn.

Ce modele, appel@S3(Resource Sharirjgest illustré dans la figure 2.10.

AW i€ [1..N,)] AN+

Off

arrét
marche

On

FiG. 2.10 — Partage de ressources, modéle avec panne — RS3

Ce modele comprend a la fois des événements synchronisant et des événements locaux
avec taux de franchissement fonctionnels. Le descripteur comprend donc une partie locale
(somme tensorielle généralisée) et une partie synchronisante (produits tensoriels).

La taille de I'espace d’états produit de ce modéle est égale & 2. Au niveau du
nombre d’états accessibles, il y en a un de plus que pour le modéle RS1, a savoir I'état dans
lequel tous les processus sont dans I'@atne et 'automateAV»*+1) dans I'étatarrét.

Nous avons dont + 3,77, ("*) états accessibles.
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IV.2. RESEAU DE FILES D'ATTENTE : QN

Le systéme que nous cherchons a modéliser est un réseau de files d’attente ouvert avec
des files d'attente de capacité finie (avec blocage ou perte), différentes classes de clients, des
priorités, et des taux de service dépendant du nombre de clients dans d’autres files. Nous
considérons deux systémes différents.

Le premier est un réseau de files d'attente ouvert avec blocage et pri@NtE,Le
deuxiemeQN2, est constitué de quatre files et deux classes de clients.

IV.2.1. QN1

Ce premier réseau de files d’attente est compog¥ files de capacité finie, et d€ — 1
classes de clients différents.

Pour; = 1..N — 1, les clients de classearrivent de I'extérieur vers la filesuivant un
taux exponentiel;. Les clients sont perdus si la file est pleine. Le serveur de la §igat
les clients suivant un taux exponentigl

Les clients qui ont été servis par les filesV — 1 sont redirigés vers la fil&/. Si cette
derniére est pleine, les clients sont bloqués, et les serveurs des autres files doivent s’arréter.
Ainsi, ces serveurs ne peuvent pas servir un nouveau client tant que M &k pleine.
Lorsqu’une place se libére dans cette file, les clients bloqués a la sortie des autres files sont
transférés vers la fil&v.

Lafile N sertles clients de classé = 1..N — 1) suivant un taux exponentig},. C'est
la seule file qui sert led7 — 1 classes de clients. Dans cette file, pout i < j < N — 1,
les clients de classesont prioritaires sur ceux de clasgeAinsi, un client ne peut étre servi
par la file N que s'il n’y a aucun client d’'une classe prioritaire a lui dans cette file. Apres
avoir été servis par la fil&/, les clients quittent le réseau.

Nous notong”; la capacité de la filé(pour: = 1..N). La figure 2.11 illustre ce modeéle.

Cy

A1 Q M1
C
PET‘te \ N Q
N-1

1

. UN
. u%—l
Cn-1
O

perte

FiG. 2.11 — Réseau de files d'attente — QN1
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Les filesi, pouri = 1..N — 1, sont chacune représentées par un unique autarffate
avecC; + 1 états. Lorsqu'il y & clients dans une des files, elle est dans I'étdta file NV
nécessitéV — 1 automates pour sa représentatiofi’:) correspond au nombre de clients
de classé présents dans la file, poue= 1.V — 1.

Les arrivées de clients sont modélisées par des événements pgaux 1..N — 1).
L'événementz; représente l'arrivée d'un client de clags#ans la filei, il a un taux.

Pour modéliser le transfert des clients d’une file a une autre, on ulilisé événements
synchronisant. Ainsis; ( = 1..N — 1) correspond a un transfert d’un client de classle
la file 7 vers la file N. On définit une fonctiory pour restreindre les arrivées dans la file
Elle a pour valeuf) quand la fileN est pleine, et dans les autres cas :

N-—1
f(@) =6 ([Z sV | < CN>

k=1
ou z(NV:F) représente le nombre de clients de cldsge = 1..N — 1) dans la fileN ; 2{V:+)
correspond & I'état de 'automat V%),

Ainsi, I'événements; (; = 1..N — 1) concerne les automatet”) et AN+, et son taux
de franchissement es}f.

Pour exprimer la priorité des clients de différentes classes lors du service parNa file
nous disposons également te— 2 fonctions¢¥), pourk = 2..N — 1.

k—1
g (&) =6 ([Z x(N’m)] - 0)
m=1

¢¥) exprime la priorité des clients de classe avecm < k, sur ceux de classe. Elle
vaut0 quand un client de classe est présent dans la fil¥, pour empécher dans ce cas le
service d’'un client de clasde Sa valeur est dans les autres cas.

Les départs de clients sont alors modélisés par des événementsdaéaux..N —1).
L'événementd; représente le départ d'un client de classkepuis la fileN. d, a un taux
nk, etpouri = 2..N — 1, d; a un tauxu’, g,

Lafigure 2.12 présente ce réseau d’automates stochastiques pour les valeurs numériques
N=3,Ci=0C=1etC3=2.

Ce modéle utilise ainsi des événements synchronisant avec des matrices de synchroni-
sation fonctionnelles.
L'espace d’'états accessibl§sst de taille

N1
S| = (H(C’i+1)> X (Cn+1) X (Cn +2) X ... x (Cy + (N = 1))/(N = 1)!

=1

et I'espace produif est de taille

N-1
(H (C; + 1)) x (Cy +1)N7!

=1

15|
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A
3 ABD) A(32)
® e
a1 dy 2
1
81 82
A(Z) dq . d2 .
82 s1 §2
O O
2 2
a2
1

FiG. 2.12 — Réseau de files d’attente, modele avec fonction et synchronisation — QN2

Ainsi, pour un nombre de files fixé &, plus Cy est grand, plus la proportion d’états
accessibles est faible. Podix; tendant vers l'infini|S| = (N — 1)! x |S].

IV.2.2. QN2

Ce deuxiéme réseau de files d’'attente est constitué de quatre files et deux classes de
clients. Il est schématisé dans la figure 2.13.
Clients de class€’y

/— File 1 \
Clients de classé€’'s File 0 \T / File 3 Clients de classé€’'s

Clients de class€’y

File 2

perte

FiG. 2.13 — Réseau de files d'attente — QN2

Les files sont de capacité finie, nous notdfjda capacité de la filé, pouri € [0..3].
Les clients des deux classé€$ et Cy entrent dans le systeme par la file 0 avec des taux
respectifs\; et . Une fois servis dans cette file, les clients de cl&gseont dans la fild,
tandis que ceux de claség se dirigent vers la fil@.

Sila file 1 est pleine, les clients de claség sont bloqués dans la file En revanche,
les clients de class@, sont perdus (ils quittent le systéme) si la fllest pleine.

Une fois servis respectivement par les filezu 2, les clients(; etCs vont dans la file
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si elle n'est pas pleine (sinon, ils sont bloqués dans leur file respective). L3atfdde les
clients des deux classes, et dans cette file les cligns®nt prioritaires sur les clients,.
Ainsi, les clientsCy ne sont servis que s'il N’y a pas de cliedisdans la file.

Au niveau des taux de service, les clieats(; € [1..2]) sont servis par le servelr
avec un taux inversement proportionnel au nombre de cl@npsésents dans la file: La
file j ( € [1..2]) ne traite que les clientS;, qui sont servis avec un tayx;. Enfin, le taux
de service des clients; (5 € [1..2]) par le serveuB estys;.

Modélisation du systéme QN2 avec fonction
Ce systéme peut étre décomposé en sous-systémes. Pour chacune des files, nous défi-
nissons un automate par classe de clients. Ainsi, paur0..3] etj € [1..2], 'automate
AU7) modélise les client€); dans la filei. L'état de cet automate représente le nombre de
clientsC; présents dans la file
Les arrivées et départs du systéme sont représentés par des événements locaux car ils
n'affectent qu’un seul automate. En revanche, le routage des clients entre les différentes files
est modélisé par le biais d’événements synchronisant, vu que les états de deux automates
doivent changer simultanément. Ainsi, I'événemen(i € [0..2], j € [1..3]) représente le
départ d'un client de la fil¢ et son arrivée dans la filg
Le comportement de perte des cliers est également exprimé par un événement
synchronisant bien gu’'une perte change uniquement I'état de I'automate modélisant les
clientsC, dans la filed (automateA(®?)). Cependant, la perte n'a lieu que lorsque ladile
est pleine ('automate4(??) est dans son dernier état). Nous représentons donc la perte
d’'un client par un événement qui synchronise le départ d’'un clignepuis la filed dans
l'automate.A(°2) avec une transition qui boucle sur elle-méme sur le dernier état de I'auto-
mateA(?2),
Des taux fonctionnels sont également utilisés, a la fois pour modéliser la limite de ca-
pacité des file® et 3, le taux de service fonctionnel du servdyret les priorités dans la
file 3.
— La fonction f; représente la limite de capacité de la filpouri = 0 oui = 3. Elle
est évaluée 4 s'il y a de la place pour un client supplémentaire dans laifille
nombre de clientg’; additionné au nombre de clients est strictement inférieur a
la capacité de la filé;). Sinon, la fonction est évalué&)a
Soitz un état global du SAN; = (0D, 2(02) z(11) £(22) (1) 4(32)),
() € [0..K;] représente I'état de I'automaid’™’), c’est le nombre de clients de
classeC; présents dans la file Alors

filz) =4 ((IE(“) + 22 < K,)
— Le taux de service des client§ (j € [1..2]) dans la file0 est représenté par une

fonction g;. Cette fonction est inversement proportionnelle au nombre de clignts
dans la file3 (c’est I'état de 'automated(®7)). Alors

) _ Mo
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— La derniere fonction représente la priorité des cligrtsur les clients; dans la
file 3.

ha(z) = 0 ((g;<31> - o)

Ce modele, appel®N2 (Queueing Netwoik est illustré dans la figure 2.14.

(07)
A0 @‘0\/@‘0\/ ‘e\/
S A

A GTO) ®
(22)
! @\/@V \/@D
ABI)

OO W@

FIG. 2.14 — Réseau de files d'attente, modéle avec fonction — QN2

Les différents événements sont détaillés ci-dessous,jpeyt, 2] :

— a; : événement local représentant I'arrivée d’un client de clégsians la file). Son

taux est); fo.

— eg; estun évenement synchronisant le départ d’un cli¢ale la file0, et son arrivée

dans lafilej. Son taux esg;.

— e;3 estun événement synchronisant le départ d’'un clizuie la filej, et son arrivee

dans lafile3. Son taux esf;; f3.

— d; : événement local représentant le départ d’'un client de ctgsde la file3. d; a

un tauxusy, €tds a un tauxusahs.

Ce modele comprend a la fois des événements synchronisant et des événements locaux,
et pour chaque type d’événement, nous avons des taux de franchissement fonctionnels. Le
descripteur comprend donc une partie locale (somme tensorielle généralisée) et une partie
synchronisante (produits tensoriels généralisés).
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La taille de I'espace d’états produit de ce modéle est égale a
(Ko +1)? x (K1 4+ 1) x (Ko +1) x (K3 +1)?

Cependant, tous les états ne sont pas accessibles étant donné que la somme des états
des automates représentant une méme file (cli@net Cs) ne peut pas étre supérieure a la
capacité de cette file.

IV.3. FILE D'ATTENTE A TEMPS DISCRET : FD

Nous présentons ici un exemple simple a temps discret constitué d’'une unique file d'at-
tente de capacité fini€. La file est modélisée par un unique automdteomportantC + 1
états. L'état (i € [0..C]) signifie qu’il y ai clients dans la file.

Les arrivées de clients sont modélisées par I'événementdoeales départs par I'évé-
nement locatl. En temps discret, il peut y avoir durant une méme unité de temps une arrivée
et un départ. On n'autorise en revanche pas plusieurs départs ou arrivées dans la méme unité
de temps.

Il faut décider I'ordre dans lequel les arrivées et le service des clients se fait [50] :

— Early arrival system (départs tardifs) — dans ce systeme, les départs ont lieu apres
les arrivées. Ainsi, nous pouvons avoir dans une méme unité de temps une arrivée,
puis un départ.

— Late arrival system (arrivées tardives) — dans ce cas, les départs ont lieu au début de
l'unité de temps, et les arrivées a la fin.

Dans le cas de départs tardifs, I'événeme(drrivée) doit donc étre plus prioritaire que
I'événementd (départ). En revanche, lorsque les arrivées sont tardives,&tpstest plus
prioritaire quea.

Ce modele, appeleD (File d'attente a temps Discrgtest illustré dans la figure 2.15.

Dans le modéla. (départs tardifs), un départ est possible lorsque le systéeme est dans
I'état 0 (pas de clients dans la file), mais I'événement n’est pas réalisable dans cet état. En
effet, il n'y a pas de clients, il ne peut donc pas y avoir de départ. En revanche, I'événement
est rendu possible a partir de I'étapour autoriser une arrivée et un départ dans la méme
unité de temps. L'événemeatest plus prioritaire qué, ce qui assure les départs tardifs.

Dans le modéld. (arrivées tardives), c’'est le phénomene inverse. On autorise une ar-
rivée dans I'étatC correspondant a une file d’attente pleine, car I'arrivée peut avoir lieu si
un client est servi durant I'unité de temps. Dans ce cas, une place est libérée et un nouveau
client peut arriver. Pour ce modeéle, ce sont les départs qui sont plus prioritaires que les
arrivées, les arrivées sont donc tardives.
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0
d d d d

a. Early arrival system

odibdibclh
0

T T

b. Late arrival system

FIG. 2.15 - File d’attente a temps discret — FD

V. CONCLUSION

Nous avons présenté ici le formalisme des réseaux d’automates stochastiques, qui est un
formalisme de modeélisation puissant. En effet, des comportements complexes peuvent étre
exprimés succinctement grace a des fonctions et des synchronisations, et les systémes sont
décrits de fagon modulaire. Le générateur de la chaine de Markov sous-jacente peut alors
étre exprimé comme une formule tensorielle dans le cas du temps continu.

Ce formalisme, déja bien développé pour les approches a temps continu, est présenté
d’'une nouvelle maniére en mettant I'accent sur la notion d’événements.

Nous proposons également une extension de ce formalisme pour les systemes a temps
discret. Dans ce cas, plusieurs événements peuvent avoir lieu dans la méme unité de temps,
ce qui représente une différence fondamentale avec les modéles a temps continu. Nous
proposons un algorithme pour générer la chaine de Markov sous-jacente au modéle a temps
discret.

Nous avons également présenté des exemples de modélisation a I'aide de réseaux d’au-
tomates stochastiques pour donner un apercu de leur puissance de modélisation. Certains
exemples seront exploités par la suite pour donner des résultats numériques sur les nou-
velles méthodes développées.

Dans le but de traiter toujours de plus grands modeles, la notion de réseaux d’automates
stochastiques avec réplication est introduite dans le chapitre suivant.
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CHAPITRE
Réseaux d'automates stochastiques avec re-3
plication

Dans ce chapitre, on se place dans le cadre des SANs a temps continu. Une extension
pour traiter également le cas des SANs a temps discret pourra étre envisagée.

Les réseaux d'automates stochastiques, introduits dans [81, 41] et présentés dans le
chapitre précédent, sont un formalisme qui permet de décrire des modeles markoviens de
facon efficace, car leur stockage est basé sur une formule tensorielle.

Lors de I'analyse de grandes chaines de Markov, I'utilisation du formalisme SAN n’est
pas toujours suffisant pour pallier au probléme de I'explosion du nombre d'états. Les mé-
thodes numériques classiques prennent une grande quantité de mémoire, et les durées d'exé-
cution sont souvent trop longues. Des méthodes itératives d’'agrégation/désagrégation (a/d)
ont été proposées dans [89] pour I'analyse de grandes chaines de Markov avec des blocs
faiblement couplés, et un algorithme a/d pour les SANs est présenté dans [16].

Agrégation sur I'espace d’états de la chaine de Markov

Pour surmonter le probléme de I'explosion du nombre d’états, on cherche a réduire la
complexité de la chaine de Markov étudiée. Heureusement, de nombreux systemes contien-
nent un grand nombre de composants identiques. On peut alors exploiter ces réplications de
composants pour générer une chaine de Markov réduite, en effectuant une agrégation exacte
[83, 64, 65, 95]. Des études précédentes sur les conditions d’'agrégation faible [14, 71, 72]
ont également montré comment grouper des états identiques, mais ce type d’'agrégation
dépend de I'état initial du modéle. Les conditions d’agrégation et les relations d’équivalence
ont été définies et discutées dans [15, 18, 55, 56, 86, 87].

Modeéles hiérarchiques

Dans les approches du paragraphe précédent, c’est une agrégation sur I'espace d'état
de la chaine de Markov qui est décrite. Ainsi, la chaine de Markov agrégée est définie a un
niveau bas (sans tenir compte du formalisme de haut niveau employé).

D’autres techniques pour exploiter les réplications sont basées sur des modéles hiérar-
chiques [12, 76, 75]. De tels modeles sont trés utiles pour I'analyse de systémes complexes,
et des techniques pour générer la chaine de Markov agrégée directement a partir de la spé-
cification de haut niveau ont été développées.

Des algorithmes d’agrégation/désagrégation peuvent également étre appliqués sur des
modéles hiérarchiques [17]. Une autre approche, basée sur les réseaux de Pétri stochastiques
généralisés colorés hiérarchigues [11], permet une génération automatique de la chaine de
Markov agrégée, et également des techniques d’agrégation approchées.
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Si I'on considére d’'autres formalismes de modélisation, on peut également générer une
chaine de Markov agrégée a partir de réseaux d’activité stochastiques structurés hiérar-
chiques [85]. Des techniques similaires existent également pour les machines a états finis,
comme cela a été montré dans [23].

Réseaux d’'automates stochastiques

Toutes ces approches présentent des conditions d’'agrégation pour différents forma-
lismes de modélisation, mais aucune propose un moyen satisfaisant d'agréger des réseaux
d’automates stochastiques possédant des réplications. Ce chapitre vise donc a présenter
une technique équivalente qui peut étre utilisée pour agréger de fagon efficace des modéles
SANs. Les conditions d’'agrégation, démontrées précédemment dans [83, 64, 65], seront
décrites et utilisées pour prouver qu'un réseau d’automates stochastiques possédant des ré-
pliquas peut étre fortement agrégé. Les automates identiques du modeéle sont identifiés et ils
sont alors groupés pour générer une chaine de Markov agrégée.

Une approche semblable a été décrite par Siegle dans [87], mais elle ne tient pas compte
des fonctions, alors que c’est une des caractéristiques essentielles des réseaux d’automates
stochastiques. De plus, les travaux de Siegle ne traitent pas des SANs avec plusieurs répli-
guas comme nous le faisons. Enfin, nous proposons une forme tensorielle de la matrice de
la chaine de Markov agrégée, ce qui n’a encore jamais été fait & notre connaissance.

Plan du chapitre

Nous commencons par introduire la notion de SANs avec réplication, et notamment des
SANs avec plusieurs répliquas. Ces notions sont illustrées sur de petits exemples d’étude.

Nous discutons ensuite dans la section Il 'agrégation de SANs avec réplication. Des
conditions d’agrégation sont détaillées, et nous précisons comment exprimer la matrice de
la chaine de Markov agrégée sous forme tensorielle.

Enfin, la section Il illustre les bénéfices de I'agrégation de réseaux d’automates sto-
chastiques a travers quelques résultats théoriques et numériques.
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|. DEFINITION DES SANS AVEC REPLICATION

Les grands systemes contiennent souvent des composants identiques, et la plupart du
temps un automate est répliqué plusieurs fois dans le modéle. Nous définissons tout d’abord
les SANs composés d’un seul répliquoaiis lesSANs avec plusieurs répliquasnfin, nous
donnons des éléments sur la facon de détecter les répliquas dans un modeéle.

I.1. SANS COMPOSES D'UN SEUL REPLIQUA

Nous décrivons tout d’abord le concept de SAN composé d’'un seul répliqua de fagon
informelle. Nous donnons ensuite une définition formelle, et illustrons ce concept a travers
un exemple.

I.1.1. DESCRIPTION INFORMELLE

De fagon informelle, un SAN composé d’un seul répliqua est constitué d’'un seul auto-
mate répliquéV fois. Cela signifie que les états de chaque automate sont identiques (pour
touti € [1..N], S® = S(), et les transitions sont répliquées entre chaque couple d’auto-
mates (définition 17).

Définition 17 Soiti,j € [1..N], t®) € T ettl) ¢ TV,
Les transitions ¢ et t\) sont répliquées entre les automates!() et AU sj

- xt@,dep = wt(f),dep etwt(i),arr = $t(j),arr

= T() = Tu@)
— Sievt,s estun événement synchronisantt,;, = evt,
. 7 7 _ l _ y _
— sievt,) estun événement locae,; , = AL, Ocut ;) = A) et vty = Aewt, ;)

Ainsi, pour une transition répliqguée donnée, soit elle synchronise tous les automates du
SAN, soit I'événement local associé a la transition a le méme taux de franchissement dans
chaque automate.

De plus, le SAN est composé d'un seul répliqua si et seulement si les fonctions ne sont
pas modifiées par permutation de leurs arguments. Par exemple=s®, pour tout taux
fonctionnel\ et pour toutz("), z(2) € S on doit avoirh (z(1), ) = X(z®), z(1),
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[.1.2. DEFINITION FORMELLE

Nous définissons maintenant de fagon formelle un SAN composé d’'un seul répliqua :

Définition 18 Un SAN composé d'un seul répliquaest un SAN aved’ automates, tel
que, pouri = 1..N, on ait :
— toutes les matrices Iocal@#l) sont identiques (égales@) ;
— pour chaque événement synchronisamt S,
— pour chaque automate esclave de I'événeréhite O, i # 7., toutes les ma-

trices Qiﬂ etQEf_) sont identiques et respectivement égalég aetQ, - ;
— pour 'automate maitred(), les matricesQS}f) et Qi’f) sont respectivement

égales a\ Q.+ etA.Q, ..
— pour chaque événementc &, pour toute permutation de[1..N], et pour chaque

état globalz = (), ...,z X\.(z) = Ae(o(2)), Olo(z) = (27D, ..., z7(V)
(les fonctions ne sont pas changées par permutation des parametres).

[.1.3. EXEMPLE DE SAN COMPOSE D’UN SEUL REPLIQUA

Reprenons I'exemple de partage de ressources RS1, modélisé avec des fonctions, qui a

été présenté dans la section IV.1.1 du chapitre 2.
On considére ici que les taux de franchissement des événements de prise et de relache

de ressource sont identiques pour chaque processus :
AL = = \W) =\ et ,u(l) =..= M(Np) =4

Alors, pour chaque processug [1..N,], la matrice de transition locale
@ _ [ =Af Af >
< ( pooo—p

Toutes les matrices sont identiques, et la foncifamest pas changée par permutation
des paramétres a cause de la commutativité de la somme.
Ce modele est donc un SAN composé d’'un seul répliqua, on I'apRSle 1
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I.2. SANS AVEC PLUSIEURS REPLIQUAS

Nous nous intéressons maintenant a des SANs composAs algomates différents,
chacun pouvant étre répliqué un certain nombre de fois. On partitionne ainsi I'ensemble des
automates, chaque groupe d’automates correspondant a un méme automate répliqué.

Nous commencons par introduire quelques définitions et notations concernant cette par-
tition de I'ensemble des automates. Ensuite, nous définissons formellement la notion de
SAN avec plusieurs répliquas. Enfin, un exemple illustre ce concept.

[.2.1. PARTITION DES AUTOMATES

Considérons maintenant que nous avéhsautomates dans le SAN, avec une parti-
tion G telle qu'il y ait K groupes d’automateds( € [1..N]). Nous définissons un ensemble
d'indices (k) 4c0..x] délimitant les groupes d’automates :

— ko =0;
— pourg € [1..K], kg € [1..N] etky_1 < kyg;
— kg =N.

Alors, pourg € [1..K], le groupeyg est constitué dek, — k,_; automatesd(ks—111) 3
A(kg)_

Pourg € [1..K], on introduit les notations suivantes :

— Fl, = (kg—1 +1,...,k,) est'ensemble des indices des automates dans le gggupe

— BEAy = (AW),cpy, estlensemble des automates du groype

— Ry = kg — ky—1 estle nombre d’automates dans le grogp&, = |EA,|.

Un exemple de partition est illustré dans la figure 3.1.

groupe 1 :ET; = (1, 2) groupe 2 :EIs = (3,4,5) groupe 3:EI3 = (6)
Ry =2 Ro =3 Rz =1

ko =0 By =2 ko =5 ks =6

FiG. 3.1 — Partition d’'un SAN avety =6 etK =3

On définit alors un ensemble de permutations tel qu'il puisse y avoir un échange d’'au-
tomates au sein de chaque groupe, mais pas entre deux groupes distincts.

Définition 19 Pour un SAN donné et une partitigh(comme définie précédemmer)est
'ensemble des permutationgle[1..N] telles que
o €P = Vge[l.K], Vie El, o(i) € EI,.
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Pour g € [1..K], soit P, 'ensemble des permutations @&, (permutations a l'inté-
rieur du groupeg). o € P peut étre exprimé comme une combinaison des permutations
o4 € Py, NOtéE patr = (oy ... 0k).

Structure des vecteurs d’état liée a la présence de répliquasoitz = (1, ..., z(M)
un état global du SAN; c’est un vecteur d'états locaux. |l peut étre décomposé en sous-
vecteursg = (z; ... i) ol z, (g € [1..K]) estun vecteur, = (z")),cpy, .

Alors, pours € P, on notes (z) = (27, ..., z7(M),
Sioc = (o1 ... o) comme défini précédemment, alers:) = (o1(z1) ... ox(zk)), €t
pour (g € [1..K]), 04(zy) = (x”(h))heE[g.

Noter que la composition de permutations est stableP5u& savoir : soitp, 7 € P,
alorso = ¢ o 7 est aussi dan®. Il est aussi evident que lorsqug parcourtP, pour tous
lesg € [1..K], alorso parcourtP.

LorsqueK = 1 (SAN composé d'un seul répliqua®, est I'ensemble des permutations
de[l..N].

SiI'on considere I'exemple de la figure 3.1, et si chaque automate a deux états locaux
S0 et S1, 'état globalz = (S1, S0, S0, S0, S1,S0) signifie queA®, A®), A® et A©)
sont dans I'état locab0, alors queA® et A(®) sont dans I'état locaF1. Soito € P
la permutation telle que(z) = (S0, S1, 50,51, 50,S0). Dans chaque état globat et
o(x)), un automate du premier groupe, deux du deuxiéme et un du troisieme sont dans I'état
S0 ; un automate du premier groupe, un du deuxieme et aucun du troisieme sont dans I'état
S1.

Le fait d’avoir le méme nombre d’automates dans chaque état local signifie que I'on
peut passer d’'un état global & un autre par une permutati¢h de

1.2.2. DEFINITION FORMELLE

Nous définissons maintenant de facon formelle un SAN avec plusieurs répliquas :

Définition 20 Un SAN avec plusieurs répliquasest un SAN aved automates et une
partition de I'ensemble des automaigstel que, poury = 1..K, on ait :

— pour touti € E1,, les matrices Iocaleé)l(’) sont identiques (égales@’9moure 9))
— pour chaque événement synchronisamt S,
— pour chaque automate esclave de I'événement dans le ggouple € O.NEA,,
i # ne, toutes les matrice@éﬂ et QS_) sont identiques et respectivement égales a
Q(eﬂgroupe 9) etQ(eigmum 9) -
— pour l'automate maitred(), sin, € EI, (il se peut que 'automate maitre soit
dans un autre groupe), les matricé;é’]f) et QSZE) sont respectivement égales a
A Qe grouve 9) ot ) (e sgroupe g)
— pour chaque événemente £, pour toute permutatior € P, et pour chaque état
global z, A\.(z) = Ac(o(x)) (pour chaque groupe, les fonctions ne sont pas chan-
gées par permutation des paramétres "étatdfe-1 1" & "état de Aks)").
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On peut remarguer qu'un SAN est dians répliquas’il y a N groupes avec un seul
automate dans chaque grougé & N etk, = g pourg € [1..N]). Un tel exemple était
décrit dans la figure 2.4 (cf chapitre 2).

D’un autre coté, ursAN composé d’'un seul répliquaest un SAN pour lequel tous les
automates sont dans le méme groufie=£ 1), comme pour I'exempl&S1-1présenté en
section 1.1.3.

Un SAN avec plusieurs répliquasest donc un SAN pour lequél< K < N.

Il faut également remarquer que les événements synchronisant peuvent impliquer des
automates dans plusieurs groupes (ou bien dans un seul groupe). Les conditions exprimées
dans la définition 20 expriment le fait que les automates d’'un méme groupe ont le méme
comportement pour chaque événement synchronisant.

1.2.3. EXEMPLE DE SAN AVEC PLUSIEURS REPLIQUAS

Reprenons I'exemple de partage de ressources RS1, modélisé avec des fonctions, qui a
été présenté dans la section IV.1.1 du chapitre 2.

On considére ici qu'il y aK groupes de processus ayant des taux de franchissement
différents pour la prise et la relache de ressource.Neessources peuvent en revanche
étre utilisées indifféremment par n'importe quel processus de n’'importe quel groupe. Pour
g € [1..K], soit \, le taux de prise de ressource gtle taux de relache de ressource par
un processus du grougeOn a donc :

Vie EI, A9 =), et u® =,

Ce modéle ne contient pas d'événements synchronisant, et pour chaque greupe
[1..K] et chaque processus EI, dans ce groupe, la matrice de transition locale est

(&) _ —Agf >‘gf>
< ( Hg  —Hyg

A l'intérieur de chaque groupe, les matrices de transition locales sont identiques. De
plus, la fonctionf n'est pas changée par permutation des parametres.
Ce modele est donc un SAN avec plusieurs répliquas, on I'apB&eK.

.3. COMMENT DETECTE-T-ON LES REPLIQUAS ?

La partitionG des automates répliqués est habituellement donnée par I'utilisateur lors
de la phase de modélisation du systéme étudié. Les grands systémes sont en effet souvent
décrits par un ensemble de composants identiques. Lors de la modélisation en tant que
réseau d’automates stochastiques, on doit juste s’assurer que les propri&i&hkl deec
plusieurs répliquasont vérifiées pour la partitiofi donnée. Ainsi, nous n'avons pas besoin
de détecter les répliquas, vu qu'’ils sont donnés par le modéle lui-méme.



72

CHAPITRE 3. RESEAUX D’AUTOMATES STOCHASTIQUES AVEC REPLICATION

[I. AGREGATION DE SANS AVEC REPLICATION

Maintenant que nous avons introduit la notion de SANs avec réplication, on peut pro-
céder a I'agrégation de tels SANs. Dans ce qui suit, on suppose que I'on dispose d’'un SAN
initial, et d’une partition des automaté€s On veut alors obtenir une chaine de Markov
réduite, résultant d’'une agrégation forte.

On commence par montrer sur un exemple comment I'agrégation fonctionne, de fagon
intuitive. Ensuite, on donne les conditions nécessaires pour réaliser une agrégation forte, et
on prouve ainsi qu'un SAN avec plusieurs répliquas peut étre agrégé. Enfin, nous montrons
gue la matrice de la chaine de Markov agrégée peut s’exprimer sous forme tensorielle.

II.1. EXEMPLE D’AGREGATION

L'agrégation est basée sur le fait que, grace aux répliquas, certains états globaux du SAN
ont la méme probabilité stationnaire. On illustre I'agrégation sur I'exemple du partage de
ressourceRS1-1(cf section 1.1.3), avedV, = 3 processus eV, = 2 ressources. Ce SAN
est composé d'un seul répliqua. Dans cet exenfplest donc I'ensemble des permutations
de[1..N,].

Tous les états du SAN initial équivalents par une permutatio® dent groupés en un
unigue état de la chaine de Markov agrégée. On peut arbitrairement choisir un état particu-
lier pour représenter chaque classe d’équivalence.

Pour notre exemple, on code I'étatpospar 1 et I'étatactif par 2, un état global est
alors notéSijk, oui = 1,2 est I'état du premier processys= 1, 2 est I'état du deuxieme
processus, et = 1,2 est I'état du troisieme processus. La chaine de Markov agrégee
comporte quatre états, que I'on peut représentelSpat, S112,5122 et 5222.

Chaque état global du SAN initial est équivalent a I'un de ces états. Cela signifie que
I'on a juste besoin de savaiombiende processus utilisent les ressources, mais peu importe
quels processus les utilisent. Par exemple, I'éfati2 signifie qu'une seule ressource est
utilisée.

SiC0 etC1 représentent deux classes d’équivalence différentes (ce sont donc des états
de la chaine de Markov agrégée), le taux de transition de Ké@avers I'étatC1 de la
chaine de Markov agrégée s’obtient en faisant la somme des taux de transition depuis un
des états de la clasg& vers tous les états de la clagsé dans le SAN initial. On verra par
la suite que le choix de I'état dé0 dans le SAN initial n’affecte pas le résultat.

La chaine de Markov agrégée pour I'exemple Mutex1 est représentée dans la figure 3.2,
et la définition formelle de I'agrégation de SAN suit.

On peut remarquer que I'étd222 n’est pas atteignable. L'espace d’état de la chaine de
Markov agrégée, not@ag, comporte souvent des états non atteignables. On peut alors les



Agrégation de SANs avec réplication 73

3\ 2A 0
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Fic. 3.2 -RS1-1 /N, = 3 et N, = 2 —chaine de Markov agrégée

supprimer de la chaine de Markov, et on obtient un nouvel espace d'étag poté

I1.2. CONDITIONS D’'AGREGATION

Maintenant que nous avons défini les répliquas dans les SANs, nous nous intéressons
aux conditions d'agrégation forte de tels SANs. On considére une partition de I'espace
détatQ = (4, ..., Qr), et on rappelle la définition de I'agrégation forte ([64, 65, 83, 95]).

Définition 21 Une chaine de Markov peut étre agrégée fortemergur la partition €2 si

pour tout vecteur initial, la chaine agrégee (dont les états $hnpour~ € [1..I']) est une

chaine de Markov, et si les taux de transition de cette chaine ne dépendent pas du vecteur
initial.

Ensuite, une condition d’agrégation forte est donnée dans le théoréme suivant [83, 64,
65, 95] :

Théoréme de Rosenblatt On considére une chaine de Markov a temps continu
avec un espace d'étdR, et une partition de I'espace d'étdd = U7 Q,,

(y € [1..T']). Si, pour touts,v € [1..I'], la probabilité de passer d’'un état

z € Qg afl, atoujours la méme valeur quel que soit I'étatle (), alors la
chaine de Markov peut étre agrégée fortement sur la partition

Une preuve de ce théoréme se trouve dans [64].

Dans la chaine de Markov agrégeée, le taux de transition de {gtaersQ, (3,v €
[1..T']) est la somme des taux de transition dans le SAN initial pour aller de I'un des états
de Qg vers chaque état de,. Grace au théeoreme de Rosenblatt, on peut arbitrairement
choisir n’importe quel état d@s pour calculer ces taux de transition, le résultat obtenu sera
toujours le méme.

Maintenant que nous avons vu les conditions qu'il faut réunir pour pouvoir agréger for-
tement une chaine de Markov, nous nous intéressons a I'agrégation des SANs avec plusieurs
répliquas, et prouvons qun SAN avec plusieurs répliquas peut étre agrégé fortement

Pour cela, on commence par définir la partition de I'espace d’état que I'on désire utiliser
dans le théoréme de Rosenblatt, puis on prouve que la condition de Rosenblatt est vérifiée
sur la partition considérée (Lemme 1).
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Définition 22 Deux états globaux ety (z,y € S) sontéquivalentssi :

doeP o(z)=y
On définit lapartition de I'espace d'état 2 = (€,..., Qr), ou chaque, (y € [1..I'))
correspond a un ensemble d'états équivalents. Ce sont des classes d’'équivalence. Alors on
peut choisir pour chaqué&, un état particulierry € ), et pour chaque état € €., il
existe une permutation € P telle quer(z) = .

Ainsi, si deux états globaux sont équivalents, il y a dans chaque groupe le méme nombre
d’automates dans un état local donné pour les deux états.

On peut remarquer que si = (z(!), ..., z(N)) est un état global du SAN, alors pour
7€ P, 7(z)® = z(T(),

Le descripteur du SAN) décrit dans la formule 2.7 peut étre décomposé en trois par-

ties :
Q=L+ > (Pe+ Ne) (3.1)
ecES
[0 Soit
Q le descripteur du SAN;
L la matrice correspondant a la partie locale du descripteur ;
Pe la matrice correspondant a la partie synchronisante positive du descrip-
teur, poure € £S;
Ne la matrice correspondant a la partie synchronisante négative du des-
cripteur, poure € €S ;
Gy I'élément dans la lignes et la colonney de la matriceQ ; c'est la

probabilité de passer de I'état globah I'état globaly dans le SAN :
Qoy = loy + Zeegs (Peuy + ney) ;

Q0 la probabilité de passer de I'état glohah I'un des états de,
(v e [1.T]) ' qua, = ZyeQA, Qay-

La notationg,q., peut étre étendue aux matricesPe et Ne (e € £S) :

lmQWZ E Lay, Pz, = § Pezy, nezQ, = E NEgy
SO yEN, yEN,

On peut remarquer en outre que tous les étate,dmont par définition équivalents par
une permutation d@, d’ou

b, = D oy = D boo(r)

yEQy o€P

On peut naturellement écrire la méme chose pewt ne.

Pour prouver qu’'un SAN avec plusieurs répliquas peut étre agrégé fortement, il reste a
démontrer le lemme suivant :
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Lemme 1 :La condition de Rosenblatt est vérifiée pour le SAN sur la partition
Q= (Q,..., Q) (cf définition 22).

En d’autres termes, pour chaque~y € [1..I'], la probabilité de passer d’un
étatz € {2z a2, ala méme valeur pour tout étatde (g :

Vz € Qp qza, = qrpa, -

Pour démontrer le Lemme 1, on décompose le probléme en deux parties, qui corres-
pondent respectivement a la partie locale du descripteur (Lemme 2) et & la partie synchro-
nisante (Lemme 3).

Lemme 2 : Pour chaques,y € [1..I'], la probabilité de passer d’'un état €
Qs a2, par un evénement local a la méme valeur pour tout gtaé () :
Vr € Qg le,Y = lrﬂﬂw'

e DEMONSTRATION DULEMME 2

Soit 3,7 € [1.I'], z € Qg et soitT € P la permutation telle que = 7(r/3).

Avec les définitions d’algebre tensorielle généralisée (cf chapitre 2, section | page 23),
poury € €2,,0na

N
by = qz xmy(z) H 040y

i=1 J=Llj#i

ol Ql(i) est la matrice de transition locale de I'automaf&, etd,,, = 1 siu = v, et0 sinon.
Pour simplifier les notations, on note par la suite

N
Aoy = [ ey
=15
Alors on a
= (4)
]
xQAY Z lmy = Z lma (rv) Z Z q, 2@y (@ (D)) (:I?) Am(i)rry(ff(i))
yeEN, oEP o€P i=1

De plus,z = 7(rf3), donc

N
oo, = 3 qu(?ﬁ(r(i» pyo @) (T(TB)) Apgr(@) o)

oeP =1

On décompose maintenant cette équation pour chaque groupe du SAN. Toutes les ma-
trices Iocaleng” correspondant aux automates d'un groype [1.K] (i € E1;) sont
identiques, égales@(-97oure 9),

Pouro € P, soitg = o o 7~ !. La composition de permutations est une opération stable
surP, doncy € P. Alorsc = p o 7 et lorsques parcourt I'ensemble des permutatiohs
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¢ le fait également, dans un ordre différent. Grace a la commutativité de la somme, on peut
donc remplacep_, . pary_ .p. Alorson a:

Lo, = Y Z > ,é?fﬁ’ff’ij(wm)( T(1B)) Aygr(in) paytoor(i)
pEP g=1i€FEly,
Les fonctions ne sont pas changées par des permutaticRsete € P, donc on peut
remplacerr(r/3) parr/ dans I'équation ci-dessus. De plus, pour chaque grgupEsque
i parcourtEI,, 7(i) également, mais dans un ordre différent (car c’est une permutation a
l'intérieur de chaque groupe, cf définition 19). Grace a la commutativité de la somme, on
peut changer 'ordre et remplacef:) pari dans I'équation :

(L,groupe g)
ooy, = ZZ D Al (r8) Arg e

pEP g=1i€FEl,

lay = quz 7B pry(e() (rB) Ayga) pyle

pEP i=1

Et finalement,

xQAY Z lrﬁ w(ry) — lrﬁ Qy
pEeP

Lemme 3 : Pour chaques,~ € [1..I'], la probabilité de passer d’'un état €
Q3 a, par un événement synchronisant a la méme valeur pour tout &tat
Qg .

Vi € Qﬁ ZBESS (pefﬂw + nemﬂv) = 26658 (pe7"597 + ne?ﬁﬂv)'

e DEMONSTRATION DULEMME 3

Soite € £S, B,y € [1..I'], z € Qg et soitt € P la permutation telle que = 7(rf).
On démontre dans un premier temps gug,, = pe;sq. - La démonstration poute se fait
exactement de la méme facon.

Avec les définitions d’algébre tensorielle généralisée (cf chapitre 2, section | page 23),
poury € €2,,0n a

- (@)
Pezy = H Doy 2y (z)
=1

ou le est la matrice de synchronisation positive de I'autorpéite
De plus,z = 7(rf3), donc

N
pezq, = Z Pegy = Z Pero(ry) = Z H qi:)_ BT (D) prylo () (7(rB))

YyEN, o€EP g€EP =1
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On décompose maintenant cette équation pour chaque groupe du SAN. Toutes les ma-
trices de synchronisation positivéﬁﬂ correspondant aux automates esclaves de I'événe-
mente dans un groupe € [1..K] (i € El,, i # 7.) sontidentiques, égales@® " 9moure 9),
L'automate maitre de I'événement’s est présent dans un des groupes, et sa matrice est
égale a\, Q€ groure 9) (cf définition 20).

Pouro € P, soitg = o o 7~ !. La composition de permutations est une opération stable
surP, doncy € P. Alorsc = p o 7 et lorsques parcourt I'ensemble des permutatiohs
¢ le fait également, dans un ordre différent. Grace a la commutativité de la somme, on peut
donc remplace} parchep. Alorson a:

K
pexﬂ,y = Z H Ae(T(Tﬁ)) H ieﬁfr(gg)m;i?@go,-(l))( (Tﬁ))

p€EP g=1 i€EIy

Les fonctions ne sont pas changées par des permutatigRsete € P, donc on peut
remplacerr(r3) parrf dans I'équation ci-dessus. De plus, pour chaque grgupEsque
i parcourtE1,, 7(i) également, mais dans un ordre différent (car c’est une permutation a
l'intérieur de chaque groupe, cf définition 19). Grace a la commutativité du produit, on peut
changer I'ordre et remplacei(i) pari dans I'équation :

K
_ e+,groupeg
pez., = Z H T,B H qrﬂ@ Py (0 () ( ﬁ)

peP g=1 ISP

N
_ (@)
pézq, = Z H Doy rBG) () (rB)

p€eP i=1

Etfinalementpeso, = Y- cp P€rs o(ry) = PErg o, -
De fagon identique, on peut prouver que.q, = ne,sq.. Ceci est vrai pour chaque
événement € £S, donc on a finalement

> (pean, +nesa,) = D (persa, +nersa,)
ecES ecfS

e DEMONSTRATION DULEMME 1
Soit g,y € [1.T], € Qg et soitT € P la permutation telle que = 7(rf).

Grace a la décomposition dg on a
IzQy = Zyem Gy = Zyem (l:vy + Deces(Peay + ”emy))
= Zyeﬂv Ly + Zeegs <Zy€§27 Pery + EyeQ,Y nemy)

= ll"Q»y + ZeGSS (pel'Q'y + nef’?Q'y)
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Et finalement, en appliquant le Lemme 2 et le Lemme 3, 0n a

Qz0, = lrpa, + Z (persa, + nerga,) = @rpa,
ecES

O

Le Lemme 1 et I'application du théoreme de Rosenblatt nous assurent que la chaine de
Markov sous-jacente au SAN peut étre agrégée fortement sur la paflition

Les états de la chaine de Markov agrégée sont les classes d’équivalence définies par
les permutations d@. Ces classes d’équivalence sont construites sur les états de I'espace
produit du SAN initial, qui peut donc contenir des états non accessibles. Ainsi, la chaine
de Markov agrégée peut avoir des états non accessibles. Oﬁagd‘mpace des classes
d’équivalence (espace des états de la chaine de Markov agregég)l'espace des états
accessibles.

I11.3. EXPRESSION TENSORIELLE DE LA MATRICE DE LA CHAINE DE MARKOV AGRE-
GEE

Nous présentons maintenant comment exprimer la matrice de la chaine de Markov agré-
gée sous forme tensorielle.

Rappelons que le descripte@r du SAN initial peut étre décomposé en trois parties
(formule 3.1) :Q = L + ) . cs(P. + N.). L est une somme tensorielle, et tous lgst
N, sont des produits tensoriels.

O Soit
T un état de I'espace d'états initisl;
z un éta:t de I'espace d'états agré?g,g, c’est un ensemble d'états équi-
valents de5';
Q le générateur de la chaine de Markov agrégée.

Q est défini par tous ses éléments. Ainsi, pour ©&tS,,, j € S,,, €t pour tout: € &
(état de la classe d’équivaleng® on a

qf:gj(j) = Z‘h‘y(x) = Z Qxa(y)(w)

YyEY ocEP

De plus, par définition d€), ¢,y = oy + > ce5(Pery + negy), €t finalement

q~i‘g](i‘) = Z lma(y) ((II) + Z (Z Peyo(y) ((II) + Z NCro(y) (:E))

ogeP ecES \o€eP oc€eP
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_ Ainsi, la matricg@ peut étre exprimée comme la somme de matrices :
Q = L+ .ces(Pe+ Ne), 00, pour chaque état globalety, et poura = [, a = pe ou
a=ne(e€é&S),

di’gj(j) = Z Ao (y) (:E)

oc€eP

Définition 23 Soit A I'une des matriced., P, ou N, (e € £S).
A est uneversion agrégéeale la matriceA sous forme d’'une expression tensorielle.

Les matricesd seront définies par la suite. Elles sont obtenues intuitivement en effec-
tuant une agrégation séparée de chaque groupe d’automates répliqués, puis en combinant
les matrices obtenues par une formule tensorielle. Ces agrégations produisent donc un SAN
équivalent, qui n'est pas défini ici. On travaille uniquement sur I'expression du descripteur
de ce SAN.

On veut alors prouver qu@ = L + 3, .o s(P. + N¢) (Q est la matrice de la chaine de
Markov agrégée). Ainsi, on aura une expression tensorietiz de

Pour prouver ceci, on raisonne sur chaque teipl o peut étrd, pe oune (e € £S),
et on montre que, pour tout € S’ag, Yy € S’ag, et pour toutz € i (état de la classe
d’'équivalencet),

az5(Z) = az4(T) (3.2)
On commence par raisonner sur les produits tensoReds N,, poure € £S. Ensuite

on étudie le cas de la somme tensoridlleEnfin, on en déduit une expression tensorielle
de.

I1.3.1. PRODUIT TENSORIEL

. : . N ,
Soit A 'un des produits tensoriel® ouN,,e € ES: A= )~ QU.
9i=1
Soitz € S ety € S deux états globaux. Avec la définition du produit tensoriel généra-
lisé (cf chapitre 2, section 1.1 page 24), on a

N
Ay (T) = H q;E;Z()i)y(i) (z)
i=1

Donc

N
G35(T) = ) tao(v) = Y [ ] qi:l()i)a(y(“)(i)

ocEP oc€EPi=1
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Or o peut étre exprimée comme une combinaison de permutations (définition 19),
o= (o1 ...0x). Onadonc

N .
az5(Z) = Z Z HQiZ()i)U(y(i))(w)

01€EP1 ok €EPKi=1

Si on décompose le produit suivant chaque groupe, on peut remplacer dans le groduit
par une des permutationg, ol g € [1..K], puis factoriser les termes indépendants :

K .
az5(T) = }];Il Z H Qil()i)g-h(y(i))($) (3.3)

oREPR IEET

On définit alors la matrice agrégék (définition 23) par un produit tensoriel de

matrices :
A= Ah
R,
hell.. K]

et la matriced”, h € [1..K], est définie par

&ghgjh(‘%): Z H qg(;()i)o.h(y(i))(i)

oREPR IEET
Alors

K K
A (=) ~ho (@) =
a75(7) = H CZnin — H Z H q:v(i)ah(y(i))(x) (3.4)
h=1 h=1 0, EPy 1€EET)
Grace aux propriétés des fonctions dans le cadre de SANs avec répliquas, on obtient
toujours le méme résultat pour taute z. Ainsi, les formules 3.3 et 3.4 sont identiques, ce
qui prouve la formule 3.24;(2) = az;3(2)) dans le cas ou est un produit tensoriel.

11.3.2. SOMME TENSORIELLE

. . N .
Maintenant,A est la somme tensorielle: A = H = Q.
9i=1
Soitz € S ety € S deux états globaux. Avec la définition de la somme tensorielle
généralisée (cf chapitre 2, section 1.2 page 27),on a

N
a:vy(ff) = Z q:(vz()i)y(i) (x)A(x(i),y(i))
i=1

out A yoy = Tt n,j2i 0oty

1uw = 1 siu = v, et0 sinon
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Donc

N
Gag() = Y gy (@) =Y Zqil()i)o-(y(i))(x)A(x(i>,a'(y(i)))

ocEP oc€P 1=1

On peut remarquer que les seules permutators(o; ... ox) donnant un résultat non

nul pourA(I(i)yg(y(i))) sont telles que seulement I'une des permutatigng = 1..K n'est
pas la permutation identité (notéd.

Soitgy, = (id ... oy, ...id) une telle permutationAlors on a :

K N
&5?7(57) = Z Z ZQiz()i)ﬁh(y(i))("L‘)A(m(i)yﬁh(y(i)))

h=1 \op€P}, i=1

A(l,(i),&h(y(i))) peut étre non nul uniguement paue E'[,, donc finalement

K
g (T) = Z Z Z qg(tl()i)&h(y(i))(x)A(l'(i)ya'h(y(i))) (35)
h=1 \o,EPyi€EI},

On définit alors la matrice agrégée(définition 23) par une somme tensorielle He

matrices :
A= AP
D,
hell.. K]
et la matriced”, h [1..K], est définie par

ol %) — () ~\ AR
@Engn (7) = Z Z ql‘(i)ﬂh(y(i))(x)A(fI?(i)ﬁh(y(a))
op€PL i€ ET
~ h _ ) )
. A(;p(i),y(i)) - HjeEIh,j;ﬁi 5:1:(1)34(])'

P K . .
Oraz(z) =>4 aghgh, d'ou

K
A (4) ~\ A
a:f:gj($) - Z Z Z qm(i)gh(y(i))($)A($(i),(7’h(y(i))) H 5Ikyk (36)
h=1 opEPL 1EET k}E[l..K],k}#h
Dans la formule 3.6, le produlf],.c(;. ) k- 024y, Multipli€ par lesA” est

_ o (@ ,0m (y@3y))
équivalent auA(x(i)ﬁh(y(i))) définis pour la formule 3.5.

Les deux formules sont donc identiques, ce qui prouve la formulé3.&( = az;(2))
dans le cas oul est une somme tensorielle.
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11.3.3. EXPRESSION TENSORIELLE DE ()

On a donc démontré que pour chaque matrcédéfinition 23),4 = A. On a donc
Q=L+ ,es(Pe + N.), et grace a la définition des différentes matrices agrégées

=@, "+ X | ®, B+ ®, N

hell. K] e€ES \yell..K] he[l..K)

Toutes les matriced” ont été définies précédemment.
On obtient ainsi une représentation tensorielle compacte de la chaine de Markov agré-
gée. On a procédé comme si chaque groupe avait été agrégé de facon indépendante.

[Il. LES BENEFICES DE L'AGREGATION

Nous avons prouvé que I'on peut agréger fortement un SAN avec plusieurs répliquas,
mais il reste a montrer les bénéfices que I'on peut tirer d’'une telle agrégation pour justifier
l'intérét de cette agrégation.

On présentera tout d’abord quelques résultats théoriques avant de montrer les bénéfices
de l'agrégation sur des exemples pratiques.

I11.1. RESULTATS THEORIQUES

Si I'on considére urSAN composé d’'un seul répliquaavec N automates, soifi/
le nombre d'états par automate (c’est le méme pour chaque automate vu que ce sont des
automates répliqués). Le nombre total d'états du SAN est &q)rs MN. On cherche a
calculer le nombre d’états de la chaine de Markov agréﬁgﬁ, Noter que I'on ne prend
pas en compte les états non accessibles, et certains états de la chaine de Markov agrégée
peuvent étre supprimés (comme dans I'exemple RS1-1 présenté en section 11.1). Ainsi, on
donne une borne supérieure du nombre d’états de la chaine de Markov agrégée.

Pour un état global donné du SAN initial, on note pay, (m € [1..M]) le nombre
d’automates qui sont dans I'état loeal(on numérote les états locaux tia M). Le nombre
d’états de la chaine de Markov agrégée est égal au nombre de classes d'équivalence, et une
classe d’équivalence est définie par un ensemblesge avecm € [1..M]. En effet, deux
états globaux sont équivalentsl §'ia le méme nombre d’automates dans chaque état local
m € [1..M]. Le nombre d'états de la chaine de Markov agrd§ég est donc borné par le
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nombre de solutions entiéres de I'équation

M
g nam, = N
m=1

Cette condition doit étre vérifiée vu qu'il y & automates. La solution [52] peut étre
interprétée comme la disposition dé — 1 pieces (numérotées deda M — 1) dans un
ensemble de places adjacentes. Alors le nombre de places vides entre [arpiedé et la
piecem estna,,, pourm = 2..M — 1. na; est le nombre de places vides avant la premiére
piece, ethay; est le nombre de places vides apres la derniere piece (cf Figure 3.3).

Ily a M — 1 places pour les pi(lzces,E[I\”{:1 na,;, = N places vides, ce qui fait un total
deN + M — 1 places. Le nombre d’états de la chaine de Markov agrégée est donc

. N+M-1\ (N+M-1)
|Sag|: =~

M-1 NI(M —1)!
[ oo @ - [® | @ :pieces

FIG. 3.3 — Exemple avega; = 2, nas = 0,naz =1, ...,nap = 1.

Pour unSAN avec plusieurs répliquason a pour chaque grougec [1..K] %

états agrégés\(, est le nombre d’états des automates du graype R, le nombre d’'au-
tomates identiques dans ce groupe). Cela fait donc un nombre total d’états :

5 | & (Ry+ M, — 1)!
S0g1 =11 Rgl(M, —1)!

g=1

Par exemple, si I'on a 2 groupes constituésRlautomates identiques, chacun ayant
2 états, etk autres groupes réduits a un automate aydnétats, on a initialemerif® x
2 x MK etseulementR + 1) x (R + 1) x M¥ états aprés agrégation.
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I11.2. EXEMPLES PRATIQUES

Nous donnons maintenant quelques valeurs numériques pour illustrer la réduction du
nombre d’états induite par I'agrégation. Ensuite, nous présentons des résultats sur les ex-
emples de modélisation exposés dans le chapitre 2.

I11.2.1. QUELQUES CHIFFRES

On remarque tout d'abord que I'agrégation est d’autant plus intéressante qu'il y a beau-
coup d'automates. Ainsi, si on agrége un SAN adéc= 2 et M = 5, on a initialement
52 = 25 états, et on obtierit5 états aprés agrégation.

Pour de grandes valeurs @& les résultats sont plus intéressants. Par exemple, lorsque
N = 100 et M = 5, on obtient envirord.6 million d’états aprés agrégation, au lieu des
5100 ~ 1070 états initiaux.

Si on aN automates & états chacun, on a initialeme2it états, et seulemen¥ + 1
aprés agrégation.

L'agrégation est trés utile pour les SANs a grand espace d’'état, et on observe que dans
ces cas, la réduction de I'espace d’état est trés importante.

Les courbes de la figure 3.4 illustrent la réduction de I'espace d’'état. C'est le pour-
centage de la taille de I'espace d’'état agrégé comparé a la taille de I'espace d'état initial,
fonction deN, et pour différentes valeurs dd (on se place dans le cadre de SANs com-
posés d'un seul répliqua). Laugmentation de la taille de I'espace d’état que I'on observe
pour N < 1 ne doit pas étre prise en compte vu que seules les valeurs entieéhesalet
significatives.

Sag]
100 x Sadl
3|
120 M =2 —
FAGH M — 3 """
100F M=6--
80 -
60 -
40 e
20 -
0 Iy S  s I I
0 2 4 6 8 10 12 14 N

FiG. 3.4 — Réduction de I'espace d’état
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LorsqueN > 10, la taille de I'espace d’état agrégé est négligeable en comparaison de la
taille de I'espace d’état initial, et la réduction de I'espace d’état est d’autant plus importante
que M est grand.

111.2.2. EXEMPLES DE MODELISATION

Nous reprenons ici les exemples de modélisation présentés dans le chapitre 2 (section IV
page 53). On s’est limité aux exemples du partage de ressources, qui présentent des répli-
guas. Les exemples RS1-1 et RS1-2 ont été respectivement présentés dans les sections 1.1.3
et 1.2.3 de ce chapitre, pour illustrer la notion de SAN avec réplication.

Le tiret (-) dans le tableau signifie que I'on n’a pas pu calculer la valeur correspondante,
du fait de sa complexité.

Modéle SAN initial chaine de Markov agrégée
5] 5] |Saggl | 1Sagyl
RS1-1 2% [ o, () N,+1| N, +1
N,, N,
RS1-1 1,048,576 616,666 21 11
N, =20, N, = 10
RS1-1 210,000 - 10,001 | 8,001
N, = 10,000, N, = 8,000
RS1-2
N, =20,N, =10 1,048,576 616,666 96 51
Ry =5 Ry =15
RS3 2+3% [ 14+ 8 () [ (N, +2)(N, +1) | Ny +2
N,, N,
RS3 ~7x10° 616,667 462 12
N, =20, N, = 10

Ces résultats montrent que I'agrégation produit toujours une réduction de I'espace d'état
importante. Ceci peut ainsi permettre de ramener a une échelle raisonnable (de I'ordre du
million d’états) des modeles a I'origine gigantesques, comme par exemple le modele RS1-1
avecN, = 10,000, ou le modele RS3 avel, = 20.
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V. CONCLUSION

Nous avons défini dans ce chapitre les réseaux d’automates stochastiques avec réplica-
tion, et proposé une technique pour agréger de tels SANs. Pour cela, nous avons démontré
un théoreme disant comment une agrégation forte pouvait étre appliquée au SAN. Nous
avons également montré comment exprimer la matrice de la chaine de Markov agrégée sous
forme tensorielle. Des résultats théoriques et quelgues valeurs numériques ont été présentés
pour montrer que ces techniques d’'agrégation sont trés efficaces pour réduire la taille de
'espace d'états.

Une des limitations de ce travail est que les groupes d’automates répliqués doivent étre
définis lors de la spécification haut niveau. C'est cependant souvent un faux probléme vu
gue les répliquas sont souvent connus lorsque I'on modélise un systéme particulier. Une
détection automatique des répliquas ne représente pas de grandes difficultés d'implémenta-
tion, et un tel algorithme reste a écrire.

Aprés ces deux premiers chapitres qui ont présenté des techniques de modélisation a
l'aide de réseaux d’automates stochastiques, la suite de cette thése se concentre sur les mé-
thodes pour calculer des indices de performance a partir de modéles SANs a temps continu,
et notamment a la multiplication d’un vecteur par le descripteur d’'un SAN.

Nous présenterons alors dans le chapitre 5 des résultats numériques (temps d’exécution
pour obtenir des indices de performances, ...) obtenus avec les techniques d’agrégation de
SANs avec répliquas.
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Pour obtenir des indices de performances sur un systéme Markovien, on est amené a
calculer le vecteur des probabilités stationnaires. Les systemes ciblés par les réseaux d’au-
tomates stochastiques sont les systémes a grand espace d’états, et ce sont alors les méthodes
itératives qui sont le plus adéquates (cf chapitre 1, page 11).

L'opération de base des méthodes itératives est la multiplication du vecteur par le géné-
rateur de la chaine de Markov, et ces méthodes ont souvent besoin de calculer ce produit un
grand nombre de fois. Leur efficacité dépend donc directement de la facon dont les données
sont stockées.

Ainsi, durant la génération de la chaine de Markov, une attention toute particuliére doit
étre portée au stockage de I'espace d’états accessibldss vecteurs de probabilité et
du générateu€). En effet, méme si le temps de résolution d’'une méthode numérique peut
étre relativement élevé, ce sont surtout les considérations de place mémoire qui déterminent
si cette méthode peut étre employée ou non.

Au niveau du stockage despace d'états accessibles, il faut une structure permet-
tant d’avoir un algorithme de recherche efficace. Il est parfois possible de définir une fonc-
tion d’accessibilité pour le modéle, ce qui présente le gros avantage d’offrir un acces aux
états accessibles en temps constant. Cette approche est notamment utilisée dans le logiciel
PEPS (cf chapitre 5, section I). D’autres techniques, basées sur une approche a plusieurs
niveaux, comme par exemple les diagrammes de décision [32] peuvent également s’avérer
étre tres efficaces. Par la suite, nous supposonsSce stocké de fagon efficace, et nous
ne nous préoccupons plus de savoir comment il est stocké.

De nombreuses techniques permettent de représergénérateur (Q et lesvecteurs
de probabilité.

Stockage explicite, matrice en format creux

Une premiére approche, indépendante du formalisme de haut niveau employé, consiste
a stocker la matrice générateur de fagon explicite en ne gardant que les éléments non nuls
et leur position dans la matrice, par exemple en format Harwell-Boeing. Les vecteurs de
probabilité sont alors de la taille de I'espace d’états access$hlbgs algorithmes efficaces
sont disponibles pour calculer un produit vecteur-matrice quand la matrice est stockée de
cette maniéere [84, 90].

Génération a la volée, disque secondaire

Sanders et ses collaborateurs [36] proposent de générer les élém@ritsstgu’ils sont
requis, génération qui a lieu a la volée depuis un formalisme de haut niveau. Cependant,
cette approche peut étre tres colteuse au niveau des temps a I'exécution, surtout lorsque
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le modéle comprend des transitions immédiates. Une autre solution consiste a glocker
sur un disque secondaire rapide, et a aller y chercher les éléments a la demande [37]. Ceci
nécessite bien évidemment un disque suffisamment rapide, et qui soit de capacité suffisante.

Approche de Kronecker

Les réseaux d'automates stochastiques, introduits précédemment, permettent de dimi-
nuer les besoins en mémoire. Nous avons en effet vu dans le chapitre 2 (section 111.2.2
page 40) que nous disposons d’'une maniére compacte de stockage, basée sur une formule
tensorielle. On parle alors dkescripteur

Une approche similaire basée sur le formalisme des réseaux de Pétri stochastiques
permet d'obtenir une formule tensorielle équivalente, comme I'a montré Donatelli dans
[38, 39].

Cependant, cette approche basée sur I'utilisation de composants indépendants connectés
par des synchronisations et des fonctions génére souvent une représentation avec beaucoup
d’états non accessibleS. est I'espace d'états produit induit par cette approche, et on a
souvent S| < |3|.

Dans le cadre de cette approche Kronecker, de nombreux algorithmes ont été proposés.
Le premier, et sans doute le plus connu, est I'algorithme du shuffle [41, 42, 81, 7], qui
calcule le produit vecteur-descripteur sans jamais exprimer la matrice de fagon explicite.
Cependant, il a été montré précédemment [41, 81] que cet algorithme requiert I'utilisation
de vecteurs de probabilité de la taille de I'espace d'états prodfit Ces vecteurs sont
appelésvecteurs étendugiinsi, nous dénotons l'algorithme du shuffle classiqueBp&h
(E pourétendu.

Des approches alternatives ont été proposées dans [67, 66, 20, 7, 8]. L'idée consiste a
calculer dans un premier temps I'espace d’états accessibfmss a résoudre le modele en
utilisant des vecteurs d'itératiom ne contenant des entrées que pour les états accessibles
(vecteurs de la taille d§). Par opposition aux vecteurs étendus, ces vecteurs sont appelés
vecteurs réduits

Diagrammes de décision

Une autre approche consiste a utiliser des diagrammes de décision pour représenter
le générateur de la chaine de MarkQv Cette représentation arborescente du générateur
ne garde en mémoire que les éléments distincts non nuls, qui se trouvent sur les feuilles de
I'arbre. Lors de la construction, les branches de I'arbre doivent étre coupées pour éviter qu'il
devienne trop large. Ainsi, les diagrammes de décision binaires multi-terminaux (MTBDDS)
et les graphes de décision probabilistes (PDGs) peuvent étre utilisés a la fois en vérification
de modéles ([63, 9]) et en évaluation de performance ([58]).

Cette approche est prometteuse, mais son efficacité en mémoire dépend directement
du nombre d’éléments distincts de De plus, I'accés aux éléments non nuls nécessite de
suivre un chemin depuis la racine de l'arbre jusqu’a la bonne branche, et cette opération
doit étre effectuée chaque fois que I'on a besoin d’'un élément.

Nous ne connaissons pas a ce jour d’étude comparative sur l'efficacité de ces algo-
rithmes pour la multiplication vecteur-générateur.
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Diagrammes de matrices

Dans un souci d’'amélioration des temps d’exécution, une autre sorte de représentation
est présentée dans [30, 31, 75]. Cette représentation du génépasaws la forme d’'un
diagramme de matrices permet d'avoir un acces rapide a chaque élément, et le temps de
calcul est souvent satisfaisant, méme pour les modeles a grand espace d’états. De plus, les
besoins en mémoire pour stock@rsont a peine supérieur a ceux requis pour stocker un
descripteur sous forme tensorielle, et restent négligeable par rapport & la place mémoire
occupée par un vecteur de probabilité.

Cependant, I'utilisation de techniques liées a un cache [31] rendent une estimation de
la complexité théorique des algorithmes difficile, alors que de bons résultats théoriques
peuvent étre obtenus par I'approche Kronecker [20, 21].

Motivations

Lorsque|S| = |S], le gain mémoire obtenu par le formalisme tensoriel peut étre énorme
en comparaison de I'approche d’un stockage explicite du générateur sous forme de matrice
creuse. Par exemple, si un modéle est constitu¥ demposants de taille ( = 1..N), et
si le générateur est plein (pas d’éléments nuls), la place mémoire nécessaire pour le stocker
explicitement est de I'ordre d(e}*[fvz1 n;)?. Lutilisation d’un formalisme tensorielle réduit
ce co(t azfil n? Dans ce cas, I'algorithme du shuffle E-Sh est trés efficace, comme cela
a été montré dans [41, 42, 80, 7, 8].

Cependant, lorsque le nombre d’états non accessibles est févé (5|), E-Sh n'est
pas efficace a cause de I'utilisation de vecteurs étendus. Le vecteur de probabilité peut alors
avoir un grand nombre d’'éléments nuls, car seuls les éléments correspondant a des états
accessibles ont une probabilité non nulle. De plus, les calculs doivent étre effectués pour
tous les éléments du vecteur, y compris pour les éléments correspondant a des états non
accessibles. Ainsi, le gain obtenu par l'utilisation du formalisme tensoriel peut étre perdu
car de nombreux calculs inutiles sont effectués, et de I'espace mémoire est utilisé pour des
états dont la probabilité est toujours nulle. Dans ce cas, I'approche basée sur un stockage
explicite de tous les éléments non nuls du générateur est meilleure car elle n'effectue pas de
calculs inutiles. Cependant, ses besoins en mémoire élevés empéchent son application sur
les modeles tres grands.

A cause des grands besoins en mémoire requis par un stockage explicite du générateur,
il nous semble intéressant de rechercher une solution qui prenne en compte les états non
accessibles et qui, en méme temps, tire profit du formalisme tensoriel. Ainsi, nous aime-
rions exploiter le formalisme tensoriel méme en présence d’un grand nombre d’états non
accessibles. En fait, I'algorithme E-Sh est trés efficace lorgsjue: |S|, et on va montrer
comment le rendre efficace dans le cag i< |S|. Il nous a semblé intéressant d’appro-
fondir les optimisations sur cet algorithme qui exploite la structure tensorielle et pour lequel
on possede certains résultats théoriques. Le formalisme tensoriel connait par ailleurs un re-
gain d'intérét dans différents domaines d’application, comme par exemple en traitement du
signal [53], dans les équations différentielles partielles, ...

L'utilisation devecteurs réduitpermet de réduire les besoins en mémoire, et des calculs
inutiles peuvent alors étre évités. Ceci permet alors d’obtenir des gains en mémoire trés im-
portant lors de I'utilisation de méthodes itératives comme Arnoldi ou GMRES, qui peuvent
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nécessiter un grand nombre de vecteurs de probabilité. Une modification de I'algorithme du
shuffle E-Sh permet I'utilisation de tels vecteurs. Ainsi, I'algorithme Act-Sh-JCB de [20]
transforme le vecteur réduiten un vecteur étendude la taille d& avant d’appeler E-Sh,

mais la plupart des vecteurs utilisés sont réduits.

Plan du chapitre

Nous commencons par décrire le classique algorithme du shuffle E-Sh, qui permet de
multiplier un vecteur de probabilité par le descripteur d’'un réseau d’automates stochas-
tiques. Cet algorithme est efficace lorsqu’il y a peu d’états non accessibles dans le modéle.

Des modifications ont été apportées a cet algorithme pour réduire les besoins en mé-
moire lorsqug S| < |S’| [20, 7]. Nous proposons dans la section Il un algorithme [7] qui
permet d’obtenir un gain de temps a I'exécution, en exploitant le fait que les probabilités
des éléments correspondant & des états non accessibles sont toujours nulles dans les vec-
teurs de probabilité. Cependant, pour obtenir de bonnes performances au niveau du temps
d’exécution, des vecteurs intermédiaires de la taillé dmivent également étre utilisés.
Nous appelons cet algorithme le shuffiartiellement réduit, et on s’y référe paPR-Sh
Cependant, les gains en mémoire se trouvent relativement limités car on utilise toujours des
structures de données de la taillede

Conserver la bonne complexité de E-Sh tout en éliminant I'utilisation de toutes struc-
tures de la taille d& n'a & notre connaissance jamais été obtenu. Nous avons donc déve-
loppé un tel algorithme [8] pour réduire les besoins en mémoire, tout en limitant les colts
supplémentaires a I'exécution. L'algorithme du shuffimlement réduit FR-Sh (fully re-
duced est décrit dans la section Ill. Dans cet algorithme, toutes les structures de données
intermédiaires sont stockées dans un format réduit. Il permet ainsi de traiter des modeles de
plus en plus complexes.

Nous exposons dans la section 1V des variantes de ces algorithmes, basées sur un réor-
donnancement des automates, qui permettent d’optimiser le nombre de calculs.
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|. L ALGORITHME DU SHUFFLE “ CLASSIQUE” : E-Sh

Le descripteur d’un SAN peut s’exprimer sous forme tensorielle (cf chapitre 2, sec-
tion 111.2.2 page 40) :

N @ E N _ (N+2E) | N @
Q:D+EB9Q/+ZI®QQ£’)= 2} &), @
i=1 e=1 =1 Jj= i=1

Dans la premiére représentation (analogue a la formule 2.7), la somme tensorielle cor-
respond a I'analyse des événements locaux, c’'est la partie locale du descripteur ; le produit
tensoriel correspond a I'analyse des événements synchronisant, c’est la partie synchroni-
sante du descripteur ; enflnreprésente le produit tensoriel des matrices de synchronisation
négatives, c’est la diagonale du descripteur.

La deuxieme représentation (formule 2.8) montre que I'opération de base qui nous in-
téresse lors du calcul de la solution stationnaire d’'une chaine de Markov en utilisant des
méthodes de résolution itératives est le produit d’'un vecterird’'un terme produit tenso-
riel généralisé (cf section 1.1 page 24) :

7 ®g QU (4.1)

Le produit tensoriel est composé d’une suiteNdenatrices notéegl”) aveci € [1..N],
chacune associée & un automats.
Nous commencons par introduire quelques définitions sur les suites finies de matrices

[0 Soit
n; la dimension de la-éme matrice d’'une suite ;
nleft; le produit des dimensions de toutes les matrices a gaucheieimnia
matrice d’une suitg,e., H;;ll ny (cas particulier nleft; = 1);
nright; le produit des dimensions de toutes les matrices a droite dérae
matrice d’une suitg,e., ]_[kN:iJrl ny (cas particulier nrighty = 1);
njump; le produit des dimensions de toutes les matrices a droite élérae

matrice d’'une suite, y compris la matricei.e., HkN:i ng (njump; =
nright; X n;);

!Les indicesj ont été omis pour les matricé}ﬁi) afin de simplifier la notation.
2Par la suite, lesuites finies de matricesront appelées seulemenites de matrice<Car, seules les suites
finies seront abordées.
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Nous présentons tout d'abord I'algorithme de la multiplication d’un vecteur par un pro-
duit tensoriel classique. Cet algorithme est utilisé pour les descripteurs qui n'ont pas d’'élé-
ments fonctionnels. Ensuite, nous verrons les contraintes a observer lors de I'occurrence des
éléments fonctionnels dans le terme produit tensoriel (produits tensoriels généralisés).

I.1. CAS SANS ELEMENTS FONCTIONNELS

Le cas le plus simple de la multiplication d’un vecteur par un produit tensoriel est celui
ou les matrices ne contiennent pas d’éléments fonctionnels. Dans ce cas, c’est un produit
tensoriel classique, et on doit calculer :

Selon la propriété de décomposition des produits tensoriels [41], tout produit tensoriel
de N matrices est équivalent au produit Nefacteurs normaux. En utilisant cette propriété
pour le terme® Y | Q)

Q(l) ® Q(Q) R...® Q(N_l) ® Q(N) —
Inleft1 X Q(l) 02y Im"ightl

XInleftz X Q(Z) 02y Im"ightz
X P

XInleftN ® Q(N) ® InrightN

Pour calculer la multiplication d’un vectetrpar le term@iNz1 Q™ il est donc suffi-
sant de savoir multiplier un vecteur par un facteur norirfale [1..N]) :

T X Inlefti ® Q(Z) ® Inrighti

De plus, la propriété de commutativité entre facteurs normaux permet la multiplication
des facteurs normaux dans un ordre quelconque.

1.1.1. MULTIPLICATION PAR UN FACTEUR NORMAL

On considére la multiplication par le facteur normalot i € [1..N]. La matrice
Tnjefi; ® QY @ I.,ignt; €St UNE matrice bloc diagonale dont les blocs sont constitués de la
matriceQ® @ I nright;- LS différents blocs peuvent étre traités de fagon indépendante, ce
qui suggere la possibilité d’introduire du parallélisme dans 'algorithme, [92, 94, 93].

Il'y a nleft; blocs de matrice, et chacun d’entre eux doit étre multiplié par une por-
tion différente de vecteur. Le vecteur est ainsi diviséngaft; portions, chacune de taille
nright; X n;. Nous appelons ces portions de vecteurlggsrtions (pouteft), et nous les
notonspy, . . ., Puief;—1- La figure 4.1 illustre cette découpe.
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nright; x n; Fnright; X n; | nright; X n;

e e e e [

Po

(TT--11)

b1

(TT-11)

P(nleft;—1)

FiG. 4.1 — Découpe du vectetrenl-portions

Ainsi, I'algorithme E-Sh consiste en une boucle suridsft; [-portions, et & chaque
itération il calcule la-portion résultat :

ri=p X QW @ Inpight,, | = 0..nleft; — 1

[.1.2. DETAIL D'UNE PORTION : CALCUL DE 7y

Observons le format de la matri€g) @ I,igns; :

qgf%Inrighti q%z’)QInrighti e qgleiInrighti
(2) () (2)
; QQ,llnrighti qZQInrighti 4y, iInrighti
Q(l) ® Inrighti = . . " .
qsi)yllnrighti qsi),glnrighti s ngzi),nilnrighti

Chaque matricq](.f,)clmghti (4, k € [1..n;]) estune matrice diagonale de taitkeight; dont

tous les éléments de la diagonale sont égagéga

Le calcul d'un élément de correspond ala multiplication de par une colonne de
la matriceQ"¥) @ I rignt;- OF, chaque colonne de cette matrice est composee d’éléments
d’une seule colonne d@¥, les autres éléments sont zéro. La multiplication revient donc
a extraire de fagon répétée des élémentg ddistants denright;), a former un vecteur
appeléz;, a partir de ces éléments, puis & multipligr par une colonne de la matricg®.
Notez quez;, est composé d'éléments gequi peuvent ne pas étre consécutifs ; c’est une
tranche dey,. La tranchez;,, correspond aux éléments giequi doivent étre multipliés par
les éléments d’une colonne d¥". La colonnek (k € [1..n;]) de la matricaQ(®) est notée
Qs k-

La structure de la matric®®) ® I'nright; NOUS indique que nous devons considérer
nright; tranchesz;,. Nous numérotons donc leg, de 0 & nright; — 1. L'extraction
d’'un z;, revient a accéder au vectegret a choisir les éléments espacésraeght; po-
sitions dans le vecteur. On procéde donc par sauts dans le vecteur. La figure 4.2 repré-
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sente le processus d'extraction dgs Le r-eémez;, est représenté pag, n° r, pour
r=20,...,nright; — 1.

nright; nright;

zin n° nright; — 1

FIG. 4.2 — Découpe dg, enz;,

Une fois unz;, obtenu, nous pouvons calculer un élément du résultat en multipliant le
zin, par une colonne d@® (g, ;). La multiplication d’unz;, par la matriceQ®® en entier
donne ainsi plusieurs éléments du résultat. Ces éléments constituent un sous-vegteur de
ils forment une tranche de résultat, appeige, et les positions des éléments gg; dans
r; correspondent aux positions des élémentg,ddansp;. Nous numérotons les,,; de la
méme facon que les,. Ainsi, la multiplication duz, n° r par Q) donne lezy, n° r
(r = 0..nright; — 1).

La figure 4.3 illustre la multiplication pour quelques €léments du vecteur résultat. Les
€léments calculés constituentdg; n° 0. On effectue en effet la multiplication dy, n° 0
par toutes les colonnes de la matrigé) pour obtenir successivement les différents élé-
ments.

Pour traiter la portion (calcule; x Q) ® Inrignht;), on procede en effectuant une
boucle pour extraire successivement tesght; z;,. Pour chaque;,, nous effectuons la
multiplication z,,: = 2z, X Q(i), ce qui nous donne une tranche de vecteur résultat, puis
nous stockons cette tranchg,; dans le vecteur résultat. Les positions dans,je étant
les mémes que celles diy, correspondant, ce stockage se fait d'une facon analogue a
I'extraction des;, (cf figures 4.2 et 4.3).

1.1.3. ALGORITHME DE MULTIPLICATION

L'algorithme 4.1 résout la multiplication d’un vectepar un produit tensori@ﬁlQ(i).
Nous notons cet algorithime-Sh sans fonction car nous ne traitons pas les taux fonction-
nels. Dans cet algorithme les facteurs normaux sont traités du premier jusqu’au dernier.
Pourtant, selon la propriété de commutativité de facteurs normaux, n'importe quel autre
ordre aurait pu étre employé.
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QY e Tnright;

. b
q1,1 q1,2 q1,n;
q1,1 q1,2 d1,n;
q2,1 q2,2 q2,n;
42,1 q2,2 42,n;
qng,1 qn;,2 dn;,n;
b In;,1 In;,2 Inion;
—nright; 1 nright;/ —nright; -~
- - N e . N
N Y Y AN Y N [ M
V T i i | |
zin[1] Zin[2] Zin[Ni] Zin X Qe1 Zin X Qs2 Zin X Qun;
Zout[1] Zout [2] Zout [Mi]

FIG. 4.3 — Multiplicationp; x QW ® I,,,igns, : Obtention duzy, n° 0.

Algorithme 4.1

12
13
14
15
16
17
18
19

fori=1,2,....N /I boucle sur les facteurs normaux
do base =0; I/l base : indice du début de la portion dans le vecteur
forl=0,1,...,nleft; — 1 // boucle sur les portions

do forr =0,1,..., nright; — 1 // détail de la portion : boucle sur leg,
do index = base + 1]
I/l index : indice de I'élément courant d, dans le vecteur
for k=0,1,...,n; — 1// extraction duz;,, n° r (Sauts denright;)
do z,[k] = #[index];
index = index + nright; ;
end do
multiply  Zou = 2in x QW ; /I multiplication
index = base + 1
/l index : indice de I'élément courant dy,,; dans le vecteur
for k =0,1,...,n; — 1// stockage du résultat,; (sauts denright;)
do 7[index] = zoui[k];
index = index + nright;;
end do
end do
base = base + (nright; x n;); /l on passe a la portion suivante (saut daps
end do
end do

Algorithme 4.1:E-Sh sans fonction
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1.1.4. COMPLEXITE

La complexité du produit d’'un vecteur par un terme produit tensoriel classique est ob-
tenue en observant le nombre de multiplications vecteur-matrice exécuté (ligne 10 de l'al-
gorithme 4.1). A chaque boucle émle I'algorithme, nleft; x nright; produits vecteur-
matrice sont exécutés avec des matrices de tgillEn supposant les matricés pleines,
le nombre de multiplications pour chaque produit vecteur-matrice est égal & a donc
nleft; x nright; x n? = H;]j:l ng X n; = |S’| x m; multiplications a chaque boucle én
(|S‘| est la taille de I'espace produit). La complexité de I'algorithme 4.1 est donc

N
15| x an (4.2)
i=1

Ceci est a comparer avec une multiplication d'un vecteur (pase ®£V:1 Q™ qui
consiste d’abord a calcul€p, puis & multiplier le résultat par le vecteur. La complexité
est ici de I'ordre de[TY, n:)? = |S|%.

Si les matriceQ(") sont stockées dans un format creux, le nombre de multiplications
pour chaque produit vecteur-matrice est, en général, bien inférieyy?aDans ce cas, Si
nz; est le nombre d’éléments non nuls de la mat(¥8, le nombre de multiplications &
chaque boucle enest nleft; x nright; X nz; = |$’| X ’;—Z La complexité de I'algo-
rithme 4.1 est donc :

15 x & (4.3)
i=1

Pour avoir une idée plus précise des colts de calcul de cet algorithme, établissons une
comparaison de cette complexité avec la multiplication d’'un vecteur par une matrice unigue
stockée en format creux. La matrice équivalente a un terme produit tensoriel possédera
vazl nz; éléments non nuls, donc la complexité sera de cet ordre. La comparaison entre
deux formules aussi différentes est difficile. Fixons une limite de remplissage des matrices

nz; = n; X Nﬁ
Pour ce nombre d’éléments non nuls les complexités de I'algorithme 4.1 (equation 4.3) et
de la multiplication par une matrice creuﬂsfil nz;) sont égales. Pour des valeursrdg
inférieures a cette borne la multiplication par une matrice creuse sera plus performante et
pour des valeurs supérieures l'avantage sera a I'algorithme pfoposé

Ainsi, pour un modéle & automates, s'il y a plus d&; éléments non nuls par matrice
(soit deux éléments non nuls par ligne de matrice), I'algorithme E-Sh sera plus performant
gu’une multiplication par une matrice creuse. Pbuautomates, la limite passel &n;.

La figure 4.4 présente la limite d’efficacité de E-Sh, en terme de nombre d’éléments non
nuls par ligne de matrice. Ainsi, lorsqu’il y a plus d’un a deux éléments non nuls par ligne,
c’est E-Sh qui est plus performant.

3Pour ces comparaisons, le coiit de génération d’une matrice & partir d’'une expression tensorielle n’est pas
pris en compte.
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nombre d’éléments non nuls
par ligne de matrice

1

N~ =T
35

3

2.5

2

15

1+ =
05l multiplication par une matrice creuse

06 10 20 30 20 nombre d’automated’

FiG. 4.4 — Limite d'efficacité de E-Sh, fonction du nombre d’automadyes

Il faut rappeler que ces considérations sont applicables a la comparaison d’un seul terme
produit tensoriel classique (sans éléments fonctionnels). Nous nous intéressons maintenant
aux modifications & apporter pour traiter ces dépendances fonctionnelles.

I.2. TRAITEMENT DES DEPENDANCES FONCTIONNELLES

Lorsque les matrice§)(?) contiennent des éléments fonctionnels, le descripteur est
constitué de produits tensoriels généralisés, comme dans I'équation 4.1.

D’apres les propriétés de décomposition en facteurs normaux des produits tensoriels
généralisés [41], il est toujours possible d’obtenir un orgdngour multiplier les facteurs
normaux d’un term@filQ(i) (...) si et seulement s’il N’y a pas de cycles dans gmaphe
de dépendances fonctionnell&€e graphe orienté est défini pour les matrices d’un produit
tensoriel généralisé. Les sommets du graphe correspondent a une matrice, et un arc d’'un
sommet vers un sommet représente la dépendance fonctionnélfe(A()). Lafigure 4.5
montre quelques exemples de graphes de dépendance fonctionnelles.

L'existence de cycles empéche I'application directe des propriétés de décomposition en
facteurs normaux. Le traitement nécessaire pour les éliminer est détaillé dans [41].

Dans cette section, nous présentons uniqguement la multiplication des produits tensoriels
généralisés sans cycle de dépendances fonctionnelles.
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1@ OG 1 6
,O O, ) :

O O,

Exemple 1 Exemple 2

Exemple 3 4 Exemple 4

Exemples
1. QW e Q® ® Q¥ ® QW @ Q¥ @ Q®
g

2. Q(l) ®Q(2)( )®Q(3)( )®Q(4)( )®Q(5) ®Q(6)(A(1))

9 9
3. Q% QWA . A6)
9 =1
4, QWA @ QP (A®) @ QBPIAMW) @ QW (AN, A®) 2 Q1) @ Q) (AG))
g g g 9

g

FiIG. 4.5 — Exemples de graphes de dépendances fonctionnelles

La multiplication d'un vecteut par un produit tenson@ QW (AWHD AN

sans cycle est faite de facon similaire au cas sans eIements fonctlonnels Deux modifications
doivent étres faites a la multiplication implémentée par I'algorithme 4.1 :
— calculer un ordre dans lequel les facteurs normaux doivent étre multipliés ;
— évaluer les éléments fonctionnels des matrices avant chacune de leur multiplication.
Nous détaillons maintenant ces deux aspects.

[.2.1. ETABLISSEMENT DE L'ORDRE DES FACTEURS NORMAUX

L'ordre peut étre obtenu a partir du graphe de dépendances fonctionnelles [41, 42],
en appliquant les propriétés de décomposition en facteurs normaux en algebre tensorielle
généralisée. Cet ordre est noté par une permutatisar I'intervalle [1..N], appeléordre
de décompositianll représente I'ordre dans lequel le produit tensoriel sera décomposé en
facteurs normaux.
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[J Notations
o une permutation nommeéesur l'intervalle[1..N], qui établit un nou-
vel ordre pour une suite d¥ matrices;
o(1) le rang de la matric€)() dans I'ordre représenté par la permutation
o l'indice de la matrice placée au rarigde I'ordre représenté par la

permutations (Sioy =i, 0(i) = k);

N
Le produit x X) ~ Q()(...) doit étre traité par
9i=1

N
'ﬁ' X H |:Inlefta.i (? Q(Uz)( . ) (?Inrz'ghto_i
i=1

La modification apportée a l'algorithme 4.1 pour prendre en compte ce changement
d’ordre des facteurs normaux est indiquée dans l'algorithme 4.2. Notons que cette modifi-
cation demande le calcul d’un ordre de traitement (permutat)aqui n’est pas inclus dans
I'algorithme de multiplication des facteurs normaux.

Algorithme 4.2

1 fOFiZUl,Uz,...,UN
2 do ---
cf Algorithme 4.1

Algorithme 4.2: Changement de I'ordre des facteurs normaux

Pour certains produits tensorielgidre de décompositiopeut ne pas étre unique. Par
exemple, deux matrices dans la série peuvent étre constantes. Dans ce cas, n'importe la-
guelle des matrices peut étre traitée avant I'autre. Ceci est di au fait que le produit de
facteurs normaux de deux matrices constantes est commutatif. La regle générale est que
deux (ou plusieurs) matrices n'ayant pas de dépendances fonctionnelles directes ou indi-
rectes entre elles peuvent changer librement de position. Cette regle généralise I'absence
d’'un ordre précis pour la multiplication des facteurs normaux d’'un produit tensoriel clas-
sique (cas sans fonction).

[.2.2. EVALUATION DES ELEMENTS FONCTIONNELS

Apres le calcul de brdre de décompositiona deuxieme préoccupation pour la mul-
tiplication des produits tensoriels généralisés est I'évaluation des éléments fonctionnels de
chaque matric€ (. ..) avant leur multiplication par une tranchg du vecteurt (corres-
pondant a la ligne 10 de I'algorithme 4.1). Pour cette présentation, on supposera que l'ordre
de décompositiomr est I'ordrel..n pour simplifier les notations.
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A chaque exécution de la multiplication d’une tranehedu vecteurr par la matrice
Q((...), cette matrice doit étre évaluée pour les états des automates argumeétits de

Pour I'évaluation des éléments fonctionnels, il est donc nécessaire d’inclure le calcul
des états locaux des automates arguments{tle Comme ces arguments sont un sous
ensemble a priori arbitraire du SAN, ceci améne a calculer I'état local de tout automate
autre queA”). Ensuite il faut faire 'évaluation dg (. ..) avec ces états locaux.

Examinons d'abord le calcul des états locaux des automates a Yaeckeutomate
A indice ! de I'algorithme 4.1 est le rang dans I'espace d’éﬁi}gll S i.e, des
sous vecteurs d’états locaux du typé"), (2, ..., 2(~1). Il est possible de regarder un
sous vecteur d'états locaux comme un nombre en base vaiiahlan nombre pour lequel
chacun des chiffres a sa propre base. L'état local de 'autofatéz()) représentera un
nombrequi peut varier dans l'intervall@..n; —1]. La suite de ces nombres permet d’obtenir

le rang! dans I'espace d'étaﬁ;'-;l1 S d'un sous vecteufz(V), 22 ... 201 par la
formule :
i—1 j—1
I = Z (:E(j) X H(nk)>
=1 k=1
De facon analogue, on peut obtenir le sous vectett,z(?, ..., z(—1) & partir d’'un

indicel donné, par une suite de divisions entieres. Un algorithme qui implante ces divisions
est trés coliteux (autant de divisions entiéres que le nombre d’automates & gauthe de
Une solution moins co(teuse peut étre employée. La premiére remarque utile est que toutes
les combinaisons d’états locaux vont étre nécessaires. De plus, les combinaisons seront
prises exactement dans I'ordre lexicographique (la valeur de I'indiaie de O jusqu’a
nleft;—1). Ladeuxieme remarque intéressante est gu'il est peu colteux de passer d’un sous
vecteur d’états locaux au sous vecteur suivant selon un ordre lexicographique. Ceci peut étre
fait par un algorithme simple d’'incrémentation de +1 d’'un nombre en base variable.

Prenons par exemple, les états locaux de trois automdtes.l(? et A(3)) avec tailles
n1 = 2,n9 = 4 etng = 3. Les sous vecteurs d'états locaux ordonnés selon I'ordre lexico-
graphique sont :

rang 20 2@ £B) rang 20 2@ 23 rang 20 2@ () rang 20 2@ £B)
() () () )| ) [ ) () @) @) [ G) () )] @O | G) () ()
0 0 0 0 6 0 2 0 12 1 0 0 18 1 2 0
1 0 0 1 7 0 2 1 13 1 0 1 19 1 2 1
2 0 0 2 8 0 2 2 14 1 0 2 20 1 2 2
3 0 1 0 0 3 0 15 1 1 0 21 1 3 0
4 0 1 1 10 0 3 1 16 1 1 1 22 1 3 1
5 0 1 2 11 0 3 2 17 1 1 2 23 1 3 2

Le changement d€0, 1, 1} (de rang 4), vers le prochain sous vecteur dans I'ordre lexi-
cographigue (de rang 5) nécessite I'incrément de I'état du dernier état local (de 1 vers 2).
Le changement de cette nouvelle combinais@n {, 2} - rang 5) vers la prochaine (de rang

“Nous appelong gauched’'une matrice d’indice, toutes matrices d’un méme terme qui ont des indjces
inférieurs & (j € [1..i — 1]).
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6) ne correspond pas a l'incrément du dernier état local (il est déja a sa valeur maximale
n3 — 1 = 2), donc l'avant dernier état local doit étre incrémenté, ce qui d¢onz 0}.

De facon générale, pour parcourir les sous vecteurs avec les états locaux des automates
a gauche d&® on initialise :

L =01l =0 - ;2 =0 16L, =0

A chaque incrément de correspond une addition de +1 sur le nombre en base variable, soit
un incrément de I'état locd] ;, avec une propagation de retenue si nécessaire. La suite des
valeurs obtenues est :

lh =0 b =0 e i =0 liiiy = 0
L =0 lo = 0 s li_Q = 0 li—l =1
l1 =0 l2 = 0 s li_Q = 0 li—l = MNij—1— 1
lh =0 b =0 el =1 lirr = 0
L = mi—=1 1l = ng—1 -+ [ 9 = my2-11l; 1 = n;1-1

Ce méme raisonnement peut s’appliquer au calcul des états correspondant aux auto-
mates a droitede A (pour I'indicer de I'algorithme 4.1).

1.2.3. ALGORITHME DE MULTIPLICATION

L'algorithme 4.3 implémente les modifications nécessaires au traitement de termes avec
éléments fonctionnels par rapport a I'algorithme 4£1Sh sans fonction). Ce nouvel algo-
rithme est donc appele-Shavec fonction. Les six opérations qui ont été ajoutées sont :

— ligne 1 : le parcours des facteurs normaux dans I'ordre de décompasition

— ligne 3 : l'initialisation du sous vecteur avec les états locaux des automates a gauche

de la matrice(...);

— ligne 5 : l'initialisation du sous vecteur avec les états locaux des automates a droite

de la matriceQ(...);

— ligne 12 : I'évaluation de la matrio@”) (. ..) avec les argumenisalculés(états lo-

caux des automates) ;

— ligne 19 : l'incrément du sous vecteur avec les états locaux des automates a droite de

la matriceQ)(...);

— ligne 22 : incrément du sous vecteur avec les états locaux des automates a gauche

de la matriceQ((. . .).

On peut remarquer que les sous vecteurs d'états locaux des automates a gauche et a
droite de la matric&(*)(. . .) sont redondants par rapport aux indi¢esr, respectivement.
Cette redondance a pour but d’éviter le calcul des sous vecteurs a chaque incréhe¢nt de

SNous appelons droite d’'une matrice d'indice, toutes matrices d’'un méme terme qui ont des indjces
supérieurs @ (j € [i + 1..N]).
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qui est trop colteux. De ce point de vue, les initialisations (lignes 3 et 5 de I'algorithme 4.3)
et les incréments (lignes 22 et 19) sont équivalents aux initialisations et incrémehtst sur
r exeécutés par les contrbles de boucles dans les lignes 4 et 6, respectivement.

Algorithme 4.3

1 fOFiZUl,Uz,...,UN

2 do base=0;

3 initialize 1, =0,lo=0,...,l;_1=0;

4 forl=0,1,..., nleft; — 1 // boucle sur les portions

5 do initialize 741 =0,742=0,...,7y =0;

6 for r =0,1,..., nright; — 1 // détail de la portion : boucle sur leg,
7 do index = base +r;

8 for k=0,1,...,n; — 1// extraction duz;, (sauts denright;)

9 do zj,|k] = 7[index];

10 index = index + nright;;

11 end do

12 evaluate Q0 (al(ll), ..., atN)); Il évaluation de la matrice

13 multiply  zour = 2zin x Q™ : // multiplication

14 index = base + r;

15 for k=0,1,...,n; — 1// stockage du résulta,,; (sauts denright;)
16 do #lindex] = zpuilk];

17 index = index + nright;;

18 end do

19 next 7ri41,7i42,---,TN;

20 end do

21 base = base + (nright; x n;); // on passe a la portion suivante (saut daps
22 next Iy,la,...,li—1;

23 end do

24 enddo

Algorithme 4.3:E-Shavec fonction

1.2.4. COMPLEXITE

L'algorithme 4.3 n'apporte pas de changement dans la taille des boucles par rapport a
l'algorithme 4.1. La multiplication d’une tranche du vecteupar les matriceg}” (.. .)
reste aussi identique. Ceci nous permet de dire que la complexité de I'algorithme 4.3 reste
du méme ordre que celle de I'algorithme 4.1. Les seuls codts additionnels correspondent
aux six opérations incluses. Le parcours des facteurs normaux dans 'ordre exprioné par
est peu important au niveau de la complexité, car il ne fait qu’ajouter une indirection aux
acces sui. L'incrément du sous vecteur avec les états locaux des automates a droite de la
matriceQ(?)(...) et 'évaluation de la matric€® représentent un co(t important, surtout
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du fait que ces opérations doivent étre faites dans la boucle la plus interne (boutle de
jusqu'a nright; — 1).

Il est cependant difficile de donner une estimation théorique de la complexité lorsqu’il
y a des dépendances fonctionnelles. Les cas pratiques sont trés complexes, et seule une
expérimentation numeérique peut apporter des éléments d’information certains a propos des
colts d’exécution.

Les évaluations de matrices sont des opérations co(teuses, et des techniques de réor-
donnancement permettent d'en réduire le nombre en sortant ces évaluations de la boucle
la plus interne de I'algorithme. Nous présenterons dans la section IV cette optimisation
algorithmique.

1.3. CONCLUSION

L'algorithme du shuffle E-Sh utilise des vecteurs étendus, de la taille de I'espace d'états
produit S. De plus, nous effectuons dans I'algorithme 4.3 le calcul de tous les éléments
du vecteur étendu, qui est de tail@. Le remplissage d'une case du vecteur se fait a la
ligne 16. Lorsque de nombreux états ne sont pas accessibles, nous effectuons donc beaucoup
de calculs inutiles car la plupart des éléments du vecteur sont nul. On effectue &8j effet
multiplications d’une tranche de vecteur par une colonne de matrice.

Nous proposons dans les sections suivantes de nouvelles versions de cet algorithme qui
utilisent des vecteurs réduits, de taill§ (S est I'espace des états accessibles du modele).

[20] présente des algorithmes basés sur une telle représentation des vecteurs, mais I'al-
gorithme du shuffle n’a pas pu étre traité de cette facon. En effet, il se peut que des états non
accessibles aient une probabilité non nulle dans des vecteurs intermédiaires. Ce phénomene
sera détaillé dans la section Il.1.

Les algorithmes de la section suivante se focalisent sur 'amélioration de la complexité
en temps d’exécution, quitte a utiliser un peu de mémoire supplémentaire. L'utilisation mé-
moire sera optimisée dans les algorithmes de la section lll.
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[I. AMELIORATION DE LA COMPLEXITE EN TEMPS D'EXECUTION : PR-Sh

Nous commencons par détailler les structures de données utilisées dans cet algorithme,
et notamment nous cernons les instants ou seuls les éléments correspondant a des états
accessibles sont non nuls dans le vecteur en cours de calcul. Pour cela, nous introduisons
les notions derecteur de probabilitét devecteur intermédiaire

Ensuite, nous étudions l'intérét de ne traiter que les états accessibles et le gain de calcul
apporté. Pour cela, nous exposons les nouveaux algorithmes qui exploitent une structure de
donnée creuse pour stocker les vecteurs de probabilité, et qui se focalisent sur une réduction
du temps d’exécution.

Enfin, une étude de la complexité de ces algorithmes est effectuée.

I1.1. STRUCTURES DE DONNEES

Le fait de stocker uniguement les valeurs du vecteur qui correspondent a des états ac-
cessibles nous oblige a garder la trace des positions de ces éléments dans le vecteur cor-
respondant dan$. On suppose que I'ensemble des états access$bist connu. Il peut
étre calculé en appliquant un algorithme qui explore tous les états accessibles [67, 32], ou
bien en demandant a I'utilisateur de fournir une fonction qui représente I'ensemble des états
accessibles [46].

Nous commencons par définir différents types de vecteurs que I'on est amené a rencon-
trer dans les algorithmes.

Définition 24 Soit# un vecteur de taillé. Chaque entrée du vecteur correspond & un état
de S. Alors,

— pos; est'ensemble des états ayant une entrée non nulle dans le vécteur

— Unvecteur de probabilité est tel quepos; C S.

— Unvecteur intermédiaire est un vecteur qui n'est pas un vecteur de probabilité.

Ainsi, les vecteurs de probabilité ont des entrées non nulles uniquement pour les états
accessibles. En revanche, les vecteurs intermédiaires peuvent avoir une entrée non nulle
pour un état non accessible.

Les vecteurs d'itération, que I'on est amené a multiplier par le descripteur, sont des vec-
teurs de probabilité. Nous détaillons maintenant les différentes étapes de la multiplication
pour voir qguand nous pouvons exploiter les propriétés des vecteurs de probabilité, et quand
au contraire nous sommes en présence de vecteurs intermédiaires.
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I1.1.1. DETAIL DE LA MULTIPLICATION VECTEUR-DESCRIPTEUR

Le générateur Markovie® correspondant a la chaine de Markov associée a un réseau
d’automates stochastiques est défini par la formule tensorielle suivante (cf formule 2.7) :

N N N
=P, 0"+ X | ®,0)+®,0”
i=1 e€fS \ =1 i=1

ou N est le nombre d’automates du réseauf 8test 'ensemble des identificateurs
d’événements synchronisant.

La somme tensorielle correspond aux événements locaux du descripteur, et les produits
tensoriels aux événements synchronisant. On étudiera les deux parties sépafgment (
Qlocal + stnchro)-

On veut effectuer la multiplication x QQ = 7 X Qiocar +7 X Q synchro» ™ €taNt un vecteur
de probabilité (seuls les états accessibles ont une probabilité non nulle). La multiplication
de w par ) revient a réaliser tous les événements (locaux et synchronisant) sur tous les
automates en partant des états de probabilité non nulle (éteiy. de vecteur résultant
m X () est donc également un vecteur de probabilité, car par définition des états accessibles,
on ne peut pas atteindre un état non accessible en partant d’'un état accessible. Par contre, il
se peut qu’on ait des vecteurs intermédiaires au cours du calcul. Pour cela, nous détaillons
ce calcul.

Partie locale
Par définition de la somme tensorielle,

N

N
T X Qocal = T X @g Q[(Z) = Z |:7r X (Inlefti %)QZ(Z) ?Inrighti)

i=1 i=1

On doit calculer pour chaque automate< (1, f; ® Ql(i) ® Inright;), C€ qui revient
g g

a réaliser les événements locaux sur l'automaten partant des états accessibles (vecteur
de probabilitér), on reste dans I'ensemble des états accessibles. En effet, soit I'événement
local a un taux constant et toutes ses transitions ménent a un état accessible, soit I'événe-
ment a un taux fonctionnel dont certaines valeurs sont nulles si elles ménent a un état non
accessible. .
Chaquer x (L pef; ® Qg” ® I nright;) @ donc des valeurs nulles pour tous les éléments
g g

non accessibles, et par définition c’est donc un vecteur de probabilité.
La somme de ces termes & Q.co;) €St donc également un vecteur de probabilité
(somme de vecteurs de probabilité).
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Partie synchronisée
Pour la partie synchronisée,

N N
T X stnchro = Z ™ X ®g QS.,). +m X ®g QS_)
i=1 i=1

ecES

On doit calculer pour chaque événemerg £S,

N N
' =mx ®9Q£€2+7r>< ®9QS_)
i=1 i=1

ce qui revient a effectuer les transitions synchronisantes de I'événement

Lors du calcul der’, on est amené a faire des multiplications par des facteurs normaux
(décomposition étudiée dans le cas de l'algorithme E-Sh). Lorsqu’on multippar le
i@me facteur normal, on réalise '’événement synchronisant uniquemedt’s(et pas sur
les autres automates synchronisés a#éh). Des états non accessibles peuvent alors avoir
une valeur non nulle dans le vecteur ainsi obtenu, ce sont des vecteurs intermédiaires. En
revanche, lors de la multiplication par le dernier facteur normal, on a réalisé I'événement
synchronisant sur tous les automates concernés, et on obtient donc un vecteur de probabilité.

Bilan

Lors de chaque multiplication par un facteur normal, on obtient un vecteur intermédiaire
si on fait une multiplication dans la partie synchronisée qui n’est pas la multiplication par le
dernier facteur normal. Dans tous les autres cas, et donc avant chaque addition, les vecteurs
obtenus sont des vecteurs de probabilité.

Cette propriété peut étre exploitée pour accélérer les algorithmes de multiplication par
un facteur normal.

I1.1.2. STRUCTURES UTILISEES

Pour stocker un vecteur de probabilité, nous choisissons donc de garder en mémoire
uniguement les entrées du vecteur qui correspondent aux états accessibles. Ceci nous oblige
a stocker également les positions de ces éléments dans le vecteur correspondant dans

Nous utilisons ainsi deux tableaux de taill pour stocker un vecteur de probabilité
7 le tableaur.vec contient les entrées correspondant aux états accessibles, et le tableau
#.positions contient la place des états accessibles dans le vecteur correspondasit dans
La figure 4.6 illustre les structures utilisées.

Les vecteurs intermédiaires peuvent étre stockés de la méme fagcon dans deux tableaux
w.vec et w.positions de taille |S| si [posz| < |S|. Dans ce cas, les positions ne corres-
pondent plus aux états accessibles, mais elles correspondent aux @@s de

On peut remarquer que, la plupart du tenipss:| < |S| car les vecteurs intermédiaires
sont obtenus via une multiplication par une matrice de synchronisation, et ces matrices sont
généralement tres creuses. Ces vecteurs contiennent donc de nombreux €léments non nuls.
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0 i+l i k | m n n+l (o] p N
t A B | [ [o [ [e [ = ]ISl
~ . // D Etats accessibles
T < W.posnwns‘ ° i ‘j ‘ k ! ‘ m‘ C ‘ © p‘ S| [ ] Etats non accessibles
fr.vec (A B[c[p EBEE H |9

FiG. 4.6 — lllustration des structures utilisées pour les algorithmes exploitant le creux

Cependant, il peut arriver qugosz| > |S|. Dans ce cas, il devient nécessaire de réal-
louer dynamiquement de la mémoire pour pouvoir stocker le vecteur. Ceci arrive cependant
trés rarement d’aprés notre expérience.

I1.2. ALGORITHME PR-SH

Maintenant que nous avons détaillé les structures de données que nous allons utiliser,
nous proposons un nouvel algorithme de multiplication des facteurs normaux qui exploite le
fait que le vecteur obtenu par la multiplication d’un vecteur de probabilité par le descripteur
est toujours un vecteur de probabilité. Nous pouvons ainsi réduire le nombre de multiplica-
tions de|S| &S|, en calculant seulement les éléments du résultat qui correspondent & des
états accessibles (donc, leur valeur est susceptible d’étre non nulle). Lorsqu’on est confronté
a un vecteur intermédiaire, on est cependant obligé d’effectuer tous les calculs pour trouver
guels éléments du vecteur résultat sont non nuls.

Ainsi, les vecteurs (notés) que I'on manipule sont de taillgs|. En comparaison, les
vecteurst utilisés dans I'algorithme E-Sh étaient systématiquement de ille

Nous voulons appliquer le méme principe que I'algorithme E-Sh exposé précédemment.
@ est décomposé en facteurs normaux, et on détaille le calcul d'un vecteur par un facteur
normali (i € [1..N]) :

' =1 X Tniegt, ® Q¥ @ Inpight,

I1.2.1. MULTIPLICATION PAR UN FACTEUR NORMAL

Le format d’un facteur normal ne change pas par rapport a I'algorithme E-Sh, la notion
de portion reste donc la méme.

La découpe de en portiongy, (I = 0 .. nleft; — 1) s’effectue en regardant le tableau
m.positions, et en sélectionnant les éléments qui correspondent a la portion. Une portion
étant un ensemble d'éléments consécutifs, un unigue balayage du vecteur permet d’en déter-
miner les limites. Chaque portignest représentée par des sous-tableaux plesitions et
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der.vec, NOtés respectivemept.positions etp;.vec. La figure 4.7 illustre ce découpage.
On travaille ensuite en effectuant une boucle sur les portions, comme précédemment.

nright; x n; =

njump; njump; njump;
e flefol e PP e[ [
‘i ‘j ‘k ‘l ‘ ‘m‘ T.positions
‘A‘B‘C‘D‘--- ‘E‘ frvec

D] 5 < njummn
b2 njumps [ 7]
KT 1< 2 % njump;

P m 2 (nleft; = 1) x njumpifC]

E

P(nileft;—1)

FiG. 4.7 — Découpe du vecteuren portiongy,

I11.2.2. DETAIL D'UNE PORTION

Soitl € [0 .. nleft; — 1]. On s’intéresse maintenant au traitement de la pogion

La principale difficulté d’application de E-Sh avec la nouvelle structure de vecteurs ré-
side dans I'extraction des tranches de vectgua partir d’'une portiom,.vec etp;.positions.

En effet, E-Sh utilise une technique de sauts pour extraire les tranches de vecteur.

Lorsque le vecteur est stocké dans une structure de la tailfe oie ne peut plus effec-
tuer de sauts. Une méthode similaire peut cependant étre adoptée en parcourant le vecteur
pour chaque extraction d'ug,, et en récupérant les éléments non nuls qui appartiennent a
cez;,. A chaque itération de la boucle suright; (ligne 6 de I'algorithme 4.3), on parcourt
la portion de vecteur et on stocke les éléments non nuls correspondgnt au

Pour éviter les nombreux parcours de vecteur engendrés par cette apgrpaheo(irs
par z;, a extraire, soitright; parcours par portion), on décide de récupérer toug;les
pour la portion que I'on traite lors d’un seul parcours. Le co(t d’extraction;gest alors
divisé parnright;.

On décide de stocker tous leg correspondant a une portion de vectgudans un
tableau. Leg;, sont similaires a ceux employés dans I'algorithme E-Sh ; nous les stockons
ainsi dans un format étendu. Ainsi, pour chaque portioistockée de fagon réduite), on
construit un vecteur étendu qui contient la suite glgsdans I'ordre adéquat pour ce facteur
normal.

Chaque élément dg appartient donc a ug,, donné, et il est a une certaine place dans
cez;,. Le numéro de;, indique lez;, auquel appartient un élément. La numérotation va de
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0 anright; — 1, et correspond a la numérotation introduite dans la section 1.1.2 (algorithme
E-Sh). La place dans lg,, indique tout simplement la place d'un élément danszyn
donné.

La structure qui héberge leg, est un tableau & deux dimensions. Aingj/r| repré-
sente lez;,, n° r; c’est un tableau de taille; contenant tous les éléments gy n° r.
zin|r|[k] représente donc I'élément situé a la placdans lez,, n° r. z;, est un tableau de
taille nright; x n;.

Pour extraire les;,, on effectue une division entiére des valeurs du tablepassitions,
ce qui nous donne, poyrvariant de0 a|S|, le numéro du;,, auquel appartient I'élément
correspondanty.positions[j] mod nright;), ainsi que sa place dans gg
(pr-positions[j] div mright;). Une division entiére panright; revient en effet a récu-
pérer des éléments espacésnatéght; dans le vecteur étendu. La figure 4.8 illustre cette
technique d’extraction des,.

!ﬁ nright; I K I nright; I
Al . e e L e

nlll pi-position
W pi-vec élément en position k :

2in n° (k mod nright;)
position (k div nright;) dans le zin

AL DIl D e [0 T

2inn°0 Zinn°1 2inn® (k mod nright;)  zinn°(nright; — 1)

FIG. 4.8 — Extraction de tous leg, pour une portion de vecteur rédpit

Une fois que 'on dispose des,, il reste a effectuer les multiplicationg, x ¢, (se
reporter a la présentation de I'algorithme E-Sh, figure 4.3) puis a stocker les résultats a la
bonne place dans le vecteur résultat= 7 x Icf; ® QY @ I right; (format reduit :

7' .wec et w’.positions). Il faut aussi effectuer les évaluations des matrices dans le cas de
matrices fonctionnelles.

On distingue alors le cas otl est un vecteur de probabilité du cas®ist un vecteur
intermédiaire. Ce dernier cas a lieu lors de la multiplication par un facteur normal corres-
pondant a un événement synchronisant, si ce n'est pas le dernier facteur normal.

[1.2.3. ALGORITHME : CAS OU 7/ EST UN VECTEUR DE PROBABILITE

On suppose disposer maintenant de tous;je§our une portion). On peut donc accé-
der directement a ug,, donné.



110

CHAPITRE 4. MULTIPLICATION VECTEUR-DESCRIPTEUR

Le fait quen’ soit un vecteur de probabilité nous indique quels éléments sont suscep-
tibles d’étre non nuls dang : ce sont les éléments correspondant aux états accessibles. On
se contente donc de calculer la valeur correspondant a ces états. Pour cela, on parcourt le
vecteurr’ (dont les valeurs du tableatl.positions correspondent aux états accessibles) et
on calcule la probabilité pour chaque état accessible, comme indiqué ci-apres.

On a vu lors de la présentation de I'algorithme E-Sh (cf figure 4.3) que le calcul d’'un
€lément du vecteur résultat se fait en multipliantyrdonné par une colonne de la matrice
Q.

Pour obtenir le numéro dg, et la colonne de la matrice permettant d’effectuer la
multiplication pour un élément donné du vecteur résultat, le schéma est similaire a celui
correspondant a I'extraction deg. En effet, les éléments correspondant a la multiplication
par le mémez;,, sont espacés deright; dans le vecteur étendu. Si on désire calculer la
valeur de I'élément placé en positidn on commence par faire une division entiereide
parnright;. Le reste de la division nous donnezg a utiliser pour la multiplication, et le
guotient nous donne la colonne de la matrice. On effectue alors la multiplication, comme
lillustre la figure 4.9.

QW
La case grisée correspond a I'état accessible en position k.

Sa valeur est obtenue en multipliantig n° (k mod nright;)
et la colonne de la matridgs div nright;)

e DU )

Zin Zout

FIG. 4.9 — Calcul d'une portion de, vecteur de probabilité

L'algorithme 4.4 effectue la multiplication’ = © x (Iniesi; ® Q® ® Lypign;)- Nous
appelons cet algorithmBR-Sh pour partially reduced car les vecteurg et 7 sont sto-
ckés dans un format réduit mais I'algorithme utilise des structures intermédiaires en format
étendu (les;, ). L'algorithme correspond au cas sans fonctiony efst un vecteur de pro-
babilité.

Les boucleswvhile (lignes 8 et 14 de I'algorithme 4.4) servent a limiter notre étude par
portion. La portion correspond en effet aux éléments du vecteur situés entre les positions
[ x njump; et((I+1) x njump;) — 1. Les variableg et j2 assurent la progression danst
dans le vecteur résultat. On remarquera que I'on n’effectue pas la division de la position
d’'un élément panright;, mais que I'on commence par soustrdisenjumyp; a la position.

En effet,l x njump; correspond a la position du début de la portiofPour obtenir un
quotient compris entré etn; — 1, cette soustraction est nécessaire. Sinon, le quotient sera
compris entrd x n; et((I + 1) x n;) — 1. En théorie, la soustraction n’est nécessaire que
pour le calcul du quotient, mais en pratique on effectue les deux calculs en méme temps.
C’est pourquoi nous effectuons la soustraction également pour le calcul du reste.
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Algorithme 4.4

1 j=0;72=0;
2 forl=0,1,..., nleft;—1 {// boucle sur les portions
3 do forr=0,1,..., nright; — 1 [/l initialisation desz;,
4 do fork=0,1,...,n; — 1
5 do zy[r][k] =0;
6 end do
7 end do

/I Remplissage des,,
8 while (5 < |S|) && (m.positions[j] < (I + 1) X njump;)
9 do re = (m.positions[j] — I X njump;) mod nright; ;
10 go = (m.positions[j| — | X njump;) quo nright; ;
11 zin|re][go] = m.veclj];
12 j=j+1;
13 end do

/l Calcul du résultat
14 while (52 < |S|) && (7 .positions[j2] < (I + 1) X njump;)
15 do re = (n'.positions[j2] — | X njump;) mod nright;;
16 qo = (7'.positions[j2] — | X njump;) quo nright; ;

11 Q1 [qo] représente la colonng de la matrice)(®)
17 7 weclj2] = zin[re] x QW[qo];
18 j2 =42 +1;
19 end do
20 enddo

Algorithme 4.4:PR-Shsans fonction «’ est un vecteur de probabilité
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Traitement des dépendances fonctionnelles

Un probléme se pose pour évaluer les éléments fonctionnels, car on ne peut plus pro-
céder en parcourant.positions de fagon linéaire. Si on procédait ainsi, il faudrait rééva-
luer les matrices fonctionnelles pour chaque produit d’'une colonr@‘dpar unz;,. Or,
I'évaluation des éléments fonctionnels est trés colteux. On désire donc procéder comme
dans l'algorithme 4.3E-Sh avec fonction), qui implémente une solution moins colteuse.
En effet, dans cet algorithme, on change d’'état (argument des fonctions) en procédant par
incrément. Le changement d’état se fait lorsqu’on change,déoucle ligne 6 a 20 de
l'algorithme 4.3). Pour un;, donné, une seule évaluation de fonction est nécessaire.

Dans le cas des vecteurs de probabilité réduits, il faut donc procéder autrement que dans
l'algorithme 4.4, qui effectue un parcours linéaire. Nous devons maintenant traitgy les
dans le méme ordre que dans I'algorithme 4.3.

L'algorithme 4.5 effectue la multiplication avec les évaluations de fonction dans la
boucle la plus interne. Nous détaillons les différentes étapes de cet algorithme.

L'initialisation desz;, et leur extraction a lieu de la méme facon que pour I'algorithme
sans évaluation de fonction (algorithme 4.4, lignes 1 & 12). On doit rajouter pour les fonc-
tions l'initialisation des sous vecteurs avec les états locaux des automates, ainsi que l'initia-
lisation de quelques tableaux détaillés ci-dessous.

Ces tableaux servent a stocker les informations sur les calculs a effectuer lorsqu’on n’ef-
fectue plus un parcours linéaire. En effet, pour diminuer le nombre de calculs, on conserve
en mémoire les éléments susceptibles d’étre non nuls, ainsi on pourra effectuer le calcul
uniguement pour ces €éléments, contrairement & E-Sh qui faisait systématiquement tous les
calculs. Un algorithme n’utilisant pas de tableaux devrait fairgyht; parcours de la por-
tion dex’ pour se limiter aux évaluations nécessaires, et au calcul d’éléments susceptibles
d’étre non nuls (un parcours paf, a traiter). Or, un unique parcours de la portionsfle
nous indique tous les éléments susceptibles d’étre non nuls, mais ces éléments ne sont pas
donnés dans le bon ordre. On les stocke donc pour pouvoir faire les calculs au moment
voulu. Dans le cas de I'algorithme 4.4, un simple parcours nous indiquait, les uns apreés les
autres, les éléments a calculer. Il n’y avait donc pas besoin de tableaux, car on traitait les
éléments dans un ordre linéaire.

Le parcours est effectué lignes 13 a 20 de I'algorithme 4.5. Nous stockons les informa-
tions intermédiaires dans les tableaux suivants :

— le tableawseddétermine les,,; qui contiennent au moins un état accessible. Les

Zows SONt NUMérotés de la méme fagon quedgs: zouw[r] = zi[r] x QW(...)

avecr € [0..nright; — 1]. usedest un tableau de booléens de taill€ght;. used[r]

vaut la valeurirue si et seulement si lg,,; n° r contient au moins un élément qui
correspond a un état accessible (un élément susceptible d'étre non nul). A chaque
changement de portion, on initialise donc toutes les valeurs de ce tabfedsea

— le tableaundice est un compteur pour savoir combien d’'états accessibles sont pré-

sents dans chaqug,;. Ainsi, le z,,; n° r contientindice[r] états accessibles.

— le tableawsefulindique la place dans lg,; d’un élément a calculer. On ne note que

les places correspondant aux états accessibles, et on les numétodeinéice[r]
pour lezy,: n° 7. use fullr][k] correspond a la place dansdg; n° r du k™ état
accessible de cg,;.
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Algorithme 4.5

1 j=0;72=0;
2 initialize Iy = ]_,lg = ]-,---,lz'fl =1;
3 forli=0,1,..., nleft; —1 // boucle sur les portions
4 do initialisation dez;,, a0
5 initialisation deindice a0
6 initialisation deused a false

/l Remplissage des,,
7 while (5 < |S|) && (m.positions[j] < (I + 1) X njump;)
8 do re = (m.positions[j] — I X njump;) mod nright; ;
9 go = (m.positions[j| — | X njump;) quo nright; ;
10 zin|re][go] = m.veclj];
11 j=73+1;
12 end do

Il Informations intermediaires
13 while (52 < |S|) && (7' .positions[j2] < (I + 1) x njump;)

14 do re = (n'.positions[j2] — | X njump;) mod nright;;
15 qo = (n'.positions[j2] — | X njump;) quo nright; ;
16 used|re] = true; Il Quelsz,,; devront étre calculés
17 usefull[re][indice[re]] = qo; I/ Pour unz,,, donné, les places utilisées
I/l Pour unz,,; donné, la place dans le vecteur ou stocker le résultat
18 place[re][indice[re]] = j2;
19 indice[re] = indice[re] +1; j2 = j2+1;
20 end do
21 initialize Tigl = 1, Ti42 = 1,...,ry =1,
22 forr=0,1,..., nright; — 1 /[ Calcul du résultat
23 do if (used[r])
24 evaluate Q0 (al(ll), ..., atN); I Evaluation uniqguement si nécessaire
25 for k=0,1,...,indice[r] — 1
/I Multiplication par une colonne de la matrice
26 do 7'.wec[place[r][k]] = zin[r] x QW [useful[r][k]];
27 end do
28 end if
29 next 7+1,7i+2,---,TN
30 end do
31 next ll,lg,... ,li,1 ;
32 enddo

Algorithme 4.5:PR-Shavec fonction < est un vecteur de probabilité
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— le tableauplace donne la place dans le vecteur résultat des éléments, detine
fois une valeur calculée, il faut stocker le résultat dans le vecteur. L'élément numéroté
k dans lez,,; n° r sera donc placé glace|r|[k] dans le vecteur résultat.

Ensuite, on calcule les éléments non nuls comme précédemment, mais pas dans le méme
ordre (on calcule tous ceux correspondant a un mégreela suite). Pour cela, on effectue
une boucle sunright; (ligne 22), et on effectue I'évaluation de la matrice uniquement si
elle est nécessaire (ligne 24). L'évaluation doit étre faite si on doit calculer au moins un
élément dw,,; correspondant, donc si la valeur deed correspondante vautue.

Enfin, on calcule chaque élément correspondant a un état accessible denfe-, en
faisant une boucle deaindice[r] — 1 (ligne 25). Le tableawlace nous indique ou stocker
le résultat dans le vecteur, et le tableat ful nous indique la colonne de la matrice a
employer dans la multiplication. Le calcul ligne 26 est similaire a celui effectué en ligne 17
de I'algorithme 4.4.

I1.2.4. ALGORITHME : CAS OU 7/ EST UN VECTEUR INTERMEDIAIRE

()

Lors de la multiplication d’'un vecteur par un produit tenson@ corres-

pondant au traitement d'un événement synchronisaah peut obtenir des vecteurs inter-
médiaires, qui comportent des entrées non nulles pour des états non accessibles. On ne peut
donc plus effectuer uniquement les calculs dyrpar une colonne de matrice qui donnent

un résultat correspondant a un état accessible, car on ne sait pas ou seront les valeurs non
nulles dans le vecteur résultat. On est obligé dans ce cas d'effectuer les pggdui@gi),

et de ne garder que les éléments non nuls en sortie. On doit alors mettre a jour le tableau
7' .positions lorsqu’on remplit le vecteur résultat avec les éléments non nuls obtenus,
puisqu’on ne connait pas forcément leurs positions (ce ne sont pas obligatoirement des états
accessibles).

Dans la plupart des cas, le nombre d’états avec une probabilité non nulle en sortie est
inférieur ou égal &S|, car les matrices de synchronisation sont trés creuses. On peut donc
utiliser la méme taille de tableaux. Cependant, il arrive (rarement d’aprés notre expérience,
et sur des exemples pas trés réalistes) que le nombre d’'états avec une entrée non nulle
augmente. Dans ce cas, il est nécessaire de réallouer dynamiquement de la place mémoire
pour stocker le vecteur (les tableatxwec etn’.positions ne sont plus de taille suffisante).

Les algorithmes qui précédent (4.4 et 4.5) lisent séparémpntitions etr .positions.

En effet, lorsquer’ est un vecteur de probabilité, les valeurs@ositions sont déja
initialisées aux positions des états accessibles. Par contre, il se peut que les entrées de
w.positions soient différentes, car peut étre un vecteur intermédiaire.

Lorsqu’on sait que’ est un vecteur intermédiaire, on calcule les entrée& gesitions
lors de la multiplication vecteur-matrice. On ne suppose plusmjpesitions est connu
comme dans le cas précédent.

La principale différence avec I'algorithme 4.5 est qu’on n’effectue pas la recherche des
éléments a calculer (lignes 13 a 20), tout simplement parcequ’on est obligé de tout calculer
dans ce cas. On ne fait donc plus la multiplication dgrpar une colonne de matrice, mais
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la multiplication duz;, par la matrice entiére, et on stocke tous les éléments non nuls sous
forme de couples (position, valeur). Lorsgu’on a fini les multiplications pour une portion, on
stocke les éléments non nuls obtenus dans le vecteur résultat, en mettant a jour les tableaux
7' .positions etr’ .wec.

L'algorithme 4.6 effectue la multiplication dans le casrbast un vecteur intermédiaire,
avec les évaluations de fonction. Nous traitons icidgsdans le méme ordre que dans
l'algorithme 4.3 ; les évaluations se font donc de la méme fagon. La multiplication ligne 14
stocke dans la structurg,; les éléments non nuls obtenus lors du calguix Q). Aprés
avoir classé ces éléments par position croissante (ligne 17), on peut stocker les résultats dans
le vecteur solution (lignes 18 a 22). On n'utilisera pas forcément tout le tafleac, d’ou
l'intérét de mettre une position égale a -1 lorsqu’on a stocké tous les éléments non nuls. On
sait ainsi quelle partie du tableau est utilisée.

11.3. COMPLEXITE

Nous terminons cette section par une étude de la complexité des algoritiRngh,
et par une comparaison théorique avec l'algorithEa8h. Dans un premier temps nous
regarderons le nombre d'opérations effectuées, puis la place mémoire occupée.

La complexité du produit d’un vecteur par un terme produit tensoriel classigue est obte-
nue en observant le nombre de multiplications d’'une tranche de vecteur par une colonne de
matrice. Dans le cas de l'algorithnieSh, on effectud5‘| produits, alors gqu’on n’en effec-
tue plus qudsS| pour I'algorithmePR-Shdans le cas ou le vecteur résultat est un vecteur
de probabilité. Lorsqu’on obtient un vecteur intermédiaire, nous ne pouvons pas exploiter
les propriétés qui nous permettent de réduire le nombre de calculs. Le gain par rapport a
I'algorithme E-Sh est donc nul. Cet algorithme est donc intéressant au niveau du nombre
de calcul uniquement lorsqu’on obtient un vecteur de probabilité.

Dans le cas de matrices fonctionnelles, la complexité reste du méme ordre (le nombre de
calculs ne change pas), mais I'évaluation de la matrice représente un codt important. Nous
diminuons le nombre d'évaluations par rapport a I'algorithE8&h si certaines multipli-
cations vecteur-matrice donnent un résultat nul. Y54 beaucoup d'états non accessibles,
cette diminution du nombre d’évaluations est significative.

Au niveau de la place mémoire occupée P&-Sh on constate que les vecteurs sont
stockés dans un format réduit, ce qui permet un gain de mémoire par rapport a I'algorithme
du shuffle. Les vecteurs réduits sont en effet de tailie|.S| (deux tableaux de tailles|),
alors que les vecteurs étendus sont de tifilleCependant, les structures intermédiaires qui
servent alPR-Sh) sont stockées dans un format étendu. En effet, nous utilisons des tableaux
de taillenright; x n; pour stocker leg;, et les éventuelles informations intermédiaires.
Or, lorsqu’on traite le premier facteur normaleft; = 1. Par définitionnright; x n; x
nleft; = |S|. On utilise ainsi un tableau de taill§|. Si ce tableau ne tient pas en mémoire,
I'algorithme ne peut donc pas étre appliqué. L'algorithme du shuffle clasdi@)(stocke
le vecteur dans une structure de tajifie Le gain en mémoire du nouvel algorithme est donc
nul.
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Algorithme 4.6

1 j=0;72=0;
2 initialize Iy = ]_,lg = ]-,---,lz'fl =1;
3 forli=0,1,..., nleft; —1 // boucle sur les portions
4 do initialiser lesz;, a 0 et effacek,,; ;
/l Remplissage des,,
5 while  (j < |S|) && (m.positions[j] < (I + 1) x njump;)
6 do re = (m.positions[j] — | X njump;) mod nright; ;
7 qo = (m.positions[j| — | X njump;) quo nright; ;
8 zin|re][go] = m.veclj];
9 j=J+1;
10 end do
11 initialize Tit1 = 1, Tito = 1, o, TN = 1;
12 forr=1,2,..., nright; /I Calcul du résultat
13 do evaluate Q(i)(agll), atNy;
14 multiply  zou = 2in X Q)
15 next 7i+1,7i42,---,TN
16 end do
17 classer,,; par ordre de positions croissantes ;
18 while  ((pos,val) € zoyut) /I Stockage du résultat de la portion
19 do 7'.positions[j2] = pos + | X njump;;
20 7 wec[j2] = val ;
21 j2=j2+1;
22 end do
23 if (j2>19))
24 Prévenir I'utilisateur du débordement ou réallocation dynamique.
25 end if
26 next ll,lg,... ,li,1 ;
27 enddo
// Si nécessaire, met un marqueur pour savoir ou s’arréte le tableau utilisé
28 (72 <|S])
29 7' .positions[j2] = —1
30 end if

Algorithme 4.6:PR-Shavec fonction «7' est un vecteur intermédiaire
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Dans la section suivante, nous proposons une optimisation de cet algorithme au niveau
de la place mémoire. Le nouvel algorithme totalement rédit- Sh (fully reduced shuffle
n’utilise plus aucune structure de taillg.

[1l. OPTIMISATION DE LA PLACE MEMOIRE UTILISEE : FR-Sh

Les algorithmes de la section précédefR{Sh) sont optimisés pour gagner du temps a
I'exécution : on ne calcule que les éléments du vecteur résultat qui seront non nuls lorsqu’on
peut le prévoir. Cependant, le nombre de calculs reste élevé lorsque le vecteur résultat est
un vecteur intermédiaire, et le gain en mémoire par rapport a I'algorittu8h est nul, car
nous utilisons encore des structures de t#lje

Nous présentons maintenant de nouveaux algorithmes permettant de n’utiliser aucune
structure de taill¢§'|, quitte & perdre un peu de temps a I'exécution dans le cas ou le vecteur
résultat est un vecteur de probabilité.

Nous présenterons tout d'abord les structures de données que I'on est amené a utiliser
dans ce nouvel algorithme. Ensuite, nous détaillerons l'algorithme FRu® feduced
shufflg, et enfin donnerons une étude de complexité de cet algorithme.

I11.1. STRUCTURES DE DONNEES

La principale difficulté pour appliquer les idées de I'algorithme E-Sh en n’utilisant que
des vecteurs réduits (et sans structures intermédiaires étendues comme dans PR-Sh) réside
dans I'extraction des tranches de vectepra partir des portions. En effet, E-Sh procédait
par sauts, et cette technique n’est plus possible lorsque le vecteur est réduit.

Une méthode en quelque sorte similaire peut cependant étre adoptée, qui consiste a
traverser la portion de vecteur que I'on traite et a en extraire toug,leSontrairement a
PR-Sh, les;;,, seront cependant stockés dans une structure réduite.

Nous utilisons pour cela la librairie STL (Standard Template Library), qui contient des
conteneursgour stocker et organiser un ensemble d’objets,itdeateurspour pouvoir ba-
layer ces conteneurs et accéder a leurs éléments, etgtehmes génériquegui agissent
sur les conteneurs (algorithmes de tri, de recherche, ...) [79].

La structure intermédiaire consiste en un ensemble de triplets (num, place, index),
chaque triplet correspondant a un élément du veeteur

— num représente le numéro dij, qui contient cet élément;;

— placereprésente la place de I'élément dangle

— indexreprésente I'index (la position) de I'élément dans le vecteur rétldit {ndex <

|S]). Il nous permet de trouver la valeur de I'élémentoec[index].
Nous détaillons maintenant les différentes étapes de la multiplication
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m' =7 x (Lnteft; ? le) ? Inright;)

pour I'algorithme FR-Sh. Comme pour la présentation de PR-Sh, on séparera le cas ou
7' est un vecteur de probabilité du cas ou c’est un vecteur intermédiaire pour optimiser les
performances du nouvel algorithme.

I11.2. ALGORITHME FR-SH

Il faut déja remarquer qu’une portion est un ensemble d’éléments consécutifs et qu’'un
simple parcours du vecteur nous permet d’en déterminer les limites. Ainsi, poue
[0..nleft; — 1], la portionp; contient les éléments avec un indexel que
n; X nright; x | < mw.positions(x) < m; X nright; x (I +1).

On traite les portions de fagon séquentielle (mais on pourrait envisager de les traiter en
parallele, chaque traitement étant indépendant des autres portions). Ainsi, pour chaque por-
tion, on commence par récupérer les informations nécessaires pour une exécution efficace
du reste de I'algorithme. L'ensemble de tripl@tfozin contient les informations sur leg
de la portion courante, tandis girdozoutdonne des informations sur Igg; lorsqu’'on en
a (cas our’ est un vecteur de probabilité).

Calculder; = p; x QW ® Ipighs, :

1. Remplissage dénfozin :

On commence par effectuer un parcourspdgositions, pour construire un
ensemble de triplets appeildéfozin Pour chaque élément, on obtientm et
place en effectuant une division entiére gepositions|index] par nright; :

num = py.positions[index] mod nright; et

place = py.positions[indez] div nright;.

Une division entiére panright; revient a aller chercher les éléments espacés
de nright; dans le vecteur étendu.

2. Remplissage dénfozout :

Lorsquer’ est un vecteur de probabilité, le tabledwositions est initialisé
avec les positions des états SeCela signifie que I'on peut effectuer un par-
cours de la portiom;.positions, pour construire un ensembtdozoutsimilaire
ainfozin mais qui prend en compte les positions des éléments non nuls dans la
portion résultat; (elles peuvent étre différentes de cellegpddans le cas ou

m est un vecteur intermédiaire). Ainsi, les champsn et place représentent
respectivement, pour chaque élémentrgddée numéro dez,,; et la place de
'élément dans le,,;.

Lorsquen’ est un vecteur intermédiaire, on ne dispose d’aucune information
sur la place des éléments non nuls dans ce vecteur, donc il n'y a pafode
zout
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3. Tri de infozin etinfozout :
On doit trieP 'ensemble des triplets selon lesim croissants, pour que tous
les éléments d’'un mémeg, (Ou z,,;) Se retrouvent cote a cote.

4, Traitement d’un z;, :

a. Extraction du z;, : Les éléments d’'un mémsg, sont maintenant
placés céte a cbte, et un unique parcourinétezin nous permet de
récupérer les;, les uns aprés les autres, comme le montre la fi-
gure 4.10.

Lorsquen’ est un vecteur de probabilité, on n’extraitdg que si

au moins un des états dy,; correspondant est accessible. Ceci
s’obtient étalement par un unique parcoursrdezout car les élé-
ments du méme,,,; sont maintenant placés cote a cbte. Ainsi, nous
n'avons pas forcément besoin d’'extraire touszgscomme c’était

le cas dans E-Sh.

b. Multiplication :

Lorsquer’ est un vecteur de probabilitéafozoutnous indique quels
éléments doivent étre calculés, et on effectue pour ces éléments
la multiplication duz;, par la colonne de matrice correspondante.
Dans ce cas, on n'a pas besoin d’effectuer toutes les multiplications
comme dans E-Sh.

D’un autre c6té, lorsqu® est un vecteur intermédiaire, on ne connait
pas a priori les positions des éléments non nuls, donc on doit effec-
tuer la multiplication dw;,, par la matrice entiere, et on stocke tous
les éléments non nuls du résultat sous forme d’'un couple (position,
valeur) (comme dans l'algorithme PR-Sh).

5. Stockage du résultat :

Lorsquen’ est un vecteur de probabilité, on effectue une multiplication pour
chaque entrée du vecteur correspondant a un état accessible, et I'information
contenue dansifozoutnous indique ou stocker la valeur obtendesgc[index]).

Le stockage du résultat peut donc avoir lieu au fur et a mesure des multiplica-
tions.

D’un autre c6té, lorsque’ est un vecteur intermédiaire, on doit attendre la fin

des calculs correspondant a chagye puis trier les éléments non nuls obte-

nus par positions croissantes. Ensuite, un parcours linéaire de ces éléments est
suffisant pour remplir les tableauk positions etr’.vec’.

Lorsque tous leg;, correspondant & une portignont été traités, la portion
suivante est traitée.

SLe tri de STL utilisé estintrosort, une variante du tri rapidguicksort qui offre une complexité en
O(Nlog N) dans le cas le pire.

’C’est & ce moment que I'on peut avoir besoin d’une réallocation dynamique, si le nombre d’éléments non
nuls est supérieur a |S|.
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infozin avantletri  infozin apres le tri

0 12[s[o] «- [2| [o[o[2]2] - [5] mum
‘0‘0‘1‘3‘ ‘3‘ ‘0‘3‘0‘3‘ ‘1‘ place
‘3‘5‘6‘8‘ ‘9‘ ‘3‘8‘5‘9‘ ‘6‘ index
boucle sumright; r=0 r=1 r=2 r=5
pos 0|3 0| 3
val | v(3)v(8) v(5)| v(9)
2inn°0 Zinn°2 ces 2inn°h

FIG. 4.10 — Extraction des;,, a partir dein fozin

Les algorithmes 4.7 et 4.8 correspondent respectivement au eAgsiiun vecteur de
probabilité et au cas ou c'est un vecteur intermédiaire, avec les évaluations de fonction dans
la boucle la plus interne.

Dans ces algorithmeszin etizout sont des itérateurs STL, qui permettent de parcourir
les conteneursn fozin etin fozout. Initialiser l'itérateur consiste a le faire pointeur sur le
premier élément du conteneur, et I'incrémenter revient a le déplacer sur I'élément suivant.

Lesz;, etzy,: sont stockés sous forme de couples (position, valeur), comme cela a été
expliqué pour 'algorithme PR-Sh lorsquest un vecteur intermédiaire (algorithme 4.6).

I11.3. COMPLEXITE

Il faut déja remarquer que cet algorithme n'utilise plus aucun tableau de &Lille
comme c'était le cas pour E-Sh et PR-Sh. Tous les tableaux sont de$aiieon suppose
qu’il N’y a pas de vecteurs intermédiairéstels que|pos;| > |S|. Ceci n'arrive que trés
rarement, et dans ces cas l'algorithme FR-Sh devient trés colteux (réallocation mémoire),
donc on se limite a I'étude de la complexité dans les autres cas.

Au niveau des temps d’exécution, on réduit le nombre de multiplications a un ordre
de|S| x vazl ﬁf lorsquen’ est un vecteur de probabilité (on suppose ici que le nombre
d’éléments non nuls par colonne est uniforme). Cependant, on introduit des codts supplé-
mentaires, et en particulier le coGt d’un tri qui peut atteindre un ord@(di€|log(]S])).

Lorsque le pourcentage d’états non accessibles est évé&(|S|), lamélioration est
significative. En revanche, le nombre de calculs et le colt mémaoire sont plus élevés que
pour I'algorithme E-Sh lorsquis| = |S].

Nous avons néanmoins rempli notre objectif, consistant a n'utiliser plus aucune struc-
ture de taille|S|, tout en conservant un algorithme efficace lorsgfiie< |S|.
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Algorithme 4.7

1 j=0;72=0;
2 initialize 5L =1,lo=1,...,l;_1=1;
3 forl=0,1,..., nleft;—1 {// boucle sur les portions
4 do effacerinfozin etinfozout;
5 initialiserizin etizout ;
Il Remplirin fozin
6 while (5 < |S|) && (m.positions[j] < (I + 1) X njump;)
7 do re = (m.positions[j] — I X njump;) mod nright; ;
8 go = (m.positions[j] — | X njump;) div nright;;
9 rajouter (re,qo,j) @n fozin;
10 j=j+1;
11 end do
Il Remplirin f ozout
12 while (52 < |S|) && (7' .positions[j2] < (I + 1) x njump;)
13 do re = (7' .positions[j2] — | X njump;) mod nright;;
14 qo = (n'.positions[j2] — | X njump;) div nright; ;
15 rajouter (re,qo,j2) énfozout;
16 j2 =42+ 1;
17 end do
18 trierin fozin etin fozout selon le numéro;
19 initialize rig1 =1L,rqo=1,...,ry =1;
20 forr=0,1,..., nright; — 1 /I détail de la portion : boucle sur leg,
21 do (num,,place,,index,) = izout ;
22 if  (num, ==r)
23 effacer lez;,, ;
24 (num;, place;, index;) = izin ;
25 while  (num; ==r) /I extraction dez;,
26 do rajouter(place;, w.vec[index;|) &z,
27 incrémentetzin ;
28 (num;, place;, index;) = izin ;
29 end do
30 evaluate Q) (“z(ll)v aNy;
31 while  (num, ==r) // Calcul du résultat
32 do 7'.wecfindex,) = zin x QW [place,)]; /l Multiplication par une colonne
33 incrementetzout ;
34 (numy, place,, index,) = izout;
35 end do
36 end if
37 next 7+1,7i+2,---,TN
38 end do
39 next ll,lg,... ,li,1 ;
40 enddo

Algorithme 4.7:FR-Shavec fonction «’ est un vecteur de probabilité
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Algorithme 4.8

1 j=0;72=0;
2 initialize L =1,lo=1,...,l;_1=1;
3 forl=0,1,..., nleft;—1 // boucle sur les portions
4 do effacerinfozin etinfozout;
5 initialiserizin etizout ;
Il Remplirin fozin

6 while  (j < |S|) && (m.positions[j] < (I + 1) x njump;)
7 do re = (m.positions[j] — l X njump;) mod nright; ;
8 go = (m.positions[j] — | X njump;) div nright;;
9 rajouter (re,qo,j) @n fozin;
10 j=7J+1,;
11 end do
12 trierin fozin selon le numéro;
13 initialize Tivl = 1, Ti42 = 1,....,ryn=1;
14 for r=0,1,..., nright; — 1 // détail de la portion : boucle sur leg,
15 do (num,place,index) = izin;
16 if  (num==r)
17 effacer lez;, ;
18 while  (num ==r) /] extraction de,
19 do rajouter(place, m.veclindez]) &z,
20 incrémentefzin ;
21 (num, place,index) = izin;
22 end do
23 evaluate Q0 (al(ll), o atNy;
24 multiply  zour = 2in x QM ;
25 end if
26 next 7m41,7i42,...,TN;
27 end do
28 classee,,; par ordre de positions croissantes ;
29 while  ((pos,val) € zout) /I Stockage du résultat de la portion
30 do n'.positions[j2] = pos + | x njump; ;
31 7' wec[j2] = val ;
32 j2=3j2+1;
33 end do
34 if (42 > dimension)
35 Prévenir I'utilisateur du débordement ou réallocation dynamique.
36 end if
37 next Iy,lo,...,l;_1;
38 enddo

/I Si nécessaire, met un marqueur pour savoir ou s’arréte le tableau utilisé
39 (42 < dimension)
40 7’ .positions[j2] = —1
41 end if

Algorithme 4.8:FR-Shavec fonction «7' est un vecteur intermédiaire
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Maintenant que les algorithmes du shuffle exploitant la structure creuse des vecteurs
de probabilité ont été présentés, nous exposons une technique de réordonnancement des
automates qui permet d'optimiser 'algorithme du shuffle dans certains cas, en réduisant
le nombre d'évaluations de fonction. Cette optimisation sera présentée pour les trois algo-
rithmesE-Sh, PR-Shet FR-Sh.

IV. OPTIMISATION ALGORITHMIQUE : REORDONNANCEMENT DES AUTO-
MATES

Une des opérations les plus colteuses effectuées lors d’'une multiplication vecteur-
descripteur est I'évaluation des fonctions. Dans les algorithmes présentés précédemment,
ces évaluations ont lieu dans la boucle la plus interne de I'algorithme, par exemple a la
ligne 12 de l'algorithme 4.3.

Des techniques de réordonnancement des automates, présentées dans [41, 42], per-
mettent d’effectuer dans certains cas les évaluations en dehors de la boucle la plus interne.

En observant des cas particuliers de produits tensoriels généralisés, on comprend aisé-
ment I'intérét de cette optimisation. Prenons par exemple le produit tensoriel généralisé :

®g QW AD  AN)

=1

Les facteurs normaux de la décomposition doivent étre traités dans I'ordre suivant :

Inleftl (? Q(l) (-’4(2)7 s a-A(N)) %’ Inrightl
XInleftg (? Q(z) (-’4(3)7 s a-A(N)) %’ Inrightg

X...

X[nleftN %) Q(N) (? Im"ightN

De plus, on peut observer que chaque matfiéy. . .) ne dépend que des automates a sa
droite. Cela nous permet d’éliminer les lignes correspondant au calcul des états locaux des
automates a sa gauche (lignes 3 et 22) dans l'algorithme 4.3.

De fagon analogue, pour le produit tensoriel généralisé :

R QAW A
=9

=1
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Les facteurs normaux de la décomposition doivent étre traités dans I'ordre suivant :

InleftN %’ Q(N) (A(l)a s a-A(Nil)) %’ InrightN
XInleftN,1 ? Q(N_l) (-/4(1)7 o ,A(N_Z)) ? InrightN,l

X...

XInleftl %’ Q(l) %) Inrightl

Puisque les matrice®”)(...) ne dépendent que des automates a sa gauche, ce sont les
lignes correspondant au calcul des états locaux des automates a sa droite (lignes 5 et 19) qui
peuvent étre supprimées. De plus, I'évaluation des matrices (ligne 12 de I'algorithme 4.3)
peut étre déplacée a I'extérieur de la bouclersde0 jusqu’'a nright — 1.

On cherche donc a réordonnancer les automates pour se retrouver dans de tels cas, et
diminuer ainsi le nombre d’'évaluations de fonction. En effet, un automate ne dépend pas
nécessairement de tous les autres automates, il peut ne dépendre que de I'état de certains
des automates.

Nous ne présenterons pas ici les techniques de réordonnancement, déja largement déve-
loppées dans [41, 42]; on suppose par la suite que I'on dispose d’un réordonnancement des
automates nous permettant de minimiser le nombre d’évaluations de fonction.

Nous exposerons cependant le principe de la permutation d’'un vecteur, qu'il s'agisse
d’un vecteur étendu ou d’'un vecteur réduit. Cette permutation est utilisée par la suite pour
expliquer les nouvelles versions de I'algorithme du shuffle avec permutation.

IV.1. PERMUTATION DE VECTEURS

Lorsque les automates changent d'ordre, les éléments du vecteur doivent changer de
place car I'ordre lexicographique est modifié. Nous commencgons par détailler la notion
d’ordre lexicographique, puis nous donnons l'algorithme de permutation de vecteurs.

IV.1.1. ORDRE LEXICOGRAPHIQUE

Le tableau ci-dessous montre les états d’un vecteur pour les automates ordonnés de
deux facons différentes. Les éléments du vecteur sont triés suivant un ordre lexicographique
exprimé par la liste des automates dans un certain ordre. A gauche, on a utilisé I'ordre
AW A@) | AB) | Les automates sont de taille 2, 3, 2 respectivement. A droite, on a effectué
un réordonnancement. Les automates sont dans I'ofdte4(!), A2,
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AD AR AG) AB)AM | A®)
rang| z z® 0O [ rang] z z® 2O
0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 1 1 0 1 0
2 0 1 0 2 0 2 0
3 0 1 1 3 1 0 0
4 0 2 0 4 1 1 0
5 0 2 1 5 1 2 0
6 1 0 0 6 0 0 1
7 1 0 1 7 0 1 1
8 1 1 0 8 0 2 1
9 1 1 1 9 1 0 1
10 1 2 0 10 1 1 1
11 1 2 1 11 1 2 1

Quel que soit I'ordre utilisé, il est toujours facile d’incrémenter de +1 I'état du vecteur.
En effet, un incrément du vecteur correspond a un incrément d'un état local, avec éventuel-
lement propagation de retenue.

Pour effectuer I'incrément, on regarde les automates du dernier au premier, et on essaie
d’'incrémenter I'état local de I'automate. Un incrément est invalide quand I'état local de
'automate est le dernier état. Lorsque I'incrément est invalide, I'état local de I'automate est
remis au premier étatésetde I'état), et on considére I'automate suivant (donc I'automate
qui précede suivant I'ordre des automates). La fonction s’arréte dées qu’un incrément valide
peut avoir lieu. Dans I'exemple qui précéde, et pour 'ordre, A2, AB) on cherche par
exemple & incrémenter de +1 I'é(@ 1, 1). LautomateA®) est le premier que I'on essaie
d’incrémenter. Mais cet automate est dans son dernier état, on met donc sa valeur a 0. On
essaie ensuite d’incrémentgf?, et 'incrément est valide. L'état obtenu est donc I'état
(0,2,0).

Lorsqu’on effectue pour une permutation un incrément suivant un ordre lexicogra-
phique, on désire calculer le rang de I'état obtenu dans le vecteur permuté, donc suivant
un autre ordre lexicographique. On calcule ce nouveau rang a partir du rang courant dans
le vecteur permuté. Dans notre exemple, le rang de I{étdt, 1) par le nouvel ordre lexi-
cographiqued®, A, A est7. Le rang de I'état aprés incrément (éat2, 0)) est2.

Pour calculer le nouveau rang, on procede par incréments et décréments correspondant aux
incréments eteseteffectués sur les états locaux des automates. Les valeurs de ces incré-
ments et décréments dépendent du nouvel ordre lexicographique. Un incrément valide de
+1 sur un état local de 'automad”) correspond & une addition de-ight; sur le rang,

et unresetde I'état de 'automated?) correspond & une soustraction deight; x n; sur

le rang. Dans notre exemple, on fait iasetde I'état de 'automated®, et dans le nouvel

ordre lexicographiqueprights = 2 x 3 = 6. On obtient donc I'état de rarigg— 6 = 1. On
incrémente ensuite la valeur de I'état de I'automdt&, pour lequelnright, = 1 dans le

nouvel ordre lexicographique. On incrémente donc le ranty de obtient2.

On désire effectuer la permutation du vecteur en parcourant ce vecteur séquentielle-
ment. On connait le rang de I'état initial suivant le nouvel ordre lexicographique. On ef-



126

CHAPITRE 4. MULTIPLICATION VECTEUR-DESCRIPTEUR

fectue ensuite un incrément de +1 sur I'état du vecteur a permuter, et on calcule le rang de
I'état suivant d'aprés le nouvel ordre des automates. L'algorithme de permutation de vec-
teurs étendus est triviale, il est présenté dans le paragraphe qui suit. Nous verrons ensuite
comment nous avons adapté cet algorithme au cas des vecteurs réduits.

IV.1.2. PERMUTATION D’UN VECTEUR ETENDU

Pour effectuer la permutation d’un vecteur étendu (de la taill§)den exploite le
changement d’ordre lexicographique. L'algorithme crée une nouvelle structure de vecteur
(un tableau de taill&). On parcourt alors séquentiellement le vecteur & permiytet on
regarde quelle est la nouvelle place de chaque élément dans le vecteur pér(rang
idz). Pour connaitre cette place, on incrémente de +1 I'état cowarit], et on calcule le
rang ¢dz) de cet état dans le vecteur permuté.

La figure 4.11 et I'algorithme 4.9 présentent la permutation d’'un vecteur étendu.

Parcours du vecteur initial

Al e efolef. . L frlel L

Alo) Fl e[ o] [ E

Incrémentation de I'état

FiG. 4.11 — Permutation d'un vecteur étengdu

Algorithme 4.9

créer un nouveau tableatide taille|S|

initialiser state ; /I état initial danst

ide =0; /l'indice danst’ (rang destate dans le vecteur permuté)

fori=0,1,..., |$’| /I parcours séquentiel de

do #'[idz] = 7[i]; /l élément du vecteur a la place maintenant a la placelx
incrémenter I'étattate de +1
mettre a jour le rangdz suivant le nouvel ordre lexicographique

end do

=7

O©CoOoO~NO UL, WN P

Algorithme 4.9: Permutation d’un vecteur étentlu
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IV.1.3. PERMUTATION D’UN VECTEUR REDUIT

Dans I'algorithme 4.9, on effectue des acces au vedteaour stocker I'élément corres-
pondant au ranglz dans ce vecteur (ligne 5). Lorsque le vecteur est réduit, cette opération
n'est plus possible car on ne stocke plus que les états accessibles, et on n'a pas de cor-
respondance directe entiéx et I'indice de I'état dans le vecteur réduit. Ce dernier indice
dépend en effet du nombre d’états accessibles classés avant I'état dexasgvant le
nouvel ordre lexicographique dans le vecteur résultat.

On choisit cependant de fonctionner de la méme fagon que I'algorithme de permutation
de vecteur étendu. On effectue ainsi une bouclé's@n procéde par incréments de +1 de
I'état du vecteur {tate). On peut, comme précédemment, calculer le rang de cet état dans
le vecteur permuté{z). Lorsque I'état du vecteur est accessible (valeur présente dans le
vecteurr qui est stocké en creux), on stocke le couple (nouvelle position, valeur) dans un
vecteur STL appel&’. Une fois cette boucle terminée, on dispose de toutes les valeurs a
stocker dans le vecteur résultat, ainsi que leurs positions. Cependant, ces positions ne sont
pas forcément dans un ordre croissant. On effectue donc un tri de ce vecteur par positions
croissantes, puis on stocke le résultat dans le vecteur rédiébleauxr.positions et
m.vec). Litérateuriter permet de parcourir le vecteur STl

L'algorithme 4.10 effectue cette permutation.

IV.2. ALGORITHMES DE MULTIPLICATION VECTEUR-DESCRIPTEUR

Une fois que I'algorithme de permutation d’'un vecteur a été implanté, on peut appliquer
la technique de réordonnancement, et donc effectuer les évaluations de fonction en dehors
de la boucle la plus interne. On ne fait plus qu’une évaluation de matrice par portion.

Les modifications a apporter aux algorithmes présentés dans les sections précédentes
sont maintenant évoquées.

IV.2.1. ALGORITHME E-Sh (SECTION I)

Dans le cas de I'algorithme E-Sh, il suffit de changer de place la ligne correspondant a
I'évaluation de la matrice dans l'algorithme 4.3, pour la sortir de la boucle la plus interne.
La ligne 12 est donc déplacée entre les lignes 5 et 6.

IV.2.2. ALGORITHME PR-Sh(sSecTION II)

Dans le cas ou I'on obtient un vecteur intermédiaire, I'algoritf#ReSh(algorithme 4.6)
est modifié par un simple déplacement de la ligne 13 entre les lignes 11 et 12 (on sort I'éva-
luation de la matrice de la boucle la plus interne).

En revanche, une simple modification de 'algorithme 4.5 n’est pas la solution la plus
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Algorithme 4.10

OO ~NOOOT B~ WN P

15
16
17
18
19
20

créer un vecteur STI (il sera de tailld.S|)
initialiser state ; /[ état initial dansr
idr =0; /l'indice danst’ (rang destate dans le vecteur permuté)
k=0; I/ pointeur sur I'élément courant du vecteur réduit
fori =0,1,...,|3]
do if (i == positions[k]) /l on a atteint un état accessible
rajouter(idz, veck]) an’
k=k+1;

end if

incrémenter I'étattate de +1

mettre a jour le ranglz suivant le nouvel ordre lexicographigue
end do
trier’ et initialiseriter au début der
k=0;
/I on stocke les éléments @édans le vecteur réduit
while  (iter n'est pas ala fin de’)
do (pos,val) = iter;

w.positions[k] = pos;

mw.weclk] = val ;

k =k + 1;incrémenteliter ;
end do

Algorithme 4.10: Permutation d’un vecteur rédmit
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appropriée dans le cas ou I'on obtient un vecteur de probabilité. En effet, I'algorithme 4.4
sans évaluation de fonction est beaucoup plus simple que I'algorithme 4.5, mais nous avons
du écrire ce dernier pour pouvoir recréer la boucle interne dans laquelle les évaluations
de fonction devaient étre faites. Nous étions alors obligés de traitey, ldans un ordre
séquentiel, et surtout de calculer tous les éléments résultats obtenus par la multiplication
d’'un mémez;,, par une colonne de la matrice les uns a la suite des autres, pour éviter des
réévaluations colteuses.

Lorsqu’on ne fait qu'une seule évaluation de matrice par portion, I'ordre dans lequel on
traite lesz;, n’a plus d’'importance. On peut donc reprendre I'algorithme 4.4, qui effectue le
calcul des éléments du résultat séquentiellement, sans se soucier de I'orgyeltssffit
alors de rajouter a cet algorithme les initialisations des vecteurs, les incréments des sous
vecteurs gauche et droite, et I'évaluation de la matrice entre les lignes 7 et 8.

IV.2.3. ALGORITHME FR-Sh (SECTION IlI)

La structure de l'algorithme peut étre conservée, on se contente ici de sortir I'évaluation
de la boucle la plus interne en déplacgant la ligne correspondante.

Ainsi, dans le cas ou I'on obtient un vecteur de probabilité (algorithme 4.7), on déplace
la ligne 30 entre les lignes 19 et 20. Lorsqu’on obtient un vecteur intermédiaire (algo-
rithme 4.8), on déplace la ligne 23 entre les lignes 14 et 15. Ainsi, on n’effectue plus qu’une
seule évaluation de matrice par portion.

V. CONCLUSION

Nous avons ainsi présenté dans ce chapitre I'algorithme du shuffle standard E-Sh, ainsi
gue deux variantes exploitant le fait qu’'un grand nombre d’'états peuvent ne pas étre acces-
sibles. Ces nouvelles versions de I'algorithme du shuffle travaillent sur des veaeeduits
vecteurs de la taille de 'espace d’états accessibles

L'algorithme PR-Sh cherche uniqguement & améliorer la complexité en temps d’exécu-
tion lorsque cela est possible, alors que FR-Sh propose une optimisation de la place mémoire
utilisée. Nous avons également présenté un algorithme de permutation de vecteurs réduits,
qui permet d’adapter des techniques de réordonnancement d’automates aux algorithmes
utilisant des vecteurs réduits.

Le chapitre suivant effectue toute une série de tests de ces algorithmes sur différents
exemples, pour tester leurs avantages respectifs. Des comparatifs avec d’autres algorithmes
de multiplication vecteur-descripteur sont également effectués.
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CHAPITRE
Résultats numeriques 5

Dans cette section, nous présentons quelques résultats numériques obtenus avec les nou-
velles méthodes et algorithmes que nous avons présentés dans cette thése pour évaluer les
performances de systémes a grand espace d'état :

— l'agrégation de SANSs avec réplication (chapitre 3) [4];

— l'algorithme du shuffle utilisant degecteurs réduitéchapitre 4) [7, 8].

Pour cela, nous commencons par décrire le logiciel PEe8drmance Evaluation of
Parallel System)s Nous avons rajouté a ce logiciel les nouvelles méthodes et algorithmes
afin de pouvoir obtenir des résultats numériques.

Des logiciels similaires existent pour traiter des modéles sous d’autres formalismes, et
notamment les réseaux de Pétri [26, 29, 3, 57].

La section Il compare les différents algorithmes de multiplication vecteur-descripteur,
puis la section Il donne quelques résultats numériques pour montrer I'intérét de I'agréga-
tion des SANs avec réplication.

. PEPS 2003

PEPS est un outil informatique qui permet a la fois la définition et la solution de modeles
utilisant le formalisme des réseaux d’automates stochastiques (chapitre 2). Le formalisme
SAN définit une fagon compacte de stocker la matrice de transition de la chaine de Mar-
kov dans le cas du temps continu, et utilise ainsi I'algebre tensorielle pour effectuer les
multiplications vecteur matrice.

La premiére version du logiciel est proposée en 1988 [46], puis le logiciel connait de
grandes modifications avec la version PEPS 2.0 [41], puis PEPS 2000.

Nous présentons ici la version PEPS 2003 [5], qui posséde des nouvelles fonctionnalités
par rapport a PEPS 2000. L'interface a été revue pour permettre facilement la définition de
SANSs avec réplication (section 1.1), et les nouveaux algorithmes du shuffle ont été implé-
mentés. Nous présentons dans la section 1.2 les principales caractéristiques de PEPS 2003.

Cette présentation se limite au cadre du temps continu ; I'interface est cepen-
dant facilement adaptable pour décrire les modéles a temps discret. En re-
vanche, les méthodes de résolution pour le temps discret n'ont pas encore été
développées.
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I.1. INTERFACE

Le logiciel propose un formalisme textuel pour décrire les modéles, qui conserve I'élé-
ment clé du formalisme SAN, a savoir sa spécification modulaire. La description textuelle
est simple, extensible et flexible :

— simple parce qu'il y a peu de mots réservés, juste assez pour délimiter les différents

niveaux de modularité ;

— extensible car la définition des modéles SAN est faite de fagon hiérarchique ;

— flexible grace a l'inclusion de structures de réplication, qui permettent d’'une part la
réutilisation d'automates identiques, et d’autre part la construction d’automates ayant
des blocs d’'états de comportement identique répétés, comme on le trouve souvent
dans les modéles de réseaux de file d’'attente.

Nous commencgons par présenter la syntaxe du format textuel, puis un exemple illustre
cela.

1.1.1. FORMAT TEXTUEL

La figure 5.1 présente la structure modulaire du format textuel de PEPS 2003. La des-
cription d’'un SAN est constituée de cing blocs, délimités par les motg&n Les autres
mots réservés du langage PEPS sonitaigue. Les mots entre "<" et ">" sont des infor-
mations qui doivent étre fournies par I'utilisateur, et les symboles "{" et "}" indiquent des
informations facultatives.

Le premier blocidentifiers contient les déclarations de tous les parameétres : valeurs
numériques, fonctions, ou ensemble d’indices (domaines) qui seront utilisés pour les ré-
pliquas dans la définition du modéle. Un identifiaat {d_name >) peut étre n’importe
guelle chaine de caractéres. Les valeurs numeériques et les fonctions sont définies selon une
syntaxe identique au langage C. Les expressions sont similaires a des expressions mathé-
matiqgues communes, avec des opérateurs logiques et arithmétiques. Les arguments de ces
expressions peuvent étre des nombres constants (paramétres du modeéle), mais aussi des au-
tomates ou des identifiants d’'état. Dans ce dernier cas, les expressions sont des fonctions
définies sur I'espace d’état du SAN. Par exemple, "le nombre d’automates dang'l'état
(qui donne un résultat entier) s’exprime pan"z". La fonction (st A1l = st A2) x 4"
retourne la valeut si les deux automate$1 et A2 sont dans des états différentspetinon
(les opérateurs de comparaison retourdegmbur un résultat vrai, €t sinon).

Les ensemble d’'indices sont utiles pour définir des événements, automates ou états deé-
crits avec des réplications. Ainsi, un groupe de répliquas de I'autorhatgec I'ensemble
d’indices [0..2, 5, 8..10] définit les sept automates suivanti{0], A[1], A[2], A[5], A[§],

Al9] et A[10].
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identifiers
< id_name >=< exp >;
< id_name >= [domain] ;

events
/l sans réplication
loc < evt_name >< rate >< automaton >
syn< evt_name >< rate >< automata >
/[ avec réplication
loc < evt_name > [domain] < rate >< automata > [domain]
syn< evt_name > [domain] < rate >< automata > [exp — domain]

{partial} reachability =< exp >;

network < net_name > (< type >)
aut < aut_name > {[domain]}
stt < stt_name > {[domain]}
to( < stt_name >)
< evt_name > {< prob >}
from < stt_name >
to( < stt_name >)
< evt_name > {< prob >}

results
<res_name >=< exp >,

FiG. 5.1 — Structure modulaire du format textuel de PEPS 2003

Le bloceventsdéfinit chaque événement du modéle, précisant pour un événement

— son type : événement locdb€) ou synchronisantsyn ;

— son nom¢);

— son taux de franchissement);

— I'ensemble d’automates impliqués par cet événergent

Nous pouvons également répliquer les événements en utilisant des ensembles d’indices.
Ceci est notamment utilisé lorsqu’un ensemble d’automates possedent des événements avec
un méme taux de franchissement.

Le blocreachability définit la fonction d’accessibilité du SAN. C’est une fonction qui
renvoie une valeur non nulle pour les étatsSjet la valeui) pour les états d&— S. Nous
pouvons définir une fonction d’accessibilité partielle en rajoutant le mot-clé "partial". Dans
ce cas, seul un sous-ensembleSdest défini, et I'ensemble des états accessibles est ensuite
généré par le logiciel.

Le blocnetwork est la partie principale du SAN, il a une structure hiérarchique. Un ré-
seau d’automates stochastiques est constitué d'un ensemble d’automates ; chaque automate
est constitué d'un ensemble d’états ; chaque état a un ensemble d’arcs sortant (transitions) ;
et chaque arc est étiqueté par un ensemble d’événements. La premiere ligne contient des in-
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formations générales sur le SAN : le nom du modeteret_name >" et le type d’échelle

de temps du modele, qui peut étreohtinuou$ ou "discreté suivant que le modele soit

a temps continu ou a temps discret. Pour l'instant, seule I'analyse des modeéles a temps
continu est implémentée dans PEPS 2003.

Le mot-cléaut sert a délimiter les automates< "“aut_name >" est le nom de I'auto-
mate, et nous pouvons éventuellement donner un ensemble d'indieesin| pour répli-
guer l'automatei.e., pour créer un certain nombre de copies de I'automate. Dans ce cas, Si
i est un indice dédomain] et A le nom de 'automate, alord[i] est I'identifiant de I'un
des automates répliqués.

Le mot-cléstt annonce la définition d’'un état<"stt_name >" est le nom de I'état, et
nous pouvons utilisedomain] pour répliquer I'état.

Une description de chaque arc sortant de cet état est donnée par la définition d'une
section to()". L'identifiant "< stt_name >" dans la parenthése indique I'état d’arrivée
de I'arc. Dans un groupe d’états répliqués, I'expression d’'autres états du groupe peut étre
faite par des références aux positions : état courant (==), précédent (— —) ou suivant (++).
Des sauts plus importants, par exemple un saut de deux états peuvent également étre définis
(+2), mais il faut bien noter que toute référence a une position qui pointe sur un état non
existant ou un état en dehors du groupe d’états répliqués est ignorée.

Nous associons alors a chaque arc un ensemble d’événements qui peuvent déclencher
la transition. lls sont exprimés par leur nonk("evt_name >"), et éventuellement (si
différente de 1) par la probabilité de routage associée a cette transitipndp >). Les
différents événements sont séparés par des espaces ou des sauts de ligne.

La sectionfrom est relativement semblable a la sect&if) sauf gu’elle ne définit pas
d’état locaux. Elle sert a rajouter des arcs qui ne peuvent pas étre définis dans une section
stt Typiquement, nous nous en servons pour définir un arc sortant d'un état particulier d'un
groupe d’états répliqués pour aller dans un état en dehors du groupe. Une file d’attente ayant
des états initiaux ou finaux particuliers peut utiliser ce type de définition d'arcs.

Enfin, les fonctions utilisées pour calculer des indices de performance sur le SAN sont
définies dans le blo@sults. Les résultats calculés par PEPS 2003 sont les valeurs moyennes
de ces fonctions, calculées en utilisant le vecteur des probabilités stationnaires du modéle.

1.1.2. EXEMPLE

Avec l'interface de PEPS 2003, le format textuel qui décrit le SAN de la figure 2.4
page 33 est:

identifiers

| anbdal
| anbda2
| ambda3
| ambda4
mul

mu2

pi

e R
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f = ((st Al == s0) * nul) + ((st Al == s2) * nmu2);

event s
loc locl (lanmbdal) Al
loc loc2 (lanmbda2) Al
loc loc3 (lanbda3) Al
syn evts (lanbda4) Al A2
loc evtf (f) A2

reachability = 1;

networ k study_exenpl e (conti nuous)
aut Al stt sO to(sl) locl
stt sl to(s2) loc2
stt s2 to(s0) loc3 evts(1l-pi)
to(sl) evts(pi)
aut A2 stt tO to(tl) evtf
stt t1 to(t0) evts

results
Al in_so _and A2 in t0 = (st Al == s0) && (st A2 ==10);

1.2. LE LoGICcIEL PEPS 2003

PEPS est implémenté en langage C++ [91], et bien que le code source soit relativement
standard, seules les versions Linux et Solaris ont été testées. Les principales fonctions de
PEPS 2003 sont :

— lalecture d'unalescription textuelle compacte des SANs a temps continu, compor-

tant des structures de réplication (présentée en section 1.1) ;

— la compilation du modéle SAN pour former toutes les matrices du descripteur du
SAN;

— unemultiplication vecteur-descripteur efficace, basée sur I'algorithme du shuffle,
qui utilise au choix des vecteuétendugde la taille d&) ou réduits(de la taille de
I'espace d'états accessibls}, cf section 4 ;

— différentesméthodes de résolution itératives méthode de la puissance, Arnoldi, et
GMRES [84, 89, 19];

— desoptimisations numeériquestenant compte des dépendances fonctionnelles, un
pré-calcul de la diagonale, des techniques de préconditionnement, une agrégation
algébrique des automates [41, 42, 43, 24], et une évaluation rapide des fonctions [5] ;

— la génération de la matrice générateur du SAN en format HBF ou dans un format
compatible avec le logiciel MARCA [90];

— I'évaluation degésultats a partir du vecteur des probabilités stationnaires.
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Nous effectuons dans cette section une étude des performances des différents algo-
rithmes du chapitre 4 pour pouvoir les comparer entre eux. Nous comparons a la fois les
besoins en mémoire et les durées d’exécution des différents algorithmes. Les résultats obte-
nus en générant la matrice globale en format Harwell-Boeing (HBF) puis en effectuant une
multiplication classique d'un vecteur par une matrice creuse [84] sont également exposés a
titre comparatif.

Nous présentons dans un premier temps les conditions dans lesquelles les tests ont été
réalisés. Ensuite, nous exposons les résultats des tests a travers les modeéles classiques ex-
traits de la littérature ([41, 42, 6]) et présentés dans la section IV du chapitre 2 (page 53).
Seuls les modéles a temps continu sont étudiés étant donné que les méthodes développées
ne concernent que cette classe de modeéles.

I1.1. CONDITIONS DES MESURES

Nous avons réalisé toutes les mesures numériques a l'aide du logiciel PEPS 2003 ([46,
5]), dans lequel nous avons implémenté les nouvelles versions de I'algorithme du shuffle,
la génération de la matrice en format HBF a partir du descripteur, et la multiplication d’'un
vecteur par une matrice en format HBF. Nous n’avons pas employé I'évaluation rapide des
fonctions, développée ultérieurement. Tous les temps d’exécution ont été mesurés avec une
précision du dixieme de seconde sur un PC Pentium Il & 531 MHz, sous un systéme Linux
Mandrake 2.2.14, et avec 128 MegaOctets de mémoire vive. La convergence a été vérifiée
avec une précision absolue a la dixieme décimale, i.e., les résultats ont une tolérance de
I'ordre de10~'°. Les vecteurs initiaux de toutes les expériences sont des vecteurs équipro-
bables.

Les changements que nous avons implantés dans PEPS ne concernent que la multipli-
cation vecteur-descripteur. Par conséquent, les facteurs de gain ou perte en performances
des nouveaux algorithmes sont identiques pour toutes les méthodes itératives (Puissance,
Arnoldi, GMRES) et pour tous les types de préconditionnement. Ainsi, nous nous sommes
limités aux mesures a l'aide d’'une seule méthode itérateeenéthode de la puissance sans
préconditionnement

I1.2. PRESENTATION DES RESULTATS

Les résultats sont présentés dans deux tableaux. Le premier expose les résultats en terme
de temps d’exécution, et le deuxieme présente les performances au niveau mémoire. Les



Multiplication vecteur-descripteur 137

deux tableaux se présentent sous la méme forme :

— La premiére colonne explicite les paramétres du modéle, ainsi que le nombre d'états
du systeme (colonn5'|), le nombre d’états accessibles (colonf#, la proportion
d’états accessibles du modéle (colofihe= :2; x 100).

— La colonne E-Shextendedshuffle) présente les résultats sur I'algorithme du shuffle
qui utilise des vecteurs étendus. Cet algorithme classique est décrit dans la section |
du chapitre 4.

— Lacolonne PR-Stpértially reducedshuffle) présente les résultats sur les algorithmes
de la section Il du chapitre 4, qui optimise la durée d’exécution en tenant compte de la
proportion d’états accessibles, mais qui utilise des structures intermédiaires en format
étendu.

— Les résultats de la colonne FR-Shlly reducedshuffle) sont obtenus a l'aide de
I'algorithme présenté dans la section Il du chapitre 4, qui utilise uniquement des
structures de données réduites.

— Enfin, la colonne HBF expose les résultats obtenus a l'aide de I'algorithme consistant
a générer la matrice en format HBF, puis a effectuer la multiplication standard d’'un
vecteur par une matrice creuse. Un algorithme de génération HBF est implémenté
dans le logiciel PEPS. Il calcule chaque valeur susceptible d’étre non nulle a partir
du descripteur, en évitant les calculs redondants.

Le premier tableau expose les résultats concernant la durée d’exécution des programmes
pour résoudre le modeéle. Une premiére sous-colonne expose le temps de compilation (comp)
pour les colonnes E-Sh, PR-Sh et FR-Sh, et le temps de génération (géné) de la matrice HBF
pour la colonne HBF. La deuxiéme sous-colonne présente la durée d'exécution (exec).

Le deuxiéme tableau présente les résultats sur I'occupation mémoire. Une premiére
sous-colonne présente les résultats sur les structures mémoires stockées sur le disque : la
taille du descripteur (des) pour les colonnes E-Sh, PR-Sh et FR-Sh, et la taille de la ma-
trice HBF (mat) pour la colonne HBF. La valeur donnée dans la deuxieme sous-colonne
(exec) est relevée dans le systeme pendant que les programmes tournent. Elle représente
'ensemble de la mémoire utilisée par PEPS pendant son exécution (pendant la résolution
d’'un modéle). Ceci comprend les données (le modéle est stocké en mémoire), les structures
mémoire réservées par la procédure, et aussi la pile du processus, ... Les seuls parametres
gui changent d'un algorithme a un autre sont les structures mémoire réservées par les algo-
rithmes (vecteurs, tableaux d’'informations intermédiaires, ...).

I1.3. RS1-1

Ce premier modéle de partage de ressources est présenté dans la section IV.1.1 du cha-
pitre 2 (page 54) et dans la section 1.1.3 du chapitre 3 (page 68).

Ce modéle ne posséde pas d’événements synchronisant. Dans les algorithmes du shuffle
réduit, les vecteurs obtenus durant les calculs sont donc toujours des vecteurs de probabi-
lité (les vecteurs intermédiaires sont induits par les événements synchronisant). Ce modeéle
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comporte en revanche des fonctions, il nous permet donc de tester les algorithmes avec fonc-
tion. Nous comparons I'emploi des méthodes avec et sans permutation pour les évaluations
de fonctions.

Pour les tests, nous utilisons les valedrs 6 ety = 9. Le nombre de processug et
le nombre de ressourcéé varient suivant les expériences.

11.3.1. METHODE SANS PERMUTATION

Les premiers tests ont été effectués a I'aide de la méthode sans permutation, sur un
modéle avec 16 processus, et un nombre de ressources variant entre 1 et 16.

Durée d’exécution (sec) - RS1-1
Modele E-Sh PR-Sh FR-Sh HBF
N, | N, IS| |S] % comp| exec || comp| exec || comp| exec || géné| exec
16 | 1 | 65,536 17 0.03%| 24 | 27.2| 0.02 1 0.02| 35 1.7 0
16 | 4 | 65,536 2,517 | 3.8% 2.4 112 0.14 | 115 | 0.14| 221 8.5 0.1
16 | 6 | 65,536 14,893| 22.7%]| 2.4 | 178.2| 0.68| 70 0.68| 93.1| 34.2| 15
16 | 8 | 65,536 39,203| 59.8%| 2.4 | 235.4| 1.6 | 206.6 1.6 | 267.4| 95.3| 6.2
16 | 10 | 65,536| 58,651| 89.5%| 2.7 | 292.7|| 2.3 | 348.6|| 2.3 | 478.9|| 137.4| 13.2
16 | 12 | 65,536| 64,839| 98.9%|| 2.6 | 332 25 | 419.6|| 2.5 | 612.9| 1435 17
16 | 16 | 65,536| 65,536 100% | 3.7 27 3.7 | 849 | 3.7 | 377.8| 144.3| 19.6

Cet exemple nous expose les performances des algorithmes avec différentes proportions
d’états accessibles. Au niveau de la compilation et de la génération de matrices, on constate
gue la compilation d’'un modéle est beaucoup plus rapide que la génération d’'une matrice
HBF. La compilation est identique pour les algorithmes PR-Sh et FR-Sh, et plus rapide que
la compilation pour I'algorithme E-Sh. En effet, I'algorithme E-Sh a besoin de générer tous
les éléments de la diagonale, alors que PR-Sh et FR-Sh stockent uniquement les éléments
de la diagonale correspondant aux états accessibles, donc ne calculent que ces éléments la
lors de la compilation.

La génération de la matrice en format HBF est relativement longue. C’est le principal
obstacle a I'application de cette méthode, qui permet d'obtenir de grandes performances au
niveau du temps d’exécution. En effet, les évaluations de fonction sont réalisées une fois
pour toutes lors de la génération de la matrice, puis on effectue de simples multiplications
vecteur/matrice, alors que les trois autres algorithmes effectuent les évaluations de fonction
lors de chaque multiplication vecteur/descripteur. Sur ce modele RS1-1Njvec 16,
I'algorithme HBF est donc le plus performant au niveau du temps d’exécution.

A propos des algorithmes PR-Sh et FR-Sh qui utilisent des vecteurs réduits, on constate
comme prévu que l'algorithme PR-Sh est plus rapide que l'algorithme FR-Sh. Ces algo-
rithmes sont plus rapides que l'algorithme E-Sh tant que le pourcentage d’états accessibles
reste raisonnable (inférieur a 60% pour PR-Sh, inférieur a 50% pour FR-Sh). L'intérét de
ces algorithmes ne réside cependant pas dans la résolution de petits modéeles comme celui-
ci, ou HBF est meilleur lorsque le modéle comporte peu d'états accessibles, et ou E-Sh est
meilleur lorsque le modele comporte une majorité d'états accessibles.
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Occupation mémoire (Ko) - RS1-1
Modéle E-Sh PR-Sh FR-Sh HBF
N, | N, K |S] % des| exec | des| exec || des| exec| mat exec
16 | 1 | 65536| 17 | 0.03% 522| 4,208| 10 | 4,476|| 10 | 2,124 0 2,084
16 | 4 | 65,536| 2,517 | 3.8% || 522| 4,208| 30 | 4,584| 30| 2,304|| 255 | 2,380
16 | 6 | 65,536| 14,893| 22.7% || 522| 4,208| 126 5,116| 126| 3,128|| 2,086 | 4,416
16 | 8 | 65,536| 39,203| 59.8% || 522| 4,208| 316 6,176| 316| 4,748|| 6,756 | 9,460
16 | 10 | 65,536| 58,651| 89.5%| 522| 4,212| 468| 7,016| 468| 6,040|| 11,350 14,356
16 | 12 | 65,536| 64,839| 98.9%| 522| 4,212| 516| 7,280| 516| 6,448|| 13,085 16,188
16 | 16 | 65,536| 65,536 100% | 522| 4,212| 522| 7,832| 522| 6,516|| 13,312 16,436

Au niveau de la mémoire, on constate tout d’abord que la taille du descripteur est fixe
dans le cas de I'algorithme E-Sh, alors gqu’il dépend du nombre d’états accessibles pour les
autres algorithmes. Ceci est lié au fait qu’on ne stocke dans le cas de PR-Sh et FR-Sh que les
éléments de la diagonale correspondant aux états accessibles, alors que E-Sh stocke tous les
éléments de la diagonale. Pour HBF, la taille de la matrice dépend directement du nombre
d’éléments non nuls dans la matrice, et ce nombre dépend du nombre d’'états accessibles.
On remarque que la place mémoire occupée par la matrice HBF est rapidement élevée, en
comparaison de la taille du descripteur.

Pendant I'exécution, on constate que I'algorithme FR-Sh permet une réduction signi-
ficative de la place mémoire occupée pendant la résolution du modele par rapport a I'al-
gorithme E-Sh tant que la proportion d'états accessibles est suffisamment faible. En effet,
lorsqu’on utilise des vecteurs réduits, les structures en mémoire sont de la tefljendas
un élément du vecteur nécessite des informations supplémentaires (et notamment sa posi-
tion dansS), qui sont elles aussi stockées. Ainsi, lorsqu’on dépasse 50% d'états accessibles,
on ne peut pas espérer avoir un gain en mémoire vu qu'un vecteur est stocké a I'aide de deux
tableaux de tailléS|, ce qui est alors supérieur. Les structures intermédiaires utilisées
dans PR-Sh rendent son occupation mémoire supérieure dans tous les cas a celle de I'al-
gorithme E-Sh. L'algorithme HBF utilise encore moins de mémoire que FR-Sh lorsqu’il y
a tres peu d'états accessibles, mais la mémoire utilisée grandit plus vite lorsque le nombre
d’états accessibles augmente, pour finalement dépasser la place mémoire occupée par FR-
Sh lorsqueN, > 4.

Nous avons ensuite effectué des tests sur des modéles plus gros pour cerner la limite
et les possibilités des différents algorithmes. Le trait (-) signifie que I'algorithme n’a pas
pu aboutir, faute de place mémoire. Pdly = 24, seules les colonnes FR-Sh et HBF
apparaissent dans le tableau, car les deux autres algorithmes n’aboutissent pas.

Durée d’exécution (sec) - RS1-1
Modele E-Sh PR-Sh FR-Sh HBF
N, | N, 15| |S| % comp| exec || comp| exec | comp| exec géné | exec
20| 1 | 1,048,576 21 0.002%|| 51.8 | 601.7 0.2 21.2 0.2 64.4 0.6 0
20 | 4 |1,048,576/ 6,196 0.6% | 56.4 | 2,266.7| 0.6 105 0.6 263.6 146 | 0.2
20 | 6 | 1,048,576/ 60,460 | 58% | 59.5| 3,285.1| 3.9 | 4409 || 3.9 698 1515.4| 4.7
20| 8 | 1,048,576 263,950 | 25.2% || 62.9 | 4,675.1| 15.8 | 1,952.7| 15.8| 2,604.2| 7,552.1) 36.8
20 | 10 | 1,048,576/ 616,666 | 58.8% || 58.6 | 6,154.7| 34.1| 5,160.1| 34.1| 7,047.5 - -
20 | 20 | 1,048,576| 1,048,576/ 100% | 92.9 | 586.6 88 | 2,159.5| 88 | 12,585.3 - -
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Modéle FR-Sh HBF
N, | N, 15| S| % comp| exec géné | exec
24 | 1 | 16,777,216 25 0.0001%| 2.6 1,100.9 11.8 0
24 | 4 | 16,777,216 12,952 0.08% 3.7 3,986.6 4,887.1| 0.5
24| 6 | 16,777,216/ 190,051 1.1% 18.7 | 7,018.6 || 73,066.5 12.7
24| 8 | 16,777,216| 1,271,626 7.6% 102.3| 19,6714 - -
24 | 10 | 16,777,216 4,540,386 27% 331.6| 101,348.6 - -
24 | 12 | 16,777,216 9,740,686 58% 672.6 - - -
Occupation mémoire (Ko) - RS1-1

Modele E-Sh PR-Sh FR-Sh HBF
N, | N, |S] |S] % des | exec || des | exec | des | exec mat exec
20 | 1 | 1,048,576 21 0.002%|| 8,207| 35,164|| 15 | 39,776|| 15 2,380 0 2,084
20 | 4 | 1,048,576 6,196 0.6% || 8,207| 35,164| 63 | 40,040/ 63 2,816 640 2,832
20 | 6 | 1,048,576| 60,460 5.8% || 8,207| 35,164| 487 | 42,400| 487 | 6,428 | 8,755| 11,792
20 | 8 | 1,048,576 263,950 | 25.2% || 8,207| 35,164| 2,077| 51,128| 2,077| 19,932 48,272 54,484
20 | 10 | 1,048,576| 616,666 | 58.8% | 8,207| 35,164| 4,833| 66,292 4,833| 43,360 - -
20 | 20 | 1,048,576| 1,048,576 100% | 8,207| 35,164| 8,207| 84,860/ 8,207| 72,052 -

Modéle FR-Sh HBF

N, | N, El S| % des | exec mat | exec
24| 1 | 16,777,216 25 0.0001% 21 6,252 0 2,104
24 | 4 | 16,777,216 12,952 0.08% 122 7,116 1,354 | 3,668
24| 6 | 16,777,216 190,051 1.1% 1,506 | 18,896 || 28,030, 33,112
24 | 8 | 16,777,216| 1,271,626 7.6% 9,956 | 90,712 - -
24 | 10 | 16,777,216 4,540,386 27% 35,493| 307,768 - -
24 | 12 | 16,777,216| 9,740,686 58% 76,120 424,808 - -

Les résultats observes avag = 20 confirment nos observations precédents
16). Lorsqu’on peut l'utiliser, c’est I'algorithme HBF qui est le meilleur au niveau de la
durée d'exécution. C'est cependant le premier a étre limité : lorsque le modéle possede une
forte proportion d’états accessibles, on ne peut plus I'utilidérX 10).

On constate également que la durée de génération de la matrice HBF est relative-
ment élevée, ce qui rend l'algorithme PR-Sh le plus performant (somme des durées) pour
4 < N, < 8. Lalgorithme PR-Sh utilise cependant beaucoup de structures mémoires in-
termédiaires, ce qui limite son application sur les gros modeéles. Son utilité réside dans
I'accélération gu'il apporte pour la résolution de modéles avec peu d’états accessibles qui
ne sont pas trop gros (il est alors meilleur que FR-Sh). Ainsi, pgue= 20, PR-Sh est
meilleur que FR-Sh au niveau de la durée d’exécution.

Quant a 'algorithme E-Sh, c’est le plus approprié pour les modéles avec une forte pro-
portion d’états accessibles. C’est I'algorithme le plus performant lordgue 10.

Lorsque N, = 24, seuls les algorithmes FR-Sh et HBF peuvent encore aboutir. On
atteint cependant les limites de I'algorithme HBF rapidement. Déja, lordgue 4, le
temps de génération de la matrice en format HBF est trés long et rend I'algorithme HBF
moins performant en durée d’exécution que I'algorithme FR-Sh. De plus, la place mémoire
occupée par la matrice HBF est largement supérieure a celle occupée par le descripteur,
et pourN, > 6, FR-Sh est également plus performant au niveau de la mémoire utilisée a
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I'exécution. LorsqueV, > 8, on ne peut méme plus générer la matrice. L'algorithme HBF
ne peut plus étre utilisé.

Les limites de I'algorithme FR-Sh sont également atteintes pour les modéles comportant
une forte proportion d’états accessibles. En effet, lors§jue 12, les besoins en mémoire
de l'algorithme FR-Sh deviennent également trop importants, et la résolution ne peut plus
avoir lieu. On retrouve ici le fait que 'algorithme FR-Sh exploite le fait qu’il puisse y avoir
peu d’états accessibles dans le modéle. Sile modéle comporte beaucoup d’'états accessibles,
FR-Sh devient inefficace et inutilisable.

11.3.2. METHODE AVEC PERMUTATION

Nous avons effectué une nouvelle série de tests sur le méme modéle, mais en utilisant les
algorithmes avec permutation. Nous nous sommes limités au dgs-eul 6 pour observer
le comportement des algorithmes, sachant que cette méthode est moins performante que
celle sans permutation pour ce modeéle, car toutes les évaluations doivent avoir lieu. On
rajoute donc des permutations sans supprimer d’évaluations de fonctions.

Nous ne présentons pas ici les résultats correspondant a I'algorithme HBF, qui n’ont
pas changé. Les données relatives au temps de compilation et a la taille du descripteur
restent également identiques. Nous présentons les résultats concernant la durée d’exécution
et 'occupation mémoire dans le méme tableau.

Durée d’exécution (sec) et Occupation mémoire (Ko) - RS1-1
Modéele E-Sh PR-Sh FR-Sh

N, | N. | |S] El % sec | Ko | sec | Ko | sec | Ko

16 | 1 | 65,536 17 0.03%| 32.2 | 4,208| 29.5| 4,496|| 29.3 | 2,144
16 | 4 | 65,536| 2,517 | 3.8% || 132.4| 4,208| 124 | 4,636| 123.1| 2,292
16 | 6 | 65,536| 14,893| 22.7% | 209.8| 4,208| 220 | 5,312| 217.7| 2,972
16 | 8 | 65,536| 39,203| 59.8%| 277.9| 4,208| 367 | 6,656| 368.1| 4,304
16 | 10 | 65,536| 58,651| 89.5%| 345.8| 4,212| 545.7| 7,724\ 542.7| 5,372
16 | 12 | 65,536| 64,839| 98.9%| 392 | 4,212| 659.8| 8,060| 656.6| 5,708
16 | 16 | 65,536| 65,536| 100% || 26.8 | 4,212 99 | 7,344\ 379.5| 6,536

Sur ces résultats, on constate que les algorithmes PR-Sh et FR-Sh permettent un gain
de temps a I'exécution beaucoup plus faible que dans la méthode sans permutation. Ceci
est lié au fait que la permutation de vecteurs réduits engendre un surcodt par rapport a la
permutation de vecteurs étendus. On remarque également que I'algorithme FR-Sh est plus
performant que PR-Sh dans ces exemples, a la fois au niveau du temps d’exécution et de la
place mémoire utilisée. Lorsqu’on utilise les méthodes avec permutation sans événements
synchronisants, on emploie dorénavant systématiquement I'algorithme FR-Sh & la place
de PR-Sh.
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I1.4. RS2

Il est possible de représenter le modéle de partage de ressources a l'aide d’'un réseau
d’automates stochastiques sans utiliser de fonctions. C’est ce que nous avons montré avec
le modéleRS2présenté dans la section 1V.1.2 du chapitre 2 (page 55). Cette représentation
complexifie le modele et rend la résolution du modéle plus longue, mais elle est intéres-
sante pour tester les algorithmes sans évaluation de fonction, et qui utilisent des vecteurs
intermédiaires (traitement des événements synchronisant).

Il n'y a pas de fonctions dans cet exemple. La méthode sans permutation est donc iden-
tique a la méthode avec permutation.

Durée d’exécution (sec) - RS2

Modeéle E-Sh PR-Sh FR-Sh HBF
N, | N, |S| |S] % comp| exec | comp| exec || comp| exec géné | exec
16| 1 | 131,072 17 | 0.01%| 336 | 136 | 0.07| 6.1 || 007 | 22 3.8 0
16| 4 327,680 | 2,517 | 0.77%|| 84.3 85.4 0.7 | 40.1 07 | 111 1,231.1 | 0.04
16 | 6 | 458,752 | 14,893| 3.25%|| 116.1| 174.9 3.9 | 101.3| 3.9 | 47.9| 10,290.5| 0.7
16 | 8 | 589,824 | 39,203| 6.65%| 149.1| 296.5 || 9.9 | 219.8| 9.9 | 150.3| 37,502.4| 3.2
16 | 10 | 720,896 | 58,651| 8.14%| 182.6| 563.1 || 15.3 | 449.8|| 15.3| 350.9| 70,182.6| 7.8
16 | 12 | 851,968 | 64,839| 7.61%| 215.6| 1,002.5| 16.8 | 774.6| 16.8 | 603.5| 89,655.6| 13.4
16 | 16 | 1,114,112| 65,536| 5.88% | 283.3| 1,861.5| 17 | 1,350 17 | 918.2| 116,837.4 19.7

Occupation mémoire (Ko) - mutex2

Modéle F SF S HBF
N, | N, Kl |S| % des | exec | des| exec || des| exec| mat exec
16| 1 131,072 17 0.01% 1,210, 6,480 || 187| 7,928 || 187| 2,368 0 2,104
16 | 4 | 327,680 | 2,517 | 0.77%|| 2,747| 12,672| 207| 21,784 | 207| 2,628|] 255 2,404
16 | 6 | 458,752 | 14,893 3.25%|| 3,772| 16,800| 304| 37,440| 304| 3,628 2,086 | 4,432
16 | 8 | 589,824 | 39,203| 6.65%| 4,796| 20,928| 494| 59,860 | 494| 5564 6,756 | 9,484
16 | 10 | 720,896 | 58,651| 8.14%| 5,821 25,060| 647| 84,604 | 647| 7,116|| 11,350, 14,380
16 | 12| 851,968 | 64,839| 7.61%| 6,845| 29,188| 696| 112,564| 696| 7,628| 13,085 16,212
16 | 16 | 1,114,112 65,536| 5.88%| 8,894| 37,452| 702| 179,872 702| 7,780| 13,312 16,460

On constate tout d’abord sur ces tests une réelle inefficacité de I'algorithme PR-Sh qui
est moins bon a la fois au niveau place mémoire et au niveau du temps d’exécution que
l'algorithme FR-Sh.

La différence de place mémoire utilisée est expliquée par le fait que I'algorithme PR-
Sh utilise des structures intermédiaires en format étendu, alors que FR-Sh n'utilise que des
structures réduites.

Au niveau du temps d’exécution, on a vu que l'algorithme PR-Sh n’est pas efficace
lorsqu’il y a des vecteurs intermédiaires, car on ne sait pas quels éléments du résultat n'ont
pas besoin d’étre calculés, et on effectue d|é’|hmultiplications de tranches de vecteurs par
une colonne de matrice. En revanche, I'algorithme FR-Sh effectue des tests pour savoir si
un z;, contient au moins un élément non nul avant d’évaluer la matrice, puis de multiplier
le z;, par la matrice. Ces tests permettent une diminution du nombre d’évaluations et de
multiplications, ce qui entraine un gain de temps par rapport a l'algorithme PR-Sh qui ne
fait pas de tests.
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Par la suite, nous n’utilisons plus I'algorithme PR-Sh lorsque le résultat est un vecteur
intermédiaire. Nous utilisons a la place I'algorithme FR-Sh.

Pour s’assurer que la mémoire requise par le nouvel algorithme dépend vraiment de
S|, et non plus déS| comme pour E-Sh, nous avons tracé des courbes qui donnent I'uti-
lisation mémoire des algorithmes E-Sh et FR-Sh en fonction de la taille de I'espace d’états
accessibles (figure 5.2).
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FIG. 5.2 — Occupation mémoire pour le modéle RS2

La mémoire utilisée par FR-Sh est bien proportionnelft alors que ce n’est pas le cas
pour E-Sh. Pour E-Sh, on obtient une droite si I'on trace la courbe d’occupation mémoire
en fonction dgS|, ce qui confirme que la mémoire utilisée est dans ce cas proportionnelle
a |S’|. L'origine de la droite correspond a la mémoire minimum requise pour I'exécution de
l'algorithme FR-Sh. Pour ce modele, il s’agit de 2400 Kb.

L'utilisation d’événements synchronisant engendre souvent des modéles avec une faible
proportion d’états accessibles. L'espace d’états produit doit en effet étre agrandi par rapport
au modeleRS1, mais I'espace des états accessibles reste le méme. On ne teste donc ici que
des modéles ou l'algorithme FR-Sh est meilleur que I'algorithme E-Sh| ga toujours
une faible proportion d’états accessibles.

Enfin, nous constatons sur ces exemples une réelle inefficacité de I'algorithme de géné-
ration de la matrice HBF lorsqu’il y a des événements synchronisant. Ainsi,/porir4,
la génération de la matrice HBF est trés longue en comparaison de la somme des durées
de compilation et d’exécution pour les trois autres algorithmes. Ce phénomene est cepen-
dant lié a l'implémentation de l'algorithme de génération dans PEPS. Une génération plus
efficace peut étre obtenue a l'aide du logiciel MARCA [90]. L'inconvénient majeur de la
méthode HBF vient du fait que la matrice générée occupe plus de place mémoire que le
descripteur, et la mémoire a I'exécution de I'algorithme HBF est également supérieure a la
mémoire a I'exécution de I'algorithme FR-Sh.
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L'algorithme FR-Sh est donc le plus approprié lorsqu’il y a des événements
synchronisant dans le modeéle, a la fois au niveau de la mémoire et au niveau
du temps d’exécution.

1.5. QN1

Le dernier modéle présenté est celui d’'un réseau de files d'attente ouvert avec blocage
et prioritée QN1, présenté dans la section 1V.2.1 du chapitre 2 (page 57). Il est composé de
N files de capacité finie, et d& — 1 classes de clients différents.

Les tests ont été effectués a I'aide de la méthode sans permutation. Nous faisons varier
N et la capacité de lafil& pour que la proportion d’états accessibles et la taille du modéle
changent. Dans tous les exemples, posrl..N — 1,C;, = 1, \; = 6, u; = 9 etply = 9.

De plus, pour ces tests, nous n'utilisons plus I'algorithme PR-Sh lorsque le résultat
est un vecteur intermédiaire, car son inefficacité dans ce cas a déja été montrée (résultats
sur le modéle RS2). Nous utilisons donc a la place I'algorithme FR-Sh. La colonne R-
Sh feduced Shuffjeest donc obtenue en employant suivant le cas I'algorithme PR-Sh ou
I'algorithme FR-Sh, pour obtenir les meilleures performances possibles.

Durée d'exécution (sec) - QN1
Modéle E-Sh R-Sh FR-Sh HBF
N | Cnx |S] |S] % || comp| exec || comp| exec | comp| exec géné | exec
8| 2 279,936 | 4,608 | 1.6%| 189 | 5,733.6| 04 957.9 0.4 | 1,496.3 433.8 1.7
8 3 | 2,097,152| 15,360| 0.7% | 147.2| 68,048.9| 1.4 | 10,583.5| 1.4 | 15,343.2] 11,109.8 11
Occupation mémoire (Ko) - QN1
Modéle E-Sh R-Sh FR-Sh HBF
N | Cn 5] |S| % des exec || des| exec | des| exec| mat | exec
8| 2 279,936 | 4,608 | 1.6%| 2,222 | 10,984| 71 | 13,608 | 71 | 2,600| 355 | 2,548
8 | 3 |2,097,152| 15360 0.7%| 16,419| 68,236| 155| 111,240 155| 3,912|| 1,237| 3,592

Pour ce type de modéles, c’est I'algorithme FR-Sh qui est le plus performant au ni-
veau de la mémoire parmi les trois algorithmes basés sur une représentation tensorielle du
descripteur. En effet, les modéles obtenus comportent une faible proportion d’'états acces-
sibles du fait des événements synchronisant. L'utilisation d’'un algorithme combinant PR-Sh
et FR-Sh (R-Sh) permet d’'obtenir une durée d’exécution encore meilleure que celle obte-
nue par I'algorithme FR-Sh. Les synchronisations ne réduisent plus les performances de ce
nouvel algorithme R-Sh. En revanche, la place mémoire nécessaire pour appliquer cet algo-
rithme est similaire a celle de PR-Sh ; c’est donc une limitation a I'application de ce nouvel
algorithme.

LorsqueN = 12 etCy = 2, on arrive a§| = 362,797,056 et |S| = 159,744. Ce
modéle avec un tres grand nombre d’'états peut étre résolu uniguement a 'aide de l'algo-
rithme FR-Sh.

Les résultats confirment également la grande rapidité d’exécution de 'algorithme HBF
une fois la matrice générée. Ainsi, pour le modéle aVee- 8 et Cy = 2, il suffit del1.7
secondes a cet algorithme pour aboutir. La taille de la matrice HBF est cependant supérieure
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a la taille du descripteur (365 Ko contre 71 Ko pour le descripteur). De plus, le temps de
génération de la matrice reste un obstacle a I'aboutissement de cet algorithme avec PEPS.

I11.6. CONCLUSION

Nous avons présenté dans le chapitre 4 I'algorithme du shuffle classique E-Sh, ainsi que
deux variantes exploitant le fait qu’un grand nombre d’états peuvent ne pas étre accessibles.
Les tests comparatifs effectués nous permettent de dresser le bilan suivant :

— L'algorithme E-Sh (extended shuffjest le plus efficace lorsqu’il y a une grande pro-
portion d’'états accessibles. Ainsi, lorsque plus de la moitié des états sont accessibles,
on utilisera de préférence cet algorithme.

— Lalgorithme PR-Sh (partially reduced shuffleexploite le fait qu'un grand nombre
de modéles possede une faible proportion d’'états accessibles pour améliorer les per-
formances de la multiplication vecteur-descripteur lorsqu'’il N’y a pas d’événements
synchronisant. Cet algorithme utilise cependant des structures intermédiaires en for-
mat étendu (structures de tailf, ce qui limite son application sur des gros mo-
déles. De plus, lorsqu’il y a des événements synchronisant (algorithme avec obten-
tion d’'un vecteur intermédiaire), les performances sont mauvaises par rapport a I'al-
gorithme FR-Sh, nous ne I'utilisons donc pas dans ce cas la. Le gain de temps par
rapport a I'algorithme classique E-Sh est alors trés élevé pour les modéles a faible
proportion d’états accessibles, et avec un nombre d'états raisonnable (de I'ordre du
million). La principale utilité de PR-Sh réside donc dans les modeles pour lesquels la
génération de la matrice HBF est colteuse, mais ou le modéle est suffisamment petit
pour que l'algorithme PR-Sh puisse tout de méme étre employé.

— Lalgorithme FR-Sh (fully reduced shufflen’utilise que des structures en format
réduit. On arrive donc a traiter de trés gros modéles avec cet algorithm, modéles
gu’'aucun autre algorithme ne peut traiter. On observe cependant une perte de temps
a I'exécution par rapport a l'algorithme PR-Sh lorsqu’il n'y a pas de vecteurs inter-
médiaires. C'est le prix a payer pour pouvoir traiter de gros modeles.

— L'algorithme HBF , qui géneére le descripteur sous forme d’'une matrice creuse, est
trés performant. Sa principale limitation vient de la génération de la matrice HBF,
qui peut étre trés longue, voire ne pas aboutir faute de place mémoire disponible. La
place mémoire occupée par cette matrice est de plus supérieure a la place occupée par
le descripteur en format tensoriel, et la mémoire a I'exécution est souvent supérieure
a celle occupée par l'algorithme FR-Sh. Lorsqu’on peut l'utiliser (notamment sur
des modeéles avec trés peu d’états accessibles), c’est I'algorithme HBF qui est le plus
efficace.

Tous les algorithmes testés ont des avantages et des inconvénients, et conviennent par-
ticulierement bien pour résoudre une certaine catégorie de modéles. Pour exploiter les par-
ticularités de chaque algorithme, nous prévoyons de développer une heuristique qui choisit
automatiqguement l'algorithme le plus approprié. Ainsi, l'utilisateur peut soit choisir I'al-
gorithme qu'’il souhaite appliquer, soit laisser au programme le soin de décider a sa place
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I'algorithme le plus approprié au modéle a résoudre, d’aprés les paramétres du modéle (pro-
portion d’états accessibles, taille du modéle, ...).

Dans le formalisme SAN, I'utilisation des fonctions permet de réduire la taille de I'es-
pace produit. L'utilisation d’algébre tensorielle généralisée ([41, 6]) autorise des opérations
tensorielles sur des matrices fonctionnelles. Cependant, le co(t des évaluations de matrices
est élevé, nous cherchons donc a en réduire le nombre. Les techniques de réordonnancement
d’automates développées dans le chapitre 4 permettent de réduire le nombre d’évaluations
de matrices dans l'algorithme du shuffle. Le groupement algébrique d’automates ([41]) est
une autre technique qui peut étre utilisée pour réduire le nombre d’évaluations de fonctions.
Cette technigue n’a pas été présentée car I'utilisation de vecteurs réduits ne change en rien
la maniere de procéder.

Enfin, les nouveaux algorithmes ont été comparés uniquement a I'algorithme du shuffle
classique E-Sh, et a I'algorithme qui calcule le générateur en format HBF. Une comparaison
avec d’'autres algorithmes classiques, et notamment les algorithmes basés sur les réseaux
de Pétri [20, 10, 66] n'a pas été effectuée ici. On envisage également de comparer nos
algorithmes avec ceux basés sur les diagrammes de matrices. En fait, Ciardo propose une
comparaison entre ces deux approches dans [31], mais il n'utilise pas les algorithmes les
plus récents qui ont été développés pour I'approche Kronecker. Ses résultats prouvent que
les diagrammes de matrices sont plus performants que l'algorithme Act-Sh-JCB de [20],
mais il est maintenant nécessaire d'effectuer de nouvelles expérimentations avec FR-Sh
pour avoir une comparaison avec un algorithme qui améliore a la fois la place mémoire
nécessaire et les temps d’exécution lorsgu’il y a une faible proportion d’'états accessibles.

Ces améliorations a l'algorithme du shuffle nous permettent ainsi d’analyser des sys-
temes paralléles et distribués avec un espace d'états de plus en plus grand, et ceci nous
semble d’'une importance primordiale dans un contexte ou de tels systemes ne font que se
complexifier.
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[Il. AGREGATION DE SANS AVEC REPLICATION

Nous avons effectué dans la section précédente une étude comparative des différents
algorithmes de multiplication vecteur-descripteur présentés dans le chapitre 4. Le dévelop-
pement de nouveaux algorithmes a ainsi permis de résoudre des modéles que I'on ne pouvait
pas traiter précédemment.

Cependant, la plupart de ces modéles présentent des symétries, et de bien meilleurs
résultats sont obtenus en commencant par agréger le réseau d'automates stochastiques, puis
en travaillant sur le modéle agrégé. L'espace d’états agrégés est alors d’une taille souvent
négligeable par rapport a la taille de I'espace d'états initial, ce qui permet d'obtenir de trés
bons résultats en terme de mémoire et de temps d’exécution.

Les résultats sont calculés dans les mémes conditions que précédemment (section 11.1)
dans un souci de comparaison, a l'aide du logiciel PEPS (section 1). Le temps indique en re-
vanche le temps utilisateur mis pour exécuter une seule itération (dans la section précédente,
c’est le temps total d’exécution qui est indiqué). L'algorithme utilisé est toujours E-Sh. Un
temps dé sec. signifie que le temps d’exécution est négligeable (inférielri sec.). Un
temps de- signifie que PEPS n’a pas pu résoudre le modéle a cause du trop grand nombre
d'états.

Modele SAN initial chaine de Markov agrégée
K S| | Temps (sec.)| [Sagql | |Suge| | Temps (sec.
RS1-1 1,048,576 | 616,666 15.7 21 11 0.000

N, =20, N, = 10
RS1-1 - - || 10,001 | 8,001 0.004

N, = 10,000, N, = 8,000 210,000
RS1-2

N, =10 1,048,576 | 616, 666 15.7 96 51 0.000

Ry =5,Ry =15
RS3 ~7x10° | 616,667 - 462 12 0.000

N, =20, N, =10

Ces résultats confirment le fait que I'agrégation produit toujours une réduction de I'es-
pace d’états significative, comme cela avait été montré de fagon théorique dans la section Il
du chapitre 3.

En général, aprés agrégation, le temps requis pour calculer des indices de performances
pour le modéle devient négligeable, si I'on considére les modéles que I'on pouvait traiter
auparavant (et notamment les modeles traités dans la section précédente). Ainsi, alors qu'il
était difficile de résoudre un probléme de partage de ressourceawients, on n'a
maintenant aucune difficulté a traiter un modeéle avec plug)de)o clients !

L'identification des répliguas dans un modéle et I'agrégation de SANs permettent donc
de résoudre des problémes qui étaient auparavant intraitables a cause du grand nombre
d’états. C'est le cas du modele RS1-1 ayéc= 10, 000, et du partage de ressources avec
pannes (modele RS3).
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CHAPITRE
Conclusions et perspectives 6

Nous dressons dans une premiere section un bilan des travaux effectués au cours de cette
thése, en rappelant les principaux résultats et les moyens mis en oeuvre pour les obtenir.

Ensuite, nous évoquons les nombreuses perspectives ouvertes par ces travaux, et nos
pistes de recherche.

|. CONCLUSIONS

L'apport scientifique de cette thése se situe sur plusieurs plans.

Pour la modélisation des systemes (phasbstraction), nous proposons le formalisme
des réseaux d’'automates stochastiques, adapté aux systémes a grand espace d’'états. La dé-
finition des réseaux d’automates stochastiques avec réplication permet d'aller encore plus
loin dans la taille des espaces d’états. Un formalisme de réseaux d’automates stochastiques
pour les modeles a temps discret est également proposé.

Pour calculer des indices de performances (phaseéstgution), nous utilisons des
méthodes itératives et proposons une amélioration de la multiplication vecteur-descripteur,
toujours dans le but de pouvoir traiter des modéles a grand espace d’'états.

I.1. ABSTRACTION

La phase d’abstraction du processus de modélisation consiste a créer un modele a partir
d’'un systéme réel (cf figure 1.1 page 13). Dans ces travaux, nous nous sommes focalisés
sur le formalisme deséseaux d’automates stochastiquU&ANSs). Ce formalisme permet
la modélisation structurée de systémes a grand espace d'états, en représentant le systéeme
sous la forme d’'un ensemble de composants indépendants qui interagissent. Chaque com-
posant est un automate traditionnel, auquel on rajoute des comportements stochastiques et
des mécanismes de synchronisation.

Le formalisme des SANs temps continu est largement développé depuis une ving-
taine d’'années. Nous avons présenté ce formalisme d’'une nouvelle maniére en identifiant
précisément les événements qui apportent un changement d’état au systeme. C’est le recul
pris par rapport a ce formalisme et les besoins de simplifier la modélisation de systéemes qui
nous ont amené a donner de nouvelles définitions plus cohérentes des SANSs.
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Nous avons alors pu introduire une extension logique pour traiter des modélaps
discret, en précisant bien la sémantique a utiliser en cas de conflit. Des travaux avaient déja
été effectués a ce sujet, mais nous nous sommes rendus compte que certains points du for-
malisme de SAN a temps discret n'étaient pas assez précis, et le comportement du systéeme
n'était pas totalement décrit. Nous avons de plus proposé un algorithme pour générer la
chaine de Markov a temps discret sous-jacente, méme si pour l'instant nous ne disposons
pas de représentation tensorielle du générateur de cette chaine de Markov.

Notre intérét étant porté sur les systémes a grand espace d’états, nous avons tout na-
turellement cherché a réduire cet espace pour pouvoir traiter des systemes de plus en plus
complexes. Pour ce faire, nous avons utilisé des techniqaesédjation exacte déja dé-
veloppées dans la littérature mais rarement employées sur des formalismes de haut niveau
comme les réseaux d’automates stochastiques.

Nous avons ainsi exploité le fait que les systemes sont généralement constitués d'un
grand nombre de composants identiques, et défini une classe de SANs propices a une agré-
gation, lesréseaux d’automates stochastiques avec réplicatioha part la plus ardue du
travail a consisté a démontrer que le théoreme de Rosenblatt d’agrégation exacte pouvait
étre appliqué sur les SANs avec réplication, puis a montrer que la matrice de la chaine de
Markov agrégée pouvait s’exprimer sous forme tensorielle.

|1.2. RESOLUTION

Nous ne nous sommes pas contentés de travailler sur la phase d’abstraction, il a éga-
lement été nécessaire de travailler sur les techniques de résolution pour pouvoir traiter des
systémes complexes.

Certaines méthodes numériques, et notamment les méthodes itératives, sont particulie-
rement bien adaptées a I'étude de systémes a grand espace d'états. La principale difficulté
pour I'application de ces méthodes réside dans la multiplication d’'un vecteur de probabilité
par le descripteur du SAN. Cette simple multiplication vecteur-matrice est rendue délicate
par la taille des données a traiter. Les vecteurs comportent en effet une entrée par état du
systeme, et lorsque le nombre d'états est élevé, il devient difficile de stocker ces vecteurs en
mémoire.

La structure tensorielle du descripteur du SAN permet l'utilisation d’algorithmes adap-
tés, tels le classique algorithme du shuffle. Cependant, cet algorithme utilise des vecteurs
étendugde la taille de I'espace d’états prod8i)t Nous avons donc développé de nouvelles
versions de cet algorithme, en exploitant le fait que dans de nombreux modéles, peu d’'états
sont accessibles. Nous utilisons ainsi des vecteidaits (de la taille de I'espace d'états
accessibles), ce qui permet un gain en mémoire et en temps d'exécution significatifs pour
une classe de modeles.

Ces algorithmes ont été implémentés dans le logiciel PEPS 2003, et de hombreux ré-
sultats numériques ont été obtenus par ce moyen. Nous avons également été amené durant
cette thése a effectuer d’autres modifications sur le logiciel, notamment en identifiant des
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problémes de fonctionnement dans PEPS et des algorithmes inefficaces (par exemple, I'al-
gorithme de génération de la matrice en format HBF).

Grace aux résultats numériques obtenus, nous avons pu comparer les algorithmes dé-
veloppés aux algorithmes classiques, et montrer l'intérét des nouvelles méthodes et algo-
rithmes développés pour I'évaluation des performances des systémes informatiques a grand
espace d'états.

Il. PERSPECTIVES

De nombreuses perspectives ont été ouvertes suite a ces travaux.

Nous présentons tout d’'abord les perspectives de développement autour du formalisme
des réseaux d’automates stochastiques, que ce soit au niveau de la modélisation ou de la
résolution.

Un des grands axes de recherche envisagé consiste a comparer les méthodes et algo-
rithmes développés pour le formalisme des réseaux d’automates stochastiques avec les tech-
nigues couramment utilisées pour d’autres formalismes, et notamment les réseaux de Petri.
Nous détaillerons cet aspect dans la section 11.2.

Enfin, nous nous intéressons également aux travaux effectués dans des domaines voisins
de I'évaluation de performances, et notamment nous envisageons de travailler sur le lien
entre la vérification de systemes et I'évaluation de performances (section 11.3).

I1.1. RESEAUX D’AUTOMATES STOCHASTIQUES

De nombreuses recherches restent a effectuer sur le formalisme des réseaux d’automates
stochastiques.

I1.1.1. RESEAUX D'AUTOMATES STOCHASTIQUES A TEMPS DISCRET

Nous avons dans cette these exposé un formalisme de réseaux d’automates stochastiques
a temps discret, et présenté un algorithme de génération de la chaine de Markov sous-
jacente, mais I'étude de ce nouveau formalisme reste un domaine de recherche pleinement
ouvert.

Déja, nous n'avons pas proposé pour l'instamxgression tensoriellgpour représenter
le descripteur d’'un SAN atemps discret. Ceci nécessite la définition de nouveaux opérateurs
tensoriels tenant compte des priorités. Chaque élément du générateur ainsi obtenu doit alors
correspondre a une probabilité calculée par I'algorithme de génération de la chaine de Mar-
kov.

Ensuite, un gros travail reste a faire sur fagthodes de résolutionsur ce forma-
lisme. La représentation du descripteur sous forme d’expression tensorielle devrait per-
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mettre d’adapter les méthodes classiques, et notamment d’utiliser I'algorithme du shuffle.
Cependant, la présence des priorités et la modification probable des opérateurs tensoriels
risque de nécessiter de grands changements par rapport aux méthodes utilisées sur les rée-
seaux d'automates stochastiques a temps continu. Ceci constitue donc un domaine de re-
cherche totalement ouvert, mais les travaux sur le sujet ne pourront commencer que lorsque
la phase d’abstraction, et notamment la définition d’un descripteur en format tensoriel, aura
été terminée.

11.1.2. RESEAUX D'AUTOMATES STOCHASTIQUES AVEC REPLICATION

Au niveau des réseaux d’automates stochastiques avec réplication, nous avons proposé
une définition formelle et un algorithme d’agrégation. L'algorithme est basé sur le théoreme
de Rosenblatt, et montre que I'on peut agréger I'espace d'états pour former une chaine de
Markov agrégée.

En démontrant que la matrice de cette chaine de Markov agrégée peut s’exprimer sous
forme tensorielle, nous avons suggéré I'idée de définir un réseau d’automates stochastiques
équivalent par agrégation séparée de chaque groupe d’automates identiques. Ce SAN n'a
cependant pas été défini ni méme introduit. Pour prouver son existence et le fait que son
comportement est identique au comportement du SAN initial, il reste a en donner une défi-
nition formelle.

A partir de 1a, on peut envisager de simplifier les démonstrations effectuées en allégeant
les notations, et en partant directement du SAN équivalent. |l s'agit de prouver que I'on
peut agréger séparément chaque groupe d’automates pour former un automate stochastique
équivalent. Cet automate équivalent peut comporter des événements qui le synchronisent
avec l'extérieur (d’autres groupes d’automates), ainsi que des taux fonctionnels. Tous ces
automates mis en réseau forment alors le SAN équivalent.

Une extension peut étre envisagée pour agréger des réseaux d’automates stochastiques a
temps discret avec réplication. Nous nous sommes limités dans ces travaux a une approche
en temps continu.

I11.1.3. INTERFACE GRAPHIQUE PEPS

Enfin, pour rendre l'utilisation des SANs plus conviviales pour les utilisateurs, nous
prévoyons l'intégration d’une interface graphique dans PEPS.

Cette interface, écrite en Java, est en cours de développement par Mathieu Le Coz, au
laboratoire PRISM (Université de Versailles). La figure 6.1 présente une vue générale de
l'interface, et la figure 6.2 montre comment I'on peut facilement éditer et dessiner chaque
automate du SAN. On peut alors générer le fichier texte qui décrit le SAN en format PEPS.

Des modifications restent a apporter a cette interface pour mieux I'adapter a la nouvelle
interface de PEPS, notamment en définissant systématiquement chaque événement.

De plus, nous envisageons de donner la possibilité a l'utilisateur d’appeler directement
les fonctionnalités de PEPS en rajoutant des menus a l'interface graphique. Ceci permettra
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FiG. 6.2 — Interface graphique PEPS, dessin d’un automate
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de rendre également plus conviviale I'utilisation de PEPS, qui fonctionne actuellement par
lintermédiaire d’'une interface textuelle.

I1.2. COMPARAISON AVEC D’AUTRES FORMALISMES

Nous avons dans cette thése proposé des méthodes et algorithmes basées sur le forma-
lisme des réseaux d’'automates stochastiques.

De nombreux travaux similaires existent. La plupart sont basés sur des formalismes
voisins des SANSs, pour lesquels des techniques sont développées pour évaluer les perfor-
mances de systémes a grand espace d’états.

Une des perspectives ouvertes par ces travaux consiste donc a comparer d'une part la
puissance de modélisation des SANs par rapport a d’autres formalismes tels les réseaux de
Petri, et d'autre part a comparer les méthodes et algorithmes sur des modéles identiques.

Pour comparer les différents formalismes, nous avons débuté un programme d’échange
d’exemples avec G. Ciardo et S. Donatelli (projet NSF), et nous traduisons ainsi des modeéles
de réseau de Petri en modeles SANSs. L'idée est d'arriver a systématiser le passage d'un
modeéle SAN a un modéle réseau de Petri de maniére a pouvoir utiliser I'un ou l'autre
formalisme, suivant le modéle et les techniques de résolution dont on dispose.

Pour comparer les méthodes de résolution, il est nécessaire d'effectuer d’'une part une
analyse théorique fine des algorithmes, et d’autre part d’obtenir des résultats numériques
a partir de logiciels qui implémentent différentes techniques, mais en utilisant la méme
architecture.

Ce travail de comparaison nécessite du temps et une grande maitrise de toutes les tech-
niques les plus récentes. Aucune étude comparative sérieuse n'a pu étre menée a notre
connaissance, par manque d’échange entre les différentes communautés. Lintérét d’'une
telle étude est énorme, elle permettra en effet de mettre en évidence les problémes liés a
chaque approche, et de tirer profit de I'analyse de ces problemes pour améliorer chaque
méthode.
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I11.3. DOMAINES CONNEXES

D’autres domaines de recherche sont trés liés a I'évaluation de performances, et notam-
ment la vérification de systemes.

Nous envisageons de développer un outil logiciel qui traduise un modéle UML en un
modéle SAN, dans le but de combiner a la fois la vérification du systéme et I'évaluation
de ces performances dans un unique logiciel. L'obtention d’un tel logiciel est un véritable
défi que I'on peut se lancer, et des travaux en cours sur la traduction d’'un formalisme a un
autre nous montrent que cette piste de recherche peut apporter beaucoup pour I'évaluation
de performances (nouvelles idées, nouvelles techniques, nouveaux algorithmes).
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Glossaire

accessible wun état est accessible si c’est un successeur d’'un état accessible, sachant
gu’un état initial donné est accessible (définition 4 page 39).

automate équivalent :graphe états-transitions, constitué des états globaux du systéme,
et dont les transitions sont des taux de franchissement (page 32).

automate stochastique graphe état-transitions, constitué d’un ensemble d’états locaux
et d'un ensemble de transitions (page 37).

espace d'états produitsd’'un réseau d’automates stochastique : c’est 'ensemble des
états globaux du réseau d’automates stochastique (page 37).

état global d’'un réseau d’automates stochastique : vecteur d’'états locaux, un état local
par automate du réseau d’automates stochastiques (page 37).

état intermédiaire : état obtenu aprés gqu’'un événement ait eu lieu dans un modéle a
temps discret (définition 14 page 46).

état local d’un automate stochastique : I'un des états locaux (page 37).

état successeupar 'événement : état d’arrivée possible lorsque I'événemerat lieu
(temps continu, définition 3 page 39).

état vide : état fictif pour les modéles a temps discret, qui permet qu’un événement soit
possible depuis un état sans étre réalisable (définition 12 page 45).

événement :défini en temps continu par un taux de franchissement, un ensemble d’au-
tomates impliqués et un automate maitre (définition 1 page 38), et en temps discret par une
probabilité de transition, une priorité et un ensemble d’automates impliqués (définition 11
page 45).

événement local evénement qui ne concerne qu’un seul automate (définition 1 page 38,
définition 11 page 45).

événement possible un événement est possible dans un état donné s'il se peut qu'il ait
lieu (définition 3 page 39, définition 14 page 46).

événement qui a lieu :un événement a lieu si les transitions correspondantes se dé-
clenchent (définition 3 page 39, définition 14 page 46).

événement réalisable un événement est réalisable s'il est possible avec un taux de
franchissement non nul (temps continu, définition 3 page 39), ou s'il est possible avec une
probabilité de transition non nulle, s'il méne a un état différent de I'état vide (temps discret,
définition 14 page 46).

événement synchronisant événement qui concerne au moins deux automates (défini-
tion 1 page 38, définition 11 page 45).

facteur normal : produit tensoriel d’'une matrice carrée par une matrice identité (page 25).

liste d'états accessibles pondérés par des probabilitédiste de couples (état, proba-
bilité) (définitions 15 et 16 page 47).
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réseau d'automates stochastiqueschaine de Markov a N composantes, comportant
N automates stochastiques et un ensemble d’événements (page 37).

taux de franchissement :définition 1 page 38.

transition : définie par un état de départ, un événement et une probabilité de routage
(deéfinition 2 page 38, définition 13 page 45).

vecteur étendu :vecteur de la taille de I'espace prodsiichapitre 4).

vecteur intermédiaire : définition 20 page 104

vecteur de probabilité : définition 20 page 104

vecteur réduit : vecteur de la taille de I'espace d’états accessiSléshapitre 4).
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Titre :  Méthodes et algorithmes pour I'évaluation des performances des systémes informatiques
a grand espace d’états.

Résumé : Les chaines de Markov facilitent 'analyse des performances des systémes dynamiques dans de nom-
breux domaines d’application. Elles sont souvent utilisées par le biais de modéles de haut niveau. Parmi les diffé-
rents formalismes couramment utilisés, on se place dans le cadre des réseaux d’automates stochastiques.

Cette thése présente le formalisme des réseaux d’automates stochastiques (SANS) a temps continu, et propose un
nouveau formalisme pour modéliser les systemes a temps discret. Un des gros avantages des SANSs réside dans la
structure du générateur de la chaine de Markov, qui est basée sur une formule tensorielle (etlappabéeuy.

Le principal objectif de ces travaux consiste & améliorer les méthodes et algorithmes existants sur le formalisme
SAN, dans le but de pouvoir évaluer les performances de systémes informatiques a grand espace d’états.

Pour cela, nous introduisons tout d’abord le concept de réseaux d’automates stochastiques avec réplication, et
présentons des techniques d’'agrégation exacte permettant de simplifier le modéle étudié en réduisant la taille de
I'espace d’états.

L'évaluation de performance cherchée réside dans la détermination de I'état stationnaire de la chaine de Markov. On
utilise pour cela des méthodes itératives, et I'opération de base est la multiplication d’un vecteur par le descripteur
du SAN. Les colts de cette opération sont souvent trés élevés lorsque I'espace d’états est grand, tant au niveau du
temps d’exécution que de la place mémoire utilisée. Nous présentons des améliorations de 'algorithme classique
en tenant compte du fait que dans de nombreux modéles, la proportion d’états accessibles est faible.

Les méthodes et algorithmes développés au cours de la thése ont été implémentés dans RERBREI03Des

exemples numériques sont présentés pour illustrer les apports de cette these.

Mots clés : Evaluation des performances, Grand espace d’états, Réseaux d’automates stochastiques, Algébre
tensorielle, Temps continu et temps discret, Réplication d’automates, Agrégation exacte, Multiplication vecteur-
descripteur, Algorithme du Shuffle.

Title :  Methods and algorithms for the performance evaluation of systems with a large state space.

Abstract: Markov Chains facilitate the performance analysis of dynamic systems in many areas of application.
This thesis presents the formalism of stochastic automata networks (SANSs) to represent Markov systems.

The main goal of this work consists in improving existing methods for the performance evaluation of systems with

a large state space. For this, we introduce the concept of SANs with replicas, and techniques to reduce the state
space of such models.

To obtain performance indices, we propose an improvement of the basic operations by taking into account the fact
that inside the product state space, the actual reachable state space can be much smaller. The new methods and
algorithms have been implemented into tHEPS 2003oftware. Numerical examples are provided to illustrate

the contributions of this thesis.

Keywords : Performance Evaluation, Large state space, Stochastic Automata Networks, Tensor algebra, Conti-
nuous and Discrete time, Automata replication, Exact agregation, Vector-descriptor product, Shuffle algorithm.



