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Einleitung

1 Einleitung

Gegenstand der Vorlesung Grundlagen der Elektrotechnik 2 (Wechselstromlehre
1.Teil; 2.Trimester) war die Behandlung ausschliel3lich ,sinusformiger Vorgange® in
der Elektrotechnik.

Die Vorlesung Grundlagen der Elektrotechnik 3 (Wechselstromlehre 2.Teil;
3.Trimester) stellt nun die Erweiterung auf zunachst ,periodische nichtsinusférmige
Vorgange®, anschlieBend auf ,nichtperiodische Vorgange® (z.B. Schaltvorgange) dar.

Daraus ergibt sich die folgende kurze Inhaltsubersicht:

» Periodische nichtsinusférmige Vorgange:
o Fourier-Reihe in reeller und komplexer Form;
o Mittelwerte und Leistungsdarstellung;

» Nichtperiodische Vorgange (instationare oder Ausgleichsvorgange):
o Fourier-Integral in komplexer und reeller Form;
o Analyse von Schaltvorgangen mit Foruriermethode (,Spektralbereich®);
o Analyse von Schaltvorgangen mit Differentialgleichungen (,Zeitbe-

reich®);

Zunachst einige einfiihrende Bemerkungen zu nichtsinusformigen Vorgangen
in der Wechselstromlehre

Im 2. Trimester wurden ausschliel3lich sinusformige Vorgange behandelt, z.B
Sinusférmige Spannung in reeller Darstellung:
u(t)=U-sin(ot + ¢,)
Sinusférmige Spannung in komplexer Darstellung:
u(t) = ur(t)+j-uilt) =
= U-(cos(ot+¢,)+j-sin(ot+¢,)) =
_ (.ellotrey) _

— .el%u . glot - U.elot
mit:  U=U-e/ (komplexe Amplitude)
Ein Schwerpunkt lag bei der Einfihrung der ,komplexen Rechnung“ (komplexe Amp-
lituden, Leitwerte, Widerstande, Ubersetzungsverhaltnisse), die gegenliber der ,reel-
len Rechnung“ (Stichwort: Additionstheoreme der trigonometrischen Funktionen)
grolde Vorteile besitzt (Betrag und Phase kommen ,automatisch® heraus).

Nun spielen in der Technik aber nichtsinusférmige Vorgange (z.B. Schaltvorgange,
Impulstechnik, usw.) eine wesentlich grof3ere Rolle. Wir teilen sie ein in

» Periodische nichtsinusformige Vorgange, z.B.
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Einleitung

» Nichtperiodische Vorgange, z.B.

4 (1)
|--‘ (einzelner Impuls)
>
t
i)
(Strom beim Ein-
schalten einer
Selbstinduktion
>
t
Die Aufgabenstellung lautet meist folgendermalen:
\ Lineare Gegeben:  Schaltung,
(1) Schaltung | f,(t) f,(t) (— ,Erregung")
/| RLC) Gesucht:  f,(t) (— ,Antwort")

Die Methoden zur Behandlung solcher Aufgabenstellungen sind, allerdings nur far
sinusférmige Vorgange, aus dem 2.Trimester bekannt.

Bei nichtsinusférmigen Vorgangen sind die bisherigen Kenntnisse (insbesondere die
komplexe Rechnung) nicht ohne weiteres anwendbar. Grundsatzlich existieren nun
zwei Losungswege:
» Wegq uber Differentialgleichungen:
Aus den Beziehungen an den Schaltelementen zwischen Spannung und
Strom (u(t)=R-i(t), u(t):L-d(;—(:), i(t):C-dZ—Et)) und den Kirchhoff'schen
Gleichungen bauen wir eine Differentialgleichung (DGL) flr die gesuchte

Funktion f,(t) auf (wobei wir f,(t) bzw. ,Anfangsbedingungen® brauchen). Die
DGL wird dann nach den Regeln der Mathematik nach f,(t) aufgeldst.
» Zuruckfihrung des ,nichtsinusférmigen® Problems auf ein ,sinusférmiges”.

Der zweite Weg ist (hauptsachlich) Gegenstand dieser Vorlesung. Man kann namlich
zeigen, dal} nichtsinusformige Funktionen in sinusformige ,Bestandteile” zerlegt wer-
den kénnen (Fourierzerlegung, Fourieranalyse). Diese Fourierzerlegung fuhrt

» bei periodischen Vorgangen auf eine Reihe (Fourier-Reihe),

» bei nichtperiodischen Vorgangen auf ein Integral (Fourier-Integral).
Jeden ,Bestandteil® der Zerlegung (Reihenglied bzw. Integrand x Frequenzintervall
im Integral) kann man dann mit den im 2.Trimester behandelten Methoden ,verarbei-
ten“ und aus den ,verarbeiteten“ Bestandteilen hinterher die Lésung wieder zusam-
mensetzen.

Anmerkung: Im Rahmen dieser Vorlesung werden naturlich hauptsachlich Zeitfunkti-
onen (Zeit t als unabhangige Variable) behandelt. Die gezeigten Metho-
den lassen sich aber auch verallgemeinern (z.B. auf Ortsfunktionen —
Mathematikvorlesung).
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2 Periodische nichtsinusformige Vorgange

(Fourier-Analyse periodischer Vorgange).
Jean Baptiste Fourier 1768-1830, franzosischer Physiker und Mathematiker (entwi-
ckelte auch die mathematische Theorie der Warmeleitung, Kanonenrohre!).

2.1 Fourier-Reihe in reeller Darstellung

Vorbemerkungen:

Synthese:
Die Summe von Sinus- (Kosinus-) Funktionen unterschiedlicher Periodendau-

er (bzw. Frequenz) ergibt wieder eine periodische Funktion, deren ,Grundfre-
quenz® der grofdte gemeinsame Teiler der Einzelfrequenzen ist. Oder umge-
kehrt: Wir beginnen mit einer Sinusfunktion der (Grund-) Kreisfrequenz

g _2n und Uberlagern Sinusfunktionen mit ganzzahligen Vielfachen (k- og,
T

mit k =23,...A...n) der Grundfrequenz o4 (x =1). Wir erhalten als Summe ei-

ne periodische Funktion der Grundperiode T = 2_n

®
g
Es mussen noch Kosinusfunktionen herangezogen werden, da aus lauter (un-
geraden) Sinusfunktionen nattrlich auch wieder nur ungerade Summenfunkti-
onen entstehen, was aber allgemein nicht gefordert werden darf.

Analyse: (Aufgabenstellung in diesem Kapitel)
Es sei nun eine beliebige periodische Funktion (Periodendauer T) gegeben
(meistens stlickweise analytisch im Periodenbereich vorgegeben). Diese peri-
odische Funktion soll nun in die Sinus- und Kosinus-Funktionen zerlegt wer-
den, aus denen sie aufgebaut ist. Es sind also die Amplituden der Sinus- und
Kosinusteilschwingungen (,Harmonischen®) mit ganzzahligem Vielfachen der

Grundfrequenz oy = % zu bestimmen.

Es sei nun eine periodische Funktion gegeben
f(x)=f(x £k -2m) mit.  k=123...
wobei x im Bogenmal} anzusetzen ist (— Periodendauer: 2r).

Anmerkung: Von der mathematisch dimensionslosen Darstellung gelangt man
zu den physikalischen (dimensionsbehafteten) Schreibweisen fur

> Zeitfunktionen mit der Substitution x = ogt (w4 :% Grund-

frequenz der in T periodischen Zeitfunktion)
flogt)=flogttk o T)=  f(t)=fltzk-T)

» Ortsfunktionen mit der Substitution x =Bl (Bg =% der in A

periodischen Ortsfunktion)

-5-



Periodische nichtsinusformige Vorgange

f(Bol)=f(Boltk-Bor) =  f()=Ff(+k-1)

f(x) soll aus Sinus- und Kosinusfunktionen aufgebaut werden, wobei die Perioden-
dauern der Teilschwingungen ganzzahlige Teiler der Periodendauer von f(x) sind.

Hierzu wird f(x) angen&hert durch ein Polynom S, (x) mit (zunéchst) 2-n+1 Glie-
dern:

n n
f(x)= Sn(x)= Y (a, -sin(kx))+ > (b, - cos(xx))
k=1 k=0
Wie sind nun in dieser Reihendarstellung die Koeffizienten a, und b, zu wahlen,
damit die Naherung S,(x) méglichst gut mit der gegebenen Orginalfunktion f(x) -
bereinstimmt?

Exakt macht man das folgendermalien:
a) Man bildet den Fehler ¢,(x)=f(x)-S,(x). Dieser ist natiirlich eine Funktion
von X.
b) Nun bildet man das ,mittlere Fehlerquadrat® M (Integration des quadratischen
Fehlers Uber eine Periode der Orginalfunktion, um die Vorzeichenabhangigkeit

und die x-Abhangigkeit des Fehlers zu eliminieren):
2n

1

M_Z-Xign( dx = Xj -dx

Beachte: M=M(a,,b, ), weil Sn =S, (xa.b,)
¢) Nun soll M durch geeignete Wahl von a,. und b, minimiert werden:

oM

oa, -

oM

b,
Dies mul} fur jedes einzelne « gefordert werden. Hieraus erhalt man die Vor-
schriften fur die Bildung der a, und b,_.

d) Nun kann man ferner noch zeigen, dal® fiur n— o (oo viele Glieder,
S, = S, ) das mittlere Fehlerquadrat M verschwindet (M =0). In diesem Fall
wird die Orginalfunktion f(x) durch seine Reihendarstellung S (x) exakt be-
schrieben (f(x)= S, (x)).

Auf die mathematische Durchfihrung des in a)-d) beschriebenen Rechenweges wird
hier verzichtet (insbesondere der Beweis flr d) ist mihsam). Stattdessen wird sofort
eine unendliche Fourier-Reihe angesetzt, d.h. die gegebene (in 2n periodische)
Funktion f(x) wird durch ein Polynom S (x) aus « vielen Sinus- und Kosinusfunkti-
onen nachgebildet. Die Periodendauern der Sinus- und Kosinusfunktionen sind
ganzzahlige Teiler der Periodendauer 2r von f(x).

f(x) =S, (x)= i(aK -sin(ix)) + i(bK -cos(ix))

k=1 k=0
Ausgeschrieben lautet diese Reihendarstellung:
f(x) = aq -sin(x)+a, - sin(2x)+ag - sin(3x)+... + a, - sin(kx)+ ... +

by + bq-cos(x)+b,-cos(2x)+bs -cos(3x)+...+b, -cos(kx)+.

-6 -



Periodische nichtsinusformige Vorgange

Jede in 2n periodische Funktion f(x) I&sst sich mit einem solchen Ansatz nachbil-
den.
Es stellt sich nun die Frage, wie die Koeffizienten a, und b, vor den Sinus- und Ko-

sinusfunktionen zu bestimmen sind. Diese Koeffizienten sind selbstverstandlich ab-
héngig von der gegebenen Funktion f(x).

Um die Bildungsvorschriften fur die Koeffizienten a, und b, herzuleiten werden die
sog. Orthogonalitétssétze fur die trigonometrischen Funktionen bendtigt:

(1) 1. jsm coskx -dx=0 (immer!)
T
1 0 fur: x=#A
(2) — jsm )-sin(Ax)-dx =41 fir: k=10
T 0 fur: x=A=0
1 o 0 fir: k=2
(3) — [cos(kx)-cos(ix)-dx =41 fir: x=21%0
X0 2 fir: x=1=0
\K, AL g nzzahlig'|

Mit Hilfe einiger Additionstheoreme der trigonometrischen Funktionen lasst sich die
Gultigkeit dieser Orthogonalitatssatze sehr leicht zeigen:

(1) sin(a +B) = sin(a)- cos(B) + cos(a)- sin(B)
sin(a. — ) = sin(a)- cos() - cos(a)- sin(B)

= sin(a)-cos(B)= % -(sin(ow + B) + sin(o. — B))
jsm -cos(Ax)- dx =%- 2fsin((m +2)-x)-dx +%- 2J_Icsin((lc—k)- x)-dx =0
2),(3) cos(oc +B)=cos(a)-cos()- sin(a)- sin(B)
cos(a. — )= cos(a)- cos(B)+ sin(a.)- sin(pB)

= sin(a)-sin()= % -(cos(a — B) - cos(a +p))
=  cos(a)-cos()= % -(cos(o. — )+ cos(a +B))

2n 27 27

jsin(xx)-sin(kx)-dx _ 1 ICOS((K—X) X)- dx—1 _[cos (k+21)-x)-dx
x=0 2 x=0 x=0
0 fur: x=#A
= ¢ for: x=A#0
{0 fur: «=1=0
2n 1 2n 1 27
[cos(kx)-cos(ax)-dx = —- [cos((k—2)-x)-dx+=- [cos((x+2)-x)- dx
x=0 2 x=0 2 x=0
0 flr: k=)
= s far: x=A=#0
{271 fr: k=1=0




Periodische nichtsinusformige Vorgange

Mit Hilfe dieser Orthogonalitatssatze lassen sich die Bildungsvorschriften fir die Ko-
effizienten a, und b, herleiten. Dazu geht man von dem bekannten Ansatz aus, um

die in 2n periodische Funktion f(x) durch eine unendliche Reihe auszudriicken:

ia -sin(kx))+ i)(bK-COS(KX))

=1 A =0 A

gegeben!

gesucht!

Diese (Ansatz-) Gleichung wird nun auf beiden Seiten mit 1-sin(kx) bzw. l-cos(?»x)
T T

durchmultipliziert. Anschlie3end erfolgt die Integralbildung Uber eine Periode (2r)
der Orginalfunktion f(x). Mit Hilfe der vorher abgeleiteten Orthogonalitatssatze erhélt
man:

A#0
1 2n 0 1 27
= jf(x)-sin(kx)-dx = > A '[sin(lcx)-sin(kx)-dx +
x=0 k=1 x=0
{0 fir: k=
=¢1 flr: x=r=0
0 far: x=A=0
0 1 27
+ Y| by J'cos kx)-sin(Ax)-dx | = ay
k=0 x=0
-0
1 2n © 1 2n
—. If(x)-cos(xx)dx = dlag— J'sin(Kx)-cos(kx)-dx +
T _ T
x=0 =1 x=0
-0
0 1 2r
+ | b =+ [cos(kx)-cos(x)-dx| = b,
k=0 T 2o
{0 fur: k=i
=41 fur: =120
2 far: x=1=0
A=0
1 2n
2 J1ax = b

Der Koeffizient by ist, wie aus der Gleichung sofort ersichtlich, der lineare Mit-
telwert der gegebenen Funktion f(x).

-8-



Periodische nichtsinusformige Vorgange

Es bleibt also von der rechten Seite jeweils nur das entsprechende Glied mit k=2
Ubrig. Der Form halber kann jetzt A wieder durch « ersetzt werden. Damit lauten die
Formeln fur die Gewinnung der Fourierkoeffizienten a, und b, der gegebenen, in

21 periodischen Funktion f(x):

27
a, :1. Jf(x).sin(Kx)-dx k=123...0
n x=0
1 2n
b =—. J‘f(x)- cos(ix)- dx K =123...0
n x=0
1 2n
by =— jf(x)-dx k=0 (linearer Mittelwert!)
2n Iy

Mit diesen Fourierkoeffizienten lasst sich die in 2n periodische Funktion f(x) als un-
endliche Reihe darstellen:

F(x)=bg + i (a, - sin(x)+ 3 (b, - cos(cx)

k=1

Dieser mathematische (dimensionslose) Formalismus lasst sich durch geeignete
Substitution auf physikalische (dimensionsbehaftete) GroRen Ubertragen. In der E-
lektrotechnik ist beispielsweise die Fourierreihenentwicklung von periodischen Zeit-

funktionen von Bedeutung. Wie bereits erwahnt ist hierfur eine Substitution x = o4t

(mit wg :% Grundfrequenz der in T periodischen Zeitfunktion) noétig. Die Bildungs-

gesetze zur Berechnung der Fourierkoeffizienten lauten dann:

-
a, = % : iof(t). sinfic-ogt)-dt k=123
2 T
b, ==+ [f(t)-cos(c-ogt) dt Kk =123..
T t=0
1 T
bg = T '[f(t)- dt k=0 (linearer Mittelwert!)
t=0

Mit diesen Fourierkoeffizienten Iasst sich die in T periodische Zeitfunktion f(t) als
unendliche Reihe darstellen:

f(t)= by +§(3K-Sin(l<-(0 t))+ i(b .cos(ic- ogt))

k=1
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Anmerkung:
Wie gezeigt lassen sich (auch bei endlicher Gliederzahl der Reihe Sn(x)) die

Koeffizienten a, und b, unabhangig von der Zahl n der Reihenglieder end-
gultig bestimmen. Es gibt keine Rekursionsformeln (man also beispielsweise
a; —aqy4 kennen misste, um a;5 zu berechnen). Dies ist sehr angenehm und
eine Folge der Orthogonalitatssatze.

Da die Koeffizienten a,, b, nicht von der Gliederzahl n in S,(x) abhéngen,
kann man n— o gehen lassen. Schwierige Konvergenzbetrachtungen zei-
gen, dal® das oben erwahnte Fehlerquadrat M fur n — « beliebig klein wird
und dal} ferner die Koeffizienten a, und b, flr grofle k umso rascher gegen
Null gehen, je glatter die Funktion f(x) ist. (Schwierigkeiten an Unstetigkeits-
stellen von f(x), Gibb’sches Phanomen). Wichtig jedenfalls ist, dal} die Koeffi-
zienten unabhangig voneinander bestimmt werden konnen.

Zusammenfassung:

.Mathematische Darstellung"”:

Eine periodische nichtsinusférmige Funktion f(x) kann in eine Fourierreihe aus Si-
nus- und Kosinusfunktionen zerlegt werden.

f(x) = bo+z( sin(k)+ 3" (b, - cos(xx)

k=1
2n
mit: by 21 [(x)- dx k=0 (linearer Mittelwert!)
n x=0
2n
a,=—- [f(x)-sin(xx)-dx =123..0
n x=0
1 2n
by =—- [(x)- cos(xx)- dx =123..0
x=0

,Physikalische Darstellung” (Zeitfunktion):

Eine in T periodische nichtsinusférmige Zeitfunktion f(t) kann in eine Fourierreihe
aus Sinus- und Kosinusfunktionen zerlegt werden.

o]

b0+2( sinfic g t))+ Z(bK-COS(K-(x)gt))

k=1

g = 2?: Grundfrequenz

-
mit: by = % '[f(t)- dt k=0 (linearer Mittelwert!)
t=0
o T
a, = T J‘f(t)- sin(K . cogt)- dt k=123...0
t=0
5 T
by =2 [1(t)-coslk-wgt)-dt K =123..0

—
o

-10 -
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Mit Hilfe der Additionstheoreme fir trigopnometrische Funktionen lassen sich Glieder
gleicher Ordnung k noch zusammenfassen. Man erhalt

(x) = bg + é(c]( sin(iex+¢.))

wobei qilt:
2 2
Ck =va +bK - { a,=C, 'COS((PK)
tan((pK) = Z—K bK =Cy- Sin((PK)

K

Man kann die Amplituden der einzelnen Harmonischen (Fourierkoeffizienten) Uber
der Frequenz auftragen und erhalt dann ein sogenanntes Linienspektrum.

:b2 :b3 by a,, b, kdnnen
: 5 <0 oder >0
sein!
bo ;
a
22 —— ' % >
g 30g g g ’g ®
0 1 3 1 5 3 g
C1
c, 20
Co =Dbg Cy immer!
Cs3
C4
Cs
10
0 204 3(509 4(€)g S0y Bog o
0 1 2 3 1 5 6 g
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| Beispiel:
A
Gegeben ist die skizzierte f(x)
Rechteckfunktion: = A —
_JA  flr: 0<x<m ‘
f(")‘{—A fir: n<x<2n ( >

Wie sieht die Fourierreihe aus,
d.h. wie lauten die Fourierkoeffi-
zienten?

bo

-

>

kein linearer Mittelwert (trivial).

L—F

x
o

Al 3=

T
A -cos(kx)

-[

-[sin(ix)

al|>»
x
o

]ECOS(KX)- dx —

x=0

" _sin
0

g|>

Tf(x)- sin(iex)- dx

x

|| ——g ©
@
>

7\
|
o

X

" 4+ cos
0

I

cos(kx)

L

|
RN —_
~—
A

‘ )
>

o

Kk gerade:

A

K ungerade:

X=T

(1x

(kx)-dx — Tsin(xx)- dx

X=

(- cos(km)+ 1+ 1-

f(x)- cos(ix)- dx

2n

x4 j(—A)-cos(Kx)-dx

T
2n
[ cos(xx)- dx

X=T

|

2
Xnn

T

(")

2A

KT

cos(kn)) (1-cos(kn))

K=246... a,=0
_4A

K
KT

k=135...

Die Reihendarstellung der gegebenen Rechteckfunktion lautet also ausgeschrieben:

f(x)

% : (sin(x)+ % -sin(3x) + % -sin(5x) + j

-12 -
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Die nachfolgende grafische Darstellung lasst ahnen, wie mit wachsender Anzahl der
Reihenglieder die Orginalfunktion (gegebene Rechteckfunktion) immer besser ange-
nahert wird. Im Idealfall der unendlichen Reihe (N = «) stimmen Orginalfunktion und
Reihendarstellung Uberein.

2.2 Symmetrie-Eigenschaften

Hat die gegebene periodische Funktion f(x) gewisse Symmetrieeigenschaften, so

vereinfacht sich die Berechnung der Fourierkoeffizienten (,verkirzte“ Integration).
Hierbei unterscheidet man zwischen 3 Arten von Symmetrie fiir f(x):

a) f(x)=f(-x) ,gerade” Funktion
b) f(x)=—f(-x) ,ungerade” Funktion
c) f(x)=—f(x+n) ,Halbwellen-Symmetrie®

Um die genannten 3 Symmetrietypen zu untersuchen, ist es sinnvoll, das Integrati-
onsintervall bei den Bildungsgesetzen fur die Fourierkoeffizienten zu verschieben.
Dies ist erlaubt, weil in jedem Fall der Integrand periodisch in 2n ist.

a =1 sz(x).sin(Kx).dx -1 _ff(x).sin(Kx).dx
b, =1 sz(x).cos( o= _]Ef(x)-cos( ). dx
bo —21—n~X2£1)‘(x)-dx =%-X:.Tf_fn(x) dx
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a) f(x) gerade Funktion

dh f(x)=14(x), Ak
so dass
fg(=x)=fy(x) \’ \’ \’ \’
—-2n (|) V 2n 4 X>

Far die Berechnung der Fourierkoeffizienten a,. (Amplituden der Sinusfunktionen in
der Reihendarstellung) gilt bekanntlich:

jf sm
X=—T

sin(Kx) ist eine ungerade Funktion, und folglich f,(x)-sin(kx)=U(x) ebenfalls
ungerade. Es gilt aber allgemein flr ungerade Funktionen:

a
JU(x)-dx =0
X=-a
Folglich gilt
a, =0, wenn f(x)="f,(x)
d.h. eine gerade Funktion besitzt keine Sinus-Anteile, sondern nur Kosinus-
Anteile:
Far die Berechnung der Fourierkoeffizienten b, (Amplituden der Kosinusfunktionen

in der Reihendarstellung) gilt:

jf cos dx
X=—T

COS(KX) ist eine gerade Funktion, und folglich f,(x)-cos(kx)=G(x) ebenfalls
gerade. Es gilt aber allgemein fur gerade Funktionen:

T‘G(x)-dx =2 T‘G(x) dx

X=-a x=0
Folglich gilt:
b, = 2. J'f (x)- cos(xx)- dx , wenn f(x) = fy(x) fiir alle « =123...
T
x=0

b) f(x) ungerade Funktion

d.h f(x)=",(x),
so dass

-14 -
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Far die Berechnung der Fourierkoeffizienten b, (Amplituden der Kosinusfunktionen
in der Reihendarstellung) gilt:

J'f cos dx:
X=—T
COS(KX) ist eine gerade Funktion, folglich f,(x)- cos(ix)=U(x) ungerade. Damit
ergibt sich:
b, =0, wenn f(x)="f,(x)
d.h. eine ungerade Funktion besitzt keine Kosinus-Anteile, sondern nur Sinus-
Anteile:
Far die Berechnung der Fourierkoeffizienten a,. (Amplituden der Sinusfunktionen in
der Reihendarstellung) gilt:

jf -sin(kx
X=—T
sin(Kx) ist eine ungerade Funktion, folglich f,(x)-sin(kx)= G(x) gerade. Damit
ergibt sich:

f,(x)-sin(ix)- dx, wenn f(x)=f,(x) fir alle k =123...
0

a, =

Z
T

|| —3a

).,

d.h f(x)="f,(x), so dass f,(x)=—f,(x+n)= —f,(x - )
Wenn man die
untere Halbwelle Weder gerade noch ungerade
von f,(x) nach aber halbwellensymmetrisch

oben ~Klappt,
sieht sie aus wie
die obere Halb-
welle oder anders
ausgedruckt, die
zweite Halbwelle
ist gleich der ers- —2n  —in
ten Halbwelle
multipliziert mit

(=1).

Zunéchst ist f,(x) weder gerade noch ungerade. Es kommen also grundsétzlich a,
und b, vor. Fir die Berechnung der Fourierkoeffizienten a, (Amplituden der Sinus-
funktionen in der Reihendarstellung) gilt:

a, = 1. jfh - sin(ikx

T
X_—TE
- L J'fh - sin(kx dx+— J'fh -sin(kx)-dx = I;+1,
T X=-T x=0

L4 I
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Das Integral I, kann aufgrund der Halbwellensymmetrie (f,(x)=—f,(x+n))
foIgendermaBen umgeformt werden:

Iy = '[fh - sin(ikx
X=—T
0
= [ fa(x + m)- sin(iex) - dx
X=—T
Mit der Substitution

y=X+T7 = x=y-m; dx=dy
ergibt sich fur das Integral Iy:

= —— jfh -sin(i - (y — n))- dy

Mit Hilfe der Addltlonstheoreme fur trigonometrische Funktionen lasst sich der
Integrand folgendermal3en umformen:
Sn . _ — . X _ . . — _1 K . .
in(ic - (y — m)) = sin(xy)- cos(icr) — cos(icy ) - sin(icrt) = (~1)© - sin(icy)
S -0
Das Integral 1, lautet damit:

= ~(=1)"-1p
Far die Fourierkoeffizienten a,. ergibt sich damit bei Halbwellensymmetrie:

o= Lefi- (1>K)n
( )% J; -sin(kx)- dx

fir: «=(0)246... (gerade)

a

o

A =12 jfh ssin(kx)-dx fir: x=135..  (ungerade)
n x=0

Ganz analog ergibt sich fur die Berechnung der Fourierkoeffizienten b, (Amplituden
der Kosinusfunktionen in der Reihendarstellung)'

b, = ( ) jfh -cos(ix)- dx
0 fir: «=(0)24,6... (gerade)
b, =12, jfh .cos(kx)-dx fir: x=135... (ungerade)
x=0

Funktionen mit Halbwellensymmetrie besitzen also nur Oberwellen mit ungerader

T
Ordnung «. In die Formeln mit 2 j durfen dabei nur ungerade « eingesetzt wer-

n x=0

den (bei geraden x kommt im allgemeinen nicht Null heraus).
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Anmerkungen:
» Man verwechsle nicht Eigenschaft c) (Halbwellensymmetrie) mit Eigenschaft
b) (ungerade Funktion).
» Aufpassen bei der verkurzten Integration! Wenn man zeigen will, wie die Koef-
fizienten verschwinden, mufld man Uber die ganze Periode integrieren.
» Eigenschaft a) oder b) kdnnen mit c) kombiniert sein.

A f(x) ungerade & halbwellensymmetrisch

-2T -7 0 T 27 4n X

N /.,

2.3 Effektivwerte und Leistungsdefinitionen bei nichtsinusformigen
Spannungen und Stromen

Fragestellung:
Spannung und Strom (periodisch, nichtsinusférmig) seien nach Fourier entwickelt.
Wie stellen sich Effektivwerte bzw. Wirkleistung durch die Fourierkoeffizienten
dar? Wie kann man ,Scheinleistung“ und ,Blindleistung® definieren?

Effektivwert und Wirkleistung fur beliebige periodische Funktionen wurden bereits im
1.Trimester definiert. Diese Definition wird hier natirlich beibehalten.

(t) Periodische Funktionen,
t)} darstellbar durch

Fourier'sche Reihen

c
—_
=

<«
c

Schaltung i(

Gegeben seien die periodischen Orginalfunktionen fur Strom und Spannung (die na-
turlich Zeitfunktionen sind):

-17 -



Periodische nichtsinusformige Vorgange

Diese Zeitfunktionen (Periodendauer T, Grundfrequenz g =%) werden nun in ihre

jeweiligen Fourierreihen entwickelt:

k=1 k=1
= U0+Z(0 SInK wgt+(pK)
k=1
mit:
. ~2 2 2
a, =U, -cos(p,) } - Ue” =2, ;bK
—U_-si t =2k
b, =U, -sin(o,) an(e, ) a > Spannung
5 T
8 =T J.U(t)'Sin(K-(Dgt)-dt
t=0
5 T
b, == ju(t)-cos(x-mgt)-dt
t=0
1T
Uozbo—? J.U(t) dt j
t=0

\

_
N—
Il
[
o
+
M8
m—
A
2]
=
A
e
a,
@
+
Nk
_—
O
o
L
A
e
«Q
P
Nt

k=1 k=1
= IO+Z(iK-sin(1< cogt+(p'K)
k=1
mit:
T 2 ' 2 ' 2
a =1, -coslo) e T
' T : ' < ' b'K
bK:IK'Sm((PK) tan((PK):a._ > Strom
K
5 T
ale = [it) sin(ic- wgt)- dt
t=0
5 T
b’ == [it)- cos(ic- wgt)- dt
t=0
4T
lo=blo=— [it)-dt )
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1) Effektivwerte!|

Nach der bekannten Definition (vgl. 2. Trimester) werden die Effektivwerte gebildet:

a) fur die Spannung

c
N
—
—
~—
Q.
—

2
Ueff =

—

—_—l —

= Al
o

[uo + Z( sinfi - ogt) + i;(bK -cos(x- mgt))}
.[uo + Z(ax sin(L - wgt)+

A=1 A

T
o

M8

1(bX .cos(i - wgt))] dt

Das Ausmultiplizieren des Integranden fihrt zu folgenden 9 Termen, die u.a. mit Hilfe
der Orthogonalitatssatze fur trigonometrische Funktionen stark vereinfacht werden
konnen:

1 1 2
1. ? J- = 0
1 } e
2. T J' (ax sm(k ® t)) dt=..=0
A= 1
(Integratlon uber eine oder mehrere ganze Perioden einer Sinus-Funktion er-
gibt Null)

T o)
3. % [ U3 by -cosln-ogt))-dt =...= 0

(Integration Uber eine oder mehrere ganze Perioden einer Kosinus-Funktion

ergibt Null)
4. j 3 (a, -sinfi-ogt) - Up -dt =...=0
ox=1
(S|ethe 2)
5. 1. ] Sla-sinlcogt)- 3 e sinfi-ogt) =~ 1 2k
t=0 k=1 A=1
1 2r 0 fur: k=X
wegen Orthogonalititssatz: —- Isin(xx).sin(XX)-dx= 1 fir: k=1#0
T 2 0 fur: x=1=0
T o0 o0
6. . J'Z(aK-sin(ngt))-Z(m~cos(k-wgt))-dt:...:0
T t=0 x=1 A=1
2n
wegen Orthogonalititssatz: — - I sin(kx)-cos(Ax)-dx =0
T x=0
T «
7. % jg(b .cos(k- ogt))-Ug -dt=...=0
(siehe 3.)
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6. 1. }O 3o cosls o) 3o sl )-at .. 0
(siet;e 6_.) _
9. 1 J' i(b,(-cos(x-wgt))-i(bk.cos(kmgt))dt:...:%- 3 (sz)

Ty

A
Il
—
>
—
A
Il
-_—

0

1 2r 0 flr: x=A
wegen Orthogonalitétssatz: —- [cos(kx)- cos(ax)-dx =41 fir: x=21#0
T : =A=0
x=0 K

Damit ergibt sich:
Ug? = UgZ+ Z(aK2 +bK2)

Il
c
o
N
+

(der Effektivwert einer Sinus- bzw. Kosinusfunktion ist de-
ren Amplitude dividiert durch J2; vgl. 2.Trimester)

b) fir den Strom
Nach analoger Rechnung erhalt man:

o0

1 ] ]
Ieﬁ2 = 102+E'Z(3K2+b'(2)

k=1
= 102+1'Z(iK2)
2 k=1
2 - 2
= Ip" + Z(IK,eff )
k=1
) P
mit: IK,eff = E

Uber das Verhaltnis der Stromoberwellen zur Grundwelle ist bei einem periodischen
Stromverlauf der ,Klirrfaktor” k folgendermal3en definiert:

54
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2) Wirkleistung Py :

Nach der bekannten Definition (vgl. 2. Trimester) wird die Wirkleistung berechnet:

Pw =

[Uo + i(a,( -sin(K . cogt))+ i(bK -COS(K : mgt))}
=1 =1

-[IO + i(a'wsin(x . c)gt))+

A=1 A

M8

1(b'k .cos(i- wgt))] dt

Wie im Abschnitt vorher fuhrt das Ausmultiplizieren des Integranden zu 9 Termen,
die sich u.a. mit den Orthogonalitatssatzen stark vereinfachen lassen. Nach analoger
Rechnung (und Anwendung eines Additionstheorems flr trigonometrische Funktio-
nen) erhalt man:

I:)W = UO 'IO +%' i(aK 'aIK+bK 'b'K)
k=1

~

Uy To + - 3 (0 T - cosloy )-cosl )+ sinfo ) sin(e' )

k=1
1 = w 2 '
= UO 'Io +§' z UK 'IK 'COS((PK _(PK)
k=1
Purx
= Ug-Ip+ Z(UK,eff Ty e -CO8(ou1 )
=1

our ist dabei der Phasenwinkel zwischen Strom-
und Spannungsoberwelle gleicher Ordnung.

Anmerkungen:
Wenn u(t) und i(t) gegeben sind, so bildet man natiirlich Uy, I und Py

unter Verwendung der Orginalfunktionen in der urspringlichen Form, d.h.

1 T
Ug” =—- [u?(t)-dt

Es ist unnoétiger Aufwand, zuerst nach Fourier zu entwickeln und dann die oben
abgeleiteten Formeln zu verwenden. Hat man die Fourierentwicklung aber aus
anderen Grunden bereits durchgeflihrt, so zeigen die obigen Beziehungen an-
schaulich:

» Der Effektivwert ist die Wurzel aus der Quadratsumme der Effektivwerte

der einzelnen Harmonischen, inklusive U02 bzw. 102.

-21 -



Periodische nichtsinusformige Vorgange

» Die Wirkleistung setzt sich zusammen aus den Teilwirkleistungen der
einzelnen Harmonischen UK,eﬁ.IK’eﬁ-cos((pULK), wie ublich gebildet,

einschliefllich Uy -1Ig. Nur Spannungs- und Stromoberwellen gleicher
Ordnung tragen zu Py, bei.

3) Scheinleistung Pg:

Nach der bekannten Definition (vgl. 2. Trimester) wird die Scheinleistung berechnet:
Ps = Uegr - lest

Unter Verwendung von 1) kann man Pg auch durch die Fourierkoeffizienten von ul(t)

und i(t) ausdriicken:

Ps? = Ueq” o
= é( Keffz)} [é(lxeff )J
_ [uy? %i(zj( 2 %é( 2)J
= | U, +%§1(3K2+b1<2)] ( % 2( 2,0 2)J

4) Blindleistung Py :

Bei nichtsinusférmigen periodischen Signalen wird zwischen 2 Blindleistungsarten
unterschieden,

» die ,Feldblindleistung“ und

» die ,Verzerrungsblindleistung®.

4a) ,Feldblindleistung® Pgf:

Zunachst wird, analog zur Wirkleistung, die sog. Feldblindleistung Pgr gebildet. Die
Phasenverschiebung ¢y, zwischen 2 Harmonischen gleicher Ordnung von Span-

nung und Strom hangt von den im Verbraucher enthaltenen Blindwiderstanden ab.
Man definiert also (analog zur Blindleistungsdefinition im 2.Trimester; ohne U,, I,

dain Py, enthalten):
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Per = i(PBF,K)

A
Il
-_—

(UK,eff 'IK,eff 'Sin((PUl,K))

[
M8

—

« -fK -Sin((pK - (p'K))

NgE!
<>

A
Il
—

~

« T (sin(p, )-cos(e' ) - cos(o, ) sin(', )

M8
<>

A
L

(bK'azc_aK'lyK)

Ms

Nls N N[

k=1
Man erkennt, dal® Pgg z.B. dann Null ist, wenn a, und a', oder b, und b', Null sind
(fur alle k), d.h. wenn Spannung und Strom gerade oder ungerade Funktionen sind.

4b) ,Verzerrungsblindleistung® Pgy, :

Wenn Spannung und Strom sinusférmig sind gilt bekanntlich:
Pw = Uesr - Tosr -cOS(py;)  — Wirkleistung

Pg = U - Lo -Sin(py;)  — Blindleistung
Ps = Ugt - Lefr — Scheinleistung

Folglich gilt folgender Zusammenhang zwischen
den einzelnen Leistungen (der in nebenstehen- =)
der Abbildung grafisch veranschaulicht ist): B

2 2 2
PS :PW +PB ou K

Pw
Bei nichtsinusféormigen Spannungen und Strémen gilt dagegen
o N\
> fir die Wirkleistung Pw = 2 Usetr - Tefr -COS(our,c)) | | Nur Produkte
=0 (| von Harmoni-
" schen gleicher
> fiir die ,Feldblindleistung*  Pgr = " (Ugefr - Lerr -Sin(our,c)) | | Ordnung
k=0 <
. " Auch Produkte
> fur die Scheinleistung [Z( «eff )J'[Z(Ix,eﬁz)] 7| verschiedener
0 =0 Ordnung

J

Um einen zu sinusformigen Stromen und Spannungen analogen Zusammenhang
zwischen den einzelnen Leistungen zu gewinnen, werden die Quadrate der Leistun-
gen benétigt'

0 =[S 0uen tuano0lou )| £ 01 1ol )

k=0 A=0

Py -[i< sm<<pm>>)(i<uk,eﬁw-sm<(pm,x>>}

k=0 A=0
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k=0 k=0
Man kann zeigen (langweilige Rechnung), dass im allgemeinen fur nichtsinusférmige
periodische Strome und Spannungen gilt:
PW2 + PBF2 < PSZ
Uber diese Ungleichung wird nun die ,Verzerrungsblindleistung“ Pgy, definiert:
2 2 2 2
Pav” =Ps _(PW +Par )
Dieser Zusammenhang zwischen den einzelnen Leistungen bei nichtsinusférmigen

periodischen Stromen und Spannungen lasst sich nun, analog zu vorher, wieder gra-
fisch veranschaulichen.

Ps? = ( i (Ux,effz)] ' ( i (IK,effZ)]

Beispiel:

Es sei gegeben
» die periodische sinusféormige Spannung

u(t) = U, - sin(wt) = U- sin(wt),
» der periodische nichtsinusformige (verzerrte) Strom

i(t)=Tg + Z(iK sin(ot + '),
k=1
(bereits nach Fourier in seine sinusférmigen Bestandteile zerlegt)

Damit erhalt man:
a) Scheinleistung:

2 2 2 2,2 <« 2
Ps®™ =Uet” -lefi”™ =Uqerr '(Io +Z(Im,eff )]
k=1

b) Wirkleistung:
2 2 2 .
Pw’ =Uerr” Lerr- -c0s?(¢'y)
c) Feldblindleistung: Keine Spannungsoberwellen
2 2 2 . '
Par™ =Uterr™ " Liefr -sin?(¢")
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d) gesamte Blindleistung:

PBz _ Psz_sz
o0
2 2 2 2 2 2 2(
= Ugerr” "Io” +Upenr 'Z(Im,eff )_U1,eff Tyt -c05°(g)
k=1
P 2
Pg? W
e) Verzerrungsblindleistung:
2 2 2
B = T _2PF2 2 2
= U1,eff ?IO +12,eff +13,eff +)

Lo fehlt!
Wenn also die Spannung rein sinusformig ist, dann gilt:
» Aus Spannung und Grundwelle des Stromes — Py, , Pgg

» Aus Spannung und den Ubrigen Harmonischen des Stromes — Pgy,
> Aus Spannung und allen Harmonischen des Stromes — Pg

Anmerkung:
Ware auflerdem ¢'y=0, d.h. die Grundwellen von Strom und Spannung in

Phase, so ware Pgg =0, d.h. Pg =Pgy (reine Verzerrungsblindleistung).

2.4 Fourierreihe in komplexer Darstellung

Wie bei sinusformigen Vorgangen ist es auch bei nichtsinusféormigen periodischen
Vorgangen zweckmalig, die reelle Rechnung durch die komplexe zu ersetzen. Hier-
durch gewinnt die Fourier-Methode erst ihren wirklichen Wert. Man kann dann die
komplexe Behandlung von Wechselstromschaltungen (vgl. 2.Trimester) auch auf
nichtsinusformige Vorgange ubertragen.

Daflir mussen die reellen Zeitfunktionen sin(K-cogt) und COS(K-(Dgt) durch die kom-

plexe Exponentialfunktion g/t ausgedruckt werden, und zwar sowohl in der Fou-

rierreihe selbst als auch in den Formeln zur Berechnung der Fourierkoeffizienten a,
und b,..

Hierzu benutzt man die bekannten Umrechnungsformeln (Euler!):
el* = cos(a)+ j-sin(a)
e 1 = cos(a)—-j-sin(a)

=  cos(a)=

Wichtige Anmerkung:
Im 2.Trimester wurde mit komplexen Zeitfunktionen gerechnet, d.h. statt mit

cos(wt) bzw. sin(ot) wurde mit e!®' = cos(wt)+ j-sin(wt) gerechnet. (Um zur
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reellen Darstellung zu gelangen musste der Realteil cos(wt) oder der Imagi-

narteil sin(ot) von e/t betrachtet werden).
Hier sollen die reellen Funktionen erhalten bleiben. Man ersetzt also nicht

cos(wt) oder sin(wt) durch e, sondern driickt cos(wt) und sin(wt) durch
el aus:
cos(a) = % : (ej“ + e‘j“)
. 1 i i
sm(oc):z—j-(eja —e ‘“)
Hierdurch bleibt alles reell.

Man hatte dies Ubrigens im 2. Trimester auch so machen kénnen.
Beispiel am komplexen Widerstand:

it) = ﬁ-cqs(wt) | ﬂ’
_ E.(eJo>t+e—Jwt) [

Reelle Zeitfunktion i(t), aber komplex angeschrieben,

wobei e ! als e/ mit ,negativer* Frequenz <0
aufgefasst werden kann.

Zu bestimmen ist nun die Spannung u(t) (reell):

Wie bekannt ist der komplexe Widerstand :
Z(0) =R(o)+]- X(0) - Z(o) -2
Man kann leicht zeigen, daf}
R(®)=R(- o) gerade in © } weil alles Funktionen
X(®)=-X(-®)  ungeradein o von , jo " sind
Folglich gilt
Z(0) = {R%(0) + X2(0) = Z(~ ) gerade in ®

0z2(0)=-0z(- o) ungerade in ®
oder insgesamt:
Z(-0)=Z (o) konjugiert komplex
Dann erhélt man fiir die Spannung mit i(t) = A - cos(wt):
o) = 5o Zo)+ 5o Z(0)
. glot ~Z(0))- elvz(®) | A g ot ~Z((D)- e i9z(®)
2

'Z(O))- (ej'(wt+<Pz((D)) n e—J'((Dt+<Pz(03)))

ANIBINIE I DS

-Z(w)-cos(ot+@z(w))  (reell!)

Analog zu diesem Beispiel wird nun bei der Fourierreihe vorgegangen. ZweckmalRig
ist vorher eine kleine Umformung. Damit sin(m-mgt) und cos(K-cogt) nicht extra in der
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Reihe und in den Koeffizienten durch "' und e o' ausdriicken werden missen,
werden die Formeln fir die Koeffizienten vorher in die Reihe eingesetzt. Es mul}
dann allerdings unterschieden werden zwischen der laufenden Variablen x = w4t (in

der Reihe) und der Integrationsvariablen & = oyt (in den Koeffizienten), also:

o0

(x) = bg + i (. -sin(x)) + 3 (b, - cos(ix))

k=1
2n
\
mit.  a, 1 If(&,) sin(kg)-dg
T
£=0
1 2F Dieselben Integrale wie bisher,
b, = If(i)'COS(Ki)'di > nurxdurch & formal ersetzt,
£=0 wegen des folgenden Einsetzens!
2n
1
bo = [f(e)-d&
T o /
Nun werden die Koeffizienten in die Reihe eingesetzt:
2n
1
f) = - [f(e)-de+
T lo

i[s.n( x)- Zf (g)-sin(Kg)-d§J+

k=1 £=0
- z{ o). [l a)-coso«a)-da]
= o
f(x) = 2—17[ T f()- da+; > Tf(é;)-(sin(lcx)-sin(K§)+cos(Kx)-cos(Kg))-ng
£=0 k=1 £=0
- - Zf f(e) dev -3 Tf(&)-cos(n(x—a))-d&}
2n £20 T £20

Man Beachte:
x ist im Integral Parameter, d.h. wird von der Integration nicht betroffen, denn

die Integrationsvariable heif3t & .
Nun erfolgt der Ubergang zur komplexen Darstellung. Es ist

cos(k-(x—&))= % : (ej"'(x‘é) + e‘j"'(x‘é))

und damit:
27

f(x)=i-{2ff(a)~da+i[If(&)e“ da}z(j()e“ )-daB

£=0 k=1 £=0 k=1 £=0
Fur das letzte Glied kann man auch schreiben:
o [ 2m ] -1 2n )
Z[ J‘f(g).e—nc.(x—&) ,dgj =y { J'f(a),em.(x—&,) -dg}
k=1 £=0 K=-0\ £=0
So kann man alle drei Glieder der Reihe (auch by fir k = 0) zusammenfassen:
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f(x)zi. i [zjnf(g).er(X%).dg}

27 £20

K=—00

Durch Herausziehen des von der Integration nicht betroffenen Faktors el gelangt
man zu folgender Form:

flx)= - i [fo(é)ej“&-dg].ej"x

k=—o0| | =0

AK
Das Integral unter dem Summenzeichen nennt man den komplexen Fourierkoeffi-
zienten A..
Auf diese Art erhalt man die reelle Fourier-Reihe in komplexer Darstellung (f(x) ist
nach wie vor reell!):

o]

()= 3 (A, o)

K=—00
27

: J.f(i)-e_j"&-d&

£=0

Flr Zeitfunktionen ergibt sich mit x = w4t und & =gt (vgl. Fourierreihe in reeller
Darstellung):

)= 3 (A,

K=—00

mit: A, = 2i
/1

T ,
mit: A .=—- J.f(t)-e_ngT -dt
T =0
(Man konnte jetzt naturlich, in der getrennten Darstellung, bei den Integralen & und

t wieder durch x und t ersetzen).
Zusammenhang zwischen komplexen und reellen Fourierkoeffizienten:

Die Formel zur Berechnung der komplexen Fourierkoeffizienten lasst sich folgender-
mafen umformen
2n
1 N
A = o [fle) e ae
T £20
1 2n
= —— [f(¢)-(cos(xt)-j-sin(x&))-dg

27 £20

1 .
= E'(bK_J'aK)
oder formal flr negative «:
1 7 .
A, P If(&)-(oos(K§)+J~S|n(KE_,))~dé
T £20

%'(bK—i_j'aK)

>
I
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Daraus ergeben sich die folgenden Eigenschaften flir komplexe bzw. reelle Fourier-

koeffizienten:
A=A

b_.=b,
a—K
Aullerdem:
Ap =bg
Umgekehrt ergi
bK = AK

(konjugiert komplex)
(gerade in «)

*
K

=-a, (ungerade in «)

bt sich:
+A_,

Ay :j'(AK _A—K)

Man kann auch

wieder die c,. einfuhren:

a, =c, -cos(g,)
b, =¢, -sin(o,)
= A= plbeial)
1 . ,
= E-cK-(sln( «)—J-cos(e, )
1 .
= _J.E'CK'(COS((PK)+J'SIn((PK))
— _j.l.CK.ej(pK
2
A—K:AK*:j'l'CK'e_j(pK
2

So kann man sich aus der komplexen Darstellung der Fourierreihe wieder die reelle
Darstellung zusammensetzen:

f(x) =

Anmerkung:
> Auch be

i(AK'ejKX)

E:(AK 'ejKX)"'AO T i(AK 'ejKX)
K=—00 k=1

YA o)A YA, o)
k=1 k=1

by + i (A, - (cos(ix)+ j-sin(iox)) + A__ - (cos(iex) - |- sin(1x)))

Ms

bo+ Y| (A +A_,)-cos(kx) |+
N

i-(A -A_)-sin(ix)

k=1 a

K K

im komplexen Fourierkoeffizienten A_ darf das Integrationsintervall

beliebig verschoben werden, also z.B.:

A

U (e e
K 27[ };:j_i({;) € d‘tv
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» Verklrzte Integration aufgrund von Symmetrieeigenschaften ist nur bei den
reellen Koeffizienten a, und b, mdglich, nicht bei den komplexen Koeffizien-

ten A,.

Veranschaulichung eines Linienspektrums in reeller und komplexer Darstellung:

1 .
AK ZE'(bK_J'aK)

b, =2-Re{A .} geradeink
a,=-2-Im{A_} ungeradeini

b,
Re{A,}
: b3
— P
K
a
3

Anmerkung:
Man hatte die komplexen Koeffizienten A, auch ohne den Umweg Uber die

reelle Darstellung der Reihe mit Hilfe der Orthogonalitatssatze fir die komple-
xe e-Funktion gewinnen konnen:

Ansatz:
()= 3(A, e
K=—0
1 2n o 1 0 2n ( X)
L 7S S VL (e e rx gy | =
o jf(x)e dx = Z[AK je dx] A,
x=0 K=—00 x=0
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3 Nichtperiodische Vorgange

Im vorangegangenen Kapitel wurden periodische nichtsinusférmige Funktionen nach
Fourier zerlegt. Das Resultat waren Reihendarstellungen, in reeller oder komplexer
Schreibweise. Jede Oberwelle hat ihre Amplitude (und Phase), wobei reelle oder
komplexe Darstellung moglich ist. Tragt man die Fourierkoeffizienten Uber der Fre-
quenz auf, so erhalt man ein ,Linienspektrum®, diskrete Frequenzen bzw. diskrete
Spektrallinien (diskontinuierliches Spektrum).

Im anschlieRenden Kapitel wird nun die Analyse nichtperiodischer Vorgange behan-
delt. Es wird sich zeigen, dall auch solche Vorgange als Uberlagerung periodisch-
stationarer Schwingungen aufgefasst werden kénnen. Man erhalt dann anstatt der
Reihe (Summe) ein Integral (das sog. Fourierintegral). Das Spektrum wird dann kon-
tinuierlich (wobei dann allerdings anstatt der komplexen Amplituden im Spektrum die
sogenannte ,Spektralfunktion = Amplitude/Frequenzintervall eingefuhrt wird).

Man gelangt zum Fourierintegral von der Reihe aus durch Grenzibergang. Sinnvoll-
erweise wird bei diesem Grenziubergang gleich von der komplexen Fourierreihe aus-
gegangen; man gelangt so sofort zum Fourierintegral in komplexer Darstellung (die
komplexe Schreibweise ist viel universeller und brauchbarer). Der Vollstandigkeit
halber wird in einem spateren Kapitel auch die reelle Darstellung des Fourierintegrals
gezeigt.

3.1 Das komplexe Fourierintegral

Fir eine periodische (hier reell angenommene) Zeitfunktion fp(t) (Periodendauer T)
ist die Fourierreihe in komplexer Darstellung bekannt:

fp(t): z (AK _eijgtj mit: AK =%. fP(T)_ —jxagt d
K=—00 T=—I
2
(Das Integrationsintervall wurde nach —%S T s% verschoben; dies ist naturlich er-

laubt; es mul} lediglich Uber eine Periodendauer der Zeitfunktion integriert werden).

Nun soll in dhnlicher Weise eine nichtperiodische Funktion f(t) zerlegt werden. Das
ist tatsachlich moglich. Auch nichtperiodische Vorgange (instationare Vorgange, ein-
zelne Impulse, Schaltvorgénge) kénnen als Uberlagerung von periodisch stationéren
Schwingungen aufgefal3t werden. Man mul3 dabei allerdings aufpassen.

Zunachst primitiv gesagt: Man faldt einfach einen nichtperiodischen Vorgang als ei-
nen periodischen Vorgang mit unendlicher Periodendauer (T — «) auf. Dann wird

aber natrlich die Grundfrequenz oy = % unendlich klein, und die Fourierkoeffizien-

ten l . _[ ebenfalls.
T

In 7 Schritten wird im folgenden gezeigt, wie man vorgehen muf; jedenfalls ist ein
Grenzubergang notwendig.
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Gegeben ist die (reelle) nichtperiodische Zeitfunktion f(t), definiert im ganzen Zeitbe-
reich —oo<t<ow.

Es soll ferner gelten: [If(t)-dt <oo (Konvergenz des Integrals;
t=—o0 hinreichend!)

Man wahlt willkrlich eine Periodendauer T und betrachtet nur denjenigen Teil von

f(t), der im Bereich —£<t<£ liegt. Durch periodische Fortsetzung dieses Teils

erhélt man eine periodische Ersatzfunktion fp(t)=fp(t+n-T) mit n=123.... Im Inter-

f(—I<t<IJ
2 2

>

vall — T <t< T gilt also:
2 2

fp(—I<t<I]
2 2

Es wird nun Grundfrequenz der Ersatzfunktion fp(t) mit wg bezeichnet, wie bisher:

_2n
(,Og = ?
Dann kann fo(t) in eine komplexe Fourierreihe entwickelt werden:

Blt)= Y (Ao

K=—00
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mit:

T
1 2
2

Im Intervall —£< T <g braucht man ja nicht zwischen f(t) und fo(t) zu unterschei-

den.
Diese Reihe stellt also die periodische Funktion fo(t) dar, die im Grundintervall mit

der gegebenen Funktion f(t) ibereinstimmt.

Die Reihe bzw. die Koeffizienten werden nun ein bilchen umgeschrieben:
Es qilt:

0g = 2n (Grundfrequenz), und wir nennen

> K- 04 = o, (Frequenz der Harmonischen ,Nr. « )
> Der Abstand der Frequenzen zweier benachbarter Harmonischen ist
2n

A® =®, 1 — O, =(K+1)-wg—1<-(og=0)g =7

Die Gleichung zur Berechnung der komplexen Fourierkoeffizienten lasst sich damit
folgendermalien umschreiben:

T
A 1 2f —jkogt
Ac = 7 j (r) e -dt

= An-—- f(‘r)-e_j@“T-d‘E
27 T
T=——
1 2
= Ao-—F

.
2 .
mitt  Fr(o.)= J'f(r)-e_J‘”K‘-dr
T

T=—

2
Aulerdem gilt fur die Fourierreihe der periodischen Ersatzfunktion fp(t) in komplexer

Darstellung:

)= Y | Fr(o,)-a0- "

K=~ =2m-A,
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Es werden nun die Werte ET((DK) als spezielle Werte der in o stetigen Funktion
Fr(o) interpretiert:
T

2 0=,

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wird bei dieser Veranschaulichung von einer reel-
len und geraden Zeitfunktion ausgegangen. Das Spektrum ist dann namlich auch
reell und gerade (siehe Kap.3.3). Die Allgemeingultigkeit der Theorie wird hiervon
nicht beruhrt.

Es wird nun das Spektrum von f5(t) betrachtet. Anstelle der diskreten Linien (Hohe

Re{A,} bzw. Im{A_}) werden Rechtecke (Breite Aw, Hohe Re{Ft} bzw. Im{F+})
gezeichnet:

4 RelA ]
2 4
2 4
4
1] R
>
—0y —og 0 oy O O Ot o
Re{ ET (O‘))} stetig Re{ ET } Re{ ET (('OK )}
21 2n
~Spektralfunktion® P Treppenfunktion

0

3

e

Aw Ao Ao Ao
(Die Rechtecke sind hier symmetrisch zu o, gezeichnet)
Die gesamte (noch periodische) Zeitfunktion fp(t) erhalt man durch die gewohnte

jraogt _ ejw“t

Reihenbildung nach Multiplikation der Glieder mit dem Zeitfaktor e
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o0

)= Y RelErlo)-e,, a0)-Relf} -5 ()

®, . =—0

wogegen natiirlich hier gelten muf (f(t) auch gerade!):

gerade
1 - jot
o z Im{ Fr(0)-e -A® :Im{fp(t)}zg
O, =—00
0=,

Allgemein fg, (t)

Wenn F; () ungerade in o ist,
dann gibt's auch ein fy,(t)!

da ja von einer reellen und geraden Zeitfunktion f(t) ausgegangen wurde. Es ist also:

fP(t)zzin' i ({ET(w)'ejwt}w:wK'Aw)

®,. =—0

Bis jetzt noch nichts Neues. Es wurde die periodische Ersatzfunktion fp(t) (die mit
f(t) im Grundintervall Gibereinstimmt) in eine komplexe Fourierreihe entwickelt.

Um nun aber die gegebene Funktion f(t) ganz zu erfassen, mul} der Grenzlibergang
T — o vorgenommen werden. Dabei passiert dreierlei:

> Die ganze Funktion f(t) wird erfallt (—o <t < o).

> Die stetige Funktion Fy(w) (H6he der Rechtecke) dndert sich durch die
Erweiterung des Integrationsbereichs nach Mal’gabe des Verlaufs von f(t):

0

Iim {Fp(o) =" [f(x) e7" dr=F(o)

T=—00

Firr festes o strebt F1(o) fir T — o einem Grenzwert zu, wenn f(t) fiir groRe t

hinreichend verschwindet. Dies ist der Fall, wenn f(t) die in Schritt 1 erwahnte
Bedingung erfillt:

“f(t) .dt < oo (konvergent; hinreichend!)

t=—c0

> Die Summe fiir fo(t) geht Gber in ein Integral fiir f(t). Fir T — oo wird

aus Ao = 2—_: — do und es gilt:

Tow 21T Aw—0
O =—

im () = f(t) = —-. |im{ f ({ET(w).ejmt}MK.Am)}

= —. J-E(m)-ejmt-d(;)
m=—00
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Letzteres ergibt sich aus der Definition des bestimmten Integrals:

[f(x)-dx = AIimO{z (f(x,)- Ax)}
B) “71B)

Damit lasst sich nun das Fourierintegral-Theorem zusammenfassen:

Eine nichtperiodische Funktion f(t), die der Bedingung I|f(t]-dt <o (konvergent)

t=—o0
genugt, kann dargestellt werden durch:
(t)= . [Flo)-e™! - do mit: Flo)= [f(x)-e7*"-drt
27[ W=—00 T=—00
_ /) _ /)
YT YT
Zeitfunktion Spektralfunktion

Symbol:

f(t) O @ o

Zusammenfassend angeschrieben in Form des Fourier'schen Doppelintegrals:

ft)=o [ [ ardo

OW=—00 T=—0

Veranschaulichung:

f(t) kann interpretiert werden als Uberlagerung von « vielen ,Teilschwingungen®:

1 Fo) do- el (o kleine) komplexe Amplituden (F(o)-dw)
2n Tgar | Zeitfaktor

F(w) ist also eine ,Spektraldichte®.
z.B.: Reelles F(w) (das ist so, wenn f(t) gerade und reell ist):

A

Flo)

27

,Amplitude*: . F(o)-do
27

!

do
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Wenn beispielsweise f(t) in [Volt] gegeben ist (Zeitverlauf einer Spannung), dann

erhalt man fiir F(o) die Einheit [Volt-sec] oder [VHOH]
z

Anmerkung:
f(t) ist Parameter-Integral (t ist Parameter, o ist Integrationsvariable). Daher

ist auch eine geschlossene Darstellung unstetiger (stickweise zusammenge-
setzter) Funktionen maglich.

3.2 Reelle Darstellung des Fourierintegrals

Ebenso wie bei der Fourierreihe ist naturlich auch beim Fourierintegral eine reelle
Darstellung mdéglich. Bei der Reihe erfolgte der Ubergang von der reellen zur kom-
plexen Darstellung. Hier wird nun von der komplexen Darstellung des Integrals zur
reellen Darstellung zuriickgekehrt, indem man e/* durch cos(a) und sin(a) aus-
druckt .

.,Komplexe Darstellung“. Entwicklung nach komplexen Funktionen (ejo‘)
,Reelle Darstellung®: Entwicklung nach reellen Funktionen

(cos(a), sin(a))
Anmerkung:
Es sollen hier nur reelle Zeitfunktionen betrachtet werden. f(t) darf aber

durchaus komplex sein. Dann erhalt man auch in der ,reellen® Darstellung
komplexe Spektralfunktionen bzw. Fourierkoeffizienten.

Ausgangspunkt ist das Fourier'sche Doppelintegral in komplexer Darstellung:

f(t) = 1. TE(@)-ej‘”t-dm

27
oo
1 ® 0 r .
= —. f(r) el .er et do
. mf@[;@

G '[ J. ej(’) ). dt-do
Die komplexe Exponentlalfunktlon im Integranden wird nun durch Sinus- und Kosi-
nusfunktion ausgedruckt:

el %) = cos(w- (t— 1))+ j-sin(o- (t - 1))

Man erhalt damit:

0 o0 0
1

f(t)=2—- [ | Jf@)-cos(w:(t-r))-dr+j- [f(x)sin(w-(t-r))-dr|-do

W=—00| T=—00 T=—00

geradein ® ungerade in ®
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Wegen der Symmetrieeigenschaften bzgl.  verschwindet das 2.Integral bei der

Integration Uber w; das 1.Integral lasst sich zu 2- I verklrzen. Man erhalt also:

»=0

) - - [ [ Tf(r)-cos(co-(t—r))-dr}-dco

0=0\t=—0

... (mit Additionstheorem) ...

2in. T [( J'f -cos(w) ]~cos(oat)+

T=—00

T=—00

+(2- Tf(r).sin(m).dt}sm(wt) J.dw

f(t)=--- [ a(0)-sin(at)-do+-—- [ b(w)-cos(at)-do
»=0 2n o=
mit: =2- If(r Sln (m: dt
T=—00
2. If(‘t cos(wrt)-dt
T=—00

Dies ist die reelle Darstellung des Fourierintegrals. Bei reellen Zeitfunktionen f(t)
sind a(o) und b(w) wieder reelle Spektralfunktionen.

Der Zusammenhang mit der komplexen Spektralfunktion

o0 o0

F(w)= _[f(r)-e‘j"”-drz jf(r)-(cos(cor)—j-sin(oar))-dr

T=—00 T=—00

ist wieder (wie bei der Reihe):

Flo)= 5 (o) -1-a(o)

Anmerkung:
Die komplexe Darstellung ist eleganter und brauchbarer als die reelle, da Metho-
den der komplexen Integration, z.B. Residuensatze direkt anwendbar sind.

3.3 Zuordnungssatz und Symmetrieeigenschaften

»yZuordnungssatz“

Im allgemeinsten Fall kénnen sowohl Zeitfunktion f(t) als auch Spektralfunktion F(w)

komplex sein. Dabei konnen sowohl Real- als auch Imaginarteil einen in t bzw. in ®
.geraden” oder/und einen ,ungeraden® Anteil haben.

,Gerade Funktion*: G(-x)=G(x)

,Ungerade Funktion*: U(- x)=-U(x)
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Es soll bedeuten:

Rg: Realteil, gerade

Ru: Realteil, ungerade

lg: Imaginarteil, gerade
lu: Imaginarteil, ungerade

Dann gilt, wie man sofort aus den Formeln fiir F(o), a(w), b(o) sieht, der folgende
Zuordnungssatz:

f(t)

i

F(w) = Frgl®) + Fryl®) + j-Fglo) + j-Fylo)

z.B. qilt also:
Das Spektrum einer reellen Zeitfunktion hat immer einen in ® geraden Realteil und
ungeraden Imaginarteil, d.h.

F-o)=F*(0)  firreelles f(t)

ng(t) + fRu(t) + j'flg(t) + j'flu(t)

oder
f(t) reell, gerade O—®@  F(o) reell, gerade
f(t) reell, ungerade O—@  F(o) imaginr, ungerade
oder
f(t) gerade O—®  F(o) gerade allaemein
f(t) ungerade O—®  F(o) ungerade J

Verkiirzte Integration bei Symmetrieeigenschaften
(1) f(t) gerade, d.h. f(t)="f,(t)="fy(-t)

b(w)

= Flo)=

b(w)=4- { f(t)- cos(wr)- dt

(2)  f(t) ungerade, d.h. f(t)=f,(t)=—f,(-t)

= Flo)=—jy-alo)

a(0)= 4- Tf(r)sin(mr)-dr

Anmerkung:
Symmetrieeigenschaften sind nicht nutzbar fiir F(w) selbst.
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3.4 Berechnung von Spektralfunktionen und Herleitung von Riick-
transformationsformein

Bei gegebenem f(t) (auch stuckweise zusammengesetzt) ist es grundsatzlich ein-
fach, das zugehorige E(co) zu berechnen. Umgekehrt aber bildet der Ubergang

Flo) @&—O f(t)  (,Rucktransformation®)

zunachst Schwierigkeiten, da ja das Rucktransformationsintegral (Parameterintegral
mit t als Parameter)
1 % -
f(ty=—- [ F(w)-e.d
(t)=5- mI oo_(w) ®

die geschlossene Darstellung einer stickweise zusammengesetzten Zeitfunktion sein
kann, die dann wieder original herauskommen muf3.

Mangels Stoffkenntnissen in Funktionentheorie kann hier leider nicht die mathemati-
sche Herleitung gebracht werden. Es bietet sich demnach die folgende Vorgehens-
weise an: Man kennt ja das (gegebene) f(t), das nach Hin- und Riicktransformation

wieder herauskommen muf3. Auf diese Weise lassen sich fir einige wesentliche Zeit-
funktionen die wichtigsten Rucktransformationsformeln herleiten, die man bei Schalt-
vorgangen immer wieder braucht.

1.Beispiel (Einschaltvorgang)

Die folgende, in Tabellenform ange-
schriebene, Zeitfunktion f(t) sei gege-
ben:

0 fur: t<O
f(t)_{E-e‘Bt fir: t>0
>
Fir die dazugehdrige Spektralfunktion [f-g] O t>0 t
F(w) erhalt man dann: |
Fl) = [f(t)-e7" dt
t=—o0
© @ T ™
- E. je—Bt oot gt Subgtltutlon.
{20 Z=(j(D+B)~t
D @
- E el g 5 = 1o+B
t=0 t=0 - z=0
= L - fe*.dz - t=c0 > 2= )
B+io z=0

oder
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E(w)ZE-( e J

w2 + [32 . w? + B2
Die ,Hintransformation®
ity O—@ F)
stellt, wie erwartet, kein Problem dar. Doch jetzt zur ,Rucktransformation®:
Flo) @—O f(t)

Diese Umkehrung mufd natirlich wieder das urspringliche f(t) ergeben. Man kann
also (ohne irgendwas zu rechnen) sofort hinschreiben:

1% ot . E T oeet o fir: t<0
“ﬂ_EE;JE&Je 9072 Iww—nidw_ E-e P fur: t>0

27 .
(0]
Das Parameterintegral (t=Parameter) ,zerplatzt in die Tabelle.

Aus diesem Beispiel 1alt sich folgende allgemeine Rechenregel (fur die Rucktrans-
formation) ableiten:
Ist eine komplexe Zeitfunktion gegeben (o, : fest)

0 fur: t<O0
flt)= {ej‘”vt fur: t>0
mit. o, =Q+jB
wobei Im{w, }=p>0 sein muB
so ergibt sich fur die zugehorige Spektralfunktion (entsprechend Beispiel 1: E =1,
o, =B, p=-jo,)
Flo)= e toett =1,
t=0 ] o-o,
und die Rucktransformation liefert die wichtige Formel:
1 T el {o fir: t<0
.do =

2_th.w:"-_ooco—o_gv el fir: t>0

mit: Im{c_ov}>0 (wegen Konvergenz!)

| 2.Beispiel (Abschaltvorgang)

Die folgende, in Tabellenform ange-
schriebene, Zeitfunktion f(t) sei gege-
ben:

_JE-eP fur: t<o0
f(t)‘{o fur: t>0

Fur die dazugehodrige Spektralfunktion
F(o) erhalt man dann:
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0

[f(t)-e7" -t

M

—_
e

~
Il

t=—o0
0 e v e ™
i Substitution:
— . Bt o-jot
= E t_je e dt Z=(—j(0+B)-t
_(;oor_/za E__m_i_ﬁ
- E. J'e(‘j‘”*B)'t-dt a =’
t=—o0 t=—0—> z=-x
0
t=0 - z=0
= E. 1 . jez.dz \ /
B_J(D Z=—00
B—jw B-jo j o+]B

Analog zu Beispiel 1 muR die Umkehrung natiirlich wieder das urspriingliche f(t) er-
geben. Man kann also sofort hinschreiben (fur > 0):

Ty et o E T e Bt i t<0
flt)=> w:E(m) el do= :j_wmjﬁ do=1E fur: t<0

Aus diesem Beispiel lafdt sich folgende allgemeine Rechenregel (fur die Ricktrans-
formation) ableiten:
Ist eine komplexe Zeitfunktion gegeben (o, : fest)

jot gne.
=g o 158
mit. o, =Q+jB
wobei Im{w, }=p <0 sein muB
so ergibt sich fur die zugehorige Spektralfunktion (entsprechend Beispiel 2: E = -1,
o, =-jp, P=jo,)
E((D) _ Te—j'(ﬂ)—wv)t .dt = 1 1
t=0 ] o=y
und die Ricktransformation liefert die wichtige Formel:
T el .dmz{—ej“’vt fur: t<0
2nj  o-o 0 far: t>0

mit: Im{c_ov}<0 (wegen Konvergenz!)

A%

Zusammenfassend gilt also:

—e!t fur: t<0l gy
e ot {o fir: tsof fure Imie,}<0
. & do-
27j jm—w ®= .
w=—c0 = —V 0 far: t<0 fir: Im{w,}>0
et fir: t>0 ' =v
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Eine weitere wichtige Rucktransformationsformel erhalt man hieraus durch Partial-
bruchzerlegung:

OJ? el*t . do T elot. d(o+B T elt. do
o0 (@—0_31)'((0—(02 om0 (0 (01 (,)__oo 0_32)
Wie man leicht zeigen kann, ist
1
A:
(R O} w(m)= 1 _ A N B
und 1 (0-0) (0-w;) (0-0) (0-0)
B=-A=— 1
S 9y - As[(o-e) W(w)]w o 0 - o,
1
B=[(0-w) vw(o)] A ——.

Damit ergibt sich eine weitere Ricktransformationsformel:

1 © ej(Dt

—. do =
24" ) {o-a)-0y)
j@1t j@zt
-e~" +e ..
— far: t<Ol g Imiw;<0
(O g O Imio, ;<0
0 fur: t>0
j91t
-e
fur: t<O
= , far :
_eJQZt . |m{0_)2 >O
fur: t>0
@q — Oy
0 t t fur: t<O Im -0
joq _ jo, . @1
€ %" fur: t>0 far {Im§c_02%>0}
(O R V)

So erhalt man, ausgehend von der ersten Formel die wichtigsten Rucktransformati-
onsformeln, z.B. auch:

1 ]9 o-e. do _
2nj 7 (0-0)-(0-0,)-(0-w;)
0 fur: t<O
_ o, el o, . el@at s . glest

(01 - @5)- (e —0_33)+ (02 - 0y)- (@, —0_33)+ (03 — 01) (@3 — ) fur: t>0

mit: Im{o_)v}zO (wegen Konvergenz!)
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Anmerkung zu den Rucktransformationsformein

Der Integrand in den Formeln (F()- &) hat ,Pole* (Unendlichkeitsstellen, Nullstel-
len des Nenners). Diese Pole liegen bei den komplexen Frequenzen o, =Q, +jB, .
Dabei musste bisher sein: Im{w,}=p, >0 oder Im{w,}=p, <0. Diese beiden Falle
sind unproblematisch. Was passiert aber bei dem Grenzfall 3, =07?

Wird in den oben erwahnten Ruicktransformationsformeln auch der Grenzfall B, =0

zugelassen, dann stellt das eine Verletzung des Zuordnungssatzes dar. Dies ist aber
nicht weiter stérend, wie man an den Schaltungsbeispielen in Kap.3.5 sehen wird.
Diese Problematik wird an Beipiel 1 (Einschalten einer abklingenden Exponential-
funktion) im folgenden veranschaulicht. Von der allgemeinen Rucktransformations-
formel

mit: Im{o_)V}>O

1 T el doo 0 furs t<0
et fiur: t>0

2n ) o-o,
kommt man zu erwahntem Beispiel 1, indem o, =jB (rein imaginar, 3 >0) gesetzt
wird. Es ergibt sich dann

o0 jot . © .
f(t) 1 J' e .dw:{g—ﬁt far: t<0}=2in J.E(O\))'ejwt'd())

zz_nj'm__oo@_jﬁ fir: t>0 o
- 5 -
mit:
1B o :
ft) O—@ E(w)_l3+j®_m2+[32 j o 1 Fy(w)+j-Fy(o)

Die Zeitfunktion ist reell. Firr das Spektrum gilt: Re{F(w)} ist eine in » gerade Funkti-
on, Im{F(w)} ist eine in ® ungerade Funktion. Entsprechend dem Zuordnungssatz
(Kap.3.4) gilt nun (fur eine reelle Zeitfunktion f(t))

(M) = 40 + L0
Fo) = Folo) + JRlo)
wobei
fy(0)= () +1(-)
und

)= (1)~ 1)

ist. Eine grafische Veranschaulichung dieses Sachverhalts ist in nachfolgenden Ab-
bildungen dargestellt.
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2 2
A fg(t) A o° +
MR 1
o))
1t
1 ()BT
2N~ O—@
N t -
2
BT

Bildet man das Integral (iber Re{F(w)}

27 9

2—17{- ng(m)-dmzi- [ Fylw)-e® -d(o:fg(t:0)=%,
O=— ®=—00 =1
so zeigt sich, dass dieses unabhangig von 3 ist.

- 45 -



Nichtperiodische Vorgange

Nun zum Grenzfall $=0:

Wenn man achtlos den Grenziibergang gimO{E(w)}z_i bildet, so erhalt man ein rein
- Jo

imaginares Spektrum, d.h. die Zeitfunktion f(t) mufdte ungerade sein (Zuordnungs-

satz). Das ist sie aber nicht.

A f(t 0 fir: t<O
() f(tXB=0={1 far : tiO
1
|
0 t

Vielmehr sieht es jetzt so aus:

a f©)
1
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Der Grenzlbergang liefert also folgendes Ergebnis:

lim{Re{F(w)}} = 7-3(o)

8(w) = ,Delta-Funktion* oder ,Dirac-Funktion“: ,Distribution*

Definition: 8(@):{000 gﬂ; gzg

mit: TS(O))-dO)=1

W=—00

Es gilt also mathematisch exakt:

0 fur: t<O 1
W=-17 i 150) o—e  Ho)-mdw)
,versteckte
Dirac-Funktion®

,Einheitssprung®,
»1reppenfunktion®

Damit erhalt man flr den Fall B =0:
1 —% fur: t<O

jo 1 fur: t>0

1 % " 1 ot 1
Fg(co)z n~8(c0) e—O f(t):E.m:J'_i(m).eJ t.dm=§,eJOt =2

(fir: —w<t<w)

So eine Geschichte passiert immer, wenn bei den Riicktransformationsformeln ein
Pol auf der reellen Achse liegt (Im{c_ov}: 0). Wenn man diesen Pol bei der Frequenz-

integration (langs der reellen ®-Achse) entzweischneidet, befolgt man den Zuord-
nungssatz richtig, und man erhalt Funktionen, die auch fur t <0 endlich sind. Die
Korrektur erfolgt durch die Dirac-Funktion im Realteil des Spektrums.

Normalerweise ladt man die 3-Funktion weg, d.h. man rechnet den Pol auf der reel-
len om-Achse ganz zur oberen oder ganz zur unteren o-Halbebene. Dann verletzt man
zwar die Symmetrieregeln (Zuordnungssatz). Es kommt aber trotzdem alles richtig
heraus, wenn man denselben ,Fehler” bei der Hin- und Rucktransformation macht,
d.h. in unseren Riicktransformationsformeln auch Im{w, }=0 zul&Rt. Am besten

sieht man das an den folgenden Beispielen (Kap.3.5).

- 47 -



Nichtperiodische Vorgange

3.5 Elektrische Schaltvorgange

Gegenstand dieses Kapitels ist die Diskussion von ,instationaren“ oder ,Ausgleichs-
vorgangen®. Dazu werden Schaltungen mit linearen, konstanten Schaltelementen
(passiv) untersucht.
Die Zielsetzung besteht in der
» Anwendung des komplexen Fourierintegrals auf Schaltvorgange und
» Losung desselben Problems mittels Differentialgleichungen (zum Ver-
gleich).

Eine denkbare Aufgabenstellung sieht folgendermalen aus:

Am Eingang einer Serienschaltung aus R und *———— li(t)
L liegt die Spannung u(t), deren Zeitverlauf R

gegeben ist. Gesucht ist der Zeitverlauf des
Stromes i(t) u(t) L

Gegeben:  u(t), ,Erregung* v
Gesucht:  i(t), ,Antwort" °

a) Wenn u(t) rein sinusformig (eingeschwungen) ist, dann findet natirlich die kom-
plexe Rechnung wie im 2. Trimester Anwendung:
u(t)=U-el®t =U. el . gl
i(t)=1-el°t =1.e/71 . glot
U, I ,komplexe Amplituden®
Es gilt dann mit dem komplexen Widerstand Z(o):

b) Wenn u(t) und i(t) nicht sinusférmig und instationér sind, setzt man nach Fourier
u(t) und i(t) aus lauter eingeschwungenen ,Bestandteilen*

U(o) - do- glot
%/_/
0"

T

Zusammen:

ZZL OJ? )-elt . dw

()= Tl(w).eiwt do

®W=—00
Fir jeden ,Bestandteil* gilt (weil eingeschwungen) das komplexe ohmsche Ge-
setz:

_.u(m).dmzzi.l(@).d@.;(m)
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)= 1Y)

2n "7 21 Z(o)
Fir die Spektralfunktionen gilt also dasselbe wie fur die komplexen Amplituden im
2. Trimester.
gegeben
U(w) -
2o
%_/
Schaltung
Anmerkung:

Die Erregung (hier u(t)) muR im gesamten Zeitbereich —w <t <o definiert
sein

| Einschalten einer Gleichspannung an R-L-Serienschaltung:

Al [Lésung mit Fourier-Methode]

S
Gegeben ist u(t) als Sprungfunktion: —e ii(t)
_JO far: t<O R
“(t)‘{E fiir: t>0
u(t) S — L
4 ()
| v
6 "t
a) Zunachst wird die Spektralfunktion der Spannung gebildet:
E
ut) O ¢ 9((’3):]-_@ (vgl. das Uber B—0 in Kap.3.4 ge-
zeigte; 6 weglassen)
b) 1(0)) _ Q(‘D) _ !(60) _ E _ ;
Zl®) R+joL j o-(R+joL)
Dieser Ausdruck muf} (will man die Rulcktransformationsformeln anwenden)
auf die Form 1 gebracht werden:
(60—0_31)'(03—0_32)
E 1 1
o)== — —
J
L
c) Jetzt erfolgt die Ricktransformation:

0

. ® jot

T 2nj jL - ( .Rj
W=—00 ®=—00 () - (D_J.E

also: ;=0
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W, = |- B
W2 =17
Die Rucktransformationsformel lautet:
' 0 fir :
- . ‘d(l)z ef'l _efz .
2rj @:I_Do(w—%)-(w—@g) W far:

Damit erhalt man als Ergebnis:
0 fur: t<O

R ¢ 0 t<0
(1) — _ L _ it
M=1g. 1128~ g ts0f= E-(Fe L } fir: t>0
L o R R
J.
L
A it)
B I
R ! e
>
T-L
R
(,Zeitkonstante®)
LLésung mit Differentialgleichung
Zur Zeit t=0 wird Schalter S ge- %._ i(t)
schlossen. A
Fur t>0 gilt folgende Differential-
gleichung: — L
E:R-i(t)+L-M B
dt ®
oder
dit) R ) _E
d L L

(inhomogene Differentialgleichung 1.0rdnung mit konstanten Koeffizienten,

Losung mit den bekannten Methoden der Mathematik)
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1) verkurzte Gleichung (homogen): ,freier” Vorgang, (Kurzschluf} A-B)

di .
% + % if(t)=0
di¢(t) R

ie(t) :_E.dt

In(is () = —% -t + konst.

R
—_ it
=  i(t)=A-e L (allgemeine Lésung der verkiirzten Gleichung)
2) erweiterte Gleichung (inhomogen):
partikulare Losung der erweiterten Gleichung durch ,Probieren“. Man wahlt
hierzu die stationare Losung fur t — oo
, E
it = —
st R
sie befriedigt die erweiterte Differentialgleichung
dlst(t)+ R . 0 E

dt L ST
— E
:O :ﬁ
3) Allgemeine Losung der erweiterten Gleichung = Allgemeine Lésung der ver-
kdrzten Gleichung + partikulare Losung der erweiterten Gleichung

R
i(t)=if(t)+igg = A-e Lt+§

4) Nun ist noch die Konstante A zu bestimmen: Man erhalt sie aus den ,An-
fangsbedingungen®.
Jetzt wird das Resultat der ,Vorgeschichte® bendtigt (die in der Fouriermetho-
de schon enthalten ist, da dort u(t) von —o <t <o definiert war). Hier soll ge-
fordert werden: Der Energiespeicher L ist vor dem Einschalten ,leer®, d.h.

1-L.iz =0 fir t<0,d.h. i=0 fur t <0 (Schalter offen). Dann muf} auch sein:

i=0 fur t=0 (Anfangsbedingung, denn der Strom durch eine Spule darf nicht
, _ dip
springen; u =L ot <o).

Also:

U

i(t=0):0:A+§ A--E
Somit erhalt man als Losung:
i(t) _ E (1 ~ eli-t} fijlr t> O,.d.h. im Geltungsbereich der
Differentialgleichung
i(t)=0 fiir t < 0 (war gefordert)
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Zusammenfassung Schaltvorgange

1) Problem:
Gegeben: lineares passives Netzwerk (R, L, C)
,Erregung” f=(t), (Ursache)

Gesucht:  ,Antwort" f,(t), (Folge)

B = | R | B R0

2) Behandlung mittels Fourier-Transformation

fet) O—@ Fe(o) |:> Fe(0)-U(0)=Fal0) O—@ falt)

() =komplexer ,Ubertragungsfaktor des Netzwerks.

3) Behandlung mittels Differentialgleichung
Lineare Schaltelemente:

ug(t)=R-ig(t)

di (t)
u (t)=L-—k
. duc(t)
ic(t)=C.—¢€
o(9)-c e
Kirchhoffsche Gleichungen; Eliminieren aller Ubrigen GrolRen liefert: 1
Differentialgleichung fiir f(t) bei gegebenem fz(t) fir t>0. (Ordnung n =
Anzahl der unabhangigen Energiespeicher).
Lésung dieser Differentialgleichung unter Berlcksichtigung der n Anfangsbe-
dingungen (Speicherinhalte, Erregung) = fA(t).
Beachte: i (t), uc(t) dirfen nicht ,springen*!

4) Bemerkungen zum Vergleich beider Methoden
a. Fourier:
fe(t) fir —co <t <oo definiert, fo(t) kommt automatisch richtig (kausal)
heraus
b. Differentialgleichung:
Gilt nur fir t>0; fz(t) nur fir t>0 definiert, ,Vorgeschichte* extra zu

bertcksichtigen = Anfangsbedingungen

Man beachte den Unterschied im Beispiel:

S it
Fourier: —® il()
u(t)=0 erzwungen fiir t <0 R
d.h. e L
R-i(t)+L-d(;—(:):OfUrt<O T u(t)
und v
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R-i(t)+L-%(tt):E fiir t>0

Differentialgleichung: 4%0— ii(t)

i(t)=0 erzwungen fiir t <0
und

R-i(t)+L-%(:)=EfUrt>O El—— L

| Einschalten einer Wechselspannung an R-L-Serienschaltung

Al [Lésung mit Differentialgleichung

Gegeben:
i(t) Erregung u(t) fiir t >0
Zur Zeit t = 0wird u(t) ,angelegt".

L Erregung fur t > 0 definiert:
u(t)=U-sin(Qt + o)

Gesucht: i(t) fir t >0

Differentialgleichung: R-i(t)+L () = U-sin(Qt + ¢)
dilt) R | _Q. -
R i(t)= 3 sin(Qt + )
L6sung der verkurzten (homogenen) Gleichung:
R
di;(t) R . : -t
GO Rigo o -Aet

Partikulare Lésung der erweiterten Gleichung:
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Hierfiir wird die stationdre Losung ig(t)=i(t) fiir t — o gewahlt. Diese ist natiirlich
vom 2.Trimester her langst bekannt:

, u .
)= 2 -sin(0t 9 07)

mit:  Z=+R?+(QL)?

QL
tan(ez) = R

Damit ergibt sich als gesamte Losung:
R

2t )
()= )+ia®)=A-e 1"+ sin(at+o-0;)
Zur Bestimmung der Konstanten A wird eine Anfangsbedingung bendétigt:

i(t:O):O:A+%-Sin((p—(pz)

= A=-5sinlo-o)

Das Endergebnis lautet also:

" _B.t

i(t):;- sin(Qt+¢-9z)-e L -sin(o-oz) fiir t >0

Diskussion des Ergebnisses:

Das Ergebnis setzt sich aus 2 Anteilen zusammen:

> S osin(t+9-07)= gt
bleibt allein Ubrig flr t — oo, stationarer Endzustand (2.Trimester).

~ R
it
> et sinlo-0z)=islt)
R _t
,Storung” durch Einschalten, die mit e L =e T, d.h. mit ,Zeitkonstante*

T= L abklingt.
R
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N|C»

Hier gezeichnet flr:

N|C»

Wichtige Spezialfélle:
(1)Bei ¢—¢@z =+—, d.h. sin(p—¢pz)==1, am Anfang hohe Amplituden, d.h. 2 x

Endamplitude

N
N|C»

(2)Bei ¢=¢z, d.h. sin(p—¢z)=0 (im richtigen Zeitpunkt einschalten) tritt die
»ochaltstérung“ gar nicht auf, da ja dann die stationdre Stromschwingung

— -sin(Qt) allein schon die Anfangsbedingung i(t=0)=0 erfiillt:
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Anmerkung:
Vorsicht also beim Einschalten von Selbstinduktionen, Sicherung kann durch-
brennen, wenn man einen dummen Einschaltzeitpunkt erwischt.

ILésung mit Fourier-Methode]

Dasselbe Beispiel soll nun nach Fourier behandelt werden. Hierzu ist aber vorher
noch eine grundsatzliche Zwischenbetrachtung sinnvoll:

Spektralfunktion modulierter Signale

Verschiebungssatze:
a) ,Modulation“ im Zeitbereich O—@ Verschiebung im Spektrum

f(t) = fiy(t)- e

W) O—® Fuo)= [il)e ™

t=—0

1) O—® Flo)= [il) e at= [f(t) M at=Fyfo-0)

t=—0 t=—0
b) analog umgekehrt:
,Modulation“ im Spektralbereich O—@ Verschiebung in der Zeitfunktion

F(0)=Fu(o)- e

Fylo) @—O fH(t)=2—1n~ T Fy(o) e do

W=—00
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Gegeben sei eine Sinusschwingung mit zeitabhangiger Amplitude:

) | [

"""“‘" I -

f(t)="fy(t)- sin(Qt+ @)

Das Spektrum der Hullkurve Iésst sich nach bekanntem Muster berechnen:
fut) O—@ Fulo j fiy(t)- et dt

Wie kann man nun das Spektrum der gesamten gegebenen Zeitfunktion
Flo) @—O f(t)

durch das Spektrum der Hullkurve
Fr(o) @—O fy(t)

ausdrucken?
Fur die gegebene Zeitfunktion gilt:

f(t) =iy (t)- 211 : (ej-(Qt+<p) _ e—j~(Qt+(p))

i

Fo) = [f)-eo ot

00

21 oofH (t) X (ej'(Qt+(P) _ e—j'(QH-(P))_ e—jo)t .dt
| P

1| e [ _ Opt
= 5 el [fy(t) e M gt ij (o)t gt

t=—00 t=—00

Fr(o-Q) Fr(o+Q)
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f(t) = fiy(t)- sin(Qt + o)

,verschiebungssatz*

E<m>=2ij-(ej@ Fulo-0)-e . Fy(0+0)

Anmerkung:

Man hatte nattirlich auch cos(Qt + ) oder elatro)

ansetzen konnen.

Dieser Verschiebungssatz soll nun im Beispiel (Einschalten einer Wechselspannung
an R-L-Serienschaltung) angewendet werden.

S

° _ | li(t)

U(t): 0 fur: t<0
U-sin(Qt+¢) fir: t>0

Die Hullkurve st
hier die schon be-
handelte Treppen-
funktion.

0 fir: t<O U
uH(t):{O fz; tiO} o—e QH((’O):-_ (Ohne 8((1)))

jo

Unter Beriucksichtigung des Verschiebungssatzes ergibt sich damit flr das Spektrum
der ,Erregung“

Q(w):__.g{ el? e—jcpj

1
2j j 0-Q o0+Q
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Das Spektrum des Stromes (,Antwort®) lautet:
I(w) _ !(03) _ Q("))
Z(o) R+ jolL

1 U 1 el? e lo

210 ((D_Q).(@—jli]_(0)+Q)-(0)—jRj

L

Nun wird die Rulcktransformation durchgefuhrt, um den Zeitverlauf der ,Antwort® zu
erhalten:

i(t)

o0

27 oo
_ 11& oo °J9 elot . do oo ]‘3 elot . 4o
2] JI— 27TJ oo——oo((,o Q) ((,)—Jlij o)-—oo((g+Q)( —JLj
~ 11& o0 °J9 ejwt-dco e ]‘3 ejcot do
2j jL 2mj m,_w((ﬂ @) (@ - 0y5) @__00(03 0p1)- (- opy)
mit: w0, =Q
Wy =2

Dgp = Opp = Jf

Mit der bereits bekannten Ricktransformationsformel

o e“”t dm Oj@1t ot far: t<O0
2 J. )_ € %" fur: t>0
nj o (o (01 co o)} 0 -0,
erhalt man
i(t)=0 firr  t<0
und fuar t>0:
3 jot ‘%t jot ‘%t
it) = iﬂ glo . &~ o &7 —€
2j L a-jR _a-jR
L L
A Ry . R
_ U e et o e®-elt _
T2 R+jOL R-jQL B

mitt R+jQL=Z=27.¢e/%z
R—jQL:Z*:Z.e_j(pZ
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U 1 : . Ry , . Ry
Z 2j
~ _Bt
_ U1 (eJ'~(Qt+<p—<pz) _ e—J’~(Qt+<p—<pz))_ e L ,(ej-(cp—tpz) _ e—J’-(@—tpz))
Z 2

U Ry
= E-[Sin(ﬂt+(p(pz)e L -Sin((p(pz)}

Man erhalt selbstverstandlich dasselbe Ergebnis wie mit der Lésung durch Differenti-
algleichung.

Anmerkung:
Die Differentialgleichung fuhrt hier scheinbar rascher zum Ziel. Die Schwierig-
keit bei der Fouriermethode liegt aber nicht an der Methode, sondern an der
Umrechnung nach der Rulcktransformation. Wenn man gute Tabellen hat,
geht’s oft mit der Fouriermethode schneller. Das hangt auch sehr vom behan-
delten Fall ab. Der Vorteil der Fouriermethode ist die komplexe Berechnung
des Ubertragungsfaktors.

Einschalten einer Wechselspannung am Serienresonanzkreis

Dieses Beispiel soll im Rahmen dieser Vorlesung nur mit der Differentialgleichungs-
methode untersucht werden.

Gegeben: R, L, Cund
Erregung: u(t)=U-sin(Qt + ¢) fiir t >0
Alle Speicher leer fir t < 0! (bzw. Inhalte gegeben)

Gesucht:  i(t) fir t>0
R
L

Zunachst muR die Differentialgleichung (fur t > 0) fur die gesuchte GroRRe aufgestellt
werden:

u(t) = ug (t) +ug (1) + uc(t)
mit:  ug(t)=R-i(t)

o ()-L- 2
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i(t):c.d“d%(t) pzw. uclt)=-1-[i)-

Um das Integral zu vermeiden wird als gesuchte Zeitfunktion anstelle von i(t) die La-
dung q(t) auf C eingefiihrt:

dt
FUr die Einzelspannungen an den Bauelementen erhalt man damit:

dq(t)
ugl(t)=R-—~~
:()-R- 93
d?q(t)
u (t)=L-—~*
L( ) dt2
t
uc(t)= _qc(;)
Es ergibt sich somit eine inhomogene Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstan-
ten Koeffizienten fur den Zeitverlauf der Ladung:

2
L dd?Z(t) +R- dgit) + % -qt)=u(t) fir t >0

d°qt) R dalt), 1 4y 1

g2 L dt LC L
Es ist sinnvoll, folgende AbklUrzungen einzufuhren:
1 _ 2
Lc~ "
R =20 (o= 5)
L 2L
Mit diesen Abkurzungen lautet die vorherige Differentialgleichung:
d*qlt) , dalt), -2 1
— 420 ——+ -q(t)=—-ult
dt2 a dt ®o q( ) L ( )
Zur Lésung dieser Differentialgleichung wird nun wieder das uUbliche Verfahren ver-
wendet:

alt) = ar (t) + ast(t)

(1) Lésung der verkiirzten Gleichung, freie Schwingung|

Zunachst wird die verkurzte Gleichung (homogene Differentialgleichung) betrachtet:

d2q;(t da (t
—dqtfz()'i‘za—qdft( )+(DO2 Qf(t): 0

Dies bedeutet physikalisch:

u(t)=0 - i
(e

R ¢

A

g (t)
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Anmerkung:
Damit dieser Kurzschlussfall betrachtet werden kann missen natirlich

2
W, :%-L-i2 und W¢ :%% fur t=0 vorgegeben werden (2 Anfangsbe-

dingungen).

Es wird der Losungsansatz
ar(t)= Qs -eM

gewahlt, der eingesetzt in die Differentialgleichung, zu der folgenden ,charakteristi-
schen Gleichung* flhrt:

Xz-Qf-ekt+2a-7va-eM+(002-Qf 'ekt =0
= k2+2a-k+m02=0
Es gibt 2 Lésungen fur A

7\,1,2 =—azx A/ 0(.2 — (002

also auch 2 Lésungen, welche die homogene Differentialgleichung befriedigen:

ar(t) = Qqpq - €™

Ara(t)=Qy, - €72
Wenn Lq # A, ist, dann sind die beiden Losungen linear unabhangig, d.h. qﬂ(t) nicht
proportional zu qu(t). Die Mathematik lehrt, dass dann die allgemeine Losung der
verkurzten Gleichung lautet:

as(t) = ap1(t) + ara(t) = Qg - €1 + Qg - ™2
Die Konstanten Q;; und Q;, missen nun aus den Anfangsbedingungen fir t=0
bestimmt werden.
Es sei i(t = O): 0 ist und der Kondensator trage zur Zeit t =0 (vor dem KurzschluR)
die Ladung Qg, also:

. 1 Qp”
t=0: a;(t=0)=Qy (d.h. WC(tzo)z?T)
i((t=0)=0 (d.h. W (t=0)=0)

Diese beiden Anfangsbedingungen eingesetzt in die allgemeine Losung fur die ho-

mogene Differentialgleichung liefert 2 Gleichungen, aus denen die beiden Konstan-
ten Q¢4 und Qs, bestimmt werden kénnen:

Qp = q¢(t=0)=Qs + Qs (GL.1)
if (t): dcgt(t) = 7v| 'Qf1 -e’”t +7\,2 'Qf2 -exzt
if (t = O)= }\,1 . Qf1 + }\,2 . Qf2 (G|2)

A-Qpp+2y-(Qp—Qp)=0
Qg (v —22)=-25-Qq

= Qf1=_k2.QO
A=Ay
A rAq-Q
v v
2 M—2y

Damit erhalt man folgende Lésungen:
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Ladung: g (t) S -(— PPRT-LeLy -eth)

VY
Strom: i(t) = d(jjft(t) - ng' 7_‘1};27‘2 .(_ et 4 ekzt)

Nun kénnen aber nach der charakteristischen Gleichung die A entweder reell (/...
reell oder 0) oder komplex (\/_ imaginar) sein. Es sollen hier beide Falle (ohne den
aperiodischen Grenzfall, Vo= 0) untersucht werden.

(a) LAperiodischer Fall®:
Die beiden Losungen der charakteristischen Gleichung A, sind reell, d.h. V... reell.

In diesem Fall gilt:

o> g
R 1
oL~ Jic
\F
L ciec=1Cc. ]
R 2

A1 und A, sind reell und <0; die Losung setzt sich zusammen aus 2 mit unter-

schiedlichen Zeitkonstanten abklingenden Exponentialfunktionen.
Aulerdem gilt:

[ra] >[4
e d 7\.1—7\,2 >0
- 7\.1'7\,2 >0

In nachfolgenden Darstellungen sind Ladungs- und Stromverlauf fur ;—2=5 darge-
1

stellt.
Ao -
2 Qo | o __kz_C;o e
Q|- .....
Ladungsverlauf
O e
M- Qg |
}\,1 - }\.2 Jl Sl * e}”2t T
0 A —Ao t
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Qo -21-2p
Moy =g

_ Qo MRy

Ay — o

Qp - Aq-2y Lehat
M —ha

Stromverlauf

(b) ,Periodische Entladung®:

hi—Xo

Die beiden Losungen der charakteristischen Gleichung 14, sind komplex, d.h. N

imaginar.

In diesem Fall gilt:
Gute G > 1
2

(,002 > (12

Far A, wird gesetzt:

M2 :—ocij-\/(ooz—ocz =—0tj o
WE :\[(002 —(12

Damit erhalt man:
}\,1 = -0 + J - O

Ay =-o—]- o
M =Ly =2jog

—>

—> 7\,1'7\,2:(12+O)E2=O)0

mit:

2

Fiir den Zeitverlauf des Stroms it (t) ergibt sich also:

ir (t)

Qg
2jog

_ Qoo™

O

eat (_ oloet e—ijt)

2

e~ . sin(wgt)

(»Eigenfrequenz®)
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Qowo® | il
(5
(o] S
: _ o = ,Eigenfrequenz® < o
5 a = ,Dampfung"
_ Qoo | Y :
(5 | T T T T T
0 : t
: 2n
—»T=" «——
O

Der Zeitverlauf des Stroms ist eine gedampfte Schwingung, wobei der Serienreso-
nanzkreis mit seiner ,Eigenfrequenz® og ausschwingt. Bzgl. Eigenfrequenz und Re-

sonanzfrequenz des Kreises gilt: og < wg. Nur im dampfungsfreien Fall (o =0, d.h.

R=0) ist og = 0g. (Die ,Resonanzfrequenz” my war auch dadurch definiert, daf} im
stationaren Fall Strom und Spannung in Phase sind.)

(2) Lésung der erweiterten Gleichung, erzwungene Schwingung|

Die Losung der erweiterten Gleichung (inhomogene Differentialgleichung) setzt sich
zusammen aus der freien Schwingung und der erzwungenen Schwingung

a(t) = ar(t) + as(t)
wobei der Losungsansatz fur die freie Schwingung

qr(t)= Qe - ™" +Qpy €%
gultig bleibt. Selbstverstandlich mussen jetzt die Konstanten Q¢; und Q;, neu be-
stimmt werden. (Man mul’ immer erst die Differentialgleichung, die man braucht,
ganz l6sen und dann aus den Anfangsbedingungen die Konstanten bestimmen.)
Es wird also zunachst die partikulare Losung der erweiterten Gleichung bendtigt.

Hierfur wird naturlich wieder die wohlbekannte Losung flr den stationaren Fall be-
nutzt:

Ist (t) =

-Sin(Qt +¢- (pz)

N|C»
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tan(ez) =

Wegen ist(t):dqd;f((t) gilt:

U
qSt(t) = o7 COS(Qt +¢- <Pz)

Damit erhalt man als gesamte Ldsung (allgemeine Lésung der erweiterten Glei-
chung):

qt)= Qs - e + Qp, -2t - é .cos(Qt+o9—¢y)

I(t)z 7\,1 'Qf1 ~e7‘1t +7\,2 'sz -exzt +%~sin(§2t+(p—(pz)

Erst jetzt kommen die Anfangsbedingungen ins Spiel. Sie lauten hier z.B. (im Gegen-
satz zu vorher)

qt=0)=0

i(t=0)=0
d.h. beide Energiespeicher sind leer beim Einschalten. (Das ist nicht zwingend not-
wendig, aber es erleichtert die Rechnung.)

Mit Hilfe dieser beiden Anfangsbedingungen lassen sich nun 2 Gleichungen aufstel-
len

~

U
Qf +Qfp = oz cos(p—o¢z)

~

u .
M- Qe +Ap-Qpp =—E‘S'n((P—(Pz)

aus denen die beiden Konstanten Q¢4 und Qs, bestimmt werden:
—1

~

U . A

= Qf1=k1_K2 'E'(S'n((P—(Pz)JfEZ'COS((P—(Pz)]
1 0 (. A

Qrz = A —2Xy -E'(Sln((p—(pz)—i-é-cos((p—([)z)j

Diese beiden Konstanten sind nun in die allgemeine Losung der erweiterten Glei-
chung (Ladung oder Strom) einzusetzen.

Im weiteren soll nur die periodische Lésung flr den Strom untersucht werden. In die-
sem Fall gilt (wie vorher):
Gute G > 1
2
}L1 — 7\.2 = 2](,0E
Mhg =wg
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Der Zeitverlauf des Stromes lautet also:

~

i(t):;ﬁ{ iyt sinp~z) 22 -coslooz) |

+hy e ~[Sin((p—(pz)+%~cos((p—(pz)j ]+

~

+;-Sin(§2t+(p—(pz)
mit: Ay =—-0o+ jog

Ay = -0 jog
Nach geeigneter Umformung

0 1 )
|(t)=z'ﬁ'5'COS((p—(pz)'(Do -(e}”zt—e}“1t)+

U .
+ 2 Do -sm((p —¢z)- (kz et - A -ek1t)+

+lgt

= 0 e ot w_oz _ (=2i-si t
~ Z-2jog © [ o) cos(¢ —¢z)- (- 2j-sin(wgt)) +
YRR T,

+igt
gelangt man schlie8lich zu nachfolgender Darstellung:

)-5 e { {i'sm&p—m— o -cos<<p—<pz>}san<mEt>—

E

~

—sin(o — ¢z )- cos(wgt) J +
+%-Sin(Qt+(p—(pZ)

"erzwungen"

Der zeitliche Verlauf des Stromes setzt sich also zusammen aus

» einer freien Schwingung mit der Frequenz og (,Eigenfrequenz® des Re-
sonanzkreises), die mit e
bestimmt) und
einer stationaren (,erzwungenen®) Schwingung, deren Frequenz Q von
der angelegten Spannung herrihrt (Phasenverschiebung ¢, zwischen
ist(t) und u(t) von der Schaltung her bestimmt).

abklingt (oo und g von der Schaltung her
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Fur die nachfolgende grafische Diskussion des Ergebnisses wird der Einfachheit hal-
ber ¢ = ¢, (d.h. Einschalten im Nulldurchgang von ig ) gesetzt. Der zeitliche Verlauf

des Stromes lautet flr diesen Spezialfall:

i(t]cpwz U {— e . gi -sin(wgt)+ sin(Qt)]

O

1.Fall: o <Q

Skizze fir: Q=10 og
2
®o 92
Q(DE

|
...........................................................

|
A
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2.Fall: o > Q
. . 1
Skizze fur: Q=— o
10
0)02 _1
Q(DE 2

N

|

A
Y

Ein weiterer interessanter Spezialfall ist der ,Resonanzfall* Q = og = L Hier qilt:

JLc
Z=R
9z =0
Damit ergibt sich flr den Strom:

i(t) = g oot [( 0)1 sin(p) - 22.. COS((p)J -sin(wgt) - sin(p)- cos(mEt)J +

E O

+%-sin(9t+(p)

Nun sei ferner a << og (kleine Dampfung), also Q = ©y = o, dann gilt:
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i(t)=%~e‘°‘t 112 sin(e)— 22 - cos() |- sin(wgt) - sin(p)- cos(mgt) |+
& ZE
<<1 =1
+%-sin(ﬂt+(p)
U . . u
i(t) = e —cos()- sin(wgt) - sin(e)- cos(wgt) +§'sm[ Ot +(p]
—sin(mEt+(p) =0t
= %-(1—e‘°‘t)-sin(coEt+(p)
0 »Einschwingen®
A E-(1 e_"‘t)
U
R |
— | i)
od.....
U S R e LV
R :
1 i i T T T T T T T T
0 : t
> e
S
g

Fir diesen Spezialfall des Stromverlaufs ergeben sich die folgenden Kenndaten:

Zeitkonstante: T= l = &
a R
f
Glte: G= VC
R
Halbwertsverstimmung: vy = é =
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Absolute Bandbreite: b=0w(V=1+vy)-olv=—-vy)= oy
1 R R 2
b:—-—:—:za:—
JLC L L T
C

= b-T =konstant
(,Gute® Kreise haben lange Einschwingzeitkonstanten und umgekehrt.)

Was passiert schliellich fir R -0, d.h. a > 07?
Berucksichtigt man aus der Reihenentwicklung der Exponentialfunktion

e ™ —1_ot+...
nur die beiden ersten Glieder, so erhalt man fur den Zeitverlauf des Stroms:

i(t)=

v
2L

-at-sin(ogt+¢)=

Pyt

-t-sin(wgt + )
A

Im Anfang der e-Funktion,
d.h solange at noch klein!
.,Resonanzkatastrophe*
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Abschaltvorgang

Beispiel: Entladung eines Kondensators, behandelt mit
1. Differentialgleichung,
2. Fourier-Methode.

Ein Kondensator sei fur t <0 auf q=Qqy =C-U, aufgeladen. Zur Zeit t =0 wird tUber

den Widerstand R kurzgeschlossen. Gesucht ist der Stromverlauf.

1. Losung mit Differentialgleichung

t >0 interessant

S 95 <
Anfangsbedingung: ¢

q(t=0)=Qy =C-U, t=0 R
. U
|(t=0):F° cC ___

(Strom durch Kondensator
darf springen!)

fur t >0 qilt:
~i(t)-R+ug(t)=0

mit:  i(t)= _dq_Et)

d
Uc(t) :%
N dgit) + L0
af’ *
- qlt)=A e_%
Anfangsbedingung:
q(t=0)=Qp =A

t

- q(t)=Qq-e RC
t t
(t)=-99) _ Q0 re _Yo ore

dt RC R
oder auch

t .
uolt)= uelt)= =R i)
t
N i(t)zﬂzﬂ.e RC
RC R
»vorgeschichte“ ist hier durch die Anfangsbedingung(en) bericksichtigt.
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1. Losung mit Fourier-Transformation (zweiseitiq)

Hier mul3 die Vorgeschichte durch die Form der Erregung (gesamter Zeitbereich
- <t<o) berlcksichtigt werden. Fir negative Zeiten liegt U, an, dann wird

Kurzschlul® aufgepragt:

e ii(t)
« R
t=0
UO —-— ® U(t) _—_— C
v
®
N N A~ ~ ~
~Erregung“ Schaltung

(Man beachte: Der Zahlpfeil fir i(t) ist gegenulber 1) in der Schaltung anders herum
eingezeichnet!)

A 1) u(t)= Uy fir: t<O
s | ) 0 far: t>0
> Wie lautet das Spektrum U(w) dieser
0 t Erregung u(t)?

Erinnerung an Sprungfunktionen:

—)—\J—H o0 >
f(t)
—)—/)\—H —0 >

Mit umgekehrtem Vorzeichen:

Flo >—1

4R

jo f(t)
N\ ” —C
>t

C
l

)

Y
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Fur die vorliegende Aufgabenstellung wird der 4.Fall benutzt, d.h.

Damit ergibt sich sofort:
)22 Yo 1
joC

_Yo _ joC
jo 1+joCR

1((0) = .. =

2n
L [ el do
R 2xj N 0-0,
0
B _U_O ejmvt _U_O.ef(xt
R R

Minuszeichen wegen
Zahlpfeil andersherum

Wichtige Anmerkung:

(dieser Pol ist zur unteren Halbebene zu rechnen)

ot
Y% R
Jo o—j
RC
_ Y 1
R o-o,
. o1
mit: o, =jo=]-—
RC
far: t<O
—t
=—U—°-eRC far: t>0
R

Hier hat sich der Pol bei =0 herausgekuirzt. Dann ist es offenbar egal, wie der Pol

umfahren wird (vgl. oben).

>
N, m N,
1
Flo)=——
Fo)=1, f(t)
> o *—0
>t
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Beide ,Erregungen® (sowohl das Abschalten einer positiven Gleichspannung U, als
auch das Einschalten einer negativen Gleichspannung —Ug) mussen also zum glei-
chen Ergebnis fuhren.

Uberprifung mit DGL.:

° ii(t)
S R
Ul —— 04 | —
v
_ A /)
Y VT
~Erregung“ Schaltung
A
u(t) u(t)— 0 far: t<O0
6 > " |-Ug fur: t>0
U, - gg=qt—>»)=-C-Up
1
qt)=as(t)+as =A-e RC —C-Uy
qt=0)=0 = A=C-U,
1
- qt)=C UO-{e RC —1}
1
N i(t):dq_(t):_U_o_e RC" firt>0
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