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1 Einleitung 
 
Gegenstand der Vorlesung Grundlagen der Elektrotechnik 2 (Wechselstromlehre 
1.Teil; 2.Trimester) war die Behandlung ausschließlich „sinusförmiger Vorgänge“ in 
der Elektrotechnik. 
Die Vorlesung Grundlagen der Elektrotechnik 3 (Wechselstromlehre 2.Teil; 
3.Trimester) stellt nun die Erweiterung auf zunächst „periodische nichtsinusförmige 
Vorgänge“, anschließend auf „nichtperiodische Vorgänge“ (z.B. Schaltvorgänge) dar. 
 
Daraus ergibt sich die folgende kurze Inhaltsübersicht: 

¾ Periodische nichtsinusförmige Vorgänge: 
o Fourier-Reihe in reeller und komplexer Form; 
o Mittelwerte und Leistungsdarstellung; 

¾ Nichtperiodische Vorgänge (instationäre oder Ausgleichsvorgänge): 
o Fourier-Integral in komplexer und reeller Form; 
o Analyse von Schaltvorgängen mit Foruriermethode („Spektralbereich“); 
o Analyse von Schaltvorgängen mit Differentialgleichungen („Zeitbe-

reich“); 
 
 
Zunächst einige einführende Bemerkungen zu nichtsinusförmigen Vorgängen 
in der Wechselstromlehre 
 
Im 2.Trimester wurden ausschließlich sinusförmige Vorgänge behandelt, z.B 

Sinusförmige Spannung in reeller Darstellung: 
( ) ( )utsinÛtu ϕ+ω⋅=  

Sinusförmige Spannung in komplexer Darstellung: 
( ) ( ) ( )
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     mit: ujeÛÛ ϕ⋅=  (komplexe Amplitude) 
Ein Schwerpunkt lag bei der Einführung der „komplexen Rechnung“ (komplexe Amp-
lituden, Leitwerte, Widerstände, Übersetzungsverhältnisse), die gegenüber der „reel-
len Rechnung“ (Stichwort: Additionstheoreme der trigonometrischen Funktionen) 
große Vorteile besitzt (Betrag und Phase kommen „automatisch“ heraus). 
 
Nun spielen in der Technik aber nichtsinusförmige Vorgänge (z.B. Schaltvorgänge, 
Impulstechnik, usw.) eine wesentlich größere Rolle. Wir teilen sie ein in 
 

¾ Periodische nichtsinusförmige Vorgänge, z.B. 
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¾ Nichtperiodische Vorgänge, z.B. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Die Aufgabenstellung lautet meist folgendermaßen: 
 
 
 
 
 
Die Methoden zur Behandlung solcher Aufgabenstellungen sind, allerdings nur für 
sinusförmige Vorgänge, aus dem 2.Trimester bekannt. 
 
Bei nichtsinusförmigen Vorgängen sind die bisherigen Kenntnisse (insbesondere die 
komplexe Rechnung) nicht ohne weiteres anwendbar. Grundsätzlich existieren nun 
zwei Lösungswege: 
¾ Weg über Differentialgleichungen: 

Aus den Beziehungen an den Schaltelementen zwischen Spannung und 

Strom ( ( ) ( )tiRtu ⋅= , ( ) ( )
dt

tdiLtu ⋅= , ( ) ( )
dt

tduCti ⋅= ) und den Kirchhoff’schen 

Gleichungen bauen wir eine Differentialgleichung (DGL) für die gesuchte 
Funktion ( )tf2  auf (wobei wir ( )tf1  bzw. „Anfangsbedingungen“ brauchen). Die 
DGL wird dann nach den Regeln der Mathematik nach ( )tf2  aufgelöst. 

¾ Zurückführung des „nichtsinusförmigen“ Problems auf ein „sinusförmiges“. 
 
Der zweite Weg ist (hauptsächlich) Gegenstand dieser Vorlesung. Man kann nämlich 
zeigen, daß nichtsinusförmige Funktionen in sinusförmige „Bestandteile“ zerlegt wer-
den können (Fourierzerlegung, Fourieranalyse). Diese Fourierzerlegung führt 
¾ bei periodischen Vorgängen auf eine Reihe (Fourier-Reihe), 
¾ bei nichtperiodischen Vorgängen auf ein Integral (Fourier-Integral). 

Jeden „Bestandteil“ der Zerlegung (Reihenglied bzw. Integrand × Frequenzintervall 
im Integral) kann man dann mit den im 2.Trimester behandelten Methoden „verarbei-
ten“ und aus den „verarbeiteten“ Bestandteilen hinterher die Lösung wieder zusam-
mensetzen. 
 
Anmerkung: Im Rahmen dieser Vorlesung werden natürlich hauptsächlich Zeitfunkti-

onen (Zeit t als unabhängige Variable) behandelt. Die gezeigten Metho-
den lassen sich aber auch verallgemeinern (z.B. auf Ortsfunktionen → 
Mathematikvorlesung). 

 

t

( )tf
(einzelner Impuls) 

t

( )ti
(Strom beim Ein-
schalten einer 
Selbstinduktion 

( )tf1 ( )tf2
Lineare 

Schaltung 
(R, L, C) 

Gegeben: Schaltung, 
( )tf1  (→ „Erregung“)

Gesucht: ( )tf2  (→ „Antwort“) 
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2 Periodische nichtsinusförmige Vorgänge 
 
(Fourier-Analyse periodischer Vorgänge). 
Jean Baptiste Fourier 1768-1830, französischer Physiker und Mathematiker (entwi-
ckelte auch die mathematische Theorie der Wärmeleitung, Kanonenrohre!). 
 

2.1 Fourier-Reihe in reeller Darstellung 
 
Vorbemerkungen: 
 
Synthese: 

Die Summe von Sinus- (Kosinus-) Funktionen unterschiedlicher Periodendau-
er (bzw. Frequenz) ergibt wieder eine periodische Funktion, deren „Grundfre-
quenz“ der größte gemeinsame Teiler der Einzelfrequenzen ist. Oder umge-
kehrt: Wir beginnen mit einer Sinusfunktion der (Grund-) Kreisfrequenz 

T
2

g
π

=ω  und überlagern Sinusfunktionen mit ganzzahligen Vielfachen ( gω⋅κ , 

mit n...,...3,2 λ=κ ) der Grundfrequenz gω  ( 1=κ ). Wir erhalten als Summe ei-

ne periodische Funktion der Grundperiode 
g

2T
ω
π

= . 

Es müssen noch Kosinusfunktionen herangezogen werden, da aus lauter (un-
geraden) Sinusfunktionen natürlich auch wieder nur ungerade Summenfunkti-
onen entstehen, was aber allgemein nicht gefordert werden darf. 

 
Analyse: (Aufgabenstellung in diesem Kapitel) 

Es sei nun eine beliebige periodische Funktion (Periodendauer T) gegeben 
(meistens stückweise analytisch im Periodenbereich vorgegeben). Diese peri-
odische Funktion soll nun in die Sinus- und Kosinus-Funktionen zerlegt wer-
den, aus denen sie aufgebaut ist. Es sind also die Amplituden der Sinus- und 
Kosinusteilschwingungen („Harmonischen“) mit ganzzahligem Vielfachen der 

Grundfrequenz 
T
2

g
π

=ω  zu bestimmen. 

 
Es sei nun eine periodische Funktion gegeben 
 ( ) ( )π⋅±= 2kxfxf   mit: ...3,2,1k =  
wobei x im Bogenmaß anzusetzen ist (→ Periodendauer: π2 ). 
 

Anmerkung: Von der mathematisch dimensionslosen Darstellung gelangt man 
zu den physikalischen (dimensionsbehafteten) Schreibweisen für 

¾ Zeitfunktionen mit der Substitution tx gω=  (
T
2

g
π

=ω  Grund-

frequenz der in T periodischen Zeitfunktion) 
( ) ( )Tktftf ggg ω⋅±ω=ω  ⇒ ( ) ( )Tktftf ⋅±=  

¾ Ortsfunktionen mit der Substitution lx 0β=  (
λ
π

=β
2

0  der in λ 

periodischen Ortsfunktion) 
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( ) ( )λβ⋅±β=β 000 klflf  ⇒ ( ) ( )λ⋅±= klflf  
 
( )xf  soll aus Sinus- und Kosinusfunktionen aufgebaut werden, wobei die Perioden-

dauern der Teilschwingungen ganzzahlige Teiler der Periodendauer von ( )xf  sind. 
Hierzu wird ( )xf  angenähert durch ein Polynom ( )xSn  mit (zunächst) 1n2 +⋅  Glie-
dern: 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )∑∑
=κ

κ
=κ

κ κ⋅+κ⋅=≅
n

0

n

1
n xcosbxsinaxSxf  

Wie sind nun in dieser Reihendarstellung die Koeffizienten κa  und κb  zu wählen, 
damit die Näherung ( )xSn  möglichst gut mit der gegebenen Orginalfunktion ( )xf  ü-
bereinstimmt? 
 
Exakt macht man das folgendermaßen: 

a) Man bildet den Fehler ( ) ( ) ( )xSxfx nn −=ε . Dieser ist natürlich eine Funktion 
von x. 

b) Nun bildet man das „mittlere Fehlerquadrat“ M (Integration des quadratischen 
Fehlers über eine Periode der Orginalfunktion, um die Vorzeichenabhängigkeit 
und die x-Abhängigkeit des Fehlers zu eliminieren): 

( )( ) ( ) ( )( )∫∫
π

=

π

=

⋅−⋅
π

=⋅ε⋅
π

=
2

0x

2
n

2

0x

2
n dxxSxf

2
1dxx

2
1M  

Beachte: ( )κκ= b,aMM , weil ( )κκ= b,a,xSS nn  
c) Nun soll M durch geeignete Wahl von κa  und κb  minimiert werden: 

0
a
M

=
∂
∂

κ
 

0
b
M

=
∂
∂

κ
 

Dies muß für jedes einzelne κ  gefordert werden. Hieraus erhält man die Vor-
schriften für die Bildung der κa  und κb . 

d) Nun kann man ferner noch zeigen, daß für ∞→n  (∞  viele Glieder, 
∞→ SSn ) das mittlere Fehlerquadrat M verschwindet ( 0M = ). In diesem Fall 

wird die Orginalfunktion ( )xf  durch seine Reihendarstellung ( )xS∞  exakt be-
schrieben ( ( ) ( )xSxf ∞= ). 

 
Auf die mathematische Durchführung des in a)-d) beschriebenen Rechenweges wird 
hier verzichtet (insbesondere der Beweis für d) ist mühsam). Stattdessen wird sofort 
eine unendliche Fourier-Reihe angesetzt, d.h. die gegebene (in π2  periodische) 
Funktion ( )xf  wird durch ein Polynom ( )xS∞  aus ∞  vielen Sinus- und Kosinusfunkti-
onen nachgebildet. Die Periodendauern der Sinus- und Kosinusfunktionen sind 
ganzzahlige Teiler der Periodendauer π2  von ( )xf . 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )( )∑∑
∞

=κ
κ

∞

=κ
κ∞ κ⋅+κ⋅==

01
xcosbxsinaxSxf  

Ausgeschrieben lautet diese Reihendarstellung: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ...xcosb...x3cosbx2cosbxcosbb
...xsina...x3sinax2sinaxsinaxf

3210
321

+κ⋅++⋅+⋅+⋅+
++κ⋅++⋅+⋅+⋅=

κ

κ  
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Jede in π2  periodische Funktion ( )xf  lässt sich mit einem solchen Ansatz nachbil-
den.  
Es stellt sich nun die Frage, wie die Koeffizienten κa  und κb  vor den Sinus- und Ko-
sinusfunktionen zu bestimmen sind. Diese Koeffizienten sind selbstverständlich ab-
hängig von der gegebenen Funktion ( )xf . 
 
Um die Bildungsvorschriften für die Koeffizienten κa  und κb  herzuleiten werden die 
sog. Orthogonalitätssätze für die trigonometrischen Funktionen benötigt: 

  

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )






=λ=κ
≠λ=κ

λ≠κ
=⋅λ⋅κ⋅

π







=λ=κ
≠λ=κ

λ≠κ
=⋅λ⋅κ⋅

π

=⋅λ⋅κ⋅
π

∫

∫

∫

π

=

π

=

π

=

0:für2
0:für1

:für0
dxxcosxcos1)3(

0:für0
0:für1

:für0
dxxsinxsin1(2)

)(immer!0dxxcosxsin1)1(

2

0x

2

0x

2

0x

 

      κ, λ: ganzzahlig! 
 
Mit Hilfe einiger Additionstheoreme der trigonometrischen Funktionen lässt sich die 
Gültigkeit dieser Orthogonalitätssätze sehr leicht zeigen: 
(1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )β⋅α+β⋅α=β+α sincoscossinsin  
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )β⋅α−β⋅α=β−α sincoscossinsin  

 ⇒ ( ) ( ) ( ) ( )( )β−α+β+α⋅=β⋅α sinsin
2
1cossin  

 ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) 0dxxsin
2
1dxxsin

2
1dxxcosxsin

2

0x

2

0x

2

0x

=⋅⋅λ−κ⋅+⋅⋅λ+κ⋅=⋅λ⋅κ ∫∫∫
π

=

π

=

π

=

 

(2),(3) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )β⋅α−β⋅α=β+α sinsincoscoscos  
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )β⋅α+β⋅α=β−α sinsincoscoscos  

 ⇒ ( ) ( ) ( ) ( )( )β+α−β−α⋅=β⋅α coscos
2
1sinsin  

 ⇒ ( ) ( ) ( ) ( )( )β+α+β−α⋅=β⋅α coscos
2
1coscos  

 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )







=λ=κ
≠λ=κπ

λ≠κ
=

⋅⋅λ+κ⋅−⋅⋅λ−κ⋅=⋅λ⋅κ ∫∫∫
π

=

π

=

π

=

0:für0
0:für

:für0

dxxcos
2
1dxxcos

2
1dxxsinxsin

2

0x

2

0x

2

0x  

 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )







=λ=κπ
≠λ=κπ

λ≠κ
=

⋅⋅λ+κ⋅+⋅⋅λ−κ⋅=⋅λ⋅κ ∫∫∫
π

=

π

=

π

=

0:für2
0:für

:für0

dxxcos
2
1dxxcos

2
1dxxcosxcos

2

0x

2

0x

2

0x  
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Mit Hilfe dieser Orthogonalitätssätze lassen sich die Bildungsvorschriften für die Ko-
effizienten κa  und κb  herleiten. Dazu geht man von dem bekannten Ansatz aus, um 
die in π2  periodische Funktion ( )xf  durch eine unendliche Reihe auszudrücken: 
 
 
 
 
 
 
 
 

Diese (Ansatz-) Gleichung wird nun auf beiden Seiten mit ( )xsin1
λ⋅

π
 bzw. ( )xcos1

λ⋅
π

 

durchmultipliziert. Anschließend erfolgt die Integralbildung über eine Periode ( π2 ) 
der Orginalfunktion ( )xf . Mit Hilfe der vorher abgeleiteten Orthogonalitätssätze erhält 
man: 

0≠λ  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) λ

∞

=κ

=

π

=
κ

∞

=κ







=λ=κ
≠λ=κ

λ≠κ
=

π

=
κ

π

=

=



















⋅λ⋅κ⋅
π
⋅+

+



























⋅λ⋅κ⋅
π
⋅=⋅λ⋅⋅

π

∑ ∫

∑ ∫∫

adxxsinxcos1b

dxxsinxsin1adxxsinxf1

0

0

2

0x

1

0:für0
0:für1

:für0

2

0x

2

0x

���� 
���� 	�

���� 
���� 	�
 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) λ

∞

=κ







=λ=κ
≠λ=κ

λ≠κ
=

π

=
κ

∞

=κ

=

π

=
κ

π

=

=



























⋅λ⋅κ⋅
π
⋅+

+



















⋅λ⋅κ⋅
π
⋅=⋅λ⋅⋅

π

∑ ∫

∑ ∫∫

bdxxcosxcos1b

dxxcosxsin1adxxcosxf1

0

0:für2
0:für1

:für0

2

0x

1

0

2

0x

2

0x

����� 
����� 	�

���� 
���� 	�

 

0=λ  

( ) 0

2

0x

bdxxf
2
1

=⋅⋅
π ∫

π

=

 

Der Koeffizient 0b  ist, wie aus der Gleichung sofort ersichtlich, der lineare Mit-
telwert der gegebenen Funktion ( )xf . 

( ) ( )( ) ( )( )∑∑
∞

=κ
κ

∞

=κ
κ κ⋅+κ⋅=

01
xcosbxsinaxf

gegeben! 
gesucht! 
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Es bleibt also von der rechten Seite jeweils nur das entsprechende Glied mit λ=κ  
übrig. Der Form halber kann jetzt λ  wieder durch κ  ersetzt werden. Damit lauten die 
Formeln für die Gewinnung der Fourierkoeffizienten κa  und κb  der gegebenen, in 
π2  periodischen Funktion ( )xf : 

 

( ) ( )∫
π

=
κ ⋅κ⋅⋅

π
=

2

0x
dxxsinxf1a   ∞=κ ...3,2,1     

( ) ( )∫
π

=
κ ⋅κ⋅⋅

π
=

2

0x
dxxcosxf1b  ∞=κ ...3,2,1     

( )∫
π

=

⋅⋅
π

=
2

0x
0 dxxf

2
1b    0=κ  (linearer Mittelwert!) 

 
Mit diesen Fourierkoeffizienten lässt sich die in π2  periodische Funktion ( )xf  als un-
endliche Reihe darstellen: 
 

  ( ) ( )( ) ( )( )∑∑
∞

=κ
κ

∞

=κ
κ κ⋅+κ⋅+=

11
0 xcosbxsinabxf     

 
Dieser mathematische (dimensionslose) Formalismus lässt sich durch geeignete 
Substitution auf physikalische (dimensionsbehaftete) Größen übertragen. In der E-
lektrotechnik ist beispielsweise die Fourierreihenentwicklung von periodischen Zeit-
funktionen von Bedeutung. Wie bereits erwähnt ist hierfür eine Substitution tx gω=  

(mit 
T
2

g
π

=ω  Grundfrequenz der in T periodischen Zeitfunktion) nötig. Die Bildungs-

gesetze zur Berechnung der Fourierkoeffizienten lauten dann: 
 

( ) ( )∫
=

κ ⋅ω⋅κ⋅⋅=
T

0t
g dttsintf

T
2a  ∞=κ ...3,2,1     

( ) ( )∫
=

κ ⋅ω⋅κ⋅⋅=
T

0t
g dttcostf

T
2b  ∞=κ ...3,2,1     

( )∫
=

⋅⋅=
T

0t
0 dttf

T
1b    0=κ  (linearer Mittelwert!)  

 
Mit diesen Fourierkoeffizienten lässt sich die in T periodische Zeitfunktion ( )tf  als 
unendliche Reihe darstellen: 
 

  ( ) ( )( ) ( )( )∑∑
∞

=κ
κ

∞

=κ
κ ω⋅κ⋅+ω⋅κ⋅+=

1
g

1
g0 tcosbtsinabtf    
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Anmerkung: 
Wie gezeigt lassen sich (auch bei endlicher Gliederzahl der Reihe ( )xSn ) die 
Koeffizienten κa  und κb  unabhängig von der Zahl n der Reihenglieder end-
gültig bestimmen. Es gibt keine Rekursionsformeln (man also beispielsweise 

141 aa −  kennen müsste, um 15a  zu berechnen). Dies ist sehr angenehm und 
eine Folge der Orthogonalitätssätze.  
Da die Koeffizienten κa , κb  nicht von der Gliederzahl n in ( )xSn  abhängen, 
kann man ∞→n  gehen lassen. Schwierige Konvergenzbetrachtungen zei-
gen, daß das oben erwähnte Fehlerquadrat M für ∞→n  beliebig klein wird 
und daß ferner die Koeffizienten κa  und κb  für große κ  umso rascher gegen 
Null gehen, je glatter die Funktion ( )xf  ist. (Schwierigkeiten an Unstetigkeits-
stellen von ( )xf , Gibb’sches Phänomen). Wichtig jedenfalls ist, daß die Koeffi-
zienten unabhängig voneinander bestimmt werden können. 

 
Zusammenfassung: 
 
„Mathematische Darstellung“: 
Eine periodische nichtsinusförmige Funktion ( )xf  kann in eine Fourierreihe aus Si-
nus- und Kosinusfunktionen zerlegt werden. 

 ( ) ( )( ) ( )( )∑∑
∞

=κ
κ

∞

=κ
κ κ⋅+κ⋅+=

11
0 xcosbxsinabxf  

mit: ( )∫
π

=

⋅⋅
π

=
2

0x
0 dxxf

2
1b    0=κ   (linearer Mittelwert!) 

( ) ( )∫
π

=
κ ⋅κ⋅⋅

π
=

2

0x
dxxsinxf1a   ∞=κ ...3,2,1  

( ) ( )∫
π

=
κ ⋅κ⋅⋅

π
=

2

0x
dxxcosxf1b  ∞=κ ...3,2,1  

 
„Physikalische Darstellung“ (Zeitfunktion): 
Eine in T periodische nichtsinusförmige Zeitfunktion ( )tf  kann in eine Fourierreihe 
aus Sinus- und Kosinusfunktionen zerlegt werden. 

 ( ) ( )( ) ( )( )∑∑
∞

=κ
κ

∞

=κ
κ ω⋅κ⋅+ω⋅κ⋅+=

1
g

1
g0 tcosbtsinabtf  

    
T
2

g
π

=ω : Grundfrequenz 

mit: ( )∫
=

⋅⋅=
T

0t
0 dttf

T
1b    0=κ   (linearer Mittelwert!) 

( ) ( )∫
=

κ ⋅ω⋅κ⋅⋅=
T

0t
g dttsintf

T
2a  ∞=κ ...3,2,1  

( ) ( )∫
=

κ ⋅ω⋅κ⋅⋅=
T

0t
g dttcostf

T
2b  ∞=κ ...3,2,1  
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Mit Hilfe der Additionstheoreme für trigonometrische Funktionen lassen sich Glieder 
gleicher Ordnung κ  noch zusammenfassen. Man erhält 

 ( ) ( )( )∑
∞

=κ
κκ ϕ+κ⋅+=

1
0 xsincbxf  

wobei gilt: 

 
( )

( )
( )




ϕ⋅=
ϕ⋅=

⇔








=ϕ

+=

κκκ

κκκ

κ

κ
κ

κκκ

sincb
cosca

a
btan

bac 22

 

 
Man kann die Amplituden der einzelnen Harmonischen (Fourierkoeffizienten) über 
der Frequenz auftragen und erhält dann ein sogenanntes Linienspektrum. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

0b

1b 2b 3b 4b

5b

6b

1a

2a

3a

4a

5a

6a

gω0 g2ω g3ω g4ω g5ω g6ω ω

0 1 2 3 4 5 6 κ

κa , κb  können 
0<  oder 0>  

sein! 

00 bc =

1c

2c

3c

4c
5c

6c

gω0 g2ω g3ω g4ω g5ω g6ω ω

0 1 2 3 4 5 6 κ

0c ≥κ  
immer! 
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Beispiel: 
 
Gegeben ist die skizzierte 
Rechteckfunktion: 
 

( )



π<≤π−
π<≤= 2x:fürA

x0:fürAxf  

 
Wie sieht die Fourierreihe aus, 
d.h. wie lauten die Fourierkoeffi-
zienten? 
 

 ( ) 0dxxf
2
1b

2

0x
0 =⋅⋅

π
= ∫

π

=

 

    kein linearer Mittelwert (trivial). 
 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )( ) 0xsinxsinA

dxxcosdxxcosA

dxxcosA1dxxcosA1

dxxcosxf1b

2
0

2

x0x

2

x0x

2

0x

=κ−κ⋅
κπ

=














⋅κ−⋅κ⋅

π
=

⋅κ⋅−⋅
π

+⋅κ⋅⋅
π

=

⋅κ⋅⋅
π

=

π
π

π

π

π=

π

=

π

π=

π

=

π

=
κ

∫∫

∫∫

∫

 

 

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( )κπ−⋅

κπ
=κπ−++κπ−⋅

κπ
=

κ+κ−⋅
κπ

=














⋅κ−⋅κ⋅

π
=

⋅κ⋅⋅
π

=

π
π

π

π

π=

π

=

π

=
κ

∫∫

∫

cos1A2cos11cosA

xcosxcosA

dxxsindxxsinA

dxxsinxf1a

2
0

2

x0x

2

0x

 

 ( ) ( )κ−=κπ 1cos  

 ⇒ ( )( )κκ −−⋅
κπ

= 11A2a  

  κ  gerade:  ...6,4,2=κ  ⇒ 0a =κ  

  κ  ungerade:  ...5,3,1=κ  ⇒ 
κπ

=κ
A4a  

 
Die Reihendarstellung der gegebenen Rechteckfunktion lautet also ausgeschrieben: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) 





 +⋅+⋅+⋅

π
= ...x5sin

5
1x3sin

3
1xsinA4xf  

A

A−

( )xf

x0 π π2
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Die nachfolgende grafische Darstellung lässt ahnen, wie mit wachsender Anzahl der 
Reihenglieder die Orginalfunktion (gegebene Rechteckfunktion) immer besser ange-
nähert wird. Im Idealfall der unendlichen Reihe ( ∞=N ) stimmen Orginalfunktion und 
Reihendarstellung überein. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2.2 Symmetrie-Eigenschaften 
 
Hat die gegebene periodische Funktion ( )xf  gewisse Symmetrieeigenschaften, so 
vereinfacht sich die Berechnung der Fourierkoeffizienten („verkürzte“ Integration). 
Hierbei unterscheidet man zwischen 3 Arten von Symmetrie für ( )xf : 

a) ( ) ( )xfxf −=   „gerade“ Funktion 
b) ( ) ( )xfxf −−=   „ungerade“ Funktion 
c) ( ) ( )π+−= xfxf  „Halbwellen-Symmetrie“ 

Um die genannten 3 Symmetrietypen zu untersuchen, ist es sinnvoll, das Integrati-
onsintervall bei den Bildungsgesetzen für die Fourierkoeffizienten zu verschieben. 
Dies ist erlaubt, weil in jedem Fall der Integrand periodisch in π2  ist. 

 ( ) ( ) ( ) ( )∫∫
π

π−=

π

=
κ ⋅κ⋅⋅

π
=⋅κ⋅⋅

π
=

x

2

0x

dxxsinxf1dxxsinxf1a  

 ( ) ( ) ( ) ( )∫∫
π

π−=

π

=
κ ⋅κ⋅⋅

π
=⋅κ⋅⋅

π
=

x

2

0x

dxxcosxf1dxxcosxf1b  

 ( ) ( )∫∫
π

π−=

π

=

⋅⋅
π

=⋅⋅
π

=
x

2

0x
0 dxxf

2
1dxxf

2
1b  

0 π π2
x

( ) ( )( )∑
=κ

κ κ⋅=
N

1
xsinaxf

A

0

A−

N=1 
N=3 
N=5 
N=7
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a) ( )xf  gerade Funktion 
 
d.h ( ) ( )xfxf g= , 
so dass 
( ) ( )xfxf gg =−  

 
 
 
 
Für die Berechnung der Fourierkoeffizienten κa  (Amplituden der Sinusfunktionen in 
der Reihendarstellung) gilt bekanntlich: 

( ) ( )∫
π

π−=
κ ⋅κ⋅⋅

π
=

x
g dxxsinxf1a : 

( )xsin κ  ist eine ungerade Funktion, und folglich ( ) ( ) ( )xUxsinxfg =κ⋅  ebenfalls 
ungerade. Es gilt aber allgemein für ungerade Funktionen: 

( ) 0dxxU
a

ax

=⋅∫
−=

 

Folglich gilt 
0a =κ , wenn ( ) ( )xfxf g=  

d.h. eine gerade Funktion besitzt keine Sinus-Anteile, sondern nur Kosinus-
Anteile: 

Für die Berechnung der Fourierkoeffizienten κb  (Amplituden der Kosinusfunktionen 
in der Reihendarstellung) gilt: 

 ( ) ( )∫
π

π−=
κ ⋅κ⋅⋅

π
=

x
g dxxcosxf1b  

( )xcos κ  ist eine gerade Funktion, und folglich ( ) ( ) ( )xGxcosxfg =κ⋅  ebenfalls 
gerade. Es gilt aber allgemein für gerade Funktionen: 

 ( ) ( )∫∫
=−=

⋅⋅=⋅
a

0x

a

ax

dxxG2dxxG  

Folglich gilt: 

( ) ( )∫
π

=
κ ⋅κ⋅⋅

π
=

0x
g dxxcosxf2b , wenn ( ) ( )xfxf g=  für alle ...3,2,1=κ  

 
b) ( )xf  ungerade Funktion 
 
d.h ( ) ( )xfxf u= , 
so dass 
( ) ( )xfxf uu −=−  

 
 
 
 

( )xfg

π− 2 π2 π4
π− π

0 x

( )xfu

π− 2 π2 π4π− π0 x
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Für die Berechnung der Fourierkoeffizienten κb  (Amplituden der Kosinusfunktionen 
in der Reihendarstellung) gilt: 

( ) ( )∫
π

π−=
κ ⋅κ⋅⋅

π
=

x
u dxxcosxf1b : 

( )xcos κ  ist eine gerade Funktion, folglich ( ) ( ) ( )xUxcosxfu =κ⋅  ungerade. Damit 
ergibt sich: 

0b =κ , wenn ( ) ( )xfxf u=  
d.h. eine ungerade Funktion besitzt keine Kosinus-Anteile, sondern nur Sinus-
Anteile: 

Für die Berechnung der Fourierkoeffizienten κa  (Amplituden der Sinusfunktionen in 
der Reihendarstellung) gilt: 

 ( ) ( )∫
π

π−=
κ ⋅κ⋅⋅

π
=

x
u dxxsinxf1a  

( )xsin κ  ist eine ungerade Funktion, folglich ( ) ( ) ( )xGxsinxfu =κ⋅  gerade. Damit 
ergibt sich: 

( ) ( )∫
π

=
κ ⋅κ⋅⋅

π
=

0x
u dxxsinxf2a , wenn ( ) ( )xfxf u=  für alle ...3,2,1=κ  

 
c) „Halbwellen-Symmetrie“ 
 
d.h ( ) ( )xfxf h= , so dass ( ) ( ) ( )π−−=π+−= xfxfxf hhh  
Wenn man die 
untere Halbwelle 
von ( )xfh  nach 
oben „klappt“, 
sieht sie aus wie 
die obere Halb-
welle oder anders 
ausgedrückt, die 
zweite Halbwelle 
ist gleich der ers-
ten Halbwelle 
multipliziert mit 
( 1− ). 
 
Zunächst ist ( )xfh  weder gerade noch ungerade. Es kommen also grundsätzlich κa  
und κb  vor. Für die Berechnung der Fourierkoeffizienten κa  (Amplituden der Sinus-
funktionen in der Reihendarstellung) gilt: 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) 21
0x
h

0

x
h

x
h

21

dxxsinxf1dxxsinxf1

dxxsinxf1a

Ι+Ι=⋅κ⋅⋅
π

+⋅κ⋅⋅
π

=

⋅κ⋅⋅
π

=

Ι

π

=

Ι

π−=

π

π−=
κ

∫∫

∫

���� 
���� 	����� 
���� 	�

 

( )xfh

π− 2 π2 π4π− π0 x

Weder gerade noch ungerade 
aber halbwellensymmetrisch 
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Das Integral 1Ι  kann aufgrund der Halbwellensymmetrie ( ( ) ( )π+−= xfxf hh ) 
folgendermaßen umgeformt werden: 

 
( ) ( )

( ) ( )∫

∫

π−=

π−=

⋅κ⋅π+⋅
π

−=

⋅κ⋅⋅
π

=Ι

0

x
h

0

x
h1

dxxsinxf1

dxxsinxf1

 

 Mit der Substitution 
 π+= xy  ⇒ π−= yx ; dydx =  
ergibt sich für das Integral 1Ι : 

  ( ) ( )( )∫
π

=

⋅π−⋅κ⋅⋅
π

−=Ι
0y
h1 dyysinyf1  

Mit Hilfe der Additionstheoreme für trigonometrische Funktionen lässt sich der 
Integrand folgendermaßen umformen: 

  ( )( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )ysin1sinycoscosysinysin
01

κ⋅−=κπ⋅κ−κπ⋅κ=π−⋅κ κ

=− κ

	��
�	�  

Das Integral 1Ι  lautet damit: 

  

( ) ( ) ( )

( )
( ) 2

yx

0y
h1

1

...

dyysinyf11

Ι⋅−−=

=

⋅κ⋅⋅−⋅
π

−=Ι

κ
⇔

π

=

κ ∫
 

Für die Fourierkoeffizienten κa  ergibt sich damit bei Halbwellensymmetrie: 

 
( )( )

( )( ) ( ) ( )∫
π

=

κ

κ
κ

⋅κ⋅⋅
π
⋅−−=

−−⋅Ι=

0x
h

2

dxxsinxf111

11a
 

  
( )

( ) ( )







=κ⋅κ⋅⋅
π

=κ

=
∫
π

=

κ (ungerade)...5,3,1:fürdxxsinxf2
(gerade)...6,4,2,0:für0

a

0x
h

 

Ganz analog ergibt sich für die Berechnung der Fourierkoeffizienten κb  (Amplituden 
der Kosinusfunktionen in der Reihendarstellung): 

  ( )( ) ( ) ( )∫
π

=

κ
κ ⋅κ⋅⋅

π
⋅−−=

0x
h dxxcosxf111b  

  
( )

( ) ( )







=κ⋅κ⋅⋅
π

=κ

=
∫
π

=

κ (ungerade)...5,3,1:fürdxxcosxf2
(gerade)...6,4,2,0:für0

b

0x
h

 

Funktionen mit Halbwellensymmetrie besitzen also nur Oberwellen mit ungerader 

Ordnung κ . In die Formeln mit ∫
π

=

⋅
π 0x

...2  dürfen dabei nur ungerade κ eingesetzt wer-

den (bei geraden κ kommt im allgemeinen nicht Null heraus). 
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Anmerkungen: 
¾ Man verwechsle nicht Eigenschaft c) (Halbwellensymmetrie) mit Eigenschaft 

b) (ungerade Funktion). 
¾ Aufpassen bei der verkürzten Integration! Wenn man zeigen will, wie die Koef-

fizienten verschwinden, muß man über die ganze Periode integrieren. 
¾ Eigenschaft a) oder b) können mit c) kombiniert sein. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2.3 Effektivwerte und Leistungsdefinitionen bei nichtsinusförmigen 
Spannungen und Strömen 

 
Fragestellung: 

Spannung und Strom (periodisch, nichtsinusförmig) seien nach Fourier entwickelt. 
Wie stellen sich Effektivwerte bzw. Wirkleistung durch die Fourierkoeffizienten 
dar? Wie kann man „Scheinleistung“ und „Blindleistung“ definieren? 

 
Effektivwert und Wirkleistung für beliebige periodische Funktionen wurden bereits im 
1.Trimester definiert. Diese Definition wird hier natürlich beibehalten. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Gegeben seien die periodischen Orginalfunktionen für Strom und Spannung (die na-
türlich Zeitfunktionen sind): 

( )xf

x

ungerade & halbwellensymmetrisch 

π− 2 π2 π4π− π0

( )xf

x

gerade & halbwellensymmetrisch 

π− 2 π2 π4π− π0

( )ti

( )tu Schaltung
( )
( ) 




ti
tu Periodische Funktionen, 

darstellbar durch 
Fourier’sche Reihen 
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 ( ) ( )Tntutu ⋅±=  
 ( ) ( )Tntiti ⋅±=  
 

Diese Zeitfunktionen (Periodendauer T, Grundfrequenz 
T
2

g
π

=ω ) werden nun in ihre 

jeweiligen Fourierreihen entwickelt: 
 

 
( ) ( )( ) ( )( )

( )( )∑

∑∑
∞

=κ
κκ

∞

=κ
κ

∞

=κ
κ

ϕ+ω⋅κ⋅+=

ω⋅κ⋅+ω⋅κ⋅+=

1
g0

1
g

1
g0

tsinÛU

tcosbtsinaUtu
 

 mit: 

( )
( ) ( )








=ϕ

+=
⇔







ϕ⋅=

ϕ⋅=

κ

κ
κ

κκκ

κκκ

κκκ

a
btan

baÛ

sinÛb

cosÛa
222

 

 ( ) ( )∫
=

κ ⋅ω⋅κ⋅⋅=
T

0t
g dttsintu

T
2a  

 ( ) ( )∫
=

κ ⋅ω⋅κ⋅⋅=
T

0t
g dttcostu

T
2b  

 ( )∫
=

⋅⋅==
T

0t
00 dttu

T
1bU  

 
 

 
( ) ( )( ) ( )( )

( )( )∑

∑∑
∞

=κ
κκ

∞

=κ
κ

∞

=κ
κ

ϕ+ω⋅κ⋅Ι+Ι=

ω⋅κ⋅+ω⋅κ⋅+Ι=

1
g0

1
g

1
g0

'tsinˆ

tcos'btsin'ati
 

 mit: 

( )
( ) ( )








=ϕ

+=Ι
⇔







ϕ⋅Ι=

ϕ⋅Ι=

κ

κ
κ

κκκ

κκκ

κκκ

'a
'b'tan

'b'aˆ

'sinˆ'b

'cosˆ'a
222

 

 ( ) ( )∫
=

κ ⋅ω⋅κ⋅⋅=
T

0t
g dttsinti

T
2'a  

 ( ) ( )∫
=

κ ⋅ω⋅κ⋅⋅=
T

0t
g dttcosti

T
2'b  

 ( )∫
=

⋅⋅==Ι
T

0t
00 dtti

T
1'b  

 
 

Spannung 

Strom 
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1) Effektivwerte: 
 
Nach der bekannten Definition (vgl. 2.Trimester) werden die Effektivwerte gebildet: 
 
a) für die Spannung 

 

( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )
...

dttcosbtsinaU

tcosbtsinaU
T
1

dttu
T
1U

1
g

1
g0

T

0t 1
g

1
g0

T

0t

22
eff

=

⋅









ω⋅λ⋅+ω⋅λ⋅+⋅

⋅









ω⋅κ⋅+ω⋅κ⋅+⋅=

⋅⋅=

∑∑

∫ ∑∑

∫

∞

=λ
λ

∞

=λ
λ

=

∞

=κ
κ

∞

=κ
κ

=

 

Das Ausmultiplizieren des Integranden führt zu folgenden 9 Termen, die u.a. mit Hilfe 
der Orthogonalitätssätze für trigonometrische Funktionen stark vereinfacht werden 
können: 

1. 2
0

T

0t

2
0 U...dtU

T
1

==⋅⋅ ∫
=

 

2. ( )( ) 0...dttsinaU
T
1 T

0t 1
g0 ==⋅ω⋅λ⋅⋅⋅ ∫ ∑

=

∞

=λ
λ  

(Integration über eine oder mehrere ganze Perioden einer Sinus-Funktion er-
gibt Null) 

3. ( )( ) 0...dttcosbU
T
1 T

0t 1
g0 ==⋅ω⋅λ⋅⋅⋅ ∫ ∑

=

∞

=λ
λ  

(Integration über eine oder mehrere ganze Perioden einer Kosinus-Funktion 
ergibt Null) 

4. ( )( ) 0...dtUtsina
T
1 T

0t
0

1
g ==⋅⋅ω⋅κ⋅⋅ ∫ ∑

=

∞

=κ
κ  

(siehe 2.) 

5. ( )( ) ( )( ) ( )∑∫ ∑∑
∞

=κ
κ

=

∞

=λ
λ

∞

=κ
κ ⋅==⋅ω⋅λ⋅⋅ω⋅κ⋅⋅

1

2
T

0t 1
g

1
g a

2
1...dttsinatsina

T
1  

wegen Orthogonalitätssatz: ( ) ( )






=λ=κ
≠λ=κ

λ≠κ
=⋅λ⋅κ⋅

π ∫
π

= 0:für0
0:für1

:für0
dxxsinxsin1 2

0x

 

6. ( )( ) ( )( ) 0...dttcosbtsina
T
1 T

0t 1
g

1
g ==⋅ω⋅λ⋅⋅ω⋅κ⋅⋅ ∫ ∑∑

=

∞

=λ
λ

∞

=κ
κ  

wegen Orthogonalitätssatz: ( ) ( ) 0dxxcosxsin1 2

0x

=⋅λ⋅κ⋅
π ∫

π

=

 

7. ( )( ) 0...dtUtcosb
T
1 T

0t
0

1
g ==⋅⋅ω⋅κ⋅⋅ ∫ ∑

=

∞

=κ
κ  

(siehe 3.) 
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8. ( )( ) ( )( ) 0...dttsinatcosb
T
1 T

0t 1
g

1
g ==⋅ω⋅λ⋅⋅ω⋅κ⋅⋅ ∫ ∑∑

=

∞

=λ
λ

∞

=κ
κ  

(siehe 6.) 

9. ( )( ) ( )( ) ( )∑∫ ∑∑
∞

=κ
κ

=

∞

=λ
λ

∞

=κ
κ ⋅==⋅ω⋅λ⋅⋅ω⋅κ⋅⋅

1

2
T

0t 1
g

1
g b

2
1...dttcosbtcosb

T
1  

wegen Orthogonalitätssatz: ( ) ( )






=λ=κ
≠λ=κ

λ≠κ
=⋅λ⋅κ⋅

π ∫
π

= 0:für2
0:für1

:für0
dxxcosxcos1 2

0x

 

 
Damit ergibt sich: 

 

( )
( )

( )∑

∑

∑

∞

=κ
κ

∞

=κ
κ

∞

=κ
κκ

+=

⋅+=

+⋅+=

1

2
eff,

2
0

1

22
0

1

222
0

2
eff

UU

Û
2
1U

ba
2
1UU

 

  mit: 
2

ÛU eff,
κ

κ =  

(der Effektivwert einer Sinus- bzw. Kosinusfunktion ist de-
ren Amplitude dividiert durch 2 ; vgl. 2.Trimester) 

 
b) für den Strom 
Nach analoger Rechnung erhält man: 

 

( )
( )

( )∑

∑

∑

∞

=κ
κ

∞

=κ
κ

∞

=κ
κκ

Ι+Ι=

Ι⋅+Ι=

+⋅+Ι=Ι

1

2
eff,

2
0

1

22
0

1

222
0

2
eff

ˆ
2
1

'b'a
2
1

 

  mit: 
2

ˆ
eff,

κ
κ

Ι
=Ι  

Über das Verhältnis der Stromoberwellen zur Grundwelle ist bei einem periodischen 
Stromverlauf der „Klirrfaktor“ k folgendermaßen definiert: 

 
( )
2

1

2

2

2
ˆ

ˆ

k
Ι

Ι
=
∑
∞

=κ
κ
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2) Wirkleistung WP : 
 
Nach der bekannten Definition (vgl. 2.Trimester) wird die Wirkleistung berechnet: 
 

 

( ) ( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )
...
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Wie im Abschnitt vorher führt das Ausmultiplizieren des Integranden zu 9 Termen, 
die sich u.a. mit den Orthogonalitätssätzen stark vereinfachen lassen. Nach analoger 
Rechnung (und Anwendung eines Additionstheorems für trigonometrische Funktio-
nen) erhält man: 
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κΙϕ ,U  ist dabei der Phasenwinkel zwischen Strom- 
und Spannungsoberwelle gleicher Ordnung. 

 
Anmerkungen: 

Wenn ( )tu  und ( )ti  gegeben sind, so bildet man natürlich effU , effΙ  und WP  
unter Verwendung der Orginalfunktionen in der ursprünglichen Form, d.h. 

 ( )∫
=

⋅⋅=
T
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22
eff dttu

T
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 ( )∫
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22
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 ( ) ( )∫
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Es ist unnötiger Aufwand, zuerst nach Fourier zu entwickeln und dann die oben 
abgeleiteten Formeln zu verwenden. Hat man die Fourierentwicklung aber aus 
anderen Gründen bereits durchgeführt, so zeigen die obigen Beziehungen an-
schaulich: 

¾ Der Effektivwert ist die Wurzel aus der Quadratsumme der Effektivwerte 
der einzelnen Harmonischen, inklusive 2

0U  bzw. 2
0Ι . 
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¾ Die Wirkleistung setzt sich zusammen aus den Teilwirkleistungen der 
einzelnen Harmonischen ( )κΙκκ ϕ⋅Ι⋅ ,Ueff,eff, cosU , wie üblich gebildet, 
einschließlich 00U Ι⋅ . Nur Spannungs- und Stromoberwellen gleicher 
Ordnung tragen zu WP  bei. 

 
 
3) Scheinleistung SP : 
 
Nach der bekannten Definition (vgl. 2.Trimester) wird die Scheinleistung berechnet: 
 effeffS UP Ι⋅=  
Unter Verwendung von 1) kann man SP  auch durch die Fourierkoeffizienten von ( )tu  
und ( )ti  ausdrücken: 
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4) Blindleistung BP : 
 
Bei nichtsinusförmigen periodischen Signalen wird zwischen 2 Blindleistungsarten 
unterschieden, 

¾ die „Feldblindleistung“ und  
¾ die „Verzerrungsblindleistung“. 

 
4a) „Feldblindleistung“ BFP : 
 
Zunächst wird, analog zur Wirkleistung, die sog. Feldblindleistung BFP  gebildet. Die 
Phasenverschiebung κΙϕ ,U  zwischen 2 Harmonischen gleicher Ordnung von Span-
nung und Strom hängt von den im Verbraucher enthaltenen Blindwiderständen ab. 
Man definiert also (analog zur Blindleistungsdefinition im 2.Trimester; ohne 0U , 0Ι , 
da in WP  enthalten): 
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Man erkennt, daß BFP  z.B. dann Null ist, wenn κa  und κ'a  oder κb  und κ'b  Null sind 
(für alle κ), d.h. wenn Spannung und Strom gerade oder ungerade Funktionen sind. 
 
4b) „Verzerrungsblindleistung“ BVP : 
 
Wenn Spannung und Strom sinusförmig sind gilt bekanntlich: 
 ( )Ιϕ⋅Ι⋅= UeffeffW cosUP  → Wirkleistung 
 ( )Ιϕ⋅Ι⋅= UeffeffB sinUP  → Blindleistung 
 effeffS UP Ι⋅=   → Scheinleistung 
 
Folglich gilt folgender Zusammenhang zwischen 
den einzelnen Leistungen (der in nebenstehen-
der Abbildung grafisch veranschaulicht ist): 

2
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Bei nichtsinusförmigen Spannungen und Strömen gilt dagegen 
 
¾ für die Wirkleistung 
 
 
¾ für die „Feldblindleistung“ 
 
 
¾ für die Scheinleistung 
 
 
Um einen zu sinusförmigen Strömen und Spannungen analogen Zusammenhang 
zwischen den einzelnen Leistungen zu gewinnen, werden die Quadrate der Leistun-
gen benötigt: 

 ( )( ) ( )( )








ϕ⋅Ι⋅⋅










ϕ⋅Ι⋅= ∑∑

∞

=λ
λΙλλ

∞

=κ
κΙκκ

0
,Ueff,eff,

0
,Ueff,eff,

2
W cosUcosUP  

 ( )( ) ( )( )








ϕ⋅Ι⋅⋅










ϕ⋅Ι⋅= ∑∑

∞

=λ
λΙλλ

∞

=κ
κΙκκ

0
,Ueff,eff,

0
,Ueff,eff,

2
BF sinUsinUP  

SP

WP

BP

ΙϕU

Nur Produkte 
von Harmoni-
schen gleicher 
Ordnung 

( )( )∑
∞

=κ
κΙκκ ϕ⋅Ι⋅=

0
,Ueff,eff,W cosUP

( )( )∑
∞

=κ
κΙκκ ϕ⋅Ι⋅=

0
,Ueff,eff,BF sinUP

( ) ( )








Ι⋅










= ∑∑

∞

=λ
λ

∞

=κ
κ

0

2
eff,

0

2
eff,

2
S UP

Auch Produkte 
verschiedener 
Ordnung 



Periodische nichtsinusförmige Vorgänge 

 - 24 - 

 ( ) ( )








Ι⋅










= ∑∑

∞

=κ
κ

∞

=κ
κ

0

2
eff,

0

2
eff,

2
S UP  

Man kann zeigen (langweilige Rechnung), dass im allgemeinen für nichtsinusförmige 
periodische Ströme und Spannungen gilt: 
 2

S
2

BF
2

W PPP ≤+  
Über diese Ungleichung wird nun die „Verzerrungsblindleistung“ BVP  definiert: 

 ( )2
BF

2
W

2
S

2
BV PPPP +−=  

Dieser Zusammenhang zwischen den einzelnen Leistungen bei nichtsinusförmigen 
periodischen Strömen und Spannungen lässt sich nun, analog zu vorher, wieder gra-
fisch veranschaulichen. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Beispiel: 
 
Es sei gegeben 

¾ die periodische sinusförmige Spannung 
( ) ( ) ( )tsinÛtsinÛtu 1 ω⋅=ω⋅= , 

¾ der periodische nichtsinusförmige (verzerrte) Strom 

( ) ( )( )∑
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1
0 'tsinˆti , 

(bereits nach Fourier in seine sinusförmigen Bestandteile zerlegt) 
 
Damit erhält man: 
 a) Scheinleistung: 
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 b) Wirkleistung: 
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 d) gesamte Blindleistung: 
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 e) Verzerrungsblindleistung: 

  ( )���� 
���� 	�
fehlt! 

2
eff,3

2
eff,2

2
0

2
eff,1

2
BF

2
B

2
BV

2
eff,1

...U
PPP

Ι

+Ι+Ι+Ι⋅=
−=

 

Wenn also die Spannung rein sinusförmig ist, dann gilt: 
¾ Aus Spannung und Grundwelle des Stromes → WP , BFP  
¾ Aus Spannung und den übrigen Harmonischen des Stromes → BVP  
¾ Aus Spannung und allen Harmonischen des Stromes → SP  

 
Anmerkung: 

Wäre außerdem 0'1 =ϕ , d.h. die Grundwellen von Strom und Spannung in 
Phase, so wäre 0PBF = , d.h. BVB PP =  (reine Verzerrungsblindleistung). 

 
 
 

2.4 Fourierreihe in komplexer Darstellung 
 
Wie bei sinusförmigen Vorgängen ist es auch bei nichtsinusförmigen periodischen 
Vorgängen zweckmäßig, die reelle Rechnung durch die komplexe zu ersetzen. Hier-
durch gewinnt die Fourier-Methode erst ihren wirklichen Wert. Man kann dann die 
komplexe Behandlung von Wechselstromschaltungen (vgl. 2.Trimester) auch auf 
nichtsinusförmige Vorgänge übertragen. 
Dafür müssen die reellen Zeitfunktionen ( )tsin gω⋅κ  und ( )tcos gω⋅κ  durch die kom-

plexe Exponentialfunktion tj ge κω  ausgedrückt werden, und zwar sowohl in der Fou-
rierreihe selbst als auch in den Formeln zur Berechnung der Fourierkoeffizienten κa  
und κb . 
 
Hierzu benutzt man die bekannten Umrechnungsformeln (Euler!): 
 ( ) ( )α⋅+α=α sinjcose j  

 ( ) ( )α⋅−α=α− sinjcose j  

  ⇒ ( ) ( )α−α +⋅=α jj ee
2
1cos  

   ( ) ( )α−α −⋅=α jj ee
j2

1sin  

 
Wichtige Anmerkung: 

Im 2.Trimester wurde mit komplexen Zeitfunktionen gerechnet, d.h. statt mit 
( )tcos ω  bzw. ( )tsin ω  wurde mit ( ) ( )tsinjtcose tj ω⋅+ω=ω  gerechnet. (Um zur 
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reellen Darstellung zu gelangen musste der Realteil ( )tcos ω  oder der Imagi-

närteil ( )tsin ω  von tje ω  betrachtet werden). 
Hier sollen die reellen Funktionen erhalten bleiben. Man ersetzt also nicht 

( )tcos ω  oder ( )tsin ω  durch tje ω , sondern drückt ( )tcos ω  und ( )tsin ω  durch 
tje ω  aus: 

 ( ) ( )α−α +⋅=α jj ee
2
1cos  

 ( ) ( )α−α −⋅=α jj ee
j2

1sin  

Hierdurch bleibt alles reell. 
Man hätte dies übrigens im 2.Trimester auch so machen können. 
Beispiel am komplexen Widerstand: 

 
( ) ( )

( )tjtj ee
2
A

tcosAti
ω−ω +⋅=

ω⋅=
 

Reelle Zeitfunktion ( )ti , aber komplex angeschrieben, 

wobei tje ω−  als tje ω  mit „negativer“ Frequenz 0<ω  
aufgefasst werden kann. 
 
Zu bestimmen ist nun die Spannung ( )tu  (reell): 
 
Wie bekannt ist der komplexe Widerstand : 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ωϕ⋅ω=ω⋅+ω=ω ZjeZXjRZ  
Man kann leicht zeigen, daß 
 ( ) ( )ω−=ω RR  gerade in ω  
 ( ) ( )ω−−=ω XX  ungerade in ω  
Folglich gilt 
 ( ) ( ) ( ) ( )ω−=ω+ω=ω ZXRZ 22   gerade in ω  

 ( )( ) ( )
( ) ( )( )ωϕ−−=
ω
ω

=ωϕ ZZ tan
R
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   ( ) ( )ω−ϕ−=ωϕ ZZ   ungerade in ω  
oder insgesamt: 
 ( ) ( )ω=ω− *ZZ  konjugiert komplex 
Dann erhält man für die Spannung mit ( ) ( )tcosAti ω⋅= : 
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Analog zu diesem Beispiel wird nun bei der Fourierreihe vorgegangen. Zweckmäßig 
ist vorher eine kleine Umformung. Damit ( )tsin gω⋅κ  und ( )tcos gω⋅κ  nicht extra in der 

( )ωZ

( )ti

( )tu

weil alles Funktionen 
von „ ωj “ sind 
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Reihe und in den Koeffizienten durch tj ge κω  und tj ge κω−  ausdrücken werden müssen, 
werden die Formeln für die Koeffizienten vorher in die Reihe eingesetzt. Es muß 
dann allerdings unterschieden werden zwischen der laufenden Variablen tx gω=  (in 
der Reihe) und der Integrationsvariablen τω=ξ g  (in den Koeffizienten), also: 
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Nun werden die Koeffizienten in die Reihe eingesetzt: 
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Man Beachte: 
x ist im Integral Parameter, d.h. wird von der Integration nicht betroffen, denn 
die Integrationsvariable heißt ξ . 

Nun erfolgt der Übergang zur komplexen Darstellung. Es ist 

 ( )( ) ( ) ( )( )ξ−⋅κ−ξ−⋅κ +⋅=ξ−⋅κ xjxj ee
2
1xcos  

und damit: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )



























ξ⋅⋅ξ+













ξ⋅⋅ξ+ξ⋅ξ⋅

π
= ∑ ∫∑ ∫∫

∞

=κ

π

=ξ

ξ−⋅κ−
∞

=κ

π

=ξ

ξ−⋅κ
π

=ξ 1

2

0

xj

1

2

0

xj
2

0

defdefdf
2
1xf  

Für das letzte Glied kann man auch schreiben: 
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So kann man alle drei Glieder der Reihe (auch 0b  für 0=κ ) zusammenfassen: 

Dieselben Integrale wie bisher, 
nur x durch ξ  formal ersetzt, 
wegen des folgenden Einsetzens!



Periodische nichtsinusförmige Vorgänge 

 - 28 - 

 ( ) ( ) ( )∑ ∫
∞

−∞=κ

π

=ξ

ξ−⋅κ













ξ⋅⋅ξ⋅

π
=

2

0

xj def
2
1xf  

Durch Herausziehen des von der Integration nicht betroffenen Faktors xje κ  gelangt 
man zu folgender Form: 
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Das Integral unter dem Summenzeichen nennt man den komplexen Fourierkoeffi-
zienten κA . 
Auf diese Art erhält man die reelle Fourier-Reihe in komplexer Darstellung ( ( )xf  ist 
nach wie vor reell!): 

 ( ) ( )∑
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−∞=κ

κ
κ ⋅= xjeAxf  

    mit: ( )∫
π

=ξ

κξ−
κ ξ⋅⋅ξ⋅

π
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j def
2
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Für Zeitfunktionen ergibt sich mit tx gω=  und τω=ξ g  (vgl. Fourierreihe in reeller 
Darstellung): 

 ( ) ∑
∞

−∞=κ

κω
κ 





 ⋅= tj geAtf  

    mit: ( )∫
=τ

τκω−
κ τ⋅⋅τ⋅=

T

0
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T
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(Man könnte jetzt natürlich, in der getrennten Darstellung, bei den Integralen ξ  und 
τ  wieder durch x  und t  ersetzen). 
 
Zusammenhang zwischen komplexen und reellen Fourierkoeffizienten: 
 
Die Formel zur Berechnung der komplexen Fourierkoeffizienten lässt sich folgender-
maßen umformen 
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oder formal für negative κ : 

 
( ) ( ) ( )( )

( )κκ

π

=ξ
κ−

⋅+⋅=

ξ⋅κξ⋅+κξ⋅ξ⋅
π

= ∫

ajb
2
1

dsinjcosf
2
1A

2

0  
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Daraus ergeben sich die folgenden Eigenschaften für komplexe bzw. reelle Fourier-
koeffizienten: 
 *AA κκ− =   (konjugiert komplex) 
 κκ− = bb   (gerade in κ ) 
 κκ− −= aa   (ungerade in κ ) 
Außerdem: 
 00 bA =  
Umgekehrt ergibt sich: 
 κ−κκ += AAb  
 ( )κ−κκ −⋅= AAja  
Man kann auch wieder die κc  einführen: 
 ( )κκκ ϕ⋅= cosca  
 ( )κκκ ϕ⋅= sincb  

( )

( ) ( )( )

( ) ( )( )
κϕ

κ

κκκ

κκκ

κκκ

⋅⋅⋅−=

ϕ⋅+ϕ⋅⋅⋅−=

ϕ⋅−ϕ⋅⋅=

⋅−⋅=⇒

jec
2
1j

sinjcosc
2
1j

cosjsinc
2
1

ajb
2
1A

 

κϕ−
κκκ− ⋅⋅⋅== j* ec

2
1jAA  

So kann man sich aus der komplexen Darstellung der Fourierreihe wieder die reelle 
Darstellung zusammensetzen: 

 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( ) ( )∑∑

∑

∑∑

∑∑

∑

∞

=κ
κ−κ

∞

=κ
κ−κ

∞

=κ
κ−κ

∞

=κ

κ
κ

∞

=κ

κ−
κ−

∞

=κ

κ
κ

−

−∞=κ

κ
κ

∞

−∞=κ

κ
κ
















κ⋅−⋅+
















κ⋅++=

κ⋅−κ⋅+κ⋅+κ⋅+=

⋅++⋅=

⋅++⋅=

⋅=

κκ
1 a1 b

0

1
0

1

xj
0

1

xj

1

xj
0

1
xj

xj

xsinAAjxcosAAb

xsinjxcosAxsinjxcosAb

eAAeA

eAAeA

eAxf

��
��	��
�	�

 

 
Anmerkung: 
¾ Auch beim komplexen Fourierkoeffizienten κA  darf das Integrationsintervall 

beliebig verschoben werden, also z.B.: 

( )∫
π

π−=ξ

κξ−
κ ξ⋅⋅ξ⋅

π
= def

2
1A j  
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¾ Verkürzte Integration aufgrund von Symmetrieeigenschaften ist nur bei den 
reellen Koeffizienten κa  und κb  möglich, nicht bei den komplexen Koeffizien-
ten κA . 

 
Veranschaulichung eines Linienspektrums in reeller und komplexer Darstellung: 

 ( ) { }
{ }




κ⋅−=
κ⋅=⇔⋅−⋅=

κκ

κκ
κκκ  in ungeradeAIm2a

 in geradeARe2bajb
2
1A  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Anmerkung: 

Man hätte die komplexen Koeffizienten κA  auch ohne den Umweg über die 
reelle Darstellung der Reihe mit Hilfe der Orthogonalitätssätze für die komple-
xe e-Funktion gewinnen können: 
Ansatz: 

  ( ) ( )∑
∞

−∞=κ

κ
κ ⋅= xjeAxf  

  ( ) ( )
λ

∞

−∞=κ

π

=

⋅λ−κ⋅−
κ

π

=

λ− =













⋅⋅⋅

π
=⋅⋅⋅

π ∑ ∫∫ AdxeA
2
1dxexf

2
1 2

0x

xj
2

0x

xj  

 
 
 

{ }κARe

{ }κAIm

00 bA =

1b

2b

3b

κ
01−2−3−4−

1a

2a
3a

1 2 3 4
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3 Nichtperiodische Vorgänge 
 
Im vorangegangenen Kapitel wurden periodische nichtsinusförmige Funktionen nach 
Fourier zerlegt. Das Resultat waren Reihendarstellungen, in reeller oder komplexer 
Schreibweise. Jede Oberwelle hat ihre Amplitude (und Phase), wobei reelle oder 
komplexe Darstellung möglich ist. Trägt man die Fourierkoeffizienten über der Fre-
quenz auf, so erhält man ein „Linienspektrum“, diskrete Frequenzen bzw. diskrete 
Spektrallinien (diskontinuierliches Spektrum). 
Im anschließenden Kapitel wird nun die Analyse nichtperiodischer Vorgänge behan-
delt. Es wird sich zeigen, daß auch solche Vorgänge als Überlagerung periodisch-
stationärer Schwingungen aufgefasst werden können. Man erhält dann anstatt der 
Reihe (Summe) ein Integral (das sog. Fourierintegral). Das Spektrum wird dann kon-
tinuierlich (wobei dann allerdings anstatt der komplexen Amplituden im Spektrum die 
sogenannte „Spektralfunktion“ = Amplitude/Frequenzintervall eingeführt wird). 
Man gelangt zum Fourierintegral von der Reihe aus durch Grenzübergang. Sinnvoll-
erweise wird bei diesem Grenzübergang gleich von der komplexen Fourierreihe aus-
gegangen; man gelangt so sofort zum Fourierintegral in komplexer Darstellung (die 
komplexe Schreibweise ist viel universeller und brauchbarer). Der Vollständigkeit 
halber wird in einem späteren Kapitel auch die reelle Darstellung des Fourierintegrals 
gezeigt. 
 
 

3.1 Das komplexe Fourierintegral 
 
Für eine periodische (hier reell angenommene) Zeitfunktion ( )tfP  (Periodendauer T) 
ist die Fourierreihe in komplexer Darstellung bekannt: 

 ( ) ∑
∞

−∞=κ

κω
κ 





 ⋅= tj

P
geAtf   mit: ( )∫

−=τ

τκω−
κ τ⋅⋅τ⋅=

2
T

2
T

j
P def

T
1A g  

(Das Integrationsintervall wurde nach 
2
T

2
T

≤τ≤−  verschoben; dies ist natürlich er-

laubt; es muß lediglich über eine Periodendauer der Zeitfunktion integriert werden). 
 
Nun soll in ähnlicher Weise eine nichtperiodische Funktion ( )tf  zerlegt werden. Das 
ist tatsächlich möglich. Auch nichtperiodische Vorgänge (instationäre Vorgänge, ein-
zelne Impulse, Schaltvorgänge) können als Überlagerung von periodisch stationären 
Schwingungen aufgefaßt werden. Man muß dabei allerdings aufpassen. 
Zunächst primitiv gesagt: Man faßt einfach einen nichtperiodischen Vorgang als ei-
nen periodischen Vorgang mit unendlicher Periodendauer ( ∞→T ) auf. Dann wird 

aber natürlich die Grundfrequenz 
T
2

g
π

=ω  unendlich klein, und die Fourierkoeffizien-

ten ∫⋅ ...
T
1  ebenfalls. 

 
In 7 Schritten wird im folgenden gezeigt, wie man vorgehen muß; jedenfalls ist ein 
Grenzübergang notwendig. 
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1.Schritt 
Gegeben ist die (reelle) nichtperiodische Zeitfunktion ( )tf , definiert im ganzen Zeitbe-
reich ∞<<∞− t . 

Es soll ferner gelten: ( ) ∞<⋅∫
∞

−∞=t

dttf   

 
2.Schritt 
Man wählt willkürlich eine Periodendauer T und betrachtet nur denjenigen Teil von 

( )tf , der im Bereich 
2
Tt

2
T

<<−  liegt. Durch periodische Fortsetzung dieses Teils 

erhält man eine periodische Ersatzfunktion ( ) ( )Tntftf PP ⋅±=  mit ...3,2,1n = . Im Inter-

vall 
2
Tt

2
T

<<−  gilt also: 

 P
T T T Tf t f t
2 2 2 2

   − < < ≡ − < <   
   

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
3.Schritt 
Es wird nun Grundfrequenz der Ersatzfunktion ( )tfP  mit gω  bezeichnet, wie bisher: 

T
2

g
π

=ω  

Dann kann ( )tfP  in eine komplexe Fourierreihe entwickelt werden: 

 ( ) ∑
∞

−∞=κ

κω
κ 





 ⋅= tj

P
geAtf  

( )tf

( )tfP

0
2
T

−
2
T

0

t

T

(Konvergenz des Integrals; 
hinreichend!) 
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mit:  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Im Intervall 
2
T

2
T

<τ<−  braucht man ja nicht zwischen ( )τf  und ( )τPf  zu unterschei-

den. 
Diese Reihe stellt also die periodische Funktion ( )tfP  dar, die im Grundintervall mit 
der gegebenen Funktion ( )tf  übereinstimmt. 
 
4.Schritt 
Die Reihe bzw. die Koeffizienten werden nun ein bißchen umgeschrieben: 
Es gilt: 

¾ 
T
2

g
π

=ω  (Grundfrequenz), und wir nennen 

¾ κω=ω⋅κ g  (Frequenz der Harmonischen „Nr. κ “) 
¾ Der Abstand der Frequenzen zweier benachbarter Harmonischen ist 

( )
T
21 ggg1
π

=ω=ω⋅κ−ω⋅+κ=ω−ω=ω∆ κ+κ  

Die Gleichung zur Berechnung der komplexen Fourierkoeffizienten lässt sich damit 
folgendermaßen umschreiben: 

( )

( )

( )κ

−=τ

τω−

−=τ

τκω−
κ

ω⋅
π

⋅ω∆=

τ⋅⋅τ⋅
π

⋅ω∆=

τ⋅⋅τ⋅=

∫

∫

κ

T

2
T

2
T

j

2
T

2
T

j

F
2
1

def
2
1

def
T
1A g

 

 mit: ( ) ( )∫
−=τ

τω−
κ τ⋅⋅τ=ω κ

2
T

2
T

j
T defF  

Außerdem gilt für die Fourierreihe der periodischen Ersatzfunktion ( )tfP  in komplexer 
Darstellung: 

 ( ) ( )∑
∞

−∞=κ

κω

⋅π=

κ















⋅ω∆⋅ω⋅

π
=

κ

tj

A2
TP

geF
2
1tf �
�	�  

( )

( )∫

∫

−=τ

τκω−

−=τ

τκω−
κ

τ⋅⋅τ⋅=

τ⋅⋅τ⋅=

2
T

2
T

j

2
T

2
T

j
P

def
T
1

def
T
1A

g

g
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Es werden nun die Werte ( )κωTF  als spezielle Werte der in ω  stetigen Funktion 
( )ωTF  interpretiert: 

 ( ) ( ) ( ){ }
κ

κ

ω=ω

ω=ω
−=τ

ωτ−
κ ω=



















τ⋅⋅τ=ω ∫ T

2
T

2
T

j
T FdefF  

 
5.Schritt 
Aus Gründen der Übersichtlichkeit wird bei dieser Veranschaulichung von einer reel-
len und geraden Zeitfunktion ausgegangen. Das Spektrum ist dann nämlich auch 
reell und gerade (siehe Kap.3.3). Die Allgemeingültigkeit der Theorie wird hiervon 
nicht berührt. 
Es wird nun das Spektrum von ( )tfP  betrachtet. Anstelle der diskreten Linien (Höhe 

{ }κARe  bzw. { }κAIm ) werden Rechtecke (Breite ω∆ , Höhe { }TFRe  bzw. { }TFIm ) 
gezeichnet: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(Die Rechtecke sind hier symmetrisch zu κω  gezeichnet) 
Die gesamte (noch periodische) Zeitfunktion ( )tfP  erhält man durch die gewohnte 

Reihenbildung nach Multiplikation der Glieder mit dem Zeitfaktor tjtj ee g κωκω =  

ω

{ }κARe

0gω− gω2ω− 2ω κω 1+κω

ω∆

ω

{ }
π2
FRe T

0 1ω 2ω

ω∆

3ω

ω∆ ω∆ ω∆

( ){ }
π
ωκ

2
FRe T  

Treppenfunktion 

( ){ }
π
ω

2
FRe T  stetig 

„Spektralfunktion“ 

{ }1ARe



Nichtperiodische Vorgänge 

 - 35 - 

 ( ) ( ){ }( ) ( ){ } ( )tftfReeFRe
2
1tf PP

tj
TP ==ω∆⋅⋅ω⋅

π
= ∑

∞

−∞=ω
ω=ω

ω

κ
κ

 

wogegen natürlich hier gelten muß ( ( )f t  auch gerade!): 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
da ja von einer reellen und geraden Zeitfunktion ( )tf  ausgegangen wurde. Es ist also: 

 ( ) ( ){ }( )∑
∞

−∞=ω
ω=ω

ω

κ
κ

ω∆⋅⋅ω⋅
π

= tj
TP eF

2
1tf  

 
6.Schritt 
Bis jetzt noch nichts Neues. Es wurde die periodische Ersatzfunktion ( )tfP  (die mit 
( )tf  im Grundintervall übereinstimmt) in eine komplexe Fourierreihe entwickelt. 

Um nun aber die gegebene Funktion ( )tf  ganz zu erfassen, muß der Grenzübergang 
∞→T  vorgenommen werden. Dabei passiert dreierlei: 

 
¾ Die ganze Funktion ( )tf  wird erfaßt ( ∞<<∞− t ). 
 
¾ Die stetige Funktion ( )ωTF  (Höhe der Rechtecke) ändert sich durch die 

Erweiterung des Integrationsbereichs nach Maßgabe des Verlaufs von ( )tf : 

( ){ } ( ) ( )ω=τ⋅⋅τ=ω ∫
∞

−∞=τ

ωτ−

∞→
FdefFlim j

PT
 

Für festes ω  strebt ( )ωTF  für ∞→T  einem Grenzwert zu, wenn ( )tf  für große t 
hinreichend verschwindet. Dies ist der Fall, wenn ( )tf  die in Schritt 1 erwähnte 
Bedingung erfüllt: 

( ) ∞<⋅∫
∞

−∞=t

dttf  (konvergent; hinreichend!) 

 
¾ Die Summe für ( )tfP  geht über in ein Integral für ( )tf . Für ∞→T  wird 

aus ω→
π

=ω∆ d
T
2  und es gilt: 

( ){ } ( ) ( ){ }( )

( )∫

∑
∞

−∞=ω

ω

∞

−∞=ω
ω=ω

ω

→ω∆∞→

ω⋅⋅ω⋅
π

=













ω∆⋅⋅ω⋅
π

==
κ

κ

deF
2
1

eFlim
2
1tftflim

tj

tj
T0

P
T

 

Wenn ( )TF ω  ungerade in ω ist, 
dann gibt’s auch ein ( )Ruf t ! 

( ) ( ){ }
gerade

j t
PT

1 Im F e Im f t 0
2

κ
κ

∞
ω

ω =−∞
ω=ω

    ⋅ ω ⋅ ⋅ ∆ω = =  
π      

∑

��

Allgemein ( )Ruf t  
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Letzteres ergibt sich aus der Definition des bestimmten Integrals: 

( )
( )

( )( )
( ) 











∆⋅=⋅ ∑∫ ν
→∆ B0x

B
xxflimdxxf  

 
7.Schritt 
Damit lässt sich nun das Fourierintegral-Theorem zusammenfassen: 

Eine nichtperiodische Funktion ( )tf , die der Bedingung ( ) ∞<⋅∫
∞

−∞=t
dttf  (konvergent) 

genügt, kann dargestellt werden durch: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Zusammenfassend angeschrieben in Form des Fourier’schen Doppelintegrals: 

( ) ( ) ( )∫ ∫
∞

−∞=ω

∞

−∞=τ

τ−⋅ω ω⋅τ⋅⋅τ⋅
π

= ddef
2
1tf tj  

 
 
Veranschaulichung: 
( )tf  kann interpretiert werden als Überlagerung von ∞  vielen „Teilschwingungen“: 

 ( ) N
Zeitfaktor

tj

"dA"

edF
2
1 ω⋅ω⋅ω⋅
π �
�	�  (∞  kleine) komplexe Amplituden ( ( ) ω⋅ω dF ) 

( )ωF  ist also eine „Spektraldichte“. 
z.B.: Reelles ( )ωF  (das ist so, wenn ( )tf  gerade und reell ist): 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

( ) ( )∫
∞

−∞=ω

ω ω⋅⋅ω⋅
π

= deF
2
1tf tj ( ) ( )∫

∞

−∞=τ

ωτ− τ⋅⋅τ=ω defF jmit:

Zeitfunktion Spektralfunktion 

Symbol: 

( )tf ( )ωF

ωd

ω

( )
π
ω

2
F „Amplitude“: ( ) ω⋅ω⋅

π
dF

2
1  
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Wenn beispielsweise ( )tf  in [Volt] gegeben ist (Zeitverlauf einer Spannung), dann 

erhält man für ( )ωF  die Einheit [Volt⋅sec] oder 





Hz
Volt . 

 
Anmerkung: 

( )tf  ist Parameter-Integral (t ist Parameter, ω ist Integrationsvariable). Daher 
ist auch eine geschlossene Darstellung unstetiger (stückweise zusammenge-
setzter) Funktionen möglich. 

 
 
 

3.2 Reelle Darstellung des Fourierintegrals 
 
Ebenso wie bei der Fourierreihe ist natürlich auch beim Fourierintegral eine reelle 
Darstellung möglich. Bei der Reihe erfolgte der Übergang von der reellen zur kom-
plexen Darstellung. Hier wird nun von der komplexen Darstellung des Integrals zur 
reellen Darstellung zurückgekehrt, indem man αje  durch ( )αcos  und ( )αsin  aus-
drückt . 

„Komplexe Darstellung“: Entwicklung nach komplexen Funktionen ( αje ) 
„Reelle Darstellung“: Entwicklung nach reellen Funktionen  

( ( )αcos , ( )αsin ) 
Anmerkung: 

Es sollen hier nur reelle Zeitfunktionen betrachtet werden. ( )τf  darf aber 
durchaus komplex sein. Dann erhält man auch in der „reellen“ Darstellung 
komplexe Spektralfunktionen bzw. Fourierkoeffizienten. 

 
Ausgangspunkt ist das Fourier’sche Doppelintegral in komplexer Darstellung: 

 

( ) ( )

( )

( ) ( )∫ ∫

∫ ∫

∫

∞

−∞=ω

∞

−∞=τ

τ−⋅ω

∞

−∞=ω

ω
∞

−∞=τ

ωτ−

∞

−∞=ω

ω

ω⋅τ⋅⋅τ⋅
π

=

ω⋅⋅













τ⋅⋅τ⋅

π
=

ω⋅⋅ω⋅
π

=

ddef
2
1

dedef
2
1

deF
2
1tf

tj

tjj

tj

 

Die komplexe Exponentialfunktion im Integranden wird nun durch Sinus- und Kosi-
nusfunktion ausgedrückt: 

( ) ( )( ) ( )( )τ−⋅ω⋅+τ−⋅ω=τ−⋅ω tsinjtcose tj  
Man erhält damit: 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )∫ ∫∫
∞

−∞=ω

ω

∞

−∞=τ

ω

∞

−∞=τ

ω⋅





















τ⋅τ−⋅ω⋅τ⋅+τ⋅τ−⋅ω⋅τ⋅
π

= ddtsinfjdtcosf
2
1tf

 in ungerade in gerade
���� 
���� 	����� 
���� 	�
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Wegen der Symmetrieeigenschaften bzgl. ω verschwindet das 2.Integral bei der 

Integration über ω; das 1.Integral lässt sich zu ∫
∞

=ω

⋅
0

2 …  verkürzen. Man erhält also: 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ω⋅





ω⋅














τ⋅ωτ⋅τ⋅+

+ω⋅













τ⋅ωτ⋅τ⋅






⋅

π
=

=

ω⋅













τ⋅τ−⋅ω⋅τ⋅

π
=

∫

∫ ∫

∫ ∫

∞

−∞=τ

∞

=ω

∞

−∞=τ

∞

=ω

∞

−∞=τ

dtsindsinf2

tcosdcosf2
2
1

... theorem) Additions(mit ...

ddtcosf1tf

0

0

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

1 1f t a sin t d b cos t d
2 2

∞ ∞

ω= ω=

= ⋅ ω ⋅ ω ⋅ ω+ ⋅ ω ⋅ ω ⋅ ω
π π∫ ∫  

  mit: ( ) ( ) ( )∫
∞

−∞=τ

τ⋅ωτ⋅τ⋅=ω dsinf2a  

   ( ) ( ) ( )∫
∞

−∞=τ

τ⋅ωτ⋅τ⋅=ω dcosf2b  

Dies ist die reelle Darstellung des Fourierintegrals. Bei reellen Zeitfunktionen ( )τf  
sind ( )ωa  und ( )ωb  wieder reelle Spektralfunktionen. 
 
Der Zusammenhang mit der komplexen Spektralfunktion 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )∫∫
∞

−∞=τ

∞

−∞=τ

ωτ− τ⋅ωτ⋅−ωτ⋅τ=τ⋅⋅τ=ω dsinjcosfdefF j  

ist wieder (wie bei der Reihe): 

 ( ) ( ) ( )( )ω⋅−ω⋅=ω ajb
2
1F  

 
Anmerkung: 

Die komplexe Darstellung ist eleganter und brauchbarer als die reelle, da Metho-
den der komplexen Integration, z.B. Residuensätze direkt anwendbar sind. 

 
 

3.3 Zuordnungssatz und Symmetrieeigenschaften 
 
„Zuordnungssatz“ 
 
Im allgemeinsten Fall können sowohl Zeitfunktion ( )tf  als auch Spektralfunktion ( )ωF  
komplex sein. Dabei können sowohl Real- als auch Imaginärteil einen in t bzw. in ω 
„geraden“ oder/und einen „ungeraden“ Anteil haben. 
 „Gerade Funktion“:  ( ) ( )xGxG =−  
 „Ungerade Funktion“: ( ) ( )xUxU −=−  
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Es soll bedeuten: 
Rg: Realteil, gerade 
Ru: Realteil, ungerade 
Ig:  Imaginärteil, gerade 
Iu:  Imaginärteil, ungerade 

Dann gilt, wie man sofort aus den Formeln für ( )ωF , ( )ωa , ( )ωb  sieht, der folgende 
Zuordnungssatz: 
 
 
 
 
 
 
 
z.B. gilt also: 
Das Spektrum einer reellen Zeitfunktion hat immer einen in ω geraden Realteil und 
ungeraden Imaginärteil, d.h. 
  ( ) ( )ω=ω− *FF  für reelles ( )tf  
oder 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Verkürzte Integration bei Symmetrieeigenschaften 
 
(1) ( )tf  gerade, d.h. ( ) ( ) ( )tftftf gg −==  

 ⇒ ( ) ( )ω⋅=ω b
2
1F  

     ( ) 0a =ω  

     ( ) ( ) ( )∫
∞

=τ

τ⋅ωτ⋅τ⋅=ω
0

dcosf4b  

 
(2) ( )tf  ungerade, d.h. ( ) ( ) ( )tftftf uu −−==  

 ⇒ ( ) ( )ω⋅⋅−=ω a
2
1jF  

     ( ) 0b =ω  

     ( ) ( ) ( )∫
∞

=τ

τ⋅ωτ⋅τ⋅=ω
0

dsinf4a  

 
Anmerkung: 

Symmetrieeigenschaften sind nicht nutzbar für ( )ωF  selbst. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )ω⋅+ω⋅+ω+ω=ω

⋅+⋅++=

IuIgRuRg

IuIgRuRg

FjFjFFF

tfjtfjtftftf

( )tf  reell, gerade   ( )ωF  reell, gerade 
( )tf  reell, ungerade   ( )ωF  imaginär, ungerade 

 
oder 

( )tf  gerade   ( )ωF  gerade 
( )tf  ungerade  ( )ωF  ungerade 

allgemein
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3.4 Berechnung von Spektralfunktionen und Herleitung von Rück-
transformationsformeln 

 
Bei gegebenem ( )tf  (auch stückweise zusammengesetzt) ist es grundsätzlich ein-
fach, das zugehörige ( )ωF  zu berechnen. Umgekehrt aber bildet der Übergang 
 
 
zunächst Schwierigkeiten, da ja das Rücktransformationsintegral (Parameterintegral 
mit t als Parameter) 

 ( ) ( ) j t1f t F e d
2

∞
ω

ω=−∞

= ⋅ ω ⋅ ⋅ ω
π ∫  

die geschlossene Darstellung einer stückweise zusammengesetzten Zeitfunktion sein 
kann, die dann wieder original herauskommen muß. 
Mangels Stoffkenntnissen in Funktionentheorie kann hier leider nicht die mathemati-
sche Herleitung gebracht werden. Es bietet sich demnach die folgende Vorgehens-
weise an: Man kennt ja das (gegebene) ( )tf , das nach Hin- und Rücktransformation 
wieder herauskommen muß. Auf diese Weise lassen sich für einige wesentliche Zeit-
funktionen die wichtigsten Rücktransformationsformeln herleiten, die man bei Schalt-
vorgängen immer wieder braucht. 
 
1.Beispiel (Einschaltvorgang) 
 
Die folgende, in Tabellenform ange-
schriebene, Zeitfunktion ( )tf  sei gege-
ben: 
 

( )




>⋅
<= β− 0t:füreE

0t:für0tf t  

 
 
Für die dazugehörige Spektralfunktion 
( )ωF  erhält man dann: 

 

( ) ( )

( )

[ ]
β−ω

⋅=
ω+β

⋅=−⋅
ω+β

⋅=

⋅⋅
ω+β

⋅=

⋅⋅=

⋅⋅⋅=

⋅⋅=ω

∞−

∞

=

−

∞

=

⋅β+ω−

∞

=

ω−β−

∞

−∞=

ω−

∫

∫

∫

∫

j
1

j
E

j
1Ee

j
1E

dze
j

1E

dteE

dteeE

dtetfF

0
z

0z

z

0t

tj

0t

tjt

t

tj

z����

 

oder 

(„Rücktransformation“) ( )ωF ( )tf

( )tf

0

E

t

teE β−⋅

0t < 0t >

Substitution: 
( ) tjz ⋅β+ω=  

 =
dt
dz

β+ωj  

 0t =  → 0z =  
∞=t  → ∞=z  
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 ( ) 










β+ω

ω
⋅−

β+ω

β
⋅=ω 2222 jEF  

Die „Hintransformation“ 
 
 
stellt, wie erwartet, kein Problem dar. Doch jetzt zur „Rücktransformation“: 
 
 
Diese Umkehrung muß natürlich wieder das ursprüngliche ( )tf  ergeben. Man kann 
also (ohne irgendwas zu rechnen) sofort hinschreiben: 

( ) ( )




>⋅
<=ω⋅

β−ω
⋅

π
=ω⋅⋅ω⋅

π
= β−

∞

−∞=ω

ω∞

−∞=ω

ω ∫∫ 0t:füreE
0t:für0d

j
e

j2
EdeF

2
1tf t

tj
tj  

Das Parameterintegral (t=Parameter) „zerplatzt“ in die Tabelle. 
 
Aus diesem Beispiel läßt sich folgende allgemeine Rechenregel (für die Rücktrans-
formation) ableiten: 
Ist eine komplexe Zeitfunktion gegeben ( νω : fest) 

 ( )




>
<=

νω 0t:füre
0t:für0tf tj  

     mit: β+Ω=ων j  
      wobei { } 0Im >β=ων  sein muß 
so ergibt sich für die zugehörige Spektralfunktion (entsprechend Beispiel 1: 1E = , 

β=ων j , νω−=β j ) 

 ( ) ( )
ν

∞

=

⋅ω−ω⋅−

ω−ω
⋅=⋅=ω ∫ ν 1

j
1dteF

0t

tj  

und die Rücktransformation liefert die wichtige Formel: 

 




>
<=ω⋅

ω−ω
⋅

π νω

∞

−∞=ω ν

ω

∫ 0t:füre
0t:für0de

j2
1

tj
tj

 

     mit: { } 0Im >ων  (wegen Konvergenz!) 
 
2.Beispiel (Abschaltvorgang) 
 
Die folgende, in Tabellenform ange-
schriebene, Zeitfunktion ( )tf  sei gege-
ben: 
 

( )




>
<⋅=

β

0t:für0
0t:füreEtf

t
 

 
Für die dazugehörige Spektralfunktion 
( )ωF  erhält man dann: 

( )ωF( )tf

( )ωF ( )tf

( )tf

0

E

t

teE β⋅

0t < 0t >
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( ) ( )

( )

[ ]
β+ω

⋅−=
ω−β

⋅=⋅
ω−β

⋅=

⋅⋅
ω−β

⋅=

⋅⋅=

⋅⋅⋅=

⋅⋅=ω

∞−

−∞=

−∞=

⋅β+ω−

−∞=

ω−β

∞

−∞=

ω−

∫

∫

∫

∫

j
1

j
E

j
1Ee

j
1E

dze
j

1E

dteE

dteeE

dtetfF

0z

0

z

z

0

t

tj

0

t

tjt

t

tj

z ����

 

Analog zu Beispiel 1 muß die Umkehrung natürlich wieder das ursprüngliche ( )tf  er-
geben. Man kann also sofort hinschreiben (für 0β > ): 

( ) ( )




>
<⋅=ω⋅

β+ω
⋅

π
−=ω⋅⋅ω⋅

π
=

β∞

−∞=ω

ω∞

−∞=ω

ω ∫∫ 0t:für0
0t:füreEd

j
e

j2
EdeF

2
1tf

ttj
tj  

 
 
Aus diesem Beispiel läßt sich folgende allgemeine Rechenregel (für die Rücktrans-
formation) ableiten: 
Ist eine komplexe Zeitfunktion gegeben ( νω : fest) 

 ( )




>
<−= νω

0t:für0
0t:füretf

tj
 

     mit: β+Ω=ων j  
      wobei { } 0Im <β=ων  sein muß 
so ergibt sich für die zugehörige Spektralfunktion (entsprechend Beispiel 2: 1E −= , 

β−=ων j , νω=β j ) 

 ( ) ( )
ν

∞

=

⋅ω−ω⋅−

ω−ω
⋅=⋅=ω ∫ ν 1

j
1dteF

0t

tj  

und die Rücktransformation liefert die wichtige Formel: 

 




>
<−=ω⋅

ω−ω
⋅

π
νω

∞

−∞=ω ν

ω

∫ 0t:für0
0t:fürede

j2
1 tjtj

 

     mit: { } 0Im <ων  (wegen Konvergenz!) 
 
Zusammenfassend gilt also: 

 

{ }

{ }











>ω








>
<

<ω








>
<−

=ω⋅
ω−ω

⋅
π

νω

ν
ω

∞

−∞=ω ν

ω

ν

ν

∫
0Im:für0t:füre

0t:für0

0Im:für
0t:für0
0t:füre

de
j2

1

tj

tj

tj
 

 
 
 

Substitution: 
( ) tjz ⋅β+ω−=  

 =
dt
dz

β+ω− j  

 −∞=t → −∞=z
 0t =  → 0z =  
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Eine weitere wichtige Rücktransformationsformel erhält man hieraus durch Partial-
bruchzerlegung: 

 ( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫
∞

−∞=ω

ω∞

−∞=ω

ω∞

−∞=ω

ω

ω−ω
ω⋅

⋅+
ω−ω
ω⋅

⋅=
ω−ω⋅ω−ω

ω⋅

2

tj

1

tj

21

tj deBdeAde  

Wie man leicht zeigen kann, ist 

 
21

1A
ω−ω

=  

und 

 
21

1AB
ω−ω

−
=−=  

 
 
 
 
 
Damit ergibt sich eine weitere Rücktransformationsformel: 

 

( ) ( )

{ }
{ }

{ }
{ }

{ }
{ }
































>ω
>ω













>
ω−ω

−
<









>ω
<ω





















>
ω−ω

−

<
ω−ω

−









<ω
<ω















>

<
ω−ω
+−

=

=ω⋅
ω−ω⋅ω−ω

⋅
π

ωω

ω

ω

ωω

∞

−∞=ω

ω

∫

0Im
0Im:für0t:füree

0t:für0

0Im
0Im:für

0t:füre

0t:füre

0Im
0Im:für

0t:für0

0t:füree

de
j2

1

2
1

21

tjtj

2
1

21

tj
21

tj

2
1

21

tjtj
21

tj

21

2

1

21

 

 
 
So erhält man, ausgehend von der ersten Formel die wichtigsten Rücktransformati-
onsformeln, z.B. auch: 
 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )





>
ω−ω⋅ω−ω

⋅ω
+

ω−ω⋅ω−ω
⋅ω

+
ω−ω⋅ω−ω

⋅ω
<

=

=
ω−ω⋅ω−ω⋅ω−ω

ω⋅⋅ω
⋅

π

ωωω

∞

−∞=ω

ω

∫

0t:für
eee

0t:für0

de
j2

1

2313

tj
3

3212

tj
2

3121

tj
1

321

tj

321

 

 
     mit: { } 0Im ≥ων  (wegen Konvergenz!) 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2

1 A B
ψ ω = = +

ω−ω ⋅ ω−ω ω−ω ω−ω

→ ( ) ( )
1

1
1 2

1A
ω−ω

 = ω−ω ⋅ψ ω =  ω −ω
 

 ( ) ( )
2

2
2 1

1B
ω−ω

 = ω−ω ⋅ψ ω =  ω −ω
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Anmerkung zu den Rücktransformationsformeln 
Der Integrand in den Formeln ( ( ) tjeF ω⋅ω ) hat „Pole“ (Unendlichkeitsstellen, Nullstel-
len des Nenners). Diese Pole liegen bei den komplexen Frequenzen ννν β+Ω=ω j . 
Dabei musste bisher sein: { } 0Im >β=ω νν  oder { } 0Im <β=ω νν . Diese beiden Fälle 
sind unproblematisch. Was passiert aber bei dem Grenzfall 0=βν ? 
Wird in den oben erwähnten Rücktransformationsformeln auch der Grenzfall 0=βν  
zugelassen, dann stellt das eine Verletzung des Zuordnungssatzes dar. Dies ist aber 
nicht weiter störend, wie man an den Schaltungsbeispielen in Kap.3.5 sehen wird. 
Diese Problematik wird an Beipiel 1 (Einschalten einer abklingenden Exponential-
funktion) im folgenden veranschaulicht. Von der allgemeinen Rücktransformations-
formel 

 




>
<=ω⋅

ω−ω
⋅

π νω

∞

−∞=ω ν

ω

∫ 0t:füre
0t:für0de

j2
1

tj
tj

 mit: { } 0Im >ων  

kommt man zu erwähntem Beispiel 1, indem β=ων j  (rein imaginär, 0>β ) gesetzt 
wird. Es ergibt sich dann 

 ( )

( )

( )∫∫
∞

−∞=ω

ω
β−

∞

−∞=ω

ω
ω⋅⋅ω⋅

π
=









>
<=ω⋅

β−ω
⋅

π
= deF

2
1

0t:füre
0t:für0d

j
e

j2
1tf tj

tf

t

tj

��� 
��� 	�
 

mit: 
 
 
 
Die Zeitfunktion ist reell. Für das Spektrum gilt: ( ){ }ωFRe  ist eine in ω gerade Funkti-
on, ( ){ }ωFIm  ist eine in ω ungerade Funktion. Entsprechend dem Zuordnungssatz 
(Kap.3.4) gilt nun (für eine reelle Zeitfunktion ( )tf ) 
 
 
 
 
 
 
wobei 

 ( ) ( ) ( )( )tftf
2
1tfg −+⋅=  

und 

 ( ) ( ) ( )( )tftf
2
1tfu −−⋅=  

ist. Eine grafische Veranschaulichung dieses Sachverhalts ist in nachfolgenden Ab-
bildungen dargestellt. 
 
 
 
 
 
 
 

( ) ( ) ( )ω⋅+ω=
β+ω

ω
⋅−

β+ω

β
=

ω+β
=ω ug2222 FjFj

j
1F( )tf

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )ω⋅+ω=ω

+=

ug

ug

FjFF

tftftf
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Bildet man das Integral über ( ){ }ωFRe  

( ) ( ) ( )
2
10tfdeF

2
1dF

2
1

g
1

0j
gg ===ω⋅⋅ω⋅

π
=ω⋅ω⋅

π ∫∫
∞

−∞=ω =

⋅ω
∞

−∞=ω

	� , 

so zeigt sich, dass dieses unabhängig von β  ist. 
 

( )tf

( )tfg

( )tfu

( ) ( ){ } 22g FReF
β+ω

β
=ω=ω

( ) ( ){ } 22u FImF
β+ω

ω−
=ω=ω

t

1

t

t

2
1

−

2
1

2
1

ω

ω

↑β

↑β

↑β

↑β

↑β
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Nun zum Grenzfall 0=β : 

Wenn man achtlos den Grenzübergang ( ){ }
ω

=ω
→β j

1Flim
0

 bildet, so erhält man ein rein 

imaginäres Spektrum, d.h. die Zeitfunktion ( )tf  müßte ungerade sein (Zuordnungs-
satz). Das ist sie aber nicht. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Vielmehr sieht es jetzt so aus:  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

( )tf

1

t0

( )



>
<==β 0t:für1

0t:für0tf 0

( )tf

( )tfg

( )tfu

2
1

2
1

−

2
1

1

( ){ }ωFRe

( ){ }ωFIm

t

t

t

ω

ω
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Der Grenzübergang liefert also folgendes Ergebnis: 
( ){ }{ } ( )ωδ⋅π=ω

=β
FRelim

0
 

 ( ){ }{ }
ω

−=ω
=β

1FImlim
0

 

  ( ) =ωδ  „Delta-Funktion“ oder „Dirac-Funktion“: „Distribution“ 

  Definition: ( )



=ω∞
≠ω=ωδ 0:für

0:für0  

    mit: ( ) 1d =ω⋅ωδ∫
∞

−∞=ω

 

 
Es gilt also mathematisch exakt: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Damit erhält man für den Fall 0=β : 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
So eine Geschichte passiert immer, wenn bei den Rücktransformationsformeln ein 
Pol auf der reellen Achse liegt ( { } 0Im =ων ). Wenn man diesen Pol bei der Frequenz-
integration (längs der reellen ω-Achse) entzweischneidet, befolgt man den Zuord-
nungssatz richtig, und man erhält Funktionen, die auch für 0t <  endlich sind. Die 
Korrektur erfolgt durch die Dirac-Funktion im Realteil des Spektrums. 
Normalerweise läßt man die δ-Funktion weg, d.h. man rechnet den Pol auf der reel-
len ω-Achse ganz zur oberen oder ganz zur unteren ω-Halbebene. Dann verletzt man 
zwar die Symmetrieregeln (Zuordnungssatz). Es kommt aber trotzdem alles richtig 
heraus, wenn man denselben „Fehler“ bei der Hin- und Rücktransformation macht, 
d.h. in unseren Rücktransformationsformeln auch { } 0Im =ων  zuläßt. Am besten 
sieht man das an den folgenden Beispielen (Kap.3.5). 
 
 
 

( ) ( )
ω

+ωδ⋅π=ω
j
1F( )







>
<= 0t:für1

0t:für0tf

„Einheitssprung“, 
„Treppenfunktion“ „versteckte 

Dirac-Funktion“ 

( )
ω

=ω⋅
j
1Fj u ( )

















>

<−
=

0t:für
2
1

0t:für
2
1

tf

( ) ( )ωδ⋅π=ωgF ( ) ( )
2
1e

2
1de

2
1tf t0jtj =⋅=ω⋅⋅ωδ⋅= ∫

∞

−∞=ω

ω

( )∞<<∞− t:für
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3.5 Elektrische Schaltvorgänge 
 
Gegenstand dieses Kapitels ist die Diskussion von „instationären“ oder „Ausgleichs-
vorgängen“. Dazu werden Schaltungen mit linearen, konstanten Schaltelementen 
(passiv) untersucht. 
Die Zielsetzung besteht in der 

¾ Anwendung des komplexen Fourierintegrals auf Schaltvorgänge und 
¾ Lösung desselben Problems mittels Differentialgleichungen (zum Ver-

gleich). 
 
Eine denkbare Aufgabenstellung sieht folgendermaßen aus: 
 
Am Eingang einer Serienschaltung aus R und 
L liegt die Spannung ( )tu , deren Zeitverlauf 
gegeben ist. Gesucht ist der Zeitverlauf des 
Stromes ( )ti  
 
 Gegeben: ( )tu , „Erregung“ 
 Gesucht: ( )ti , „Antwort“ 
 
a) Wenn ( )tu  rein sinusförmig (eingeschwungen) ist, dann findet natürlich die kom-

plexe Rechnung wie im 2.Trimester Anwendung: 
   ( ) tjjtj eeUeUtu U ωϕω ⋅⋅=⋅=  

 ( ) tjjtj eeeti ωϕω ⋅⋅Ι=⋅Ι= Ι  
     U, Ι  „komplexe Amplituden“ 

 Es gilt dann mit dem komplexen Widerstand ( )ωZ : 

 ( )ω=Ι
Z
U  

b) Wenn ( )tu  und ( )ti  nicht sinusförmig und instationär sind, setzt man nach Fourier 
( )tu  und ( )ti  aus lauter eingeschwungenen „Bestandteilen“ 

   ( ) tj

"Ud"

edU
2
1 ω⋅ω⋅ω⋅
π �
�	�  

   ( ) tj

"d"

ed
2
1 ω

Ι

⋅ω⋅ωΙ⋅
π �
�	�  

 zusammen: 

   ( ) ( )∫
∞

−∞=ω

ω ω⋅⋅ω⋅
π

= deU
2
1tu tj  

   ( ) ( )∫
∞

−∞=ω

ω ω⋅⋅ωΙ⋅
π

= de
2
1ti tj  

Für jeden „Bestandteil“ gilt (weil eingeschwungen) das komplexe ohmsche Ge-
setz: 

   ( ) ( ) ( )ω⋅ω⋅ωΙ⋅
π

=ω⋅ω⋅
π

Zd
2
1dU

2
1  

( )tu

( )ti
R

L
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   ( ) ( )
( )ω
ω

⋅
π

=ωΙ⋅
π Z

U
2
1

2
1  

Für die Spektralfunktionen gilt also dasselbe wie für die komplexen Amplituden im 
2.Trimester. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Anmerkung:  

Die Erregung (hier ( )tu ) muß im gesamten Zeitbereich ∞<<∞− t  definiert 
sein 

 
Einschalten einer Gleichspannung an R-L-Serienschaltung: 
 
A  Lösung mit Fourier-Methode 
 
Gegeben ist ( )tu  als Sprungfunktion: 

 ( )



>
<= 0t:fürE

0t:für0tu  

 
 
 
 
 
 
a) Zunächst wird die Spektralfunktion der Spannung gebildet: 
 

(vgl. das über 0→β  in Kap.3.4 ge-
zeigte; δ weglassen) 

b) ( ) ( )
( )

( )
( )LjR

1
j

E
LjR

U
Z
U

ω+⋅ω
⋅=

ω+
ω

=
ω
ω

=ωΙ  

Dieser Ausdruck muß (will man die Rücktransformationsformeln anwenden) 

auf die Form ( ) ( )21

1
ω−ω⋅ω−ω

 gebracht werden: 

( )






 ⋅−ω⋅ω

⋅⋅=ωΙ

L
Rj

1
jL
1

j
E  

c) Jetzt erfolgt die Rücktransformation: 

  ( ) ( ) ∫∫
∞

−∞=ω

ω∞

−∞=ω

ω







 ⋅−ω⋅ω

ω⋅
⋅⋅

π
=ω⋅⋅ωΙ⋅

π
=

L
Rj

de
jL
1

j2
Ede

2
1ti

tj
tj  

     also: 01 =ω  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )ti

Z
UUtu ωΙ=
ω
ω

→ω

Schaltung 

gegeben 

( )tu
E

t0

( ) ( )
ω

=ω
j
EUtu

E

( )ti
R

L

S

( )tu
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L
Rj2 ⋅=ω  

Die Rücktransformationsformel lautet: 

( ) ( ) 





>
ω−ω

−
<

=ω⋅
ω−ω⋅ω−ω

⋅
π

ωω
∞

−∞=ω

ω

∫ 0t:füree
0t:für0

de
j2

1

21

tjtj

21

tj
21  

Damit erhält man als Ergebnis: 

( )








>












−⋅

<

=





















>
⋅−

−
⋅⋅

<

= ⋅−
⋅−

0t:füre1
R
E

0t:für0

0t:für

L
Rj0

e1
jL
1E

0t:für0

ti t
L
Rt

L
R

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
B  Lösung mit Differentialgleichung 
 
Zur Zeit 0t =  wird Schalter S ge-
schlossen. 
 
Für 0t >  gilt folgende Differential-
gleichung: 
 

( ) ( )
dt

tdiLtiRE ⋅+⋅=  

oder 

 ( ) ( )
L
Eti

L
R

dt
tdi

=⋅+  

(inhomogene Differentialgleichung 1.Ordnung mit konstanten Koeffizienten, 
Lösung mit den bekannten Methoden der Mathematik) 

 

( )ti

R
E

R
LT =

(„Zeitkonstante“) 

t

E

( )ti
R

L

S

A

B
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1) verkürzte Gleichung (homogen): „freier“ Vorgang, (Kurzschluß A-B) 

  ( ) ( ) 0ti
L
R

dt
tdi

f
f =⋅+  

  ( )
( ) dt

L
R

ti
tdi

f

f ⋅−=  

  ( )( ) konst.t
L
Rtiln f +⋅−=  

  ⇒ ( )
t

L
R

f eAti
⋅−

⋅=  (allgemeine Lösung der verkürzten Gleichung) 
2) erweiterte Gleichung (inhomogen): 

partikuläre Lösung der erweiterten Gleichung durch „Probieren“: Man wählt 
hierzu die stationäre Lösung für ∞→t : 

 
R
Eist =  

sie befriedigt die erweiterte Differentialgleichung 

 ( ) ( )N L
Eti

L
R

dt
tdi

R
E

st

0

st =⋅+

==

	�

 

3) Allgemeine Lösung der erweiterten Gleichung = Allgemeine Lösung der ver-
kürzten Gleichung + partikuläre Lösung der erweiterten Gleichung 

   ( ) ( )
R
EeAititi

t
L
R

stf +⋅=+=
⋅−

 

4) Nun ist noch die Konstante A zu bestimmen: Man erhält sie aus den „An-
fangsbedingungen“. 
Jetzt wird das Resultat der „Vorgeschichte“ benötigt (die in der Fouriermetho-
de schon enthalten ist, da dort ( )tu  von ∞<<∞− t  definiert war). Hier soll ge-
fordert werden: Der Energiespeicher L ist vor dem Einschalten „leer“, d.h. 

0iL
2
1 2 =⋅⋅  für 0t < , d.h. 0i =  für 0t <  (Schalter offen). Dann muß auch sein: 

0i =  für 0t =  (Anfangsbedingung, denn der Strom durch eine Spule darf nicht 

springen; ∞<⋅=
dt
diLu L

L ). 

Also: 

  ( )
R
EA00ti +===   ⇒ 

R
EA −=  

Somit erhält man als Lösung: 

  ( )

( ) gefordert) (war 0t für0ti

galgleichunDifferenti
der reichGeltungsbe im d.h. 0,t für

e1
R
Eti

t
L
R

<=

>













−⋅=

⋅−
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Zusammenfassung Schaltvorgänge 
 

1) Problem: 
Gegeben: lineares passives Netzwerk (R, L, C) 

 „Erregung“ ( )tfE , (Ursache) 
Gesucht: „Antwort“ ( )tfA , (Folge) 

 
 
 
 
 

2) Behandlung mittels Fourier-Transformation 
 
 
 

( ) =ωü komplexer „Übertragungsfaktor“ des Netzwerks. 
 

3) Behandlung mittels Differentialgleichung 
Lineare Schaltelemente: 

  ( ) ( )tiRtu RR ⋅=  

  ( ) ( )
dt

tdiLtu L
L ⋅=  

  ( ) ( )
dt

tduCti C
C ⋅=  

Kirchhoffsche Gleichungen; Eliminieren aller übrigen Größen liefert: 1 
Differentialgleichung für ( )tfA  bei gegebenem ( )tfE  für 0t > . (Ordnung n = 
Anzahl der unabhängigen Energiespeicher). 
Lösung dieser Differentialgleichung unter Berücksichtigung der n Anfangsbe-
dingungen (Speicherinhalte, Erregung) ⇒ ( )tfA . 
Beachte: ( )tiL , ( )tuC  dürfen nicht „springen“! 

 
4) Bemerkungen zum Vergleich beider Methoden 

a. Fourier: 
( )tfE  für ∞<<∞− t  definiert, ( )tfA  kommt automatisch richtig (kausal) 

heraus 
b. Differentialgleichung: 

Gilt nur für 0t > ; ( )tfE  nur für 0t >  definiert, „Vorgeschichte“ extra zu 
berücksichtigen ⇒ Anfangsbedingungen 

 
Man beachte den Unterschied im Beispiel: 
 
Fourier: 
( ) 0tu =  erzwungen für 0t <  

d.h. 

( ) ( ) 0
dt

tdiLtiR =⋅+⋅  für 0t <  

und 

( )tfE ( )tfA
Netzwerk 
(R, L, C) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tfFüFFtf AAEEE ω=ω⋅ωω

E

( )ti
R

L

S

( )tu
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( ) ( ) E
dt

tdiLtiR =⋅+⋅  für 0t >  

 
Differentialgleichung: 
( ) 0ti =  erzwungen für 0t <  

und  

( ) ( ) E
dt

tdiLtiR =⋅+⋅  für 0t >  

 
 
 
 
 
 
Einschalten einer Wechselspannung an R-L-Serienschaltung 
 
A  Lösung mit Differentialgleichung 

 
Gegeben: 
 Erregung ( )tu  für 0t >  
 Zur Zeit 0t = wird ( )tu  „angelegt“. 
 
Erregung für 0t >  definiert: 
 ( ) ( )ϕ+Ω⋅= tsinÛtu  
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Gesucht: ( )ti  für 0t >  
 

Differentialgleichung: ( ) ( ) ( )ϕ+Ω⋅=⋅+⋅ tsinÛ
dt

tdiLtiR  

    ( ) ( ) ( )ϕ+Ω⋅=⋅+ tsin
L
Ûti

L
R

dt
tdi  

 
Lösung der verkürzten (homogenen) Gleichung: 

 ( ) ( ) 0ti
L
R

dt
tdi

f
f =⋅+   ⇒ ( )

t
L
R

f eAti
⋅−

⋅=  

Partikuläre Lösung der erweiterten Gleichung:  

E

( )ti
R

L

S

( )ti
R

L

S

( )tu

0t =

ϕ

( )tu

tΩ

Û

Û−

π3π2π

0
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Hierfür wird die stationäre Lösung ( ) ( )titist =  für ∞→t  gewählt. Diese ist natürlich 
vom 2.Trimester her längst bekannt: 

( ) ( )Zst tsin
Z
Ûti ϕ−ϕ+Ω⋅=  

    mit: ( )22 LRZ Ω+=  

     ( )
R
Ltan Z

Ω
=ϕ  

Damit ergibt sich als gesamte Lösung: 

( ) ( ) ( ) ( )Z
t

L
R

stf tsin
Z
ÛeAtititi ϕ−ϕ+Ω⋅+⋅=+=

⋅−
 

Zur Bestimmung der Konstanten A wird eine Anfangsbedingung benötigt: 

( ) ( )Zsin
Z
ÛA00ti ϕ−ϕ⋅+===  

⇒ ( )Zsin
Z
ÛA ϕ−ϕ⋅−=  

Das Endergebnis lautet also: 

 ( ) ( ) ( )












ϕ−ϕ⋅−ϕ−ϕ+Ω⋅=

⋅−
Z

t
L
R

Z sinetsin
Z
Ûti   für 0t >  

 
 
 
Diskussion des Ergebnisses: 
 
Das Ergebnis setzt sich aus 2 Anteilen zusammen: 

¾ ( ) ( )titsin
Z
Û

stZ =ϕ−ϕ+Ω⋅  

bleibt allein übrig für ∞→t , stationärer Endzustand (2.Trimester). 

¾ ( ) ( )tisine
Z
Û

fZ
t

L
R

=ϕ−ϕ⋅⋅−
⋅−

 

„Störung“ durch Einschalten, die mit T
tt

L
R

ee
−⋅−

= , d.h. mit „Zeitkonstante“ 

R
LT = , abklingt. 
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Wichtige Spezialfälle: 

(1) Bei 
2Z
π

±=ϕ−ϕ , d.h. ( ) 1sin Z ±=ϕ−ϕ , am Anfang hohe Amplituden, d.h. 2 × 

Endamplitude 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(2) Bei Zϕ=ϕ , d.h. ( ) 0sin Z =ϕ−ϕ  (im richtigen Zeitpunkt einschalten) tritt die 
„Schaltstörung“ gar nicht auf, da ja dann die stationäre Stromschwingung 

( )tsin
Z
Û

Ω⋅  allein schon die Anfangsbedingung ( ) 00ti ==  erfüllt: 

 

( )ti

0

0 π2 π4 π6 π8 π10
tΩ

Z
Û

Z
Û

−

Z
Û

Z
Û

( ) 00ti ==

t
L
R

e
⋅−

Hier gezeichnet für: 

4Z
π

−=ϕ−ϕ  

( )Zsin
Z
Û

ϕ−ϕ⋅−

0

0 π2
tΩ

( )ti

Z
Û2 ⋅
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Anmerkung: 

Vorsicht also beim Einschalten von Selbstinduktionen, Sicherung kann durch-
brennen, wenn man einen dummen Einschaltzeitpunkt erwischt. 

 
 
B  Lösung mit Fourier-Methode 
 
Dasselbe Beispiel soll nun nach Fourier behandelt werden. Hierzu ist aber vorher 
noch eine grundsätzliche Zwischenbetrachtung sinnvoll: 
 
 

Spektralfunktion modulierter Signale 
 
Verschiebungssätze: 
a)  
 
 ( ) ( ) tj

H etftf Ω⋅=  
 
 
 
 
 
 
 
b) analog umgekehrt: 
 
 
 
 ( ) ( ) Tj

H eFF ω−⋅ω=ω  
 
 
 
 
 
 
 

0

0 π2
tΩ

( )ti

Z
Û

„Modulation“ im Zeitbereich Verschiebung im Spektrum 

( )tfH ( ) ( )∫
∞

−∞=

ω− ⋅⋅=ω
t

tj
HH dtetfF

( )tf ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Ω−ω=⋅⋅=⋅⋅=ω ∫∫
∞

−∞=

⋅Ω−ω⋅−
∞

−∞=

ω−
H

t

tj
H

t

tj FdtetfdtetfF

„Modulation“ im Spektralbereich Verschiebung in der Zeitfunktion 

( )ωHF ( ) ( ) j t
H H

1f t F e d
2

∞
ω

ω=−∞

= ⋅ ω ⋅ ⋅ ω
π ∫

( )F ω ( ) ( ) ( ) ( ) ( )j t Tj t
HH

1 1f t F e d F e d f t T
2 2

∞ ∞
ω −ω

ω=−∞ ω=−∞

= ⋅ ω ⋅ ⋅ ω = ⋅ ω ⋅ ⋅ ω = −
π π∫ ∫
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Gegeben sei eine Sinusschwingung mit zeitabhängiger Amplitude: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 ( ) ( ) ( )ϕ+Ω⋅= tsintftf H  
 
Das Spektrum der Hüllkurve lässt sich nach bekanntem Muster berechnen: 
 
 
 
Wie kann man nun das Spektrum der gesamten gegebenen Zeitfunktion 
 
 
durch das Spektrum der Hüllkurve 
 
 
ausdrücken? 
Für die gegebene Zeitfunktion gilt: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

0

( )tf

t

( )tfH  
(Hüllkurve) 

( )ϕ+Ωtsin

( )tfH ( ) ( )∫
∞

−∞=

ω− ⋅⋅=ω
t

tj
HH dtetfF

( )ωF ( )tf

( )ωHF ( )tfH

( ) ( ) ( ) ( )( )ϕ+Ω⋅−ϕ+Ω⋅ −⋅⋅= tjtj
H ee

j2
1tftf

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

( ) 



















⋅⋅⋅−⋅⋅⋅⋅=

⋅⋅−⋅⋅=

⋅⋅=ω

Ω+ω

∞

−∞=

⋅Ω+ω⋅−ϕ−

Ω−ω

∞

−∞=

⋅Ω−ω⋅−ϕ

∞

−∞=

ω−ϕ+Ω⋅−ϕ+Ω⋅

∞

−∞=

ω−

∫∫

∫

∫

���� 
���� 	����� 
���� 	�
HH F

t

tj
H

j

F
t

tj
H

j

t

tjtjtj
H

t

tj

dtetfedtetfe
j2

1

dteeetf
j2

1

dtetfF
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Anmerkung: 

Man hätte natürlich auch ( )ϕ+Ωtcos  oder ( )ϕ+Ω⋅ tje  ansetzen können. 
 
 
 
Dieser Verschiebungssatz soll nun im Beispiel (Einschalten einer Wechselspannung 
an R-L-Serienschaltung) angewendet werden. 
 

 
 
 

( ) ( )



>ϕ+Ω⋅
<= 0t:fürtsinÛ

0t:für0tu  

 
 
 
 

 
Die Hüllkurve ist 
hier die schon be-
handelte Treppen-
funktion. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Unter Berücksichtigung des Verschiebungssatzes ergibt sich damit für das Spektrum 
der „Erregung“: 

 ( ) 










Ω+ω
−

Ω−ω
⋅⋅=ω

ϕ−ϕ jj ee
j

Û
j2

1U  

 
 
 

( ) ( ) ( )ϕ+Ω⋅= tsintftf H

( ) ( ) ( )( )Ω+ω⋅−Ω−ω⋅⋅=ω ϕ−ϕ
H

j
H

j FeFe
j2

1F

„Verschiebungssatz“ 

ϕ tΩ

Û

Û−

π3π2π

0

( )tuH

( )tu

( )








>
<= 0t:fürÛ

0t:für0tuH ( )
ω

=ω
j
ÛUH (ohne ( )ωδ ) 

( )ti
R

L

S

( )tu0t =
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Das Spektrum des Stromes („Antwort“) lautet: 

 

( ) ( )
( )

( )

( ) ( ) 























 −ω⋅Ω+ω

−






 −ω⋅Ω−ω

⋅⋅⋅=

ω+
ω

=
ω
ω

=ωΙ

ϕ−ϕ

L
Rj

e

L
Rj

e
jL
1

j
Û

j2
1

LjR
U

Z
U

jj  

Nun wird die Rücktransformation durchgeführt, um den Zeitverlauf der „Antwort“ zu 
erhalten: 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )













ω−ω⋅ω−ω
ω⋅

⋅−
ω−ω⋅ω−ω

ω⋅
⋅⋅

π
⋅⋅=

























 −ω⋅Ω+ω

ω⋅
⋅−







 −ω⋅Ω−ω

ω⋅
⋅⋅

π
⋅⋅=

ω⋅⋅ωΙ⋅
π

=

∫∫

∫∫

∫

∞

−∞=ω

ω
ϕ−

∞

−∞=ω

ω
ϕ

∞

−∞=ω

ω
ϕ−

∞

−∞=ω

ω
ϕ

∞

−∞=ω

ω

2b1b

tj
j

2a1a

tj
j

tj
j

tj
j

tj

deedee
j2

Û
jL
1

j2
1

L
Rj

dee

L
Rj

dee
j2

Û
jL
1

j2
1

de
2
1ti

 

 mit: Ω=ω 1a  
  Ω−=ω 1b  

L
Rj2b2a =ω=ω  

 
Mit der bereits bekannten Rücktransformationsformel 

 ( ) ( ) 





>
ω−ω

−
<

=
ω−ω⋅ω−ω

ω⋅
⋅

π
ωω

∞

−∞=ω

ω

∫ 0t:füree
0t:für0

de
j2

1

21

tjtj

21

tj
21  

erhält man 
 ( ) 0ti =   für: 0t <  
und für 0t > : 

 

( )

...
LjR

eee
LjR

eee
j2

Û

L
Rj

eee

L
Rj

eee
jL
Û

j2
1ti

t
L
R

tj
j

t
L
R

tj
j

t
L
R

tj
j

t
L
R

tj
j

=
















Ω−
−

⋅−
Ω+

−
⋅⋅=

















−Ω−

−
⋅−

−Ω

−
⋅⋅⋅=

−Ω−
ϕ−

−Ω
ϕ

−Ω−
ϕ−

−Ω
ϕ

 

mit: ZjeZZLjR ϕ⋅==Ω+  

   ZjeZ*ZLjR ϕ−⋅==Ω−  
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( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )












ϕ−ϕ⋅−ϕ−ϕ+Ω⋅=














−⋅−−⋅⋅=




























−⋅−













−⋅⋅⋅=

−

ϕ−ϕ⋅−ϕ−ϕ⋅−ϕ−ϕ+Ω⋅−ϕ−ϕ+Ω⋅

−Ω−ϕ−ϕ⋅−−Ωϕ−ϕ⋅

Z
t

L
R

Z

jjt
L
R

tjtj

t
L
R

tjjt
L
R

tjj

sinetsin
Z
Û

eeeee
j2

1
Z
Û

eeeeee
j2

1
Z
Ûti

ZZZZ

ZZ

 

Man erhält selbstverständlich dasselbe Ergebnis wie mit der Lösung durch Differenti-
algleichung. 
 
Anmerkung: 

Die Differentialgleichung führt hier scheinbar rascher zum Ziel. Die Schwierig-
keit bei der Fouriermethode liegt aber nicht an der Methode, sondern an der 
Umrechnung nach der Rücktransformation. Wenn man gute Tabellen hat, 
geht’s oft mit der Fouriermethode schneller. Das hängt auch sehr vom behan-
delten Fall ab. Der Vorteil der Fouriermethode ist die komplexe Berechnung 
des Übertragungsfaktors. 

 
 
Einschalten einer Wechselspannung am Serienresonanzkreis 
 
Dieses Beispiel soll im Rahmen dieser Vorlesung nur mit der Differentialgleichungs-
methode untersucht werden. 
 
Gegeben: R, L, C und  

Erregung: ( ) ( )ϕ+Ω⋅= tsinÛtu  für 0t >  
  Alle Speicher leer für 0t < ! (bzw. Inhalte gegeben) 
Gesucht: ( )ti  für 0t >  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Zunächst muß die Differentialgleichung (für 0t > ) für die gesuchte Größe aufgestellt 
werden: 
 ( ) ( ) ( ) ( )tutututu CLR ++=  
 mit: ( ) ( )tiRtuR ⋅=  

  ( ) ( )
dt

tdiLtuL ⋅=  

( )ti
R

L

S

( )tu

0t =

C
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  ( ) ( )
dt

tduCti C⋅=  bzw. ( ) ( )∫ ⋅⋅= dtti
C
1tuC  

Um das Integral zu vermeiden wird als gesuchte Zeitfunktion anstelle von ( )ti  die La-
dung ( )tq  auf C eingeführt: 

 ( ) ( )
dt

tdqti =  

Für die Einzelspannungen an den Bauelementen erhält man damit: 

 ( ) ( )
dt

tdqRtuR ⋅=  

 ( ) ( )
2

2

L
dt

tqdLtu ⋅=  

 ( ) ( )
C
tqtuC =  

Es ergibt sich somit eine inhomogene Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstan-
ten Koeffizienten für den Zeitverlauf der Ladung: 

 ( ) ( ) ( ) ( )tutq
C
1

dt
tdqR

dt
tqdL 2

2
=⋅+⋅+⋅  für 0t >  

 ( ) ( ) ( ) ( )tu
L
1tq

LC
1

dt
tdq

L
R

dt
tqd

2

2
⋅=⋅+⋅+  

Es ist sinnvoll, folgende Abkürzungen einzuführen: 

 2
0LC

1
ω=  

 α= 2
L
R  (

L2
R

=α ) 

Mit diesen Abkürzungen lautet die vorherige Differentialgleichung: 

 ( ) ( ) ( ) ( )tu
L
1tq

dt
tdq2

dt
tqd 2

02

2
⋅=⋅ω+⋅α+  

Zur Lösung dieser Differentialgleichung wird nun wieder das übliche Verfahren ver-
wendet: 
 ( ) ( ) ( )tqtqtq stf +=  
 
(1) Lösung der verkürzten Gleichung, freie Schwingung 
 
Zunächst wird die verkürzte Gleichung (homogene Differentialgleichung) betrachtet: 

( ) ( ) ( ) 0tq
dt

tdq
2

dt
tqd

f
2

0
f

2
f

2
=⋅ω+⋅α+  

Dies bedeutet physikalisch: 
( ) 0tu =  

 
 
 
 
 
 
 
 

( )tif
R

L

C

( )tqf
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Anmerkung: 
Damit dieser Kurzschlussfall betrachtet werden kann müssen natürlich 

2
L iL

2
1W ⋅⋅=  und 

C
q

2
1W

2
f

C ⋅=  für 0t =  vorgegeben werden (2 Anfangsbe-

dingungen). 
 
Es wird der Lösungsansatz 
 ( ) t

ff eQtq λ⋅=  
gewählt, der eingesetzt in die Differentialgleichung, zu der folgenden „charakteristi-
schen Gleichung“ führt: 
 0eQeQ2eQ t

f
2

0
t

f
t

f
2 =⋅⋅ω+⋅⋅λ⋅α+⋅⋅λ λλλ  

⇒ 02 2
0

2 =ω+λ⋅α+λ  
Es gibt 2 Lösungen für λ  

 2
0

2
2,1 ω−α±α−=λ  

also auch 2 Lösungen, welche die homogene Differentialgleichung befriedigen: 
 ( ) t

1f1f
1eQtq λ⋅=  

 ( ) t
2f2f

2eQtq λ⋅=  
Wenn 21 λ≠λ  ist, dann sind die beiden Lösungen linear unabhängig, d.h. ( )tq 1f  nicht 
proportional zu ( )tq 2f . Die Mathematik lehrt, dass dann die allgemeine Lösung der 
verkürzten Gleichung lautet: 
 ( ) ( ) ( ) t

2f
t

1f2f1ff
21 eQeQtqtqtq λλ ⋅+⋅=+=  

Die Konstanten 1fQ  und 2fQ  müssen nun aus den Anfangsbedingungen für 0t =  
bestimmt werden. 
Es sei ( ) 00ti ==  ist und der Kondensator trage zur Zeit 0t =  (vor dem Kurzschluß) 
die Ladung 0Q , also: 

 0t = :  ( ) 0f Q0tq ==  (d.h. ( )
C

Q
2
10tW

2
0

C ⋅== ) 

   ( ) 00tif ==   (d.h. ( ) 00tWL == ) 
Diese beiden Anfangsbedingungen eingesetzt in die allgemeine Lösung für die ho-
mogene Differentialgleichung liefert 2 Gleichungen, aus denen die beiden Konstan-
ten 1fQ  und 2fQ  bestimmt werden können: 
 ( ) 2f1ff0 QQ0tqQ +===       (Gl.1) 

 ( ) ( ) t
2f2

t
1f1

f
f

21 eQeQ
dt

tdqti λλ ⋅⋅λ+⋅⋅λ==  

 ( ) 2f21f1f QQ0ti ⋅λ+⋅λ==      (Gl.2) 
  ( ) 0QQQ 1f021f1 =−⋅λ+⋅λ  
  ( ) 02211f QQ ⋅λ−=λ−λ⋅  

  ⇒ 
21

02
1f

QQ
λ−λ
⋅λ−

=  

   
21

01

2

1
1f2f

QQQ
λ−λ

⋅λ
=

λ
λ

⋅−=  

Damit erhält man folgende Lösungen: 
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 Ladung: ( ) ( )t1
t

2
21

0
f

21 eeQtq λλ ⋅λ+⋅λ−⋅
λ−λ

=  

 Strom:  ( ) ( ) ( )tt

21

210f
f

21 eeQ
dt

tdqti λλ +−⋅
λ−λ
λ⋅λ⋅

==  

Nun können aber nach der charakteristischen Gleichung die λ  entweder reell ( ...  
reell oder 0) oder komplex ( ...  imaginär) sein. Es sollen hier beide Fälle (ohne den 
aperiodischen Grenzfall, 0... = ) untersucht werden. 
 
(a) „Aperiodischer Fall“: 
Die beiden Lösungen der charakteristischen Gleichung 2,1λ  sind reell, d.h. ...  reell. 
In diesem Fall gilt: 

0ω>α  

→ 
LC
1

L2
R

>  

→ Güte 
2
1

R
C
L

G <=  

1λ  und 2λ  sind reell und 0< ; die Lösung setzt sich zusammen aus 2 mit unter-
schiedlichen Zeitkonstanten abklingenden Exponentialfunktionen. 
Außerdem gilt: 

12 λ>λ  
→ 021 >λ−λ  
→ 021 >λ⋅λ  

In nachfolgenden Darstellungen sind Ladungs- und Stromverlauf für 5
1

2 =
λ
λ  darge-

stellt. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 0

0

t

21

02 1eQ λ⋅
λ−λ

⋅λ
−

( )tqf

t

21

01 2eQ λ⋅
λ−λ

⋅λ
t

0Q

21

02 Q
λ−λ
⋅λ−

21

01 Q
λ−λ

⋅λ

Ladungsverlauf 
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(b) „Periodische Entladung“: 
Die beiden Lösungen der charakteristischen Gleichung 2,1λ  sind komplex, d.h. ...  
imaginär. 
In diesem Fall gilt: 

Güte 
2
1G >  

22
0 α>ω  

Für 2,1λ  wird gesetzt: 

E
22

02,1 jj ω⋅±α−=α−ω⋅±α−=λ  

     mit: 22
0E α−ω=ω  („Eigenfrequenz“) 

Damit erhält man: 
 E1 j ω⋅+α−=λ  

E2 j ω⋅−α−=λ  
 → E21 j2 ω=λ−λ  
→ 2

0
2

E
2

21 ω=ω+α=λ⋅λ  
Für den Zeitverlauf des Stroms ( )tif  ergibt sich also: 

 
( ) ( )

( )tsineQ

eee
j2

Qti

E
t

E

2
00

tjtjt

E

2
00

f
EE

ω⋅⋅
ω
ω

−=

+−⋅⋅
ω
ω

=

α−

ω−ωα−

 

 
 

0

0

t

t

21

210 2eQ λ⋅
λ−λ
λ⋅λ⋅

t

21

210 1eQ λ⋅
λ−λ
λ⋅λ⋅

−

( )tif

21

210Q
λ−λ
λ⋅λ⋅

21

210Q
λ−λ
λ⋅λ⋅

−

Stromverlauf 
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Der Zeitverlauf des Stroms ist eine gedämpfte Schwingung, wobei der Serienreso-
nanzkreis mit seiner „Eigenfrequenz“ Eω  ausschwingt. Bzgl. Eigenfrequenz und Re-
sonanzfrequenz des Kreises gilt: 0E ω<ω . Nur im dämpfungsfreien Fall ( 0=α , d.h. 

0R = ) ist 0E ω=ω . (Die „Resonanzfrequenz“ 0ω  war auch dadurch definiert, daß im 
stationären Fall Strom und Spannung in Phase sind.) 
 
 
 
 
(2) Lösung der erweiterten Gleichung, erzwungene Schwingung 
 
Die Lösung der erweiterten Gleichung (inhomogene Differentialgleichung) setzt sich 
zusammen aus der freien Schwingung und der erzwungenen Schwingung 
 ( ) ( ) ( )tqtqtq stf +=  
wobei der Lösungsansatz für die freie Schwingung 
 ( ) t

2f
t

1ff
21 eQeQtq λλ ⋅+⋅=  

gültig bleibt. Selbstverständlich müssen jetzt die Konstanten 1fQ  und 2fQ  neu be-
stimmt werden. (Man muß immer erst die Differentialgleichung, die man braucht, 
ganz lösen und dann aus den Anfangsbedingungen die Konstanten bestimmen.) 
Es wird also zunächst die partikuläre Lösung der erweiterten Gleichung benötigt. 
Hierfür wird natürlich wieder die wohlbekannte Lösung für den stationären Fall be-
nutzt: 

 ( ) ( )Zst tsin
Z
Ûti ϕ−ϕ+Ω⋅=  

0

0

( )tif

t

E

2
00Q

ω
ω

E

2
00Q

ω
ω

−

E

2T
ω
π

=

te α−

Eω  = „Eigenfrequenz“ < 0ω
α  = „Dämpfung“ 
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mit (vgl. 2.Trimester): 
2

2
C
1LRZ 








Ω
−Ω+=  

( )
R

C
1L

tan Z
Ω

−Ω
=ϕ  

Wegen ( ) ( )
dt

tdqti st
st =  gilt: 

 ( ) ( )Zst tcos
Z

Ûtq ϕ−ϕ+Ω⋅
Ω

−=  

Damit erhält man als gesamte Lösung (allgemeine Lösung der erweiterten Glei-
chung): 

 ( ) ( )Z
t

2f
t

1f tcos
Z

ÛeQeQtq 21 ϕ−ϕ+Ω⋅
Ω

−⋅+⋅= λλ  

 ( ) ( )Z
t

2f2
t

1f1 tsin
Z
ÛeQeQti 21 ϕ−ϕ+Ω⋅+⋅⋅λ+⋅⋅λ= λλ  

 
Erst jetzt kommen die Anfangsbedingungen ins Spiel. Sie lauten hier z.B. (im Gegen-
satz zu vorher) 
 ( ) 00tq ==  
 ( ) 00ti ==  
d.h. beide Energiespeicher sind leer beim Einschalten. (Das ist nicht zwingend not-
wendig, aber es erleichtert die Rechnung.) 
 
Mit Hilfe dieser beiden Anfangsbedingungen lassen sich nun 2 Gleichungen aufstel-
len 

 ( )Z2f1f cos
Z

ÛQQ ϕ−ϕ⋅
Ω

=+  

 ( )Z2f21f1 sin
Z
ÛQQ ϕ−ϕ⋅−=⋅λ+⋅λ  

aus denen die beiden Konstanten 1fQ  und 2fQ  bestimmt werden: 

 ⇒ ( ) ( )





 ϕ−ϕ⋅

Ω
λ

+ϕ−ϕ⋅⋅
λ−λ

−
= Z

2
Z

21
1f cossin

Z
Û1Q  

  ( ) ( )





 ϕ−ϕ⋅

Ω
λ

+ϕ−ϕ⋅⋅
λ−λ

= Z
1

Z
21

2f cossin
Z
Û1Q  

Diese beiden Konstanten sind nun in die allgemeine Lösung der erweiterten Glei-
chung (Ladung oder Strom) einzusetzen. 
 
Im weiteren soll nur die periodische Lösung für den Strom untersucht werden. In die-
sem Fall gilt (wie vorher): 

Güte 
2
1G >  

E21 j2 ω=λ−λ  
2

021 ω=λ⋅λ  
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Der Zeitverlauf des Stromes lautet also: 
 
 
 
 
 
 
 
 
  mit: E1 jω+α−=λ  

   E2 jω−α−=λ  
Nach geeigneter Umformung 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
gelangt man schließlich zu nachfolgender Darstellung: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Der zeitliche Verlauf des Stromes setzt sich also zusammen aus 

¾ einer freien Schwingung mit der Frequenz Eω  („Eigenfrequenz“ des Re-
sonanzkreises), die mit te α−  abklingt (α  und Eω  von der Schaltung her 
bestimmt) und 

¾ einer stationären („erzwungenen“) Schwingung, deren Frequenz Ω  von 
der angelegten Spannung herrührt (Phasenverschiebung Zϕ  zwischen 
( )tist  und ( )tu  von der Schaltung her bestimmt). 

 
 
 
 
 
 

( ) ( ) ( ) +





 ϕ−ϕ⋅

Ω
λ

+ϕ−ϕ⋅⋅λ−





⋅

ω
⋅= λ

Z
2

Z
t

1
E

cossine
j2
1

Z
Ûti 1

( ) ( ) +











 ϕ−ϕ⋅

Ω
λ

+ϕ−ϕ⋅⋅λ+ λ
Z

1
Z

t
2 cossine 2

( )
��� 
��� 	�

sti

Ztsin
Z
Û

ϕ−ϕ+Ω⋅+

( ) ( ) ( )+−⋅ω⋅ϕ−ϕ⋅
Ω
⋅

ω
⋅= λλ tt2

0Z
E

12 eecos1
j2
1

Z
Ûti

( ) ( )+⋅λ−⋅λ⋅ϕ−ϕ⋅
ω

⋅+ λλ t
1

t
2Z

E

12 eesin
j2
1

Z
Û

sti+

( ) ( )( )





+ω⋅−⋅ϕ−ϕ⋅

Ω
ω

⋅⋅
ω⋅

= α− tsinj2cose
j2Z

Û
EZ

2
0t

E

( ) ( ) ( )( ) 



⋅ω+α−−⋅ω−α−⋅ϕ−ϕ+ ωω− tj

E
tj

EZ
EE ejejsin

sti+

( ) ( ) ( ) ( )−ω⋅









ϕ−ϕ⋅

ω⋅Ω
ω

−ϕ−ϕ⋅
ω
α







⋅⋅= α− tsincossine

Z
Ûti EZ

E

2
0

Z
E

t

( ) ( ) +





ω⋅ϕ−ϕ− tcossin EZ

( )
��� 
��� 	�

erzwungen""

Ztsin
Z
Û

ϕ−ϕ+Ω⋅+
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Für die nachfolgende grafische Diskussion des Ergebnisses wird der Einfachheit hal-
ber Zϕ=ϕ  (d.h. Einschalten im Nulldurchgang von sti ) gesetzt. Der zeitliche Verlauf 
des Stromes lautet für diesen Spezialfall: 

( ) ( ) ( )









Ω+ω⋅

ωΩ
ω

⋅−⋅= α−
ϕ=ϕ tsintsine

Z
Ûti E

E

2
0t

Z
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

0 

0 

t

( )tif
( ) ( ) ( )tititi stf +=

( )tist

t

E

2
0 e

Z
Û α−⋅

ωΩ
ω

⋅

Z
Û

Z
Û

−

Ω
π2

E

2
ω
π

1.Fall:  Ω<ωE  
 
 Skizze für: E10 ω⋅=Ω  

   2
E

2
0 =
ωΩ

ω  
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Ein weiterer interessanter Spezialfall ist der „Resonanzfall“ 
LC
1

0 =ω=Ω . Hier gilt: 

 RZ =  
 0Z =ϕ  
Damit ergibt sich für den Strom: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )ϕ+Ω⋅+

+







ω⋅ϕ−ω⋅








ϕ⋅

ω
ω

−ϕ⋅
ω
α

⋅⋅= α−

tsin
R
Û

tcossintsincossine
R
Ûti EE

E

0

E

t

 

 
Nun sei ferner Eω<<α  (kleine Dämpfung), also E0 ω≅ω=Ω , dann gilt: 

0

0

( )tif

( )tist ( ) ( ) ( )tititi stf +=

t

E

2
0 e

Z
Û α−⋅

ωΩ
ω

⋅Z
Û

Z
Û

−

t

Ω
π2E

2
ω
π

2.Fall:  Ω>ωE  
 

 Skizze für: E10
1

ω⋅=Ω  

   
2
1

E

2
0 =
ωΩ

ω  
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( ) ( )
N

( ) ( ) ( ) ( )

( )ϕ+Ω⋅+

+



















ω⋅ϕ−ω⋅



















ϕ⋅
ω
ω

−ϕ⋅
ω
α

⋅⋅=

≅<<

α−

tsin
R
Û

tcossintsincossine
R
Ûti EE

1
E

0

1
E

t

�
�	�  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

N

( ) ( )ϕ+ω⋅−⋅=














ϕ+Ω⋅+
















ω⋅ϕ−ω⋅ϕ−⋅⋅=

α−

ω=ϕ+ω−

α−

tsine1
R
Û

tsin
R
Ûtcossintsincose

R
Ûti

E
t

ttsin
EE

t

EE

������� 
������� 	�
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Für diesen Spezialfall des Stromverlaufs ergeben sich die folgenden Kenndaten: 

Zeitkonstante:  
R
L21T =

α
=  

Güte:    
R
C
L

G =  

Halbwertsverstimmung: 

C
L

R
G
1vH ==  

0

0

t

R
Û

R
Û

−

( )ti

( )te1
R
Û α−−⋅

E

2
ω
π

„Einschwingen“ 
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Absolute Bandbreite: ( ) ( ) H0HH vvvvvb ω=−=ω−+=ω=  

     → 
T
22

L
R

C
L

R
LC
1b =α==⋅=  

 ⇒ konstantTb =⋅  
(„Gute“ Kreise haben lange Einschwingzeitkonstanten und umgekehrt.) 

 
Was passiert schließlich für 0R → , d.h. 0→α ? 
Berücksichtigt man aus der Reihenentwicklung der Exponentialfunktion 

...t1e t +α−=α−  
nur die beiden ersten Glieder, so erhält man für den Zeitverlauf des Stroms: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

( ) ( ) ( )ϕ+ω⋅⋅=ϕ+ω⋅α⋅= tsint
L2

Ûtsint
R
Ûti EE

Im Anfang der e-Funktion,
d.h solange tα  noch klein!
„Resonanzkatastrophe“ 

0

0

t

( )ti

E

2
ω
π
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Abschaltvorgang 
 
Beispiel: Entladung eines Kondensators, behandelt mit 

1. Differentialgleichung, 
2. Fourier-Methode. 

 
Ein Kondensator sei für 0t ≤  auf 00 UCQq ⋅==  aufgeladen. Zur Zeit 0t =  wird über 
den Widerstand R kurzgeschlossen. Gesucht ist der Stromverlauf. 
 
1. Lösung mit Differentialgleichung 
 

0t ≥  interessant 
 
Anfangsbedingung: 
 ( ) 00 UCQ0tq ⋅===  

 ( )
R
U0ti 0==  

(Strom durch Kondensator 
darf springen!) 

 
für 0t ≥  gilt: 
 ( ) ( ) 0tuRti C =+⋅−  

  mit: ( ) ( )
dt

tdqti −=  

   ( )
C
qtuC =  

 → ( ) ( ) 0tq
C
1

dt
tdqR =⋅+⋅  

  ( ) ( )tq
RC
1

dt
tdq

⋅−=  

  → ( ) RC
t

eAtq
−

⋅=  
 
Anfangsbedingung: 

( ) AQ0tq 0 ===  

 → ( ) RC
t

0 eQtq
−

⋅=  

  ( ) ( ) RC
t

0RC
t

0 e
R
Ue

RC
Q

dt
tdqti

−−
⋅=⋅=−=  

oder auch 

 ( ) ( ) ( ) ( )tiR
C
tqtutu RC ⋅===  

 → ( ) ( ) RC
t

0 e
R
U

RC
tqti

−
⋅==  

„Vorgeschichte“ ist hier durch die Anfangsbedingung(en) berücksichtigt. 
 

( )ti
R

S

( )tuC

0t =

C
( )tq
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1. Lösung mit Fourier-Transformation (zweiseitig) 
 
Hier muß die Vorgeschichte durch die Form der Erregung (gesamter Zeitbereich 

∞<<∞− t ) berücksichtigt werden. Für negative Zeiten liegt 0U  an, dann wird 
Kurzschluß aufgeprägt: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
(Man beachte: Der Zählpfeil für ( )ti  ist gegenüber 1) in der Schaltung anders herum 
eingezeichnet!) 
 

 

( )




>
<= 0t:für0

0t:fürUtu 0  

 
Wie lautet das Spektrum ( )ωU  dieser 
Erregung ( )tu ? 

 
Erinnerung an Sprungfunktionen: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Mit umgekehrtem Vorzeichen: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

( )ti

R

S

( )tu0t =
C0U

„Erregung“ Schaltung 

( )tu

t0

0U

( )
ω

=ω
j
1F

( )tf

t0
1

( )tf

t0
1−

( )
ω

−=ω
j
1F

( )tf

t
0

( )tf

t0

1−

1
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Für die vorliegende Aufgabenstellung wird der 4.Fall benutzt, d.h. 

 ( )
ω

−=ω
j
UU 0   (dieser Pol ist zur unteren Halbebene zu rechnen) 

 
Damit ergibt sich sofort: 

 ( ) ( )
( )

Cj
1R

1
j
U

Z
U 0

ω
+

⋅
ω

−=
ω
ω

=ωΙ  

 
( )

νω−ω
⋅−=

⋅−ω

⋅ω
⋅

ω
−=

ω+
ω

⋅
ω

−==ωΙ

1
jR
U

RC
1j

R
1

j
U

CRj1
Cj

j
U...

0

00

 

        mit: 
RC
1jj ⋅=α=ων  

 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Wichtige Anmerkung: 
Hier hat sich der Pol bei 0=ω  herausgekürzt. Dann ist es offenbar egal, wie der Pol 
umfahren wird (vgl. oben). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

( )
ω

−=ω
j
1F

( )tf

t
0

( )tf

t0

1−

1

( ) ( ) j t
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Beide „Erregungen“ (sowohl das Abschalten einer positiven Gleichspannung 0U  als 
auch das Einschalten einer negativen Gleichspannung 0U− ) müssen also zum glei-
chen Ergebnis führen. 
 
 
 
Überprüfung mit DGL.: 
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