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Warnhinweis

Der unsachgeméfle Gebrauch eines Vorlesungsskripts kann zu schwerwiegenden Folgen, wie Un-
versténdnis des Stoffs und Durchfallen bei Priifungen, fiihren. Es ist auf keinen Fall als Ersatz fiir
die Vorlesung, sondern bestenfalls als Ergidnzung derselben geeignet. Besuchen Sie daher stets
die Vorlesung und arbeiten Sie dort mit, z.B. indem Sie mitschreiben, mitdenken und zuhoren.
Alle drei Aktionen gleichzeitig durchzufiihren iiberfordert zunéchst Studierende in den ersten
Semestern. Versuchen Sie trotzdem, alles unter einen Hut zu bringen. Sie werden merken, dass
dies mit der Zeit immer besser geht. Das Skript hilft Thnen bei der hiuslichen Nachbereitung
des Stoffes, die unerlésslich ist. Gehen Sie noch einmal Stiick fiir Stiick bis ins letzte Detail Thre
Mitschrift durch. Geben Sie keine Ruhe, bis Sie jeden einzelnen Schritt verstanden haben. Im
Skript finden Sie eventuell ergéinzende Erlduterungen. Auflerdem sind ein paar Verstdndnisfra-
gen eingebaut, deren Beantwortung Sie als Fufinote finden. Denken Sie {iber die Frage nach, und
lassen Sie sich Zeit dafiir! Wenn Sie nicht gleich auf die Antwort kommen, lesen Sie weiter oder
legen Sie das Skript beiseite und beschiéiftigen Sie sich spédter noch einmal damit. Schauen Sie
sich erst die Fuinote an, wenn Sie entweder sicher sind, eine Antwort gefunden zu haben, oder
Sie mindestens eine Woche (mit Unterbrechungen) ergebnislos dariiber nachgedacht haben.

Jedoch sollten Sie bedenken, dass dieses Skript auch von mir verfasst wurde, d.h. ich erklére
manches wahrscheinlich so, wie ich es in der Vorlesung getan habe bzw. tun werde. Schauen
Sie deshalb auch noch in Biicher, wenn Sie etwas nicht verstehen. Dort werden Sie alternative
Erldauterungen finden, die bei Thnen den Aha-Effekt auslosen kénnen. Die Biicherliste am Ende
des Skripts ist nur eine sehr kleine Auswahl. Durchstobern Sie selbst die Bibliothek nach einem
Werk, das Thnen personlich liegt. Es ist sehr individuell, wie man mathematischen Stoff begreift.

Volker Michel

P.S.: Es gibt vermutlich kein Skript auf diesem Planeten, das vollig fehlerfrei ist. Genieflen Sie
also dieses Skript mit Vorsicht. Falls Sie etwas finden, lassen Sie es mich bitte wissen.
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Kapitel 1

Reelle Zahlen

1.1 Mengen und Aussagen

Wir brauchen zunéchst einen Grundwortschatz, um damit andere Begriffe definieren zu kénnen.
Fangen wir mit dem Begriff “Menge” an . Die folgende Beschreibung geht auf Cantor, Ende des
19. Jahrhunderts, zuriick:

“Unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung M von bestimmten, wohl-
unterschiedenen Objekten m unserer Anschauung oder unseres Denkens (welche die
Elemente von M genannt werden) zu einem Ganzen.”

Wir schreiben: m € M.
Die leere Menge wird mit () (oder {}) bezeichnet.

Beispiel 1.1.1Man kann konkrete Mengen auf viele verschiedene Arten definieren. Eine Moglich-
keit ist, alle Elemente einzeln aufzuzéhlen, z.B.

M := {Hund, Katze, Maus}.
Man nennt dies eine explizite Darstellung . Es gilt hier:

Hund € M, Tiger ¢ M.

Dies macht nur dann Sinn, wenn die Anzahl der Elemente nicht allzu grof§ ist. Alternativ kann
man eine Menge definieren, indem man Eigenschaften fiir ihre Elemente fordert, z.B.

N := {Tiere | Tier ist Sdugetier}.

2

Dies wird eine implizite Darstellung genannt . Der senkrechte Strich “|” wird als “mit

folgender Eigenschaft” oder “so dass gilt” gelesen.
Beachten Sie, dass nach dem Cantor’schen Mengenbegriff

{Apfel, Birne, Apfel}

11



12 KAPITEL 1. REELLE ZAHLEN

keine Menge ist. Warum?! O

Ein Wort, das wir in unserem Grundwortschatz auch bendtigen, ist “Aussage”. Wie gehen davon
aus, dass klar ist, was darunter zu verstehen ist. Dann kénnen wir festlegen, wie man Aussagen
verkniipft.

Definition 1.1.2 Seien A und B Aussagen, die wahr (w) oder falsch (f) sind. Folgende Ver-
kniipfungen werden eingefiihrt:

“A und B” (kurz: AN B)
“A oder B” (kurz: AV B)
“nicht A7 (kurz: =A)
“entweder A oder B”

A ‘ B H ANB ‘ AV B ‘ entweder A oder B

w | w w w f Al -A
w| f f w w w]| f
flw f w w Tl w
flr f f f

Satz 1.1.3 Sind A und B Aussagen, so gilt:

—~(AAB) (mA4) v (=B),
~(AV B) (mA) A (=B),
V(BAC) = (AVB)A(AVCO),
ABVC) = (ANB)V(AAC).

Das ist keine Hexerei. Bis auf den Unterschied zwischen “oder” und “entweder ...oder ” ent-

spricht dies dem allgemeinen Sprachgebrauch. Sie kdénnen sich also vorstellen, was passiert, wenn
ein Kellner einem Mathematiker erklirt, dass “im Meniipreis ein Dessert oder eine Tasse Kaffee
enthalten” ist. Sein Gast wird antworten: “Oh, danke! Ich nehme beides!” ;-)

Beispiel 1.1.4Stellen wir uns eine imaginére Katze namens Minka vor. Die Aussage
A := “Minka ist tot oder Minka lebt.”
ist immer wahr, vor und nach dem Ableben des Tiers. Entsprechend ist
B := “Entweder Minka ist tot oder Minka lebt.”

stets wahr und
C := “Minka ist tot und Minka lebt.”

1
“JUIWONIOA [ewoMZ [o]dY,, [Tom ‘USPLIYDSILjuUN[YoM JYOTU puls 9)3alqQ a1
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stets falsch — zumindest wenn man von Schrédingers Katze aus der Quantenmechanik absieht.
Diese ist theoretisch zeitweise tot und lebendig. In diesen Augenblicken wiren A und C wahr
und B falsch. Na, alle Klarheiten beseitigt? O

Bezeichnung 1.1.5 Seien A und B Aussagen.
a) A = B bedeutet “aus A folgt B”, “wenn A, dann B”, “A impliziert B”, “A ist hinreichend
fir B”, “B ist notwendig fir A”.
A & B bedeutet “A genau dann, wenn B”, “A ist dquivalent zu B”, “A dann und nur dann,
wenn B”, “A ist notwendig und hinreichend fiir B” und im Englischen “A if and only if B” (kurz:
“Aiff B”).
b) Wir verwenden die folgenden Quantoren:

: “Es existiert ein” = “Fs existiert mindestens ein”

—

3! “Fs existiert genau ein”
3 :  “Es existiert kein”
v “Fir alle”

Die Aussage “Es existiert eine ungerade Primzahl” ist somit wahr, obwohl es unendlich viele gibt.
Die klare Unterscheidung von Existenz und Eindeutigkeit ist in der Wissenschaft sehr wichtig,
weil es zwei Paar Schuhe sind, ob man herausgefunden hat, ob es eine Losung fiir ein Problem
gibt oder ob es nicht mehr als eine Losung geben kann.

Beispiel 1.1.6 a) Das Standardbeispiel fiir Implikationen ist folgendes:

Es regnet. = Die Strafe ist nass.
Es regnet. <= Die Strafle ist nass.

b) Welche der folgenden Aussagen sind wahr, welche falsch?

A := “d Mensch auf der Erde.”

B := “d! Mensch auf der Erde.”

C = “3d! Fuflballverein aus Siegen in der 1. Liga.”

D := “d Mensch auf der Erde.” vV “J intelligentes Leben auflerhalb unseres Sonnensystems.”
E = “Siegen liegt in Hessen.” A “J intelligentes Leben aulerhalb unseres Sonnensystems.”
Finden Sie es selbst heraus!? &

Achtung! Aus generell falschen Aussagen kann alles gefolgert werden, insbesondere auch wahre
Aussagen! So kann aus 2=3 durch Multiplikation mit 0 die wahre Gleichung 0=0 gemacht werden.
Trotzdem ist damit natiirlich nicht bewiesen, dass 2=3 gilt. Deshalb muss ein Beweis immer
folgendem Gesetz folgen:

2
"OS[e} PUIS UaI9pUR SI(] (7 PUN |/ PUIS IYRAA
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bekannte wahre Aussage = zu beweisende Aussage
niemals umgekehrt!

Satz 1.1.7 Sind A und B Aussagen. So gilt:

(A= B) & (-B = —A)

Dies ist das Prinzip eines indirekten Beweises. Wir wissen, dass A gilt und wollen B als wahr
nachweisen (also A = B). Unter Umsténden ist dieser direkte Weg schwierig. Es kann hilfreich
sein, folgendes zu zeigen: Wenn B nicht gelten wiirde, dann wire A auch falsch (also =B = —A).
Dies ist ein indirekter Beweis. Er ist dquivalent zum direkten Weg. Denn wir kénnen nach
Vollendung des indirekten Beweises wie folgt argumentieren: Wir haben gezeigt: Wenn B nicht
gelten wiirde, dann wire A auch falsch. Aber wir wissen ja, dass A wahr ist. Also muss die
Annahme, dass B falsch ist, fehlerhaft sein. Somit ist B wahr, weil A wahr ist.

Und umgekehrt gilt: Wenn wir den direkten Beweis A = B vollendet haben, wissen wir: Wire
B nicht wahr, dann kann auch A nicht gelten, denn wir haben ja herausgefunden, dass aus der
Giiltigkeit von A stets folgt, dass B wahr ist. Somit kann A nicht wahr sein, wenn B nicht wahr
ist.

Schauen wir uns noch mal das Regenbeispiel an:

Beispiel 1.1.8 Angenommen, es regnet. Dann muss die Strafie nass sein. Soweit waren wir schon
weiter oben. Der Umkehrschluss ist nicht erlaubt: Wenn die Strafle nass ist, dann muss es nicht
zwangslaufig regnen. Es konnte auch andere Griinde wie z.B. das Auspumpen eines Kellers
geben. Auch das hatten wir schon. Nach Satz 1.1.7 gilt jedoch folgende Folgerung: Wenn die
Strafle nicht nass ist, dann kann es auch nicht regnen. Das ist sicherlich richtig. Eine trockene
Strafle bei Regen wire eine Sensation. O

Genug Logeleien, wenden wir uns noch mal den Mengen zu. Es gibt eine simple Beziehung
zwischen Mengenverkniipfungen und Aussagenverkniipfungen.

Definition 1.1.9 Scien A und B beliebige Mengen.

a) AUB :={x|xz € AV x € B} heifst Vereinigungsmenge (engl.: union) von A und B. Man
liest die Definition wie folgt: “A vereinigt B wird definiert als die Menge aller x, fiir die gilt: x
ist Element von A oder x ist Element von B.”

b) ANB:={x|x € ANz € B} heifst Schnittmenge (engl.: intersection) von A und B. Man
liest: “A geschnitten B wird definiert als die Menge aller x, fir die gilt: x ist Element von A
und x ist Element von B”

c) Zwei Mengen, deren Schnitt leer ist, nennt man disjunkt (engl.: disjoint). Vereinigt man
zwei disjunkte Mengen A und B, so kann man A U B fir die Vereinigungsmenge schreiben,
wenn man Wert auf die Figenschaft des leeren Schnitts legt.
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d) A\ B:={z|x € ANz & B} heifit “A ohne B”.

e) Man sagt, dass A eine Teilmenge von B ist (kurz: A C B), wenn gilt: x € A = x € B, also
wenn aus ‘v € A” stets “x € B” folgt.

Achtung: Die Bezeichnungen A C B und A C B sind gleichwertig, d.h. A C B schliefst Gleich-
heit nicht aus. Soll Gleichheit nicht zugelassen werden, so muss die Bezeichnung A C B oder
alternativ A ;Cé B gewdhlt werden.

Satz 1.1.10 Seien A, B und C beliebige Mengen. Dann gilt:
a) ANBCA, ANBCB,AnB=BNA,
b) ACAUB, BCAUB, AUB=BUA,
¢c) ACB=ANB=Aund AUB =B,
d) ACBund BC A& A=DB,
e) AN(BUC)=(ANB)U(ANC), AU(BNC)=(AUB)N(AUCQC),
f) AN(BUC) = (A\ B)N(A\C), A\ (BNC) = (A\ B)U(A\C).

Definition 1.1.11 Seien M und N nicht-leere Mengen. Das (kartesische) Produkt von M
und N wird definiert durch

M x N :={(z,y)|lx € M ANy € N}.

Man liest “M Kreuz N”.

Dies kann man sozusagen iterativ weiterfithren: Sind M, N und P nicht-leere Mengen, so kann
man folgendes einfiihren:
M xNxP:=(MxN)xP.

Die Elemente werden als Tripel (m,n,p) mit m € M, n € N und p € P geschrieben, auch wenn
man formal betrachtet die Elemente von (M x N) x P etwas anders schreiben miisste. Wie?3.
Und so kann man das mit beliebig aber endlich vielen Mengen machen. Man erhélt dann n-Tupel
(s1,-..,8n). Wichtig ist, dass immer alle erdenklichen Kombinationen von Elementen gebildet
werden.

Bildet man das kartesische Produkt einer Menge mit sich selbst, so verwendet man die Kurz-
schreibweise als Potenz, z.B. R3 := R x R x R. Aber das wissen Sie ja lingst.

3Eigentlich hitten sie die Form ((m,n), p), da man ein Paar aus (m,n) € M x N und p € P bildet.
Dies ist aber unnétig uniibersichtlich.
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1.2 Abbildungen

Wir beginnen mit der Definition einer Abbildung.

Definition 1.2.1 Seien A, B # () beliebige Mengen. Unter einer Abbildung f von A nach B
versteht man eine Zuordnung folgender Art: Jedem Element a € A wird genau ein Element
b € B zugewiesen. Man schreibt:

f:A — B
a — f(a),

wobei f(a) das Element von B reprdsentiert, das a € A zugeordnet wird, also b = f(a). Die
Menge A heifit Definitionsbereich (engl.: domain) von f. Der Wertebereich(Bild, engl.:
range, image) von f ist

im f := f(A) :={f(a)|a € A} C B.
Allgemeiner definiert man das Bild der Teilmenge C C A unter f als

f(C):={f(a)|aeC}.

Ferner bezeichnet

fYD):={acA|lfla)eD}C A
das Urbild von D beziiglich f. Schlieflich wird der Graph von f noch definiert durch

graph f := G(f) := {(a, f(a)) |a € A}.

Sezieren wir erst mal diese Definition im Detail, damit uns nichts entgeht. Hier sind sehr viele
Dinge auf einmal hinein gepackt. Zun#chst ist eine Abbildung eine Zuordnung von Elementen.
Auch wenn die reellen Zahlen erst im nichsten Abschnitt erscheinen, so werden sie hier trotzdem
schon fiir ein Beispiel benutzt. Wir sehen uns die Abbildung

f:-11 —- R
r - a?
an. Hier wir eindeutig eine Zuordnungsvorschrift erklért. Jeder reellen Zahl im Intervall [—1, 1]
wird ihr Quadrat zugeordnet. Was alles sagt jetzt die Definition aus?

1. Jedem Element von [—1,1] wird ein Element von R zugeordnet. Wir diirfen also nichts
auslassen! Dies bedeutet insbesondere, dass die Zuordnungsvorschrift auch fiir alle Elemen-
te im Definitionsbereich ausfiihrbar sein muss. Die Abbildung = +— /z wiire also nicht auf
[—1, 1] moglich. Ubrigens wird gelegentlich der Begriff des maximalen Definitionsbe-
reichs verwendet. Hiermit ist gemeint, dass man alle Elemente (meist Zahlen) verwendet,
auf die die Vorschrift angewendet werden kann. Bei o +— 22 wiire dies R, bei z + /z nur
]R(J)r , also die Menge aller nicht-negativen reellen Zahlen.
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2. Jedem Element von [—1,1] wird genau ein Element aus R zugeordnet. Zweideutigkeiten
sind nicht erlaubt. Eine Vorschrift der Art “Jedem = € [~1,1] wird a € R mit a® =z + 5
zugeordnet” ist keine Abbildung! Warum?4.

3. Der Definitionsbereich legt fest, welche Werte iiberhaupt in die Abbildungsvorschrift
eingesetzt werden sollen. Je nach Zusammenhang kann es sinnvoll sein, weniger als den
maximalen Definitionsbereich zu verwenden.

4. Das Bild beschreibt die Menge genau der Werte, die durch die Abbildungsvorschrift er-
reicht werden konnen. In obigem Beispiel ist das [0,1].

5. Das Urbild hat, trotz der Schreibweise, zunéichst nicht zwingend etwas mit der Um-
kehrabbildung zu tun, mit der wir uns gleich noch beschéftigen werden. Auch fiir nicht
umkehrbare Funktionen ist der Begriff des Urbilds klar definiert. Die Idee des Urbilds ist
folgende: Wir geben uns eine bestimmte Menge vor, z.B. [0,1/4], und fragen uns, wel-
che Werte aus dem Definitionsbereich hierauf abgebildet werden. Im Beispiel wére das
f7([0,1/4]) = [~1/2,1/2]. Beachten Sie, dass die Abbildung f im Beispiel nicht umkehr-
bar ist.

6. Der Graph besteht aus Paaren: der erste Eintrag ist der Wert, dem der zweite Eintrag
zugeordnet wird. Dadurch entstehen die bekannten Bilder, in unserem Beispiel wire das
eine Parabel.

Abbildungen konnen verschiedene Eigenschaften haben. Hier sind die grundlegenden.
Definition 1.2.2 Sei f : A — B eine Abbildung.
a) f heifit injektiv, wenn gilt:
Gilt f(aq) = f(az2) fir ay,a2 € A, so ist ap = as.
b) f heifit surjektiv, wenn f(A) = B.
c) f heifsit bijektiv, wenn f injektiv und surjektiv ist.

Aquivalent zur Definition der Injektivitét ist nach Satz 1.1.7 die folgende Definition:
f ist injektiv, wenn gilt:

Wenn ay # ag, dann ist f(a1) # f(a2).

4
G+ T/N— pun g+ TN :9JeyosusSIy I9SoIp W § S D Ul s[e Iyau 1qI8 S5y
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Injektivitdt bedeutet also, dass das Einsetzen verschiedener Zahlen in die Vorschrift stets ver-
schiedene Ergebnisse liefert. Surjektivitdt hingegen ist lediglich die Frage, ob man beim Auf-
schreiben der Notation f : A — B den Wertebereich als B verwendet hat. Eine Abbildung der
Form f: D — f(D) ist somit automatisch surjektiv.

Beispiel 1.2.3 Sehen wir uns die folgenden Abbildungen an:

f:-L,1—-R g:R—>R F:Rf — RS G:Rf —R

33‘*—’:172 IEF—>JE2 £E|—>33‘2 33‘|—>33‘2

f ist nicht injektiv, weil beispielsweise f(—0,5) = f(0,5). Auch die Frage nach der Surjektivitit
miissen wir verneinen, da beispielsweise der Wert 1,5 nie von f angenommen wird, jedoch in R
liegt. Es gibt also kein z € [—1,1], so dass f(z) = 1,5.

Auch bei g liegt keine Injektivitéit vor. Da miissen wir gar nicht viel nachpriifen. Die Vorschrift
ist wie bei f, aber der Definitionsbereich ist eine Obermenge. Wenn es schon bei f nicht geklappt
hat, dann geht das hier auch schief. Aber eine Erweiterung des Definitionsbereichs ldsst Hoffnung
beziiglich der Surjektivitit aufkommen, denn wir haben potentiell mehr Werte. Jedoch klappt
auch dies hier nicht: Alle negativen Zahlen fehlen im Bild von g.

F hingegen ist bijektiv! Erlauben wir nur nicht-negative z, so ist 22 = 3 fiir z1,72 € R(J)r
eindeutig auflésbar: x1 = xo. F ist also injektiv. Auch die Surjektivitdt liegt vor, weil die
negativen Zahlen als Werte ausgeschlossen wurden. Also ist F' bijektiv.

Bei G hat sich gegeniiber F' nur die Menge auf der rechten Seiten geéndert. Dies &ndert nichts
an der Injektivitédt. Es beeinflusst nur die Surjektivitéit. Sie geht floten, weil wir wieder auf die
negativen Zahlen schauen miissen. &

Wozu das Ganze? Diese Begriffe hingen sehr eng mit dem Losen einer Gleichung zusammen.
Betrachten wir die folgenden Gleichungen:

2t = 4 (1.1)
o= -2 (1.2)
22 =0, z,y,2€R (1.3)

Wenn wir Gleichungen 16sen, kommen wir nie an den folgenden beiden Fragen vorbei (neben
der natiirlich ganz zentralen Frage, wie die Losung aussieht): Ist die Gleichung losbar? Wenn ja,
ist die Losung eindeutig?

Formulieren wir die Fragen ein wenig um: Ist die Gleichung lésbar? = Gibt es ein z (oder y oder
z), so dass der Wert auf der rechten Seite angenommen wird? Dies ist eng verkniipft mit der
Frage nach der Surjektivitt.

Ist die Losung eindeutig? = Kann es mehrere x (oder y oder z) geben, die zum gleichen Wert
auf der rechten Seite fiihren? Hier haben wir die Injektivitét.

Wie wiire es bei diesen Gleichungen?®

®Gleichung (1.1) ist 16sbar. Die Losung ist aber nicht eindeutig: « € {—2,2}. Gleichung (1.2) ist nicht l6sbar.
Gleichung (1.3) ist 16sbar, und die Losung ist eindeutig: z = 0.
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Eng damit verbunden ist der Begriff der Umkehrabbildung.

Definition 1.2.4 Fine Abbildung f : M — N heifit umkehrbar (invertierbar), wenn es eine
Abbildung f~' : N — M gibt, so dass f~Y(f(m)) = m fiir alle m € M und f(f~'(n)) = n fir
allen € N gilt. f~! heifit Umkehrabbildung (Inverse) von f.

Satz 1.2.5 Sei f: M — N eine Abbildung. Dann gilt:
a) f ist invertierbar. < f ist bijektiv.

b) Ist f invertierbar, so ist f~! eindeutig bestimmd.

Sie kennen (hoffentlich) alle ein Beispiel aus der Schule. Die Exponentialfunktion
exp:R—=RT, zse®

ist invertierbar. Es gibt also genau eine Funktion, die uns erlaubt, aus e* = y den Wert « in
Abhéngigkeit von y auszudriicken. Man nennt sie den natiirlichen Logarithmus. Der Zusam-
menhang zwischen Bijektivitit und Invertierbarkeit ist wie folgt einsichtig: Zunéichst muss es zu
jedem y wenigstens ein x geben, damit die Gleichung gilt. Andernfalls kénnten wir das quasi
umgekehrte Zuordnen y — =z vergessen. Dafiir brauchen wir die Surjektivitéit. Es muss aber
zusétzlich unmissverstindlich, also eindeutig, sein, welches x dem jeweiligen y zugeordnet wird.
Dafiir brauchen wir die Injektivitét.

Im bijektiven Beispiel F' : Ra' — Ra' , x — 22 gibt es somit eine Umkehrfunktion. Man nennt sie
die Quadratwurzel: F~(y) =: \/y. Es gilt

(\/E)zszxeRa', \/EZJEV:EERS_,
und denken Sie immer daran, dass
Va? = |z|Vz € R.
Wir werden spéter den Begriff der Verkniipfung noch benétigen.

Definition 1.2.6 Seien A,B,C # () Mengen und f : A — B, g : B — C Abbildungen. Die
Verkniipfung (Verkettung) von g und f wird wie folgt definiert:

gof:A — C
a — (gof)(a):=g(f(a))

Gelesen wird dies als “g Kringel f”.
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Beispiel 1.2.7a) Fiir invertierbare Abbildungen f haben wir das schon benutzt: (fof~!)(z) = z
usw.
b) Seien f : x + 22 und g : x — sinx gegebene Funktionen. Dann gilt:

(9o f)x) = sin(z?),

(fog)(x) = (sinz)? =:sin’z.

1.3 Die reellen Zahlen

Wir legen jetzt hiermit fiir alle Zeiten fest, was die reellen Zahlen sind. Es folgt geballte Infor-
mation.

Axiom 1.3.1 Es existiere eine Menge R mit folgenden Eigenschaften:

1. R ist ein Korper, d.h. es existieren Abbildungen

+:RxR — R (Addition)
:RxR — R (Multiplikation)

mit folgenden Figenschaften:

(A1) (a+b)+c=a+(b+c)Va,b,ceR .

(M) (a-b)-c=a-(b-c)¥a,beceR (Assoziativgesetze)

?ffg)) Zzb::bl? ;JJZ’EZ)]ER } (Kommutativgesetze)

A3) J0:a+0=aVaeR

?Mé’)) 11 eR:a-1—aVacR } (neutrale Elemente)

(A4) VaeR3Id eR:a+d =0

(M}) VaceR\{0}JdJaceR:a-a=1

Folgende Schreibweisen werden verwendet:
1 b

_a::a/’a—b::a+(_b), E::a, E:bé

} (inverse Elemente)

(D)a-(b+c)=a-b+a-c (Distributivgesetz)
2. R ist angeordnet, d.h. es existiert eine Relation <, so dass gilt

(a) R ist totalgeordnet, d.h.
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1. R ist teilgeordnet, d.h.
o Fir alle x € R gilt: x < x.
o Istx<yundy<zfirx,y,z€R, soistx<z.
o Istx<yundy <z firx,y R, soistx=y.
(Wir fiihren die Bezeichnung x <y fir den Fall ein, dass v <y und  # y.)
und
1. Fir je zwet Elemente x,y € R gilt:

<y odery<u.

und
(b) Die Ordnung ist vertrdglich mit Addition und Multiplikation, d.h. fira,b,c € R
gilt
. a<b=>a+c<b+c
. a<b,0<c=a-c<b-c

3. R ist vollstindig, d.h. jede nach oben beschrinkte Teilmenge # () von R besitzt ein Su-
premum i R.

Die Elemente von R heifien reelle Zahlen.
Um die letzte Eigenschaft zu verstehen, benttigen wir noch eine Definition.
Definition 1.3.2 Seien A C R und c € R.
a) c heifst obere Schranke (engl.: upper bound) von A, wenn a < ¢ fir alle a € A.
b) ¢ heifst untere Schranke (engl.: lower bound) von A, wenn a > ¢ fir alle a € A.

¢) ¢ heifst Supremum von A, wenn c kleinste obere Schranke von A ist, d.h. ist d € R obere
Schranke von A, so ist d > ¢ > x fiir alle xt € A. Man schreibt: ¢ = sup A.

d) ¢ heifst Infimum von A, wenn ¢ grifite untere Schranke von A ist. Die Bezeichnung ist
c=inf A.

e) ¢ heifit Maxzimum von A, wenn ¢ =sup A und ¢ € A.

f) ¢ heifst Minimum von A, wenn ¢ =inf A und c € A.

g) A heifit nach oben beschrdinkt, wenn A eine obere Schranke besitzt.
h) A heifst nach unten beschrdnkt, wenn A eine untere Schranke besitzt.

i) A heifst beschrdnkt, wenn A nach oben und nach unten beschrdinkt ist.
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Satz 1.3.3 Supremum und Infimum sind eindeutig bestimmt, wenn sie jeweils existieren.

Sie fiihlen sich erschlagen? Keine Sorge, das ist normal. Aber schauen wir uns das Axiom noch
mal genauer an. R ist ein Koérper. Wenn Sie sich die einzelnen Eigenschaften ansehen, dann
sind das nichts anderes als die Rechenregeln, die Sie von Kind auf gelernt haben - nur eben
komprimiert aufgeschrieben. Und Sie sehen auch - was fiir Ingenieure weniger wichtig ist - die
Sicht der Mathematik auf die Rechenoperationen: Es gibt nur Addition und Multiplikation.
Subtraktion und Division sind keine eigenstéindigen Operationen. Die Kérperaxiome legen also
fest, wie wir rechnen diirfen. So und nur so geht es, egal was manche Studierende so in ihren
Klausuren fabrizieren. ;-)

Dann haben wir die Ordnung. Die Teilordnung legt zunéchst sehr elementare Dinge fest. Fine
Zahl muss stets kleiner oder gleich sich selbst sein. Man nennt das die Reflexivitéit. Die folgende
Figenschaft ist die Transitivitdt: Ist eine Zahl kleiner gleich einer zweiten und diese kleiner gleich
einer dritten, so ist die erste kleiner gleich der dritten. Die Ungleichung iibertrigt sich also, daher
Transitivitdt. Die dritte Eigenschaft der Teilordnung ist hilfreich, weil man manchmal Gleichheit
besser zeigen kann, indem man < und > separat nachweist.

Die Teilordnung verzichtet noch auf eine Forderung, die bei der Totalordnung ergénzt wird: Zwei
beliebige Zahlen miissen stets vergleichbar sein. Denken Sie an ein einfaches Beispiel: Auf dem
R? kann man folgende simple Relation definieren:

(a,b) < (z,y)=a<zAb<ly

(wobei das Symbol & fiir “definitionsgeméfl dann und nur dann” steht). Wir vergleichen also
komponentenweise. Dies ist eine Teilordnung. Sie kénnen es selbst nachpriifen. Aber es ist keine
Totalordnung. Warum?% Die Vertriglichkeit mit Addition und Multiplikation ist das, was wir
brauchen, um Ungleichungen aufzulésen oder sonstwie zu bearbeiten. Wir diirfen also auf beiden
Seiten die gleiche Zahl addieren, ohne dass sich an der Beziehung etwas dndert. Auflerdem diirfen
wir mit einer nicht-negativen Zahl die Ungleichung multiplizieren und die Relation bleibt
bestehen. Mit negativen Faktoren wiirde dies schiefgehen. Multiplizieren Sie doch mal 2 < 3 mit
-1.

Schliefllich wird noch die Vollsténdigkeit gefordert. Dies ist eine zentrale Eigenschaft der reellen
Zahlen, ohne die die Analysis nicht denkbar wére. Nicht-Mathematikern bleibt dies zwar meist
verschlossen, jedoch benutzen Anwender sehr oft dieses Axiom, ohne es zu wissen. Es lohnt sich
also, trotzdem ein Gefiihl dafiir zu bekommen. Vergleichen wir einmal R mit QQ, der Menge der
rationalen Zahlen. Q erfiillt alle Axiome, die R erfiillt, bis auf die Vollstandigkeit. Wie konnte
ein Gegenbeispiel hierfiir aussehen?” Aquivalent zum Axiom der Vollsténdigkeit ist iibrigens die
Forderung, dass jede nach unten beschriankte, nicht-leere Teilmenge von R ein Infimum besitzt.

®Man kann zwei Vektoren finden, auf die die Relation nicht anwendbar ist, z.B. gilt bei (0,1) und (1,0) weder
(0,1) < (1,0) noch (1,0) < (0,1).

"Wir suchen also eine Teilmenge M von Q, die der Vollstéindigkeit-Bedingung widerspricht. Sie muss somit
nach oben beschrénkt sein, aber kein Supremum besitzen. Eine nach oben beschriankte Menge zu finden, ist sehr
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Aus den Axiomen lassen sich noch verschiedene andere Regeln und FEigenschaften ableiten.
Insbesondere gelten die folgenden.

Satz 1.3.4 Seien a,b,c € R. Dann gilt:
a) a<bAc<0= ac>be,
b) a®>:=a-a >0,
1< 1
c)0<a§b:>525>0

Somit gilt dann auch

1 1 1 1
6<b<0 = —a>2-b>0=20<——<—-=20>-2>—-.
a) c) a b a) a b
Besonders wichtig ist auch die folgende Losungsformel.
Satz 1.3.5 (p-q-Formel) Seien p,q € R. Dann hat die Gleichung
2?4 pr+q=0
firz e R
e keine Ldsung, wenn %2 <q
. 2
e genau eine Losung x = —5, wenn & = ¢
e zwei Losungen
p P\?
=_Y4 <_) —q, 14
T2 =3 5) 4 (1.4)

wenn %2 > q. Das obige Polynom ldsst sich dann wie folgt in Linearfaktoren zerlegen:
2t pr+q=(r—x1)(x—120).

Man muss sich hier nicht die Fallunterscheidung merken, sondern nur die Losungsformel (1.4),
denn daraus ergeben sich die ersten beiden Félle automatisch. Ist %2 < q, so ist der Wert unter
der Wurzel (genannt Radikand) negativ. Ist % = ¢, so ist der Radikand gleich Null und die

Unterscheidung in + und — davor ist obsolet.
Erfahrungsgeméfl kann es nicht schaden, auch noch mal die Bruchrechenregeln zu wiederholen.

einfach. Der Knackpunkt ist die Existenz des Supremums, der kleinsten oberen Schranke, oder besser: die Nicht-
Existenz. Ein Beispiel ist die Menge M := {z € Q|x? < 2}. Sicherlich ist die Menge nach oben beschrinkt. 1,5
wére zum Beispiel eine obere Schranke. Der springende Punkt ist aber nun, dass das Supremum auch Element
von QQ sein muss. Wir werden aber kein Element von Q finden, das die kleinste obere Schranke von M ist. Egal
welche rationale obere Schranke ¢ man wéhlt, es gibe noch kleinere rationale obere Schranken. Die einzige obere
Schranke, die quasi eine scharfe Grenze bilden wiirde, wire v/2. Diese Zahl ist aber irrational.
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Satz 1.3.6 (Bruchrechenregeln) Seien a,b € R und ¢,d € R\ {0}. Dann gilt:
a)

9 ad be ad — be
d c¢d ed  cd

b
i d AT

a ad be ad-+be a
c c

b)

b_ab a b
d ecd ¢ d

a ab a b a d ad
- T e (wenn b #0)

Wir besitzen damit das Handwerkszeug, um Gleichungen und Ungleichungen zu 16sen.

Beispiel 1.3.7a) Die Gleichung 322 + 152 — 18 = 0 16sen wir, indem wir sie zunéchst auf die fiir
die p-q-Formel benétigte Form bringen, d.h. vor 2 darf nichts (oder besser: muss eine 1) stehen.
Dafiir dividieren wir die Gleichung durch 3. Fiir 22 + 52 — 6 = 0 liefert nun die Losungsformel

5 % 5 % 24 5 7
S QY S S Y i . U
2= 75 ;7 T6=73 1 272

Somit gibt es die beiden Lésungen 1 = 1 und x5 = —6.
b) Die Gleichung x? 4+ 9z + 6 = 0 ergibt die Losungen

9 /81 9 [Rl—24 9 [57 1
=24,/ _6=—4 —_Z4 —:—(—i ),
n2=—5E\ g o 0=mgE stV T3P V5T

die offensichtlich irrational sind.

c¢) Fiir die Gleichung 22 + 62+ 9 = 0 liefert die p-q-Formel T1p=—3=% V9 — 9. Es gibt also nur
eine Losung: z = —3.

d) Schlielich kann iiber die Gleichung 2242247 = 0 nach Aufschreiben von Tio=—1£y/1-7
ausgesagt werden, dass sie keine reelle Losung besitzt.

e) Betrachten wir nun die Gleichung

1 =z
. + 5= 4.
Auf den ersten Blick weil man nicht, was man hier tun soll. Es gibt keine Loésungsformel,
die das Resultat liefert. Deshalb muss man einen Weg finden, dies zu vereinfachen. Was geht
denn einfacher hier? Nun, zunéchst liegen hier zwei Briiche vor. Es wére schon, wenn wir das
Ganze ohne Briiche schreiben kénnten. Nun koénnte man wahlweise die Gleichung mit = oder
2 multiplizieren. Es wiirde dadurch aber jeweils immer nur ein Bruch verschwinden. Doch die
Multiplikation mit 2z liefert das gewiinschte Ziel: 1-2 4z -2 = 4 -2z, d.h. 22 — 8z +2 = 0. Eine
Variante dieses Weges wire das Addieren der beiden Briiche, was
2 x? 2 + 2

— t+—=4 &
2:E+2:E 2x

=4
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liefern wiirde. Die Multiplikation mit 2z fithrt auch hier zu 22 — 82 + 2 = 0. Die Losungen sind
T12 = 4+ vV 14. &

Wir miissen uns aber bei Beispiel e) iiber eines im Klaren sein: Nicht alle Schritte, die hier
gemacht wurden, sind dquivalent! Genauer gesagt ist die Multiplikation mit x ein Problem,
denn wir wissen zunéchst nicht, was x ist. Es konnte sein, dass x = 0 gilt. Dann wiirden wir
die Gleichung mit 0 multiplizieren und damit kiinstlich Losungen schaffen. Denken Sie an das
frithere Beispiel 3 = 2 = 0 = 0. Da wir aber in Beispiel €) am Ende herausgefunden haben, dass
x = 0 keine Losung ist, haben wir noch mal Gliick gehabt.

Warum sind Aquivalenzen so wichtig? Wir haben auf der einen Seite eine Gleichung und auf der
anderen Seite eine potentielle Losung. Das Ziel muss sein, dass wir nach dem Prinzip

Gleichung mit x < x € {...}

gearbeitet haben (wobei hier beriicksichtigt ist, dass mehrere Losungen auftreten kénnen). Dies
beinhaltet zwei Teile:
Gleichung mit v = =z € {...}

bedeutet: Wenn es ein x gibt, das die Gleichung erfiillt, dann kann z nur aus der folgenden
Auswahl sein. Anders ausgedriickt (siehe Satz 1.1.7): Alles was nicht in der Menge aufgefiihrt
ist, ist definitiv keine Losung. Aber die Elemente der Menge miissen nicht zwangsldufig eine
Losung sein. Im Beispiel 3 = 2 = 0 = 0 wird aus einer Gleichung ohne Lisung eine Gleichung
gemacht, fiir die alle x € R eine Losung bilden. Die genannte Richtung erlaubt es also nur,
Losungen auszuschliefen. Die Umkehrung

Gleichung mit v < z € {...}

besagt hingegen, dass die Auswahl fiir x lauter Losungen der Gleichung liefert. Anders ausge-
driickt: Was rechts fiir x aufgefiihrt ist, ist sicher eine Losung, denn genau genommen steht hier:
“Wenn z aus der Menge ... ist, dann gilt die Gleichung ...”. Das bedeutet aber nicht, dass hier
alle Losungen aufgefiihrt sind, denn die Aussage 22 — 1 = 0 <= « = —1 ist sehr wohl wahr.
Kurzum: Eine Umformungskette, die ein = statt < beinhaltet, kann zusétzliche Zahlen lie-
fern, die keine Losungen sind. Bei einer Umformungskette, die ein < statt < enthélt, gehen
moglicherweise Losungen verloren. Eine Kette, der unterwegs jeweils beide Richtungen verloren
gehen, ist natiirlich Miill, weil dann gar keine Beziehung mehr zwischen der Gleichung und der
vermeintlichen Losung besteht.

Wir 16sen noch ein paar Gleichungen...
Beispiel 1.3.8a) Betrachten wir
4 4+ 6

20+ 1
12z 4+ 18

3r—3

—22-1
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Zunéichst sollte man solche Ausdriicke vereinfachen. Beseitigen wir den Doppelbruch und kiirzen

wir!
4r + 6
20 + 1 9 dr+6 446 9 dr+6 -1 9
ST =t -1 : =22 1= . — 221
T2 +18 ~ 7 w1 z—1 " 2r+1 4216
3r—3

Stopp! Nicht gleich wild drauflosrechnen! Sehen Sie sich die Gleichung genau an! Na, gemerkt?
Richtig, hier kann man viel vereinfachen! Zum Beispiel

dr+6 x—1 21 - z—1 2o 1
. = xr° — =T — =T
20 +1 4x+6 20+ 1 20+ 1
= 20243x+1=1<2:24+32=0
3
& x(23:—|—3):0<:>:n€{0,—§}

Vier Folgerungen muss man genau ansehen (siehe rote Markierung):

1. Die erste Stelle ist am leichtesten zu iibersehen: Durch das Bilden des Kehrwerts geht die
Information verloren, dass zuvor z — 1 im Nenner stand. Wire x = 1 potentielle Losung,
so miisste man diese im Nachhinein ausschlieflen.

2. Wir haben danach durch 4x 4 6 gekiirzt. Dies ist ein Problem, denn wir haben z = —%

erhalten. Hier wurde durch Null gekiirzt! Somit miissen wir die Gleichung noch einmal
ansehen. In der Tat wiirde dort der Nenner des Doppelbruchs Null werden. x = —% scheidet
somit aus.

3. Dann haben wir auf beiden Seiten durch z — 1 dividiert. Eigentlich gilt hier nur “<”,
was alles zerstoren wiirde. Jedoch haben wir weiter oben erkannt, dass x # 1 gelten muss.
Deswegen liegt hier ein dquivalenter Schritt vor.

4. Schliefllich wurde die Gleichung mit 2z + 1 multipliziert. Wére x = —% potentielle Losung,
so miisste diese noch iiberpriift werden.

Fazit: x = 0 ist die einzige Losung. Eine Probe (die nie schaden kann) bestétigt dies.

b) Zur Abwechslung mal etwas mit Wurzeln:

Vr+9—Vr—7=2

Das Ziel sollte klar sein. Die Wurzeln miissen weg. Quadrieren hilft nicht, weil die Binomische
Formel dann u.a. —2v/x +9 - v/x — 7 liefert. Die 3. Binomische Formel beseitigt links die Wur-
zel, wenn man mit /z + 9 + v/ — 7 multipliziert, doch dann erscheinen rechts Wurzeln. Wir
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quadrieren zunéchst doch:

rT+9-2Vz+9-vVr—T4+(x—-7)=4
S 2r—2-2/(z+9)(x—-T7)=0
e z—1—+(z+9)(z—-7)=0

Hier hilft nun die 3. Binomische Formel. Wir multiplizieren mit (z — 1) + /(z +9)(x — 7)
(“Wurzeltrick”). Das ergibt

(=1 = (z+9)(@—-7)=0

& 22 —20+1—-(2°4+22-63) =0
& —dr+64=0

& =16

Allerdings waren nicht alle Schritte Aquivalenzumformungen. Welche? 8 Es gilt nur “=”. Daher
ist die Probe erforderlich:

V16+9—-vV16—-7=5-3=2
Also ist © = 16 die Losung (und zwar die einzige). <&
...und ein paar Ungleichungen.

Beispiel 1.3.9a) Fangen wir an mit

<z-2 1.5

Wir multiplizieren mit 2 — 3. Doch Vorsicht! Ist < 3, also x — 3 < 0, so dreht dies die
Ungleichung um. Wir machen eine Fallunterscheidung:
1. Fall: x > 3. Dann ist (1.5) dquivalent zu

1< (z—2)(x—3)ez®—52+5>0. (1.6)

“_”

Angenommen, hier wiirde stehen. Dann gilt:

5 5
:E2—5l’—|—5:0<:>l’172: §:|: — —5 = §:|:

Daher ist (1.6) dquivalent zu

(m—%<5+\/5)> <$—%<5—\/§>> > 0.

8
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Positiv ist ein Produkt genau dann, wenn beide Faktoren das gleiche Vorzeichen haben. Also
gilt (1.6) im Fall 1 genau dann, wenn

x> %(5—1—\/5) oder z < %(5—\/5)

Wegen = > 3, also wenn = > % (5 + \/5)
2. Fall: z < 3. Dann gilt

(15) & 1> (x—2)(z—3)
& 0> <x—%(5+\/5)> <a:—%<5—\/3>>
& % (5 - \/3) <r<
Wegen = < 3 wird daraus:
% (5 - \/5) <x<3
Fazit: Die Losungsmenge von (1.5) ist also

{xeR‘%(5—x/§><x<3 oderx>%<5+\/g>}

(denn fiir x = 3 macht die Ungleichung natiirlich auch keinen Sinn). Sehen Sie auch Abbildung
1.1 an.
b) Sehen wir uns noch die Ungleichung

1 1

< .
r—1~ 2z —3 (L.7)

an. Es liegt nahe, Kehrwerte zu bilden, doch Sie wissen, wie empfindlich das Symbol “<” hierauf
reagiert. Wir miissen also beachten, wann hier die Vorzeichen gewechselt werden. Dies ergibt die
folgende Fallunterscheidung:

LFall: z < 1: Dannist z — 1 <0 und 22z —3 < 0(& x < %) Also gilt

1 1

< —1> — > .
x—1_2x—3@w 1>2x—-3<2>x

Da die Nullstellen der Nenner nicht im betrachteten Bereich “z < 17 liegen, gilt hier Aquivalenz
beim ersten Schritt. Somit sind alle x in diesem Fall eine Losung.
2.Fall: 1 < x < % Dann ist x — 1 > 0 und 2x — 3 < 0, also auch

0 .
20— 3 <0< r—1
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10

-8t

=)

-10
-1

Abbildung 1.1: Graph von f(z) = = — 2 — x—ig Die gesuchte Losungsmenge ist {z €

R\{3}|f(z) > 0}. Die Werte % (5 =+ v/5) und 3 sind durch gestrichelte Linien markiert.

Dadurch kann die Ungleichung (1.7) unmoglich gelten.
3. Fall: z > % Hier gilt z —1 > 0 und 2z — 3 > 0, also

1 1
<
zr—1 7 22-3

Sr—1>2r—-3<2>x

Insgesamt ist also {z € R|z < 1 oder % < x < 2} die Losungsmenge, sieche Abbildung 1.2. <&

Noch ein paar Punkte zur Erinnerung...

Axiom 1.3.10 FEs gebe Objekte —oo und +o0, die nicht in R enthalten sind und folgende FEi-
genschaft haben:
VeeR:—oco <z <400

Definition 1.3.11 Seien a,b € RU {—o00,+00}. Mengen der Form

[a, b] {z € Rla <z < b},

[a,b] = [a,b):={z € Rla <z < b},
la,b] = (a,b] :={x € Rla < x < b},
la,b] = (a,b):={x € Rla < x < b}

heiffen Intervalle.
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-10

Abbildung 1.2: Graph von f(z) := 2901_3 — ﬁ Die gesuchte Losungsmenge ist {x €
R\{1, 3}|f(z) > 0}. Die Werte {1, 2,2} sind durch gestrichelte rote Linien markiert.

Beispiel 1.3.12
a) M =[1,2[ ist beschrinkt, inf M = min M = 1, sup M = 2, M hat kein Maximum.

b) M =]1,+o0[ ist nach unten beschrinkt, inf M = 1,sup M = 400, M hat weder Minimum
noch Maximum.

c) M =] — oo, +o0[=R.
d) |1,1[=0,[1,1] = {1}.

e) Die Losungsmenge in Beispiel 1.3.9 a) ist

L:E(&;—\/S),?)[u]%(ux/ﬁ), +oo[

und im Beispiel 1.3.9 b)
L =]—00,1[ U Bz] .

f) [0, 4+o00[=R{,]0, +00[=RT,] — 00,0] = Ry usw.
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Definition 1.3.13

x, fallsx >0

2. fallsz <0 Betrag von x.

a) Firxz € R heifit |x| := {

1, >0
b) Firxz € R heifit sgnzx := 0, =0 Vorzeichen (Signum) von x.
-1, <0

Satz 1.3.14 Fir alle x,y € R gilt:
a) |z| =0
b) |zl =02=0
¢) |z-yl = lz| -yl
d) |z +y| <|x|+|y| (Dreiecksungleichung)

e) |x| =z -sgnz
Beispiel 1.3.15Wir untersuchen die Ungleichung

1> ——
|z + 1 EPT

Es bietet sich hier an, die Ungleichung mit |z — 1| zu multiplizieren. Da dieser Ausdruck stets
nichtnegativ ist (und hier sogar positiv ist, da x = 1 auszuschlieBen ist), #ndert sich das
Ungleichheitszeichen hierbei nicht. Es gilt also

1
S J(z+1)-(xz—-1)]>1, x#1
& |22 —1>1, z#1

Fiir x = 1 ist die Ungleichung ohnehin falsch. Wir kénnen das ignorieren.
Wir brauchen nun eine Fallunterscheidung wegen des Betrages.

L. Fall: 22 -1 >0(& 22 > 1 2 € R\] - 1,1])

Hier gilt |22 — 1| = 2% — 1, also

22 1 >1e?-1>1e 2% >2

ozl >V2ereR)\ [-V2,V2.
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Dies ist eine Teilmenge der betrachteten Menge des Falls.
2. Fall: 22 — 1 <0(& 22 <1 ez €] —1,1))
Nun ist |22 — 1| = —(2? — 1) = —2? + 1, also

22 1> 14 —2>+1>1e0> 22

Das ist unmoglich. In diesem Fall ist die Ungleichung also unlésbar. Die Losungsmenge ist somit
L =R\ [-v2, V2], siehe auch Abbildung 1.3.
O

Abbildung 1.3: f(z) := |z +1] ist in blau und f(x) := \:v—il\ ist in rot gezeichnet; die Werte ++/2
sind mit griinen gestrichelten Linien markiert.

1.4 Vollstandige Induktion

Die vollsténdige Induktion ist eine Beweistechnik, die fiir Aussagen verwendet wird, die z.B. fiir
alle natiirlichen Zahlen gilt. Vorab legen wir fest: 0 € N.

Prinzip der vollstéindigen Induktion (“Dominosteinprinzip”)
Sei m € Z fest und N,,, := {n € Z|n > m}.
Eine Aussage A(n), die fiir alle n € N,,, erklart ist, ist fiir alle n € N,;, wahr, wenn

1. A(m) wahr ist und es gilt

2. wenn A(n) fiir ein n € N,,, wahr ist, dann ist A(n + 1) auch wahr.
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Alternativ zu 2.:

Wenn A(k) fiir alle k£ < n (k € N,;,) fiir ein festes n € N,;, wahr ist, dann ist A(n + 1) wahr.
Teil 1 des Induktionsbeweises steht fiir das Anstoflen des ersten Steines, wihrend Teil 2 aussagt
“fallt der m-te Stein, so fillt auch der (n + 1)-te” oder anders ausgedriickt “jeder Stein wirft
den néchsten um”. Damit ist garantiert, dass alle Steine fallen. Ein fallender Stein steht hierbei
fiir eine ganze Zahl, fiir die die Aussage wahr ist. Wir koénnen also argumentieren (wenn z.B.
m = 0): Nach Teil 1 gilt die Aussage fiir 0. Wegen Teil 2 damit auch fiir 1. Wegen Teil 2 damit
auch fir 2. Wegen Teil 2 damit auch fiir 3 ...

Die Alternative zu Teil 2 argumentiert auf die dquivalente Art “sind alle Steine bis zum n-ten
gefallen, so fiillt auch der (n + 1)-te.”

Auf dem gleichen Prinzip basiert auch die rekursive Definition.

Prinzip der rekursiven Definition
Sei m € Z fest. Ein Ausdruck oder Begriff B(n) ist eindeutig fiir alle n € N,,
definiert, wenn folgendes gilt:

1. B(m) ist definiert und

2. B(n+ 1) wird (rekursiv) mit B(n) eindeutig definiert.

Dies lasst sich am besten an konkreten Beispielen erlautern.

Definition 1.4.1 Die Fakultdt lisst sich wie folgt definieren: 0! := 1, (n+1)! :== (n+1)n!, n €
N. Damit ist die Fakultdt fir alle n € N (= Ny) eindeutig definiert (B(n) = “n!”). Ferner:

|
[ [F . — firny,m € N mit n > m heifit Binomialkoeffizient (“n iber m”)
m (n —m)!m!

Definition 1.4.2 Fine Abbildung a : N,;,, — R (m € Z) heifit Folge.
Man benutzt folgende Bezeichnungen:

Folgenglied

a= (an) = (an)nzm = (an)nENm = (an)n = (an)n:m,m-l—l,... .

Folge

Speziell fir m =0: a = (an)n>0 = (@n)neN = (An)n=0,1,.. = ...

(2.B. a, = n=0,1,...; ergibt die Folge: %, %, %, 6 )

1 .
(n+1)2~



34

Definition 1.4.3 Sei (ap)n>m eine Folge.
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a) Summen werden mit einem grofien Sigma abgekiirzt:

m
D>
k=m

Ferner: H ay,

am  (B(m))

n
Z o +ant1, n €Ny,
k=m
——

B(n)

0, falls n <m. (“leere Summe”)

m—1
E ar + am,.
k=m

am

k=m

1, fallsn <m. (“leeres Produkt”)

c¢) Seia € R. Wir definieren rekursiv: a® := 1, a"* :=a" - a fiirn € N.

Satz 1.4.4 Fir allen € N gilt:

Beweis:

n=0 (Induktionsanfang): Wir vergleichen beide Seiten. Links haben wir Zgzok = 0. Rechts

steht n(n2+1) _ 0(0;—1) -0

Zn:k _ n(n+1)
2
k=0

A(n)
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Die Aussage stimmt also fiir n = 0.

Induktionsannahme: A(n) gelte fiir ein n € N.

Induktionsschritt n — n 4 1:

Zu zeigen (z.z.): Dann (d.h.: benutze, dass A(n) gilt) gilt A(n + 1), d.h.

S%k_(n+1xn+1+u

2

k=0

Wir miissen also sehen, ob wir die Aussage A(n) einbauen kénnen. Dies geht wie folgt:

= = n(n+1) n
k= Y k++l) = S A+l = (F+1)@+D
k=0 Def, k=0 Ind.ann. ausklammern >~
="
Damit ist die Induktion komplett. Die Formel ist fiir alle n € N bewiesen. |

Satz 1.4.5 (Binomischer Lehrsatz) Fiir alle n € N und alle x,y € R gilt:
(x4+y)" = Z <Z> T

Beweis:
Induktionsanfang n=0:

(o4 y)0 Z( ) e @woyo_o:l

k=

[en]

Die Aussage stimmt also.
Induktionsannahme: Fiir ein n € N gelte:

(x+y)" = <Z> xky"_k Vr,y € R

Induktionsschritt n — n + 1:

(z+y)™ = (+y)" (@

2y (z +y)

wk+1nk+z<>kn+1k

o 2 (1)
Ind.ann. o k

N
Ea
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Eine Indexverschiebung k — k — 1 ergibt nun bei der linken Summe:

n+1 n
(z + y)n—l—l _ Z <I<: ﬁ 1) $kyn—(k—1) + Z (Z) :Ekyn—l—l—k.
k=1 k=0

Wir fassen die beiden Summen im gemeinsamen Indexbereich zusammen:

o £ ) ()

n n
+ n) ey yn—(n+1—1) + <0> xOyn—l—l'
—_—
S~~~ =y(n+1)—(n+1) S~~~
=(hi)=t =("g")=1

Um die erste Summe zu vereinfachen, brauchen wir eine Nebenrechnung:

<kiJ+<D = m—kgﬁw—nr+mj%m
B nLk+mm—k+U__m%—k%HMn+D::(HJ> s

(n—k+ D% (ntl— k)& k

Damit erhalten wir:

Das war zu beweisen.

Formel (1.8) ist die Grundlage des Pascal’schen Dreiecks, siehe Abbildung 1.4.
Satz 1.4.6 (Bernoulli’sche Ungleichung)
Vhe[-1,400[VneN: (1+h)" >1+nh

Der Beweis wird als Ubungsaufgabe iiberlassen.
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1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 ) 10 10 ) 1
1 6 15 20 15 6 1

Abbildung 1.4: Pascal’sches Dreieck: Die n-te Zeile (n = 1,2, ...) steht fiir die Werte (g), cee (Z)
Man erhélt sie, indem man mit der Zeile “1 1”7 beginnt und dann wie folgt eine neue Zeile aus
der vorherigen erstellt: Ein Wert in der neuen Zeile ist die Summe der beiden direkt dariiber
liegenden (siehe Gleichung (1.8)). Links und rechts wird auBerdem eine 1 in der Zeile ergénzt.
Aus dem Diagramm liest man beispielsweise mit dem Binomischen Lehrsatz ab, dass (z + )% =

28 4 625y + 152%y? 4 2023y + 1522y* + 629 + o8 gilt.

1.5 Komplexe Zahlen I

Hat es Sie nicht auch schon immer gestort, dass 22 = —1 keine Losung in R hat? Das ging

Mathematiker(inne)n schon vor Jahrhunderten so. Sie fanden eine Losung...

Definition 1.5.1 R wird als Teilmenge von R? betrachtet (“eingebettet”), indem x € R mit
(7,0) € R? identifiziert wird.
Auf R? definieren wir die Addition

(z,y) + (a,b) == (x +a, y+b) (d.h. komponentenweise)

und die Multiplikation

(@,9) - (a,b) := (za — yb, zb + ya)
R? mit dieser Addition und dieser Multiplikation wird mit C bezeichnet. Die Elemente heifien
komplexe Zahlen. Wir schreiben 1 := (1,0), ¢ := (0,1). i heifst imagindre Einheit.
Somitist NCZCcQcCRcCC.
Satz 1.5.2 C ist ein Korper.

So kurz dieser Satz auch sein mag, er sagt enorm viel aus. Wir kénnen némlich in C so rechnen
wie in R. Sehen Sie sich noch einmal die Kérperaxiome an.

Definition 1.5.3 Da R? 3 (z,y) = (x,0) + (0,y), werden Elemente (x,y) € R? als v + iy € C
geschrieben (iy = (0,1) - (y,0)=(0-y—1-0,0-0+1-y) = (0,y)).
Ist z=x+1iy € C; x,y € R, so heifit
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e x =: Re z der Realteil von z und y =: Im z der Imagindrteil von z,
o Z :=u1x — iy die zu z konjugierte komplexe Zahl,
o |z| :=+/2Z = \/2? +y? der Betrag von z.

Die Darstellung von C als R? nennt man “komplexe Zahlenebene” oder “Gauf’sche Zahlenebe-
ne”, siehe Abbildung 1.5.

Im z

. 1+2i0

Re z

2.5-1.5i

Abbildung 1.5: Komplexe Zahlenebene

Beispiel 1.5.4

P2 = . = .0—1- . L0) = (— —
a) (0,1) (0,1)De£(0 0-1-1,0-1+1-0)=(-1,0) 1

Somit gilt:

li| =10 + 1i] = V0% + 12 = 1.
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b) Niemand wiirde ernsthaft das Produkt zweier komplexer Zahlen mit der Formel aus der

Definition ausrechnen. Viel einfacher geht das mit 2 = —1 und den Kérperaxiomen. Es
gilt:
(a+ib) - (z +iy) = (a,b) - (z,9) Dot (ax — by, ay + bx)

ef.

bzw.

cist Korper!

a+ib)(x + 1y ax + aiy + ibx + by
(

cist Ko !
1Y 20RO — by +i (ay+ bx)

Realteil ~ Imaginirteil

c) Sei z = x +iy; x,y € R. Dann gilt:

2

2z = (z+iy)(lx—iy) ==z
= ¥~ (-1) -y =2+ =2

_ 2y

d) Seien z,y,a,b € R und a +ib # 0 (d.h. a # 0 oder b # 0). Wir versuchen, den Real- und
Imaginérteil eines komplexen Bruchs zu bestimmen.

v+iy  (z+iy)(a—ib)  wa—i*yb+i(—zb+ ya)

a+ib  (a+ib)(a—ib) a? + b2

T“Erweiterung mit dem komplex Kon-
jugierten des Nenners”

_ wa+yb ; Yo xb
a? + b2 a? + b2
———— N—_——
Realteil Imaginérteil
des Bruchs des Bruchs

Statt diese Formel auswendig zu lernen, ist es viel sinnvoller, sich die verwendete Technik
zu merken. Hierzu ein Beispiel:
24 3i (2+3i)(-1-2i) —-2—-4i—3i—6i2 4 T
= = = - — —1q.
—142: (—1)2 + 22 ) ) 5

(SR

Also ist Rez = %, Imz = —
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Satz 1.5.5

a) Der Binomische Lehrsatz (z +y)™ = Y 1_ (1) 2"y kyn=k n €N, gilt auch fir z,y € C.
b)Vz,we C:

z+w=Z+w, zw=7ZwW, <i> = é (falls w # 0),
w w
- 1 1
E:z,Rez:g(Z—i-z) I :Z( 2)
|z +w| < |z| + |w], |zw| = |z - |w], ‘ ‘ |’— (falls w # 0)

Fiir z € R stimmt der kompleze Betrag |z| mit dem reellen tiberein.

Exemplarischer Beweis der Formel fiir den Realteil:
Sei z =z +iy; z,y € R. Dann gilt: 2 + z = (x + iy) + (x — iy) = 22 = 2Re z.

Satz 1.5.6 (Fundamentalsatz der Algebra) Jedes (komplexe) Polynom P(z) = ag + a1z +
ot anzt = >0, arz* (ax € CVk) vom Grad n (d.h. a, # 0) lisst sich in C in genau n
Linearfaktoren zerlegen, d.h. es existieren z1, ..., z, € C (die nicht notwendigerweise verschieden
sind), so dass

n

Piz)=apn(z—21)(z—22) (2 — zn) = ayp, H (z — z1)
=1 Linearfaktor

Die z;, sind alle Nullstellen von P. Die Anzahl der gleichen Linearfaktoren einer Nullstelle nennt
man die Vielfachheit der Nullstelle.

Beispiel 1.5.7
a) P(z) =22+224+1=(2+1)2? = (2 — (-1))?, z = —1 Nullstelle der Vielfachheit 2
b) P(z) = 22 4+ 1 hat keine reelle Nullstelle, aber
P H1=062=0+£/0-1= =i,

d.h.
2 4+1=(2—1)(z+1)

(Test: (z —i)(z+14) = 22 —i? = 22 + 1) i und -i haben beide die Vielfachheit 1.
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c)

P(2) =223 +422 - 82 +2=2(2 4222 — 4z + 1)
1 Nullstelle erraten: z =1 (P(1) = 0), Linearfaktor (z — 1)
Eine Nullstelle haben wir. Dadurch wissen wir, dass wir das Polynom zerlegen kénnen in

P(z) = (2 = 1)Q(2),

wobei () ein Polynom vom Grad 2 sein muss. Um ) bestimmen zu kénnen, fithren wir eine
Polynomdivision durch.
(2% +222—4z+1): (z—1) =22 +32—1

_(Z3_Z2)
0+ 322 — 4z
— (327 = 3z)
—z+1
—(z—1)
0

Somit ldsst sich P wie folgt schreiben:
P(z)=2 (z2 +32—1) (2 — 1),

wobei der erste Faktor die folgenden Nullstellen hat:

3 9 —-3+xv9+4 1
U OBtV SRV Y

Somit ist die komplette Zerlegung von P in Linearfaktoren

P(z):2<z—_3+\/ﬁ> (z—ﬂ) (z—1)

und P hat die Nullstellen

~ —3+V13
-2

die alle reell sind und alle die Vielfachheit 1 haben.

 -3-V13

zZ1 = 1, z92 5

23

Das Polynom
P(z) = (2* +2) (= — 20)*(z + 3)

hat die Nullstellen /24, —v/214, —3 (jeweils mit Vielfachheit 1) und 2i (mit Vielfachheit
2).

<
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Die Summe der Vielfachheiten aller komplexen Nullstellen eines Polynoms vom Grad n ist n.

Bemerkung 1.5.8 Fir z = x + iy und w = a +ib (mit x,y,a,b € R) kann man
z<w:esr<aundy<b
definieren. Dies entspricht einer Ordnung in R? der Form
(z,y) < (a,b):x<aAAy<b

Mit anderen Worten: Fine komplexe Zahl sei kleiner oder gleich einer anderen, wenn das <
sowohl fiir den Realteil als auch fiir den Imagindrteil gilt. Damit wird jedoch nur eine Teilordnung
auf C definiert und keine Totalordnung, denn beispielsweise 1 + 2i und 2 + i kénnen nicht
miteinander verglichen werden. Es gilt

142 £2+iund2+i %1+ 2i.

Wir haben das schon zuvor diskutiert, als wir die Totalordnung auf R eingefiihrt haben.
Angeordnete Kdrper, also Kiorper mit einer Totalordnung, die mit Addition und Multiplikation
vertraglich ist, wie das zum Beispiel fir R der Fall ist, haben immer die FEigenschaft, dass
22 > 0 fir alle Elemente x gilt. Somit kann man auf C keine derartige Ordnung einfihren, weil
beispielsweise i2 = —1 < 0.

Beispiel 1.5.9In Wechselstromkreisen kann man die Kirchhoff’schen Regeln anwenden, wenn
man Kapazititen und Induktivititen als komplexe Widerstinde auffasst. Man verwendet fol-
gendes:

Grofle ‘ komplexer Widerstand Z
Ohm’scher Widerstand R Z =R
Kapazitiat C Z = ﬁ
Induktivitat L Z =iwlL

Die zeitabhiingige Wechselspannung U(¢) und die zugehorige Stromstéirke I(t) werden dazu
passend beschrieben durch

U(t) = Up(cos(wt+ o) + isin(wt + a))

I(t) = Ip(cos(wt+ B) +isin(wt + 3)).
Hierbei sind w die Frequenz und « und (§ die Phasen. Mit dieser komplexen Darstellung gelten

sowohl das Ohm’sche Gesetz
Ut)=Z1I(t)

als auch die Kirchhoff’schen Regeln
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1. Fiir komplexe Widerstdnde Z1,..., Z, in Reihe gilt der Gesamtwiderstand

n
Z=Z1+...+Z :ZZk.
k=1

2. Sind komplexe Widerstdnde Z1, ..., Z, parallel geschaltet, so haben sie den Gesamtwider-
stand Z mit

11 1 1

E—Z‘F...—Fz—n—];::lz—k.
Hierbei nennt man Re Z den Wirkwiderstand, Im Z den Blindwiderstand und |Z| den Schein-
widerstand oder die Impedanz.
Sind beispielsweise der Ohm’sche Widerstand R, die Kapazitidt C und die Induktivitit L in
Reihe geschaltet (sieche Abbildung 1.6), so haben sie den Gesamtwiderstand

1
=R+ — +iwlL.
—I—Z.w0+zw

Abbildung 1.6: Reihenschaltung von drei verschiedenartigen komplexen Widerstdnden

Dies kann man mit folgender Uberlegung vereinfachen: Wir wissen, dass 2 = —1 gilt, also
—i -1 = 1. Division durch ¢ ergibt somit

=1
7

Folglich lasst sich der Gesamtwiderstand der Reihenschaltung als

1
7 = | wL — —
R—I—Z(w wC’>
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schreiben. Damit ist fiir diese Schaltung der Wirkwiderstand R, der Blindwiderstand wl — %

und der Scheinwiderstand
1\2
Z| =+ R? L——|.
2] \/ +(wr-25)

Die Herleitung der entsprechenden Formeln fiir eine Parallelschaltung wird als Ubungsaufgabe
iiberlassen. &




Kapitel 2

Grundlagen der Linearen Algebra
und Analytischen Geometrie

2.1 Vektorraume

Definition 2.1.1 Eine nicht-leere Menge V, fiir die eine Addition (d.h. eine Rechenvorschrift
“+” derart, dass a+b €V fiir alle a,b € V ist) und eine skalare Multiplikation (d.h. Aa € V
fiir alle X € R (X ist ein “Skalar”) und alle a € V') definiert ist, die folgende FEigenschaften
erfillen:

V1) Kommutativgesetz der Addition: a+b=b+a Va,beV
V2) Assoziativgesetz der Addition: (a +b)+c=a+ (b+¢) Va,b,ceV

V8) neutrales Element der Addition: Es gibt ein Element 0 € V' (priziser Oy ), so dass a+0 =
a YaeV

V4) inverses Element der Addition: Zu jedem a € V gibt es ein Element von V, genannt —a,
so dass a + (—a) = 0 (gemeint ist Oy aus V3)

V5) la=a YaeV (gemeint ist die 1 inR)
V6) Assoziativgesetz der Skalarmultiplikation: A(pa) = (Ap)a VA, u € RVa eV
V7) Distributivgesetz I: N(a+b) = Aa+ Ab VA € RVa,beV

V8) Distributivgesetz II: (A + p)a = Xa+ pa Y\, pu € RVa eV,

heifst R-Vektorraum (Vektorraum diber R, linearer Raum iiber R). Die Elemente heifsen Vek-
toren. Kurzschreibweise: a — b :=a + (=b) fira,be V.

Ersetzt man iberall in der Definition R durch C, so hat man einen C—-Vektorraum.

Sofern im Folgenden nichts weiter spezifiziert ist, steht “Vektorraum” fir “R-Vektorraum”.

45
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Natiirlich ist Og = Oc und 1g = 1¢.

Satz 2.1.2 Sei V ein K-Vektorraum mit K € {R,C}. Dann gilt
a) Opa =0y Va €V, XNy =0y VAeK
b) Das neutrale Element Oy ist eindeutig.

¢) Die inversen Elemente der Addition sind eindeutig.

d) —a = (—1)(1 Va € V
. ’
inverses skalare Mult. von
Element —1€Rund aeVvV
e) —(a+Db) = (—a)+(=b) Va,beV
~— D S
inv. Elomontvon(a+b) (inv. Elementvon a)

+ (inv.Elementvon b)

Beweis: Die einzelnen Eigenschaften lassen sich wie folgt beweisen:

a) Wir benutzen die Eigenschaften eines Vektorraums und eines Korpers, um die Aussage zu
zeigen.

Ora A:?)(OR + O0gr)a = Ora + Oga / — Ogra

=0y = (Ora+Ora) — Ora = Ora + (Ora — Ora) = Ora
V4 V2 %,_JVi}

Fiir die 2. Aussage kann man wie folgt fortfahren:
A0y = A(0 0 = A0 A0 — A0
v A0y +0v) = A0y + A0y /= A0y

= 0y = My

wie oben

b) Angenommen 0 € V erfiillt auch: a + 0=a NaeV
Dann gilt: 0Oy = Oy +0 = 0

da0 da Oy,
neutrales Elem. neutr. Element

¢) Wir wihlen ein beliebiges a € V. Angenommen, es gibt b € V und ¢ € V, so dass
a+b=0 und a+c=0.
Wir addieren bei der ersten Gleichung auf beiden Seiten ¢ und erhalten
(c+a)+b=c,
g

also b = c.
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d) OVa:)O]Ra =(1- 1)aV:8 la + (—1)avz5a+ (-1)a

a(—l)a ist das inverse Element zu a, also —a = (—1)a.
e) zu zeigen: (—a) + (—b) ist das inverse Element zu (a + b), d.h.

(a+b) + ((—a) + (=b)) = Oy.

Dann rechnen wir das einfach mal nach:

(a+b)+ ((—a)+ (=b)) V:l(a +0)+ ((=b) + (—a)) 5 + b+ (=b)) +(—a) = +(—a) \iov

=0
va v

Beachten Sie, dass es in Vektorrdumen i.Allg. keine Division gibt.
Wir sehen uns nun einige Beispiele von Vektorrdumen an.

Beispiel 2.1.3
a) V =R? ist ein Vektorraum mit der Addition
<9€1>+<y1>::<w1+y1> c R2
x2 Y2 T2+ Y2

und der skalaren Multiplikation

>\<x1>::<)‘x1> € R? fiir A € R.
T2 /\l‘Q

Wir priifen das nach:

V1) 1 X Y1 _ 1+ _ Y1+ 1 _ U1 I T\
T2 Yo ) Def. \ T2+ Y2 istrlze)}r}merrﬁiitiv Yo + T2 ) Def. \ Y2 )
1 Y1 21 T+ Y1 21 T1+y1+ 2
V2 + + = + =
() )+(2)=(nin)+(5)-(ninis)
() (min) =) ((h)+(2))
9 Y2 + 22 x2 Y2 )
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V4>Zw=<“>ewlst—w=<:z;>:

=(2)+ ()= (5) 0w
<i:>m<ii:>=<i;>=x-
Vo <M< >> (Zg):(iﬁ;)@.(Au)(f) YA, p € R.

x
1+ Az + 1) ) ( Az + Ay >
VT) Az +y) = A - -
) Mz +y) < To + Yo ) < Az2 + y2) A9 + Ay

[ A Ayt
= < Aty >+<)\y2 > = Ax + \y.

ve) (ke = (2 ) = (G0 ) = (0T ) —xe

N

Sei V =R"; fir z,y € R™", A € R ist

T i T1+ Y1
r+y = | 2|+ =]
Tn Yn Tn + Yn
T Axl
Axr = A =
Tn, ATy,

Analog zu a) kann man nachweisen, dass dies ein Vektorraum ist.

Sei V.= C(I), I C R irgendein Intervall.
C(I) ist die Menge aller stetigen (“continuous”= engl. fiir “stetig”) Funktionen f: I — R
(siehe spéter). Fiir f,g € C(I), A € R sei
(f+g9) : I— Rgegeben durch(f+ g)(x):= f(z)+g(x) Vrel
(Af) : I — Rgegeben durch (\f)(z) := A(f(x)) Vxel
(also wie iiblich).

f+ g, Af sind wieder stetig, also in C(I). V1) - V8) gelten.
(z.B.: O¢(r ist die Funktion, die konstant 0 ist).

Die Menge aller Polynome (man bezeichnet sie mit Pol oder P) bildet ebenfalls einen
Vektorraum. Sind P, @) € Pol, d.h.

n m
P(x) = ap2z™ + ... + ey’ +ap = Z apz®,  Q(x) = bpa™ + .. 4 bz 4 by = Zbkznk,
k=0 k=0
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so ist P+ () € Pol und AP € Pol fiir alle A € R, und V1) bis V8) gelten.

Die Menge Pol,, = P, aller Polynome vom Grad < n ist ebenfalls ein Vektorraum, denn
ist

P(z) = apz™ + ... + eyt +ap = Zakxk, Q) =bpz" + ...+ iz + by = Zbkznk,
k=0 k=0
wobei hier a,, und b, genauso wie andere Koeffizienten verschwinden diirfen, d.h. es gilt
deg P, deg @ < n (deg = Grad), so gilt
(P+Q)(z)=(an+by)az"+...4+ (a1 +b1)x+ag+ by :Z(ak—i-bk)xk,
k=0
also P+ @ € Pol,, und

(AP)(x) = Aapz™ + ... + darx + Aag = Z Aapz®, A eR,
k=0
also auch AP € Pol,, fiir alle A € R. Aulerdem gelten V1) bis V8). So ist beispielsweise die
Konstante 0 das Nullelement Op,y,, (also das neutrale Element der Addition) fiir Polynome
und in jedem Pol,, enthalten, da es vom Grad < n fiir alle n € N ist, und das inverse
Element der Addition zu P (P wie oben) ist

n

—P(x) =) (—az) 2"

k=0

Ersetzt man in Teil e) das < durch ein =, so hat man keinen Vektorraum (es sei denn,
n = 0). Nennen wir mal voriibergehend P, die Menge aller Polynome vom Grad n (also
vom exakten Grad n) fiir ein festes n € N\ {0}. Dann sind beispielsweise die beiden Polyno-
me P(z) = 2" und Q(x) = —z™ in P, enthalten, jedoch nicht ihre Summe (P + Q)(z) = 0.

Wir werden noch spéter den Begriff “differenzierbar” einfiihren, auch wenn dieser schon
wie die Stetigkeit aus der Schule bekannt sein sollte. Unter einer stetig differenzierbaren
Funktion versteht man nun eine Funktion, die differenzierbar ist und deren Ableitung stetig
ist. Fiir beispielsweise ein Intervall I fiihrt man nun die Menge (man wiirde auch sagen
“den Raum”) C*)(I) aller auf I k-mal stetig differenzierbaren Funktionen ein. Auch dies
ist ein Vektorraum. Und offensichtlich gilt
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h) Der Raum C" aller n-Tupel mit komplexen Eintréigen kann mit einer Addition und Ska-
larmultiplikation analog zu R™ versehen werden, nur dass man

I )\1‘1

Tn, ALy,

fiir A € C setzt. Dies ist ein Beispiel fiir einen C-Vektorraum.

<&

In Teil g) haben wir gesehen, dass Vektorrdume Teilmengen besitzen kénnen, die selbst eine
Vektorraum-Struktur besitzen. Man nennt so etwas einen Unterraum oder linearen Teilraum. Hat
man schon den iibergeordneten Vektorraum (nennen wir ihn V') als einen solchen identifiziert, so
kann man sich fiir den Unterraum (nennen wir ihn U) Arbeit sparen. Kommutativ-, Assoziativ-
und Distributivgesetz (I und II) gelten ja erwiesenermaflen fiir alle Elemente im grofien Raum V'
und folglich auch auf jeder Teilmenge. Somit bleibt die Frage, was durch die Einschrankung auf
eine Teilmenge an den Vektorraum-Eigenschaften verloren gehen kann. Geht man die Definition
des Vektorraums Punkt fiir Punkt durch, so bleibt man an den folgenden drei Punkten héngen:

1. Addition oder Skalarmultiplikation konnten moglicherweise nicht innerhalb der Menge U
verbleiben (denken Sie an das Beispiel P,, das eine Teilmenge des Vektorraums Pol,, ist,
und Summen hervorbringt, die nicht mehr in P, liegen).

2. Das Nullelement kénnte nicht mehr in der Teilmenge U liegen.

3. Es konnte Elemente = der Teilmenge U geben, fiir die das inverse Element der Addition —z
nicht mehr in der Menge U liegt (stellen Sie sich etwa vor, man wiirde als Teilmenge des R?
nur die Punkte mit nicht-negativen Komponenten, also den rechten oberen Quadranten,
nehmen).

Man kann sich nun leicht iiberlegen, dass es reicht, darauf zu achten, dass das erste genannte
Problem nicht auftritt, weil dann die anderen beiden auch nicht auftreten kénnen. Warum?*

Definition 2.1.4 Ist V ein Vektorraum und U C V, so heifft U Untervektorraum (Un-
terraum, linearer Teilraum) von V, wenn Addition und Skalarmultiplikation auf U in U
verbleiben, d.h.

1. fir alle x,y e U ist x +y € U und

2. fir alle x € U und alle A € R ist \x € U.

Wenn man weif}, dass die Skalarmultiplikation in U verbleibt, dann gilt fiir alle z € U, dass Og - = € U, also
Ov(=Ov) €U, und dass (—1) -z € U, also —z € U.
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Mit anderen Worten: U ist selbst ein Vektorraum mit der gleichen Addition und der gleichen
Skalarmultiplikation.

Wir sehen uns auch hierfiir ein paar Beispiele an.

Beispiel 2.1.5 a) Aus den obigen Beispielen und Analysis-Kenntnissen der Schule erhélt man
direkt, dass die folgenden Unterrdume von C(I), wobei I irgendein Intervall ist, wie folgt ver-
schachtelt sind:

Pol,, C Pol,, c C®(1) c cO(I) c C(I)

fir n,m,k,l € Nmit n <m und k > I[.

b) R? kann man als Unterraum des R? interpretieren, indem man den R? mit dem Unterraum

x1
i) S Rg r1,22 €ER
0

assoziiert. Wir sehen, geometrisch gesprochen, also den R? als Ebene im Raum an. Allgemeiner
kann man auf analoge Weise den R™ als Unterraum des R™ auffassen, wenn n < m. So ist
beispielsweise auch R ein Unterraum des R?, indem an die 2-Achse des R? als R auffasst. Erinnern
Sie sich an dieser Stelle noch einmal daran, wie wir C eingefiihrt haben.

¢) Sehen wir uns mal die folgende Teilmenge des R? an:

2 1
U=<r| -1 | +s| 1 r,s € R
0 1

Um zu priifen, ob ein Unterraum des R? vorliegt, miissen wir uns beliebige Summen und beliebige
Skalarmultiplikationen ansehen. Dazu brauchen wir beliebige Vektoren x,y € U und beliebige
Skalare A € R. Wir miissen nun irgendwie einbauen, wie U aufgebaut ist. Wir wissen daher, dass
2 und y von folgender Form sein miissen:

2 1

r = r| —1 |+s1| 1],
0 1
2 1

y = rof =1 | +s2| 1 ],
0 1

wobei 71, 79, $1 und sy beliebige reelle Zahlen sein miissen, d.h. wir diirfen keine weiteren
Finschrénkungen fiir sie in Anspruch nehmen. Wiirden wir feststellen, dass die Untervektorraum-
Definition nur dann nachgewiesen werden kann, dass beispielsweise durch ro dividiert wird oder



52 KAPITEL 2. LINEARE ALGEBRA UND ANALYTISCHE GEOMETRIE

die Wurzel aus s; gezogen wird, so wire der Anspruch der Beliebigkeit verletzt worden — es
wéren eben nicht alle z und alle y, fiir die die Bedingung gelten wiirde.
Wir miissen also zeigen, dass x +y € U und Ax € U gilt. Sehen wir uns die Ausdriicke an:

2 1
r+y = (r+r)| —1 | +G1+s2)| 1],
0 1
eR cR
2 1
Ar = ()\Tl) -1 +()\81) 1
0 1
eR €R

Dies passt zur Definition von U. Also sind = + y und Az stets auch Elemente von U. Somit ist
U ein linearer Teilraum des R3.

d) Sehen wir uns noch
U .= {33 ER3‘3ZE1 — T9 + X3 :0}

an. Zur Uberpriifung, ob ein Unterraum des R? vorliegt, miissen wir untersuchen, ob beliebige
Summen z + y (z,y € U) und beliebige skalare Multiplikationen Az (A € R, z € U) in U
enthalten sind. Damit = + y € U gilt, miissen die Komponenten folgendes erfiillen:

x4y —(x4+y2+ (x+y)s=0.
Rechnen wir es nach:

3ty —(r+ye+(@+y)s = 3(@1+y)— (v2+y2) + (3 +y3)
= (Bz1 —wz2+x3)+ By —y2 +y3)

=0,daxecU =0,dayeU
= 0,

also z +y € U. Schlieflich gilt noch:

3Ax; — Az + Axz = A (3z1 — 29 +23) =0,
—

=0, da zeU
also Az € U. Somit ist U ein Unterraum des R3.
e) Fiir eine fest gewihlte Konstante ¢ € R setzen wir

Uc::{x€R2|x1—w2:c}.
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Ist dies ein Unterraum des R2? Seien also x,y € U, und A € R beliebig gewihlt. Dann gilt
(+yh—(+ye2=@+y)—(r2+y2) =(x1 —x2) + (y1 —y2) =c+c=2c

und
(Az)1 — (Az)2 = Awy — Azg = Az — 22) = Ac.

Damit ein Unterraum vorliegt, muss rechts immer ¢ herauskommen, egal wie x, y und A gewahlt
wurden. Dies funktioniert nur bei Uy, weil eben 2-0 = 0 und A -0 = 0. Also gilt: U, ist ein
Unterraum des R? dann und nur dann, wenn ¢ = 0. &

Sieht man sich die Teile d) und e) genauer an, so stellt man fest, dass folgende allgemeineren
Aussagen gelten:

e Seien vy, ...,vr € R" beliebige Vektoren. Dann ist
{1+ .o+ Mokl A, - A ER}
ein linearer Teilraum des R™.
e Seien c,aq,...,a, € R fest gewdhlte Konstanten. Dann gilt: Die Menge
{z e R"a1z1 + ...+ apz, =c}
ist ein Unterraum des R™ genau dann, wenn ¢ = 0.

Der Beweis, dass dies gilt, wird als Ubungsaufgabe iiberlassen.

Definition 2.1.6 Sei V' ein Vektorraum.
a) Ein Ausdruck der Form \vi+ ...+ \gvg, kurz Zle Ajvj, mit A, .. Ay €ERyvg, v €V
heifit Linearkombination der Vektoren v;. Die Menge

k
Lin (vq,...,vg) := span (v1,...,vg) := Z)\jvj A, -, A ER
j=1

heifit (Spann oder) lineare Hiille der v;.

b) Ist U ein Unterraum von V', so heifit {v1,...,vp} Erzeugendensystem von U, falls U =
span(vy, ..., vg). Man sagt dann auch “vi,...,v; spannen U auf”.

Beispiel 2.1.7
x1

Erzeugendensysteme von To r1,72 € R » sind z.B.
0
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1 0
a)| 0], 1
0 0
1 1
by{ 1], -1
0 0
1 1 0
ol o0 |, 1 ],|1
0 0 0
Mit anderen Worten: Ist vi,...,v; ein Erzeugendensystem von U, so gilt: Fiir jedes u € U
existieren Koeffizienten Aq,..., Az, so dass

k
u = Z )‘jvj'
J=1

Fiir die drei Erzeugendensysteme sieht dies jeweils wie folgt aus:

(5% 1 0
a) U =)\ 0 + Ao 1 S up = A und ug = Ao
0 0 0
(5% 1 1
b) U2 =)\ 1 + A9 -1 Sup =AM +Aund ug = Ay — Mg
0 0 0

S up +ug = 220 und ugp — ug = 29
S\ = %(ul—kuz) und Ay = %(ul—u2).

(3] 1 1 0
c) ug | =AM | 0 | +X| 1 | +2[ 1 liefert keine eindeutige Losung, z.B.
0 0 0 0

A1 =wu1, Ay =0, A3 = up
oder
)\1:0, /\2:ul, )\3:1L2—U1.

oder unendlich viele andere Varianten.
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Wir sehen also, dass es Erzeugendensysteme gibt, in denen die Koeffizienten der Linearkom-
binationen eindeutig sind, und welche, in denen es mehrere (und dann gleich unendlich viele)
Moglichkeiten gibt. Diese Tatsache fiihrt zu den Begriffen der linearen Unabhéngigkeit und der
Basis.

Definition 2.1.8

a) Seien vy,...,v; Elemente des Vektorraums V. Sie heiflen linear unabhdngig, falls die
Gleichung

AU+ ..+ v = 0y
nur eine Losung hat: \y = ... = A\ = 0 (“triviale Lisung”). Ansonsten heiflen sie linear
abhdingig.

b) Die mazimale Anzahl an linear unabhdingigen Elementen, die es in einem Vektorraum V
geben kann, heiffit Dimension von V. Man schreibt hierfiir dim V. Gibt es keine obere Grenze,
so schreibt man dimV = 4o00.

¢) Ein Erzeugendensystem eines (Unter-) Vektorraums, das linear unabhingig ist, heifst Basis
des (Unter-) Vektorraums.

Satz 2.1.9 In einem endlich-dimensionalen Vektorraum ist die Anzahl der Elemente einer be-
liebigen Basis stets gleich der Dimension des Raums. Mehr Vektoren sind stets linear abhdngig.
Ist n die Dimension, so bilden n linear unabhdngige Vektoren stets eine Basis. Die Darstel-
lung eines Elements eines Vektorraums als Linearkombination einer gegebenen Basis ist stets
eindeutig. Ein Erzeugendensystem, in dem mnicht alle Darstellungen eindeutig sind, ist linear
abhdngig.

Beispiel 2.1.10

0 0
1 1 : 0
el .= . n Komponenten, e = 0 ,...,e"_l = 0 , et = (2 1)
: : 1
0 0 0 1

ist die Standard-Basis des R™. Dass hier eine Basis vorliegt, sieht man leicht:
A
Opn =Mel +...+ "= ¢ |ex=...=x=0
An
Es gilt also

D.h. m(> n) Vektoren in R" sind stets linear abhéngig. <&
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Satz 2.1.11 Vektoren vy, ..., v eines Vektorraums V sind genau dann linear abhdngig, wenn
mindestens einer von thnen als Linearkombination der anderen darstellbar ist.

Beispiel 2.1.12

a) < ; > , < (1) ) , < 1 > sind linear abhéngig. Sehen wir mal nach, welches der Elemente

durch die anderen dargestellt werden kann.
(2) = (V) (h)
(v) = (a) e (3)
(1) = () ()

Hier geht es also mit allen.

b) < (1) ) ) ( g > , < 1 ) sind auch linear abhingig. Man erhilt hier

(o) =2 (@) o () (0) =2 (6) o (1)

< 1 > ist nicht als Linearkombination der anderen darstellbar, denn

1 1 2
<1>—/\<0>+,u<0><:>/\+2,u_1,/\-0+,u-0—1

ist nicht losbar.

1 1 0
c) 2 1,1 0 ], 1 | sind linear abhéngig. Es gilt beispielsweise
1 1 0
1 1 0
2 =1 0 ]+2 1
1 1 0

&

Satz 2.1.13 Sei V ein Vektorraum und M := {vy,...,vx} C V eine endliche Teilmenge und
A C M eine Auswahl daraus. Es gilt:

a) Ist A linear abhingig, so ist M auch linear abhdngig.

b) Ist M linear unabhingig, so ist A auch linear unabhingig.
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Bemerkung 2.1.14 Mengen von Vektoren, die die Null enthalten, sind stets linear abhdngig,
denn in

AU+ ..+ )\j_lvj_l + /\j -0+ /\j+1’Uj+1 4+ .o+ A =0

kann \; beliebig gewdhlt werden. Man schreibt dim{0} := 0.

Beispiel 2.1.15

1 1 0 0
(i) Nach Bsp. 2.1.12¢)ist [ 2 |, 0 |, | 1 |, | O | linear abhingig.
1 1 1
1 0
(ii) Nach Bsp. 2.1.10 ist 8 ) (1) linear unabhéngig. <
0 0

Beispiel 2.1.16 Die Menge aller Monome vom Grad < n
{1,z,2%, 23, ... 2"}

bildet eine Basis von Pol,,, denn bekanntermaflen gilt
n
p € Pol, = 3lag,...,a, : p(x) = Zajazj.
j=0

Somit ist {1, z,...,2"} ein Erzeugendensystem und, wegen der Eindeutigkeit der Koeffizienten,
auch eine Basis. Also ist
dim Pol,, = n + 1.

<&

Satz 2.1.17 (Basiserginzungssatz) Sei V ein Vektorraum der Dimension n € N\ {0,1},
0<k<n, k€Nund E :={vy,...,vp} CV ein linear unabhingiges System. Dann kann E
zu einer Basis von V' ergdnzt werden, d.h. es existieren n — k Vektoren w1,...,wy_k, So dass
{v1,..., 0k, w1,...,wy_k} eine Basis von V ist.

Satz 2.1.18 Sei U ein Unterraum des endlich-dimensionalen Vektorraums V. Dann gilt
dimU < dimV,

wobei “<” genau dann gilt, wenn U #V (d.h. UG V).



o8 KAPITEL 2. LINEARE ALGEBRA UND ANALYTISCHE GEOMETRIE

2.2 Skalarprodukt, Vektorprodukt und Co.

Definition 2.2.1 Sei V' ein K-Vektorraum, K € {R,C}. Eine Abbildung (-,-) : V. xV — K
heifit Skalarprodukt (Innenprodukt), falls folgendes gilt:

(i) (z,z) >0V €V (dh. (z,x) € RJ) und (z,z) =0 < z =0 (positive Definitheit)
(i1) (z,y) = (y,x)Vax,y € V (Symmetrie (wenn K =R) bzw. hermitesch (wenn K =C))
(iii) (A + py, z) = Mz, 2) + Wy, 2) VA, p € K Va,y,2 € V (Bilinearitit)

FEin Vektorraum V', der mit einem Skalarprodukt (-,-) versehen ist, wird auch Innenprodukt-
raum oder Prd-Hilbertraum genannt, wobei der letzte Begriff meist nur bei unendlich-dimen-
sionalen Vektorrdumen gebraucht wird.

Beachten Sie, dass der Querstrich in (ii) fiir die komplexe Konjugation steht. Bei R-Vektorrdumen
entfillt dies natiirlich, da z = Z genau dann, wenn z € R.

Aus obigen Bedingungen an ein Skalarprodukt kann man herleiten, was, in Analogie zu Fall (iii),
gilt, wenn die Linearkombination im 2. Argument steht:

(2, Az + py) & (A + py, 2) &) Ma,z) +7i(y, 2) = Mz, x) + 7z, y)

ii iii (ii)

gilt fiir alle A, p € K und alle z,y,z € V.
Beispiel 2.2.2

a) Ein Beispiel eines Skalarprodukts sollten Sie bereits aus der Schule kennen, das Euklidi-
sche Skalarprodukt auf dem R”. Fiir beliebige x,y € R™ definiert man

(2,y) ==z, (2.2)
j=1

Oft, gerade auch von Anwenderseite, schreibt man nur kurz x - y fiir dieses Skalarprodukt.
Beachten Sie jedoch, dass dies keine Multiplikation ist, denn das Resultat liegt nicht mehr
im urspriinglichen Raum R™ (wenn n > 1). Deshalb darf man hier auch nicht den Punkt
“” als Symbol wegfallen lassen.

b) Ahnlich geht das auch im C-Vektorraum C". Fiir beliebige =,y € C" definiert man

n
(x,y) := Z zjTj.
i=1

Es ist leicht einzusehen, dass im Spezialfall x,y € R™ die obige Formel mit (2.2) iiberein-
stimmt. Jedoch kann man nicht (2.2) als Skalarprodukt im C" verwenden. Warum??

2
"YOSOIIULISY PYOTU aIgm Sunpiqqy o1
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c) Wir haben bereits weiter oben gesehen, dass Cla, b], die Menge aller stetigen Funktionen
F : [a,b] — R, ein Vektorraum ist. Auch diesen Vektorraum kann man mit einem Ska-
larprodukt versehen — er ist also ein Pri-Hilbertraum. Dies geht wie folgt: Fiir beliebige
f,g € Cla, b] setzt man

b
(19)i= [ Flalgta)da. (23)
Wir werden uns spéter noch ausfiihrlicher hiermit beschéftigen.

&

Definition 2.2.3 Sei V' ein Vektorraum mit dem Skalarprodukt (-,-). Zwei Vektoren z,y €
V' heiffen orthogonal, wenn (x,y) = 0. Man schreibt hierfir auch xLly. Allgemeiner nennt
man eine Teilmenge M C V ein Orthogonalsystem, wenn die Elemente von M paarweise
orthogonal sind. Fin Orthogonalsystem, das eine Basis eines Vektorraums bildet, heifit auch
Orthogonalbasis des Vektorraums.

Beispiel 2.2.4

a) Die Standardbasis e!,...,e" des R" (siche (2.1)) ist eine Orthogonalbasis des R™. Die
Orthogonalitiit sieht man hier wie folgt: Sei (¢/, €¥) ein beliebiges Paar zweier verschiedener
(d.h. j # k) Basisvektoren. Dann gilt fiir das Skalarprodukt, wenn j < k (sonst vertauschen
wir die beiden Vektoren (beachte die Symmetrie!))

0 0

. «— j-te Komponente
(#.) - |

+— k-te Komponente >

—
—_

0 0

= 0-0+---+0-0+1-04+40-0+---4+0-04+0-24+0-0+---4+0-0
J-ter k-ter
Summand Summand
= 0.
b) Die Vektoren < 1 >, _11 bilden eine Orthogonalbasis des R%. Um dies nachzuweisen,

miissen wir zwei Eigenschaften priifen:
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— Es ist ein Orthogonalsystem. Rechnen wir es nach:

<<i)’(—11>>:1'1+1‘(—1)=1—1:0.

Dies stimmt also.

— Es ist eine Basis. Dafiir muss das System linear unabhéngig sein und in seiner Anzahl
mit der Dimension des Vektorraums iibereinstimmen. Letzteres ist offensichtlich der
Fall. Es bleibt, die lineare Unabhéngigkeit zu zeigen. Sei also

() (0)

Dies ist dquivalent zu A+ =0 und A\—pu = 0 (& A = p). Hieraus erhélt man 2\ = 0
und A = p, also A = pu = 0.

&

Offensichtlich ist der Nullvektor zu allem orthogonal.
Satz 2.2.5 Sei (V,(-,-)) ein Innenproduktraum und Oy der zugehdrige Nullvektor. Dann ist
(Ov,z) = Or
fiir alle x € V.
Beweis: Nach Satz 2.1.2 a) wissen wir, dass 0y = Og w fiir alle w € V gilt. Wegen der Bilinearitét
des Skalarprodukts ist somit fiir beliebige z € V' (und w € V):
Oy, z) = (Opw, z) = Or(w, z) = Og.

Orthogonalsysteme haben viele Vorteile. Einer davon ist, dass man bei ihnen nicht die lineare
Unabhéngigkeit priifen muss.

Satz 2.2.6 Die Elemente eines endlichen Orthogonalsystems, das nicht die 0 enthdlt, sind stets
linear unabhdngig.

Korollar 2.2.7 SeiV ein Vektorraum mit Skalarprodukt (-,-) und dimV = n, n € N\{0}. Dann
gilt: Jedes Orthogonalsystem ohne Nullvektor, das genau n Vektoren enthdlt, ist eine Basis von
V.
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Zur Ubung sehen wir uns mal folgende Aufgabe an:

Beispiel 2.2.8 Bestimmen Sie die Parameter a, b und ¢ in

1 1 a
2 b 0 ) b bl
1 -1 c

so dass eine Orthogonalbasis vorliegt.
Hierfiir priifen wir nach, ob die ersten beiden Vektoren iiberhaupt orthogonal sind, weil sonst
die Aufgabe nicht l6sbar wére. Doch sie sind orthogonal, denn

1 1
< 2 |, o >:1-1+2-0+1-(—1):1—1:0.
1 ~1

Damit man ein Orthogonalsystem erhélt, miissen noch zwei Bedingungen erfiillt sein:

1
1 c

S|

S

/\
|O}—t
i

o e
\/
I
o

Das Ausrechnen der Skalarprodukte fiihrt zu

a+2b+c = 0 (2.4)
a—c = 0 (a=c). (2.5)

Durch Einsetzen von (2.5) in (2.4) erhélt man
204+20=0 & b=—a.

Fiir die Wahl von a, b und ¢ hat man also einen Freiheitsgrad, d.h. einer der drei kann beliebig
gewihlt werden, und die anderen beiden sind dann festgelegt. Wahlt man beispielsweise a € R
beliebig, so muss b = —a und ¢ = a gelten. Um nun eine Orthogonalbasis zu erhalten, benutzen
wir Bemerkung 2.1.14 und Korollar 2.2.7. Es ergibt sich, dass a = 0 ausgeschlossen werden muss
(Warum??) und alle anderen Wahlmaoglichkeiten zu einer Orthogonalbasis fiihren.

Das Resultat ist also: Als dritter Vektor kann man jeden Vektor der Form

a 1
—a | =a| -1 ], a€R\{0}
a 1

S13uryqe IeoUI] 9IgM WYSAG Se(] "USYDRUW IOJSOA[[NN WNZ I0INOA US}JLIP USP oPINM SoI(]
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verwenden. o

Wir kommen zu einem anderen wichtigen Begriff: der Norm.

Definition 2.2.9 Sei V' ein K-Vektorraum (K € {R,C}). Eine Abbildung || -] : V — R heifit
Norm, wenn sie folgende Figenschaften hat:

(1) ||z]] > 0 fiir alle x € V', und es gilt: ||xz|| =0 < x = 0 (positive Definitheit).
(i) ||[Ax|| = |\l ||z]|| fir alle x € V' und alle A € K (Homogenitit).
(113) ||z +y| < ||z|| + ||y|| fir alle x,y € V' (Dreiecksungleichung).
Man nennt (V, || -||) auch einen normierten Raum.
Hierzu ein paar Bemerkungen:
e Geometrisch kann man die Norm eines Vektors als seine Lénge interpretieren.
e Beachten Sie, dass auch in C-Vektorrdumen die Norm stets nur reelle Werte annimmt.

e Den Namen “Dreiecksungleichung” erldutert Abbildung 2.1.

y

Xty

Abbildung 2.1: Hlustration der Dreiecksungleichung der Norm: Die Summe zweier Vektoren kann
nicht ldanger sein als die Gesamtlinge der beiden Vektoren.

Satz 2.2.10 (induzierte Norm) Mit einem Skalarprodukt kann man stets eine Norm kon-
struieren:

2] == v/ (z,z)
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Beispiel 2.2.11
a) Im R" induziert das Euklidische Skalarprodukt die Euklidische Norm:

] = vz, x) = JZ% Ty = le’?
j=1 J=1

So ist zum Beispiel

llmm

Es gilt
(@,y) = |zl - lyll - cos <, y)  Va,y € R™.
Speziell fir R! = R gilt ||z|| = Va2 = |z|. Im R” ist die Kurzschreibweise |z| := |||
gebriuchlich.
b) In C™ ist
n n
|zl = V(wx) = | Dz T = | Y |z,
j=1 J=1
Auch hier schreibt man kurz |z| := ||z||.

c) Auf Cla,b] := C([a, b]) kann man mit 1 < p < 400 die Norm

1fllp = (/b |f<x>|pdx)% . feCla)

definieren. Speziell fiir p = 2 gilt:

Hsz—(/ It \2dx \//f 7.

d.h. || - |2 ist die durch das in Glelchung (2.3) definierte Skalarprodukt induzierte Norm.

d) Auf C([a,b]) kann z.B. noch ||f|l« := max,e[qp | ()| als Norm definiert werden.
&

Satz 2.2.12 (Cauchy-Schwarz-Bunjakowski-Ungleichung) Sei V' ein Vektorraum mit dem
Skalarprodukt (-,-) und der induzierten Norm || - ||. Dann gilt

[z, o) < [zl - Nyl Vo, y €V,

“__»

wobet genau dann gilt, wenn x und y linear abhdngig sind.
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Die Cauchy-Schwarz-Bunjakowski-Ungleichung (CSB-Ungleichung) gilt natiirlich auch fiir das
Euklidische Skalarprodukt. Fiir dieses hat man:

[z, y)| = |[Jzll - llyl] - cos <z, y)| = l[=[| - [yl - | cos x(a, y)| < [l]| - lyl],
—— ——
>0 €[0,1]

wobei

|cos<t(z,y)| =1 < <(z,y) € {0,7} &y = Az, A € R(oder z = py, u € R).

Beispiel 2.2.13 Seien x = < ; > und y = < zl ) Vektoren. Fiir sie gilt (z,y) = y1 + 2yo,
2

|z = VI+4=15 |yl = v+ 3

Die CSB-Ungleichung besagt nun, dass

{2, 9)| = |y1 + 2y2] < VB 4/y3 + 3,

genau dann gilt, wenn x und y linear abhéngig sind. Ist z.B. y = Az, so gilt:

“__»

wobei

1
y:A(2):»nyu:¢A2-12+A2-22=|A|-v3:H:s||-uy||=x/5-|x|-¢5=5|x|

(,y) = A+ 22X =5\ = |(z,y)| = 5|\|.

Definition 2.2.14 FEin Orthogonalsystem {v1,...,v;y} mit der Eigenschaft, dass |lv|| =1
Vi=1,...,k (“normierte Vektoren”, “Einheitsvektoren”)

. N\ — 1’ Z:] P R 4 _ 2
(d.h. (vi,vj) —{ 0. it }—. dij “Kronecker-Delta”)

heifit Orthonormalsystem (ONS). Entsprechend nennt man ein Orthonormalsystem, das eine
Basis des Vektorraums V ist, eine Orthonormalbasis (ONB) von V.
Beispiel 2.2.15

a) el,..., e" ist eine ONB des R".

b) {ﬁ Sin(nt)}neN\{O}U{ ﬁ cos(nt)}neN\{O}U{ %} ist ein (unendliches) ONS in C([0, 27]).

v

&
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Satz 2.2.16 (Fourierentwicklung) Sei v1,...,v, eine ONB des Vektorraums V und z € V.
Dann gilt

x =30 (T, 05) v).

Definition 2.2.17 Fir x,y € R3 ist das Vektorprodukt (Kreuzprodukt) definiert durch

T2yYs — T3Y2
(xAy:=)xxy:=| z3y1 — x1Y3
1Yy — T2U1

Dies gilt nur im R3! Man kann sich die Orientierung der Vektoren mit der “Rechte-Hand-Regel”
merken (siehe auch Abbildung 2.2): Das Kreuzprodukt tritt zum Beispiel bei der Lorentzkraft
F auf, die auf ein Teilchen mit der Ladung @@ € R wirkt, welches sich mit der Geschwindigkeit
v € R3 im Magnetfeld B € R3 bewegt: F = Qu x B.

0.9

\
0.8 F\\ " "
\ X "Kreuz"y

Abbildung 2.2: Kreuzprodukt

1 0
Beispiel 2.2.185¢i Q =1, v=| 0 | und B=| 1 |. Dann ist
0 0
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&

Satz 2.2.19 Seien w,x,y,z € R® und \, n € R. Dann gilt:
1) e xy=0<% z und y sind linear abhingig,

2) (x,x xy) = (y,x xy) =0 (d.h. das Vektorprodukt ist orthogonal zu den wurspriinglichen
Vektoren),

3) |l xyll = ||lz| - |ly]| - sin<(x,y) (Flicheninhalt des von x und y aufgespannten Parallelo-
gramms, siehe Abbildung 2.3),

4) x X y=—y X x (Antisymmetrie),

5) Mz xy) = (Az) xy =z x (\y),

6) cx(y+z)=xxy+zxz (r+y)xXz=xxz+yx z (Distributivgesetz),
7) Nz xyll? = [l2]? - Iy — (=, y)%,

8) xx (yxz)=(x,z)y— (x,y)z (Entwicklungssatz, Grassmann-Identitit),

9) (x xy,w x z) = (x,w){y, z) — (y,w)(x, z) (Lagrange-Identitit).

Achtung: Es gilt kein Assoziativgesetz fiir das Vektorprodukt, d.h. im Allgemeinen ist

(xxy)xz#xzx(yxz) (vgl.y))
Die Lorentzkraft ist also maximal, wenn sin <((v, B) = 1, d.h. <(v, B) = §, d.h. (v, B) = 0.

Beispiel 2.2.20Aus zwei linear unabhiingigen Vektoren z,y € R? kann man somit leicht eine
Basis aus Einheitsvektoren konstruieren

T Y T XYy ( T XYy >
V= —, Uvy= ——, wv3= —— (oder — ——— |,
|z [yl |z x y] |z x y]

([lz x y|| # 0 wegen linearer Unabhéngigkeit)

Zum Beispiel sind

linear unabhéngig. Mit
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Abbildung 2.3: Von z = (1,2,0) (blau) und y = (0,1,1) (griin) aufgespanntes Parallelogramm
mit Flicheninhalt ||z x y|| = v/6 (rechnen Sie es nach!).

erhilt man die Basis aus Einheitsvektoren:

Sind x,y orthogonale Vektoren in R?\ {0}, so ist ﬁ, ﬁ und % eine ONB des R? <&

Bemerkung 2.2.21 e, ... " stellt eine Standard-ONB des R™ dar. Ihr entspricht die tibliche
Darstellung der Elemente des R™ in karthesischen Koordinaten:

n

x:Z(az,ej>ej,

j=1
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T
d.h. firx = : € R" ist hier
Tn
1 0 0
n ) 0 1 .
x:ije]:m e O+, |
= : : 0
0 0 1

Diese ONB ist aber nicht immer ideal. Bei Problemen, die z.B. eine radiale Symmetrie auf-
weisen, wie z.B. sich kugelformig von einem Punkt ausbreitende Wellen, sind Kugelkoordinaten
(Polarkoordinaten) oft eine bessere Wahl:

a) R2:
Zur € Ry und p € [0,27] sei < a: > = < reose > Fiir konstante r beschreibt dies eine
Yy r8in
Kreislinie.

Die Umkehrung sieht wie folgt aus:

r o= Vr2+y (= \/r2cos2g0+r2sin2<p =Vr2Z=|r|=7)
arccos T, fallsy >0 undr#0

o = 2w —arccos ¥,  fallsy < 0(=r #0)
beliebig wihlbar, falls r =0

Damit ist die Abbildung R x [0,27[3 (r, ) — < 5 ) € R? nicht injektiv (wegen (0, @) —

0
(o)
Aber die Einschrinkung RT x [0,27[3 (r,¢) — < Z: > € R%\ {0} ist bijektiv.

Lokale Koordinaten: Auf einer Kreisscheibe vom Radius r > 0,

{ < reosy )‘g& € [0, 277[} —=: S} (“1-Sphdre”)

rsin

kann man wie folgt eine lokale ONB einfiihren:

wo- (g ) - ()
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Dies ist eine ONB, denn

(€ (), €7 () = 0, [le" ()] = [le? ()| = 1.

7 COS
7 sin ¢
tig gegeben ist, kann (e"(p),e¥(¢)) als ONB fiir einen Wert f(&) einer vektorwertigen
Funktion f : S} — R? an dieser Stelle ¢ dienen. Sehen wir uns z.B. ein Magnetfeld

Die Verwendung ist wie folgt: Im Punkt & = ), der durch ¢ € [0,2n] eindeu-

B = < _01 > an (d.h. f ist konstant) und betrachten dieses auf dem Kreisrand S} (weil

etwa ein kreisformiges Objekt im Magnetfeld liegt).
Sei & € S} mit Polarkoordinate o € [0,2n[. Das Magnetfeld an der Stelle & kann wie folgt
zerlegt werden (Satz 2.2.16, Fourierentwicklung):

((5)e@peo(( 5 )ew)ew
() ()= (0 ) - Came ) ()
- (TmEre) s (Tma)

Radialteil (Normalteil) Tangentialteil zum
zum Kreis an der Stelle ¢ Kreis an der Stelle §

R* > B(¢)

siehe Abbildung 2.4. Dass eine Darstellung des Magnetfelds in karthesischen Koordinaten
nicht hilfreich ist, wenn man beispielsweise einen Metallring analysiert, zeigt Abbildung
2.4. Es ist hier viel wichtiger, den tangentialen Teil vom normalen Teil zu trennen. Diese
Anteile andern sich aber von Punkt zu Punkt auf der Kreislinie.

b) R3: Die Polarkoordinaten sind nun r € R, ¢ € [0,2n[ (Lingengrad), t € [—1,1] (Polar-
abstand), wobei man

t = cos? firde0,n]
odert = sind fird e [—z E}
B 272
(V: Breitengrad) schreiben kann. Die Beziehung zwischen karthesischen und Polarkoordi-
naten 1st:
T rv1—t2 cos rsind cos ¢
y | =1 rv/1—-t2sinp | (also firv €[0,7]: [ rsindsing |)

z rt rcos
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of P! Grad 0 (und 2 pi)

Abbildung 2.4: oben: Kreis mit Beispielen fiir Werte ¢, unten links: lokale ONB e” (rot) und e?
(schwarz) gezeichnet am zugehorigen Kreispunkt, unten rechts: Vektorfeld (0,-1) geplottet auf
dem Kreis, Tangential- und Normalanteil variieren.

0
Hierbei ist | O der Nordpol. In diesem Fuall ist die Finschrdinkung
1
x 0
R x [0,27[x] — 1,1[> (r,¢,t) — | y | € R?\ span 0
z 1

bijektiv.
lokale Koordinaten: Auf einer Sphire vom Radius v > 0 (Bezeichnung: S?) schreibt man
zum Punkt, der durch ¢,t gegeben ist:

V1 —t2cosp —singp —tcos
e (p,t) = V1—t2sing |,e?(p) = Cos ¢ el (p,t) = | —tsing
t 0 V1 —t2

Auch dies ist eine ONB:
(€' (p,1),€2(0)) =0, € (p,t) x ef(p) =€ (p,t) Vot
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= (.)€ (. 1)) = 0= (e'(p. 1) e”(p)) Vot
le" (. ) =l (@ Ol = lle? (@) =1 Yot
e" ist normal zur Sphdre, nach aufen gerichtet.
e? und €' sind tangential zur Sphére; e? zeigt stets nach Osten und e' nach Norden.

Entsprechend wie im R? ist die Zerlegung in Tangential- und Normalteil einer vektoriellen
Funktion (Vektorfeld) f : S? — R3 gegeben durch

L@, t)) = (fElp1),e?(9)) e?(p) + (F(E(p,1)), €' (. 1)) €', 1)
~—

Durch ¢,t gegebener Tangentialteil/Horizontalteil
Punkt € in S?

+  {fE(p1), € (o,1)) e (p,1)
Normalteil /Radialteil / Vertikalteil

Sehen Sie sich auch Abbildung 2.5 an.

Abbildung 2.5: links: Linien jeweils konstanter -Werte, Mitte: Linien jeweils konstanter t-Werte,
rechts: lokale ONB fiir die Sphiire im R? (gezeichnet auf dem Aquator (¢ = 0)).

Definition 2.2.22 Sei V ein Vektorraum mit Unterraum U. Eine Abbildung P : V — U heifit
Projektion, wenn P(Pv) =Pv YveV.

Satz 2.2.23 (Orthogonalprojektion) Sei V' ein Vektorraum und U ein Unterraum von V
mit ONB v1,...,v. Fine Projektion von V auf U ist wie folgt gegeben:

k
Pyx = Z (x,vj)v; VzeV.
j=1

Das Ergebnis ist von der Wahl der ONB unabhdngig und hdngt nur von U ab.
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Beispiel 2.2.24

1
a) VR3,Uspan((0),
0

1
benétigt, z.B. | 0 | und

) ) (=x1 — x9-Ebene). Zunichst wird eine ONB von U

3
4
0
1 1
; oder % (1) und % —01 (ergibt wieder U).

0
Dann ist
1 1 1 1
1 1 1 1
Prz = {(z,— | 1 — 1 )+ {2, — | -1 — | -1
< V2 (o) 2\ o < ﬁ( 0 >\/§< 0
1+ T2 T — T2 I
1 1
= 5| mte ) +3 —(r1—m2) | =1 22 |,
0 0 0

siehe Abbildung 2.6.

Abbildung 2.6: Projektion (rot) des Vektors (1;1,5;3) (blau) auf die 1, zo-Ebene.

Zu U gibt es einen sogenannten Orthogonalraum U, so dass
VeeUVycU+ (z,y)=0, VzeVAzcUvyecUt:z=a+y
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Dieser Raum ist

1 3
Ut = span 0 | x| 4
0 0

0 0

= span 0 = span 0

4 1

x — Pyx représentiert den orthogonalen Anteil:

x = Pyx+ (x — Pyx)
N N——

cU cUuL

b) Tangentialteil und Normalteil in der Bemerkung 2.2.21 sind jeweils (lokale) Projektionen.

<&

Satz 2.2.25 (Schmidt’sches Orthonormalisierungsverfahren) Ist V' ein Vektorraum mit

Skalarprodukt (-,-) und Basis (x1,...,x), so kann man wie folgt eine ONB von V' konstruieren:
U1 = I
= (@, 0)
'Uj = x]_z -]72Z i ]:2’ ’k‘
i=1 ”vl”
U1 Vg . .
(I\v1||7---7 “vk”> ist etne ONB von V.

Hier wird projiziert, denn

Teil der ONB

Bilin. —_—
vy oL (z, ) S <x i > S
loal> ol 7 ol v il

Projektion von z auf span(v;)
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2.3 Geraden und Ebenen

2.3.1 Definitionen und Parameterdarstellung
2.3.1.1 Gerade im R?

Eine Gerade im R? ist durch einen Aufpunkt a € R? und einen Richtungsvektor v € R? \ {0}
gegeben (siehe auch Abbildung 2.7):

G={a+ X |XeR}

Man nennt dies auch eine Parameterdarstellung.

25

-15 L L L L L I I
-1

Abbildung 2.7: Gerade (blau) mit Ortsvektor des Aufpunkts (griin) und Richtungsvektor (rot).

2.3.1.2 Gerade im R3

Entsprechend sind Geraden im R3 durch einen Aufpunkt ¢ € R3 und einen Richtungsvektor
v € R3\ {0} gegeben (siche auch Abbildung 2.8).

G={a+ X |XeR}
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Abbildung 2.8: Gerade (blau) mit Ortsvektor des Aufpunkts (griin) und Richtungsvektor (rot).

2.3.1.3 Ebene im R?

Eine Ebene im R? ist gegeben durch einen Aufpunkt a € R? und zwei linear unabhiingige Rich-
tungsvektoren v, w € R? (siehe auch Abbildung 2.9).

E={a+ X+ pw|\ puecR}

2.3.2 alternative Darstellungen
2.3.2.1 Gerade im R?

Eine Gerade im R? kann auch iiber einen Normalenvektor n € R?\ {0} dargestellt werden (siche
Abbildung 2.10), wobei noch ein Skalar ¢ € R vorzugeben ist.

G={zeR? | (x,n) =c} (“Normalenform der Gerade”)

Idealerweile ist n ein Einheitsvektor, d.h. ||n|| = 1. Dann spricht man von einer Hesse’schen
Normalenform. Zusammenhang zu 2.3.1.1: (v,n) = 0 und

(a+ Av,n) =c = (a,ny+A{v,n) =¢c & (a,n)=c
~~ ——
Bilinearitét =0
Ausgeschrieben ist
G = {x € R2‘ T1N] + Tong = c}

(Darstellung iiber algebraische Gleichung, “Koordinatendarstellung”).



76 KAPITEL 2. LINEARE ALGEBRA UND ANALYTISCHE GEOMETRIE

Abbildung 2.9: Ebene mit Ortsvektor des Aufpunkts (griin) und Richtungsvektoren (rot).

2.3.2.2 Ebene im R3

Entsprechend kann man Ebenen im R? darstellen iiber einen Normalenvektor n € R\ {0} und
eine Konstante ¢ € R (siche Abbildung 2.11).

E={z¢ R3| (z,n) = c}
Fiir ||n]| = 1 hat man wieder die Hesse’sche Normalenform. Die Koordinatendarstellung ist
r1n1 + Tang + T3N3 = C
und der Zusammenhang zu 2.3.1.3 ist

(v,n) =0 = (w,n), (a,n) =c

2.3.3 Schnitte
2.3.3.1 Gerade mit Gerade

Seien die Geraden
Gi={a+M|XeR}, Gy ={b+ pw|p e R}

gegeben. In den Schnittpunkten muss also gelten:
a+Av=b+pw s a—b=pw— v (2.6)
Hierbei sind a, b, v, w gegeben. Jede Losung (A, p) gibt einen Schnittpunkt.
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-154
=15

Abbildung 2.10: Gerade (blau) mit Richtungsvektor (rot) und Normalenvektor (schwarz).

Abbildung 2.11: Ebene mit Richtungsvektoren v und w (rot) und Normale v x w (blau).
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1. Im R? gibt es folgende Moglichkeiten:

(a) v und w sind linear unabhingig = (v, w) ist eine Basis des R?
=3ANpa—b=pw— I
= 3! Schnittpunkt a + \v = b + pw (fiir obiges A und p).

(b) v und w sind linear abhéingig, d.h. es liegen parallele Geraden vor (z.B. w = rv), d.h.
(2.6) @ a—b=prv—Av=(ur— v

i. wenn a — b parallel zu v : G; = G2 (zu jedem A gibt es ein passendes p und
umgekehrt).

ii. wenn a — b nicht parallel zu v : (2.6) hat keine Losung. G1 NGy =0
2. Im R? unterscheidet man:

(a) v und w sind linear unabhéngig = (v, w) ist eine Basis eines 2-dimensionalen Unter-
raumes U des R3

i. wenn a —b € U : '\, u = genau ein Schnittpunkt (analog zu oben)

ii. wenna—b¢ U : G1NG2 = 0, obwohl G und G4 nicht parallel sind (“windschiefe
Geraden”)

(b) v und w sind linear abh#ngig, d.h. es liegen parallele Geraden vor (siehe die beiden
Moglichkeiten oben).

Die einzelnen Fille sind in Abbildung 2.12 illustriert.

2.3.3.2 Gerade mit Ebene im R3

Seien G = {a+ M |X € R}, E = {b+ rw; + swa|r,s € R} gegeben, wobei w;,wsy linear
unabhéngig sind. In Schnittpunkten gilt:

a+A\v=>b+rwy+ swy & a—b=rw;+ swy — v (2.7)
Es gibt folgende Moglichkeiten:
1. v, w1, ws sind linear unabhiingig = Basis des R? = eindeutige Losung = 3! Schnittpunkt.
2. v € span(wy,wy) =: U, (d.h. G und E sind parallel)

(a) Wenn a — b € U, dann hat (2.7) einen Freiheitsgrad. Genau gilt:
Zu jedem X € R gibt es passende (1, s) € R x R, so dass

a—b+ = rw+ swy

eU Basisdarstellung

= GNE=G
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Abbildung 2.12: Schnitt zweier Geraden (jeweils schwarz) mit Richtungsvektoren v und w (jeweils
blau), Ortsvektoren a und b (jeweils griin) und Vektor a —b (rot). Gezeigt sind (in Leserichtung)
die Fille 1a, 1b.i), 1b.ii), 2a.i), 2a.ii) und 2b (hier eine der beiden Mdoglichkeiten). Im Fall 2a.i)
ist noch eine von v und w aufgespannte Ebene in gelb eingezeichnet, um zu verdeutlichen, dass
a—b € span(v, w).
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(b) Wenn a —b ¢ U, dannist GNE =)

Die einzelnen Félle sind in Abbildung 2.13 illustriert.

Abbildung 2.13: Schnitt einer Geraden und einer Ebene, wobei die Richtungsvektoren wieder in
blau, die Ortsvektoren der Aufpunkte wieder in griin und deren Differenz wieder in rot dargestellt
sind. Gezeigt sind (in Leserichtung) die Félle 1, 2a und 2b.

2.3.3.3 Ebene mit Ebene im R?

Seien Ey = {a+ Avy + pvo| A\, p € R}, By = {b+rw; + swa|r,s € R} gegeben, wobei (v1,v2)
linear unabhéngig sind und (wq,ws) linear unabhéngig sind. In Schnittpunkten ist:

a+ Ay + pve = b+ rwy + swe < a — b = rwy + swy — Avy — puvs (2.8)

(v1, v2, w1, wy) miissen linear abhingig sein.
Sei U = span(vy, v2, w1, ws). Es gilt: 2 < dim U < 3. Folgende Moglichkeiten gibt es:

1. Sei dimU = 2 = span(v;, va) = span(w;,ws) = U (parallele Ebenen)
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(a) Wenn a—b € U, dann gibt es zu jedem Paar (r, s) ein passendes Paar (A, u) = Ej =
Es.

(b) Wenn a — b ¢ U, dann gibt es keine Losung. F1 N Ey = ()

2. Sei dimU = 3 = U = R?® = (2.8) ist losbar. Genauer gesagt gibt es genau einen
Freiheitsgrad, d.h. auf einen der drei Vektoren kann verzichtet werden. Somit liegt eine
Schnittgerade vor.

Die einzelnen Félle sind in Abbildung 2.14 dargestellt.

Abbildung 2.14: Schnitt zweier Ebenen, wobei die Richtungsvektoren wieder in blau, die Orts-
vektoren der Aufpunkte wieder in griin und deren Differenz wieder in rot dargestellt sind. Gezeigt
sind (in Leserichtung) die Fille 1a, 1b und 2.
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2.4 Matrizen und lineare Gleichungssysteme

Fangen wir mit einem Beispiel eines linearen Gleichungssystems (LGS) an

23}1 — 33}2 = 4
—x1+x9 = 0
Tr1 — 2%2 = 5,

das man abstrakter schreiben kann als:

Definition 2.4.1 FEine rechteckige Anordnung von reellen Zahlen mit n Zeilen und m Spalten
heifft n x m - Matrix. Die Menge aller n x m - Matrizen wird mit Mat(n x m,R) oder R™*™
bezeichnet.

Die Notation hierfir ist

aip a2 - Gim
az; az -+ AQ
A= (aij) i=1,..,n = i . 'm c RXm
j=1,..., m . . :
anl Ap2 - Anpm
Beispiel 2.4.2
a)
2 -3
-1 1 c R3><2
1 -2
b)
' 1 1 1
A= (?)j123=1]1 2 4 8 | eR¥
3 9 27

Dies ist eine so genannte “quadratische Matrix”, d.h. die Anzahl der Zeilen ist gleich
der Anzahl der Spalten.
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<&

Satz 2.4.3 R"*™ ist ein Vektorraum mit der folgenden Addition und Skalarmultiplikation: Sind
A= (aij) i=1,...,n , B = (bw) i=1,..n. € R™™ ynd X € R so ist
J=1 J=1,

,,,,,

A+ B = (a,-j + bij) i=1,....,n

Jj=1,....m

)\A = (/\aij)g:1 ,,,,, n

(d.h. komponentenweise wie im R™). Das Nullelement dieses Vektorraums ist die Nullmatriz:

0 --- 0
0 --- 0
Beispiel 2.4.4
a)
1 2 3 2 =20 3 0 3
-1 2 3|+ -1 0 2 |]=| -2 2 -1
0o 2 -1 1 -1 2 1 1 1
b)
1 2 2 4
2 -3 4 = -6 8
0 1 0 2

O
Bemerkung 2.4.5
a) Ein Zeilenvektor (x1,...,x,) kann formal auch als 1 x n-Matriz aufgefasst werden und
Y1
ein Spaltenvektor : € R"™ als n x 1-Matriz. IThre Addition und Skalarmultiplikation
Yn

entsprechen denen fiir Matrizen.
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b) Soweit nichts anderes vermerkt ist, werden Matrizen mit Grof$buchstaben bezeichnet und
ihre Komponenten mit den entsprechenden Kleinbuchstaben (wie oben).

Definition 2.4.6 (Multiplikation von Matrizen)
Fir A e R™™ und B € R™*P seq

(Beachte: Die Anzahl der Spalten der 1. Matrix muss gleich der Anzahl der Zeilen der 2. Matrix
sein)

Sehen wir uns das genauer an. Die (i, k)-te Komponente der Produktmatrix kommt wie folgt
zustande:

ai; - Aim
biy oo b -+ by
17— ail  ccc Qim = R S T — 1,
bml bmk bmp
Gn1 Gpm
Tk Tk

wobel
& = aibig + aiobog + ...+ aimbmi

Dies ist genau das Skalarprodukt der i-ten Zeile von A mit der k-ten Spalte von B!

Speziell gilt: Ist die rechte Matrix ein Vektor x € R™ = R™*! 5o ist Az € R™! = R”, wenn
A € R™™™ wobei

ail - Qim T a11T1 + a2x2 + - + AimTm
Av=| : L=

Gpl - Anm Tm ap1T1 + ap2T2 + - + AT

Man kann ferner Potenzen definieren:
Fiir A € R™ " (quadratisch!) ist

A2 = A- A AP =AF1.A (keN\{0}), A':=A4,
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1 0 -+ 0

0 0O 1 0 O
A" = . ) . =:1=F, n x n — “Einheitsmatrix”

0 0 1

Damit kann ein lineares Gleichungssystem (LGS) wie folgt dargestellt werden:
beR" AeR™™ gegeben; z € R™ gesucht, so dass
Az =0

Satz 2.4.7 Seien A € R™*™ B e R™P C € RPXY D € R™™ F € R™*P ynd sei Ej, := RF*F
Einheitsmatriz. Dann gilt:

a) MA-B)=(A\)-B=A-(AB) VAeR

b) E,A=A=AE,, (d.h. E, ist die Eins in R"*")

¢c) (A-B)-C=A-(B-C) (Assoziativgesetz)

d) (A+D)-B=A-B+D-B,A-(B+F)=A-B+ A-F (Distributivgesetz)
Achtung

e Es gibt kein Kommutativgesetz fiir Matrizen! So erhilt man z.B. fiir
11 -1 0
a=(a1)-(02)
0 2 -1 -1
A’B_<—1 2>’B’A_< 5 3 >

e AuBlerdem gibt es nicht stets eine multiplikative Inverse! Sehen wir uns z.B. die Matrix
1 2
=(12)
- . ] 1 10
an. Gébe es eine Matrix A™", so dass AA™ = Fy = 01
gelten: B - (AA™Y) = B - By = B. Aber fiir beispielsweise

p=(41)

die Produkte

> , so miisste fiir alle B € R"*?
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B-(AA—l):(B-A)-A‘1=<< _11 i)(i §>>~A‘1
(2 ) a-(i o)

wobei “¢” fiir Stellen mit unbekannten (nicht zwingend gleichen) Werten steht.

gilt

Definition 2.4.8 Eine Matriz A € R™*™ heifit invertierbar (reguldr), falls es eine Matrix
B € R™"™ gibt, so dass A- B = E,, sonst singuldr.

Satz 2.4.9 Existiert B in Definition 2.4.8, so ist die Matrix B eindeutig durch A- B = E,
gegeben. Man schreibt A~! .= B (inverse Matriz, Inverse).
Es gilt: A7'A = AA™1 = E,.

Also: Hat man ein LGS Ax = b mit invertierbarer Matrix A € R™"*"™ dann hat das LGS genau
eine Losung: @ = A~'b, denn es gilt:

A-L
Az =b 2 A Y Ax) =A% (A M A=A Ex=A"bsz=A4"10

=
A-

Verfahren 2.4.10 (Gauf3’sches Eliminationsverfahren) Das Verfahren wird in den Tabel-
len 2.1 bis 2.3 in der linken Spalte beschrieben und rechts an einem Beispiel ausgefiihrt.

Es ist stets sehr empfehlenswert, Gleichungen so bald wie moglich zu vereinfachen. So hat man
es beispielsweise statt mit

20 10 40 ‘100

50 25 75 100
mit ‘
2 1 4110
2 1 3| 4

deutlich einfacher.
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Gauf3’sches Eliminationsverfahren
Zu losen sei das LGS Ax = b, wobei b € R und | Als Beispiel betrachten wir das LGS
A € R™™ gegeben sind und x € R™ gesucht
ist. Es gibt hierbei keine Bedingung an A! 221 + 22 + 23
dr1 —x9 + a3 =

3x1 — 2x9 + 223 =

a) Vorwirtselimination
Es ist hierbei das Ziel, eine Matrix der Form

0 =

(“rechte obere Dreiecksmatrix”) zu erhalten,
wobei * bedeutet, dass hier ein beliebiger Wert
stehen darf.

al) Aufschreiben als erweiterte Koeffizientenma- | al) ‘
trix (A]b) =: A. Sei A =:(a; ;) i=1,.on .

j=1,....m+1

a2) Es muss @11 # 0 sein (gegebenenfalls Zeilen | a2) v/
in (A|b) vertauschen, bis links oben keine Null
steht; geht dies nicht (d.h. ist die erste Spalte
voller Nullen), so spielt 21 keine Rolle im LGS
— dies merken und z; aus dem LGS entfernen)

Tabelle 2.1: Erlauterungen des Gaufi’schen Eliminationsverfahrens, links allgemein, rechts am
Beispiel
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Gaufy’sches Eliminationsverfahren (Teil IT)

a3) Ziel: In der ersten Spalte sollen unter a; 1
lauter Nullen entstehen.

Durchfiihrung: Addition einer passenden Vielfa-
chen der 1. Zeile zur 2., dann passende Vielfache
der 1. Zeile zur 3. addieren usw.

z.B. —gi—’i-faches der 1. Zeile zur 2. Zeile ad-

dieren (oder: —ag -faches der 1. Zeile zum a; ;-
fachen der 2. Zeile addieren), dann —g‘;’—’i—faches
der 1. Zeile zur 3. Zeile addieren, ... ’

Das Ergebnis sieht wie folgt aus:

| * | %
0 =x *

. b
0 =x * | %

wobei B fiir einen beliebigen Eintrag # 0 steht
und * wieder fiir (ganz) beliebige Eintrége steht.
Streiche nun die erste Zeile und die erste Spalte,
und verwende die restliche ((n — 1) x m-)Matrix
als neues A. Fahre hiermit wie in a2) und a3)
beschrieben fort, bis die obere Dreiecksmatrix
erreicht ist.

b) Lésbarkeitsentscheidung

Gibt es links vom senkrechten Strich eine (oder
mehrere) Zeile(n), die nur als Nullen bestehen?
bei nein: gehe zu c)

bei ja: Steht rechts davon auch eine Null?

bei nein: Das LGS hat keine Losung,
denn die Zeile hat die Form Oxy +

bei ja: Ignoriere diese Zeile(n) und
gehe zu ¢)

a3)

> T T[T /(9] (9
4 -1 1|0 <+

3 2 2|2 /.24
2 1 1)1

0 -3 -1]-2 /-(=7)

0 7 1|1 /34

2 1 1|1
0 -3 -1]|-2
0 0 1017

b) Das LGS ist 1osbar!

Tabelle 2.2: Fortsetzung von Tabelle 2.1
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Gauf3’sches Eliminationsverfahren (Teil III)

c) Riickwirtssubstitution

Nach Streichen der Nullzeilen wird erst die un-
tere Gleichung gelost. Dann wird Schritt fiir
Schritt nach oben eingesetzt und gelGst.
Speziell wenn nach Teil b) die Form

O W x - x|x
n Zeilen 0 cl

n+1 Spalten

vorliegt, kann man alternativ wie in a) vorgehen,
jedoch von unten nach oben. Dies liefert eine
Diagonalmatrix auf der linken Seite:

O m 0 --- 0=

: . .0 :
Dieses umgewandelte LGS ist unmittelbar
losbar.

89
3. Gleichung:
17
1023 =17 23=—=1,7

T3 xs3 10 )

in die 2. Gleichung:
17
—3:L'2—l’3:—2<:>—31’2—1—0 =-2
& —3xy = 5 & xo = L _ 0,1
SR TR Ti R

in die 1. Gleichung:

201+ 20+ 23=1221+1,8=1

&2 =-0,8 21 =-0,4

Alternativweg Riickwértselimination

2 1 11 /- (—10) 1+
0 -3 -1|-2 /-109+
0 0 10[17 /-1 /-1
20 10 0| 7 9+
0 /10 o |41 /-1
0 0 10| 17
A5 0 0 |$2
0 10 0|1
0 0 10|17
ooy =ty = =, 1y = —2
RT) M T) M

Tabelle 2.3: Fortsetzung von Tabelle 2.2



90 KAPITEL 2. LINEARE ALGEBRA UND ANALYTISCHE GEOMETRIE
Satz 2.4.11 Seien A € R™ "™ und b € R™ gegeben. Ist T € R™ eine Losung des zugehirigen
LGS, d.h. AT = b, so gilt:
{zeR" Az =b}={2+y| Ay=0}
h
omogenes

LGS

Das heifst: “Die allgemeine Losung des inhomogenen LGS ist eine spezielle (“partikuldre”)
Lésung des inhomogenen LGS plus die allgemeine Lisung des homogenen LGS”(egal, welche
spezielle Losung gewdhlt wurde). Eine alternativer Lisungsweg ist also: Finde eine spezielle
Lésung und lose dann das homogene LGS mit der Gaufs-Elimination.

Das Gauf-Verfahren basiert auf dem folgenden Satz:

Satz 2.4.12 Die folgenden Umformungen an der erweiterten Koeffizientenmatriz (A|b) dndern
nichts an der Losungsmenge des LGS Ax = b:

a) Vertauschung zweier Gleichungen
b) Multiplikation einer Gleichung mit einem Faktor # 0
¢) Addition einer Gleichung zu einer anderen

als Kombination von b) und c): Addition/Subtraktion des Vielfachen (Faktor # 0) einer Glei-
chung zu/von einer anderen.

Beispiel 2.4.13

a)
T xy
2017 —3x9 +44x3 = 5 21 _% 43 ‘ 5 1 1
1 o=l g 1 () s
—ry +xp —x3 = —2 11 —1l-9 /o2y
w1 wg w3 | 1w w3 |
2 3 4|5 T2 3 45 @
0 — B p2| B l 0 -1 2|1 (2
0 -1 2|1 /-(-1) —+ 0 0 00 (3

d.h. nur noch zwei Gleichungen
(2) — 29+ 2x3 = 1. Sei 3 = X € R beliebig gewihlt.

jx2:2x3—1:2)\—1
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in (1):
23)1—33)24—43}3:5:>2:L'1—3(2/\—1)—|—4/\:5
= 201 —6A+3+4A=5 =201 =24+2A = 1 =1+ A
1+ A 1 1
= Losungsmengell = 22 -1 AeR ) = -1 | +X] 2 AeR
A 0 1
1
Spezielle Losung: | —1
0
homogenes LGS zum Vergleich:
Tl Io xg‘ Iy T2 1’3‘
2 =3 410 1 1 2 =3 4|0
—
1 0 —=1{0 /-(=2)«—+ 0 -3 6|0 /:3
-1 1 -1]0 /-2 + 0 -1 2|0
r1 X9 :Eg‘
2 -3 410 (1)
-
0 -1 2|0 (2
0 -1 2|0 (3)

Die Zeilen (2) und (3) sind identisch.
(2) —x9+2x3=0 — 9 =2x3 =2\, fiir z3 = X beliebig gew&hlt
(1)2$1—3l’2+4l’3:0 = 201 —6A+42 =0 = 221 =2\ = x1=2A

1
= allgemeine homogene Losung: A [ 2 |, X e R. (vgl. Satz 2.4.11)
1
b)
B - 1 @y w3 |
il 2 +i3 :(1) 1 -1 11
1 —r3 =
1 0 -110
2x1 +3x3 = 5 9 0 3 |5
Variablentausch (d.h. Spaltentausch links)
To9 T 1‘3‘ T2 X1 x3‘
—1 1 1|1 B T R N Y
0 1 —-1|0 /-(-2) | 0 1 —-1/0 (2
0 2 315 — 4+ 0 0 515 (3)

2 Moglichkeiten weiterzurechnen
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(i) (3)hr3=5 = 23 =1
(2)1’1—1’3:0 = x1=x3=1
(1) —zo+z1+23=1= —294+2=1 = 29=1

1
L= 1
1
(ii)
X9 T :Eg‘ X9 I 1’3‘
-1 1 1|1 -, -1 1 00 9-
0 1 —-1]0 9+ 0 1 011 7
0o 0 11 1 1 0 0 111
Ty w1 g | )
-1 0 0 |-1
— 0 1 0 1 = :L'g—l,:El—l,l’g—l = i
0 0 1 1
c)
- 1 @y w3 |
il f? iig ;:1), R l /-(=3)1
3; _wz +3; _ 1 -1 1|3 /-(-1) «—+
! 2 3= 3 -1 312 —+

L1 T2 I3 ‘

1 1 1 1

0 21 0| — 2_1 = xzo=-1

0 —4 0 -1 = —4ro=-1 = 1x9=

Dies ist ein Widerspruch!

=L=90
d)
2x1  +xo0  +x3 =1
T —T9 +I3 =2
—x1 —x9 +3x3 =0

—2x1 “4x9 —4dx3 = -3



2.4. MATRIZEN UND LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME 93

(Hier gibt es mehr Gleichungen als Unbekannte (“iiberbestimmtes LGS”), somit keine
quadratische Matrix Al)

2 1 1|1 ) )
1 -1 1|2 /-(-2) <+

-1 -1 3]0 /2 e+ ]
—2 1 -—4|-3 o

2 1 1 1
—~ 0 3 -1|-3 | /2]

0o -1 7|1 /-3 <+

0 2 —3|-2 /- (=3) —+
L1 T2 T3 ‘
2 1 1|1 (D)
0 3 —1|-3 (2
0 0 20| 0 (3
00 7|0 (4

Aus den Gleichungen (3) und (4) folgt: 23 = 0. Aus (2), (3) und (4) ergibt sich: 3zo—0 = —3

und daraus zo = —1.

Zusammen mit (1) erhélt man: 2z + (-1)+0=1 = 221 =2 = z; = 1.

Hier ist das iiberbestimmte LGS also trotzdem lésbar wegen Redundanz (d.h. eine der
Gleichungen ist tiberfliissig, die 4. Zeile kann hier durch die 3. eliminiert werden). Wir

erhalten

L = -1
0

r1 —To +2x3 =5
2017 4+x9 —x3 =1

Hier gibt es nun weniger Gleichungen als Unbekannte (“unterbestimmtes LGS”). Es kann
somit sicher keine eindeutige Losung geben.

Tr1 I2 I3 ‘
- 1 -1 215 /-(-2) |
2 1 -1]1 — 4+
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Tr1 I2 I3 ‘
1 -1 2[5 (1)
0 3 -5

= aus (2) : 3x2—5bx3=-9 = 29=-3+ §x3, x3 € R beliebig,

3
)
aus (1) Z:E1—2E2—|—2:E3:5:>:L'1—<—3+§333>+2:E3:5
= r1+3 > +6 =5=11=2 =
1 33}3 33}3— T = 3:E3
2 -1 2 -1
=L = —3+32X ||[XeR; = -3 |+x| 3 ||reR
A 0 1
2 -1
= -3 | +A 5 AER
0 3

&

Definition 2.4.14 Sei A € R™"™™. Betrachtet man die einzelnen Zeilen als Zeilenvektoren mit
je m Komponenten, so ist die maximale Anzahl darin enthaltener linear unabhdngiger Zeilen
der Rang von A. Man schreibt Rang A =: Rg A =:tk A (“rank”).

Satz 2.4.15 Sei A € R™ ™. Dann geben die folgenden Zahlen jeweils den Rang von A an:
a) wie in Definition 2.4.14,
b) mazximale Anzahl linear unabhingiger Spalten in A,

c) Anzahl der Zeilen, die nicht nur aus Nullen bestehen, nach der Gaufelimination bei A

(d.h. ohne b).

Beispiel 2.4.16

a) Zum Beispiel in Beispiel 2.4.13 a):

r1 Ty X3 ‘ r1 X2 T3

2 -3 4 9 2 =3 415
—

1 0 —-1]1 0o -1 2|1

-1 1 -1]-2 0 0 010
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b)
Tr1 X2 333‘
1 -1 210
2 =2 410

Wir beobachten:

1. Die Spalten sind im R?. = Maximal 2 sind linear unabhingig. = rk A < 2.

2. Die 2. Zeile ist das Doppelte der 1. Zeile = die erste und die zweite Zeile der Matrix
sind linear abhingig = rk A = 1.

<&

Satz 2.4.17 Sei A € R™"™. Fiir die Losungsmenge I des homogenen LGS Ax = 0, z € R™
gesucht, gilt: L ist ein Unterraum des R™ mit Dimension m — rk A, wobei dimIL = 0 (d.h.
rk A = m) hier bedeutet: L = {0}.

Insbesondere gilt: A € R™*™ invertierbar < rk A = m.

In Kombination mit Satz 2.4.11 kann damit auch Information fiir inhomogene LGS gewonnen
werden (bis auf die Losbarkeit). Als Beispiel siehe noch einmal Beispiel 2.4.13.

2.5 Determinanten

Definition 2.5.1 Die Determinante einer Matriz A = ( Z

a b
det(c d>'_

Z > € R?*2 st wie folgt defi-

niert:

a b
. d‘.—ad—bc.

Geometrische Deutung:

e Der Flicheninhalt des Parallelogramms, das durch die Vektoren < CCL ) und < Z > defi-

niert wird, ist ad — be.

o Wir wissen bereits: < CCL > und < Z > sind linear abhéngig

5 (2) 0 (o n'n(2) (1)

Sehen wir uns das genauer an:
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c
und umgekehrt:

ad—bc=0 = ad =bc = < Z > und < b > sind linear abhénging (a = 5b; ¢ = $d = 4d,

<a>:)\<2> S a=Xbund ¢c=Ad = ad — bec = \bd — \bd = 0

d a
wenn alles # 0).

Satz 2.5.2 Sei A € R?*2. Dann gilt: A ist invertierbar < det A # 0

Der Beweis ist eine freiwillige Ubungsaufgabe.
Definition 2.5.3 Secien z,y,z € R? drei beliebige Vektoren. Das Spatprodukt ist wie folgt
definiert:
[z,y, 2] := (z, (y x 2))
Die Determinante von A € R3*3 ist das Spatprodukt der Spalten:

ar a2 a3
det A := as |, | a2 |, | a3
asi az2 as3

Das Spatprodukt liefert das Volumen des von z,y und z aufgespannten Spats. Es ist:

X1 Y1 21 Tl Y223 — Y3z2
1) ) Y2 X 22 = x2 ) Ysz1 — Y123
€3 Y3 z3 €3 Y122 — Y221

= 21 (y223 — y322) + 22 (Y321 — y123) + 23 (Y122 — Y221)
x1 (Y223 — Y322) — T2 (Y123 — y321) + =3 (Y122 — Ya221)

Y2 22 Y1 ~ Y1 ~
= I — X9 + x3
Ys z3 Ys 23 Y2 22
rr Yy 2 ry Yy 2 r Y1 21
= T1| T2 Y2 R2 |—X2| T2 Y2 2 |FTX3| T2 Y2 Z2
r3 Yz =3 T3 Ys z3 r3 Ys =3

Die roten Zahlen stehen hierbei fiir gestrichene Werte.

Definition 2.5.4 (Determinante, rekursiv definiert) Sei A € R"™" (stets quadratische Ma-
trizen!)

1. Firn=1 ist A= (au), det A =aq1.

2. n=2,3 wie oben
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3. det A=3""1 ain det (Ai1) - (=1)""L, wobei A;; die (n—1) x (n — 1)-Matriz ist, die aus A
durch Streichen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte hervorgeht.

Satz 2.5.5 (Entwicklungssatz fiir Determinanten) Sei A € R" ™. Dann gilt fiir alle j €

{1,...,n}:

det A = Z a,-j det (AZ]) . (—1)i+j = Z CL]'Z' det (A]Z) . (—1)i+j
i=1 =1

“Entwicklung nach j-ter Spalte”  “Entwicklung nach j-ter Zeile”

Beispiel 2.5.6

a)
b)
123
45 6| =
789
c)
11 2
-1 0 0] =
2 -2 1

3
9

2 2 3
R

1-(5-9-8-6)—4-(2:9—8-3)+7-(2-6—5-3)

1-(0-1—(=2)-0)+(1-1—(=2)-2)+2-(1-0-0-2)
1+4=5

Einfacher ist hier aber die Entwicklung nach der zweiten Zeile:

1 1 2

-1 0 0| = (—1F+1m—1y‘

2 =21

1 2

L e

= 1-(1-1-(-2)-2)=5
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Man kann 3 x 3-Determinanten auch mit der Regel von Sarrus berechnen. Dazu kopiert man die
ersten beiden Spalten rechts neben die Matrix, im letzten Beispiel wire das

1 1 1 1
N N\
-1 0 0 0
\ N
2 -2 1 2
hier 1-0-1+1-0-2+ = 4. SchlieSlich subtrahiert man hiervon die drei Produkte

léings der Diagonalen von links unten nach rechts oben.

1 1 2 1
/ /
-1 0 0 0
/ /
2 -2 2 -2
Im Beispiel ist die Determinante damit 4 —2-0-2—(-2)-0-1— =4+1=05.

Dies funktioniert nur bei 3 x 3-Determinanten!
Satz 2.5.7 Seien A, B € R"™ ™. Dann gilt:
1. Auswirkungen der Gauf-Elimination auf die Determinante von A:

a) Vertauschung zweier Zeilen oder Spalten: Vorzeichenwechsel der Determinanten.

b) Multiplikation einer Zeile oder Spalte mit A # 0: Multiplikation der Determinanten
mit A (= det(AA) = \"det A).

¢) Addition einer Zeile (Spalte) zu einer anderen Zeile (Spalte): Die Determinante bleibt
unverdndert.

2. det(AB) = (det A)(det B)
3. A invertierbar < det A # 0.

Beachten Sie: Es existiert keine allgemeine Aussage iiber det(A + B).
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Korollar 2.5.8 Seien A, B € R"*™. Dann gilt:

1. det(AB) = det(BA)
2. det(A¥) = (det A)¥

o

G

Ist A eine Blockmatrixz der Form

G)A=<C D

0 F
oder

b)A:(

s0 18t
det A = (det C) - (det E).
(Beachte den benditigten Nullblock.)

C 0
D FE

Beispiel 2.5.9

a)
11 2 4 7 8 9
01 0 -1 2 4 3
12 -1 1 2 -1 2
00 0 1 1 1 1
00 0 -1 -1 -1 -1
oo o 2 -1 2 3
o0 0 5 6 7 8

Ist A invertierbar, so ist det A=! = (det A)~!

Ist B invertierbar, so ist det(B~'AB) = det A

> mit C € RP*P, E € RI*Y, n = p+q, D € RP*9, 0 die g X p-Nullmatrixz

> mit C € RP*P, F € R19, n = p+q, D € R?*P 0 die px qg-Nullmatrix

L1 o 11 1 1
-1 -1 -1 -1

=[0 1 0 =0.
Lo |2 123
5 6 7 8

Die ersten zwei Zeilen der letzten Determinanten sind offensichtlich linear abhéngig. Somit
ist der Rang der zugehorigen Matrix kleiner als 4. Folglich ist diese Matrix nicht inver-
tierbar, so dass ihre Determinante verschwindet. Also ist die urspriinglich zu bestimmende

Determinante ebenfalls gleich Null.

1 21 -1
0os | |2
00 3 -1/ 0 0
0 00 -1

-1
-1
-1

3 —1

a2
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&

Satz 2.5.10 Sei A € R™ " in oberer Dreiecksform, d.h.

a1l * %
0 a9 *
A= : :
0 *
0 0 apn

so st det A =T[7_; aj;.

Beispiel siehe oben.

Satz 2.5.11 (Cramer’sche Regel) Sei das LGS Ax = b mit invertierbarer Matriz A € R™*™
gegeben. Dann gilt fiir die eindeutige Losung x € R™:

aijng v aii—1 by @i o a1
- Gn,1 *° Qpi—1 by, ani+1 *°° Ann
’ det A ’

d.h. tausche in A die i-te Spalte durch b aus, berechne die Determinante und dividiere anschlie-
Bend durch det A.

Beispiel 2.5.12

2 3 -1 8
-1 2 3 r=1| -3
1 1 1 2

=A =b

detA = 2.-(2:1-1-3)—(=1)-(3-1—1-(=1))+1-(3-3—2-(=1))
= —244+11
= 1340

= A invertierbar = eindeutige Losung.
Es gibt verschiedene Moglichkeiten, die Losung zu berechnen.

a) GauBelimination
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b) Berechne A~! mit dem GauB-Jordan-Verfahren (siehe Literatur) = z = A~'b.

¢) Mit der Cramer’schen Regel:

8 3 -1 )
1 =(det )| =3 2 3 | = =-8-(=1)—(-3)-442-11)
13
2 1 1
26
= = =2
13
2 8 -1 .
o= (detA)71. | -1 =3 3 | = —-(2-(-9)—(~1)-10+1-21)
13
1 2 1
_ 18410421 13
N 13 13
2 3 8 )
r3=(det )7t | -1 2 3| = —-(2-7T—(=1)-(=2)+1-(-25))
13
1 1 2
. 4-2-25 13
N 13 13
2
= r = 1
~1
Die Gauf-Elimination ist meist weniger aufwendig. &

Beispiel 2.5.13Bestimmung der Determinanten mit Gauf3-Elimination

1 2 -1 2
-1 0 2 3
A= 2 4 0 1
-1 -1 -1 1
Veranderung der Determinante
1 2 -1 2
-1 0 2 3 (=1)
2 4 0 1
-1 -1 -1 1
o
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Veranderung der Determinante

2 1 -1 2 /(-2 | irrel. fir Det.
0o -1 2 3 | -2
4 2 0 1 —+
-1 -1 -1 1 /-2« 4 relev. fiir Det.
Veranderung der Determinante
2 1 -1 2
0o -1 2 3 ! (1)
o 0 2 -3
0 -1 -3 4 /-(-1) «—+ relevant
Veranderung der Determinante
2 1 -1 2
0o -1 2 3 -2
0 0 2 -3 /- (=5) | irrel.
0 0 5 -1 /2 — 4+  relev.
2 1 -1 2
0o -1 2 3
0o 0 2 =3
0 0 0 13

Nach Satz 2.5.10 ist also die Determinante der neuen Matrix =2-(—1)-2-13 = —4-13. Also
gilt:

—4-13
det A = 02 (=1) 2 =-13

&
D.h. Fiir A # 0 gilt:
Die Addition des A-fachen einer Zeile zu einer anderen Zeile verursacht keine Anderungen bei
der Determinanten, die Addition einer Zeile zum A-fachen einer anderen Zeile ergibt die Multi-
plikation der Determinanten mit A. Entsprechendes gilt fiir die Spalten, denn in Zeitlupe gilt:

Verdanderung der Determinante

*
/A A
*
Verdanderung der Determinante
* ok ok
Ak Ak Ax l keine

* % x4+
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Veranderung der Determinante
* * *

Ak Ak Ak /A A
Ak % Ak kN x %

Verdanderung der Determinante
* * * keine
Ak F% Ak %k k%

beziehungsweise
Verdanderung der Determinante

* ‘A
x /A
Veranderung der Determinante
* % %
x k% 1 keine

Ak Ak dx o+

Verdanderung der Determinante
k k k

* * * keine
x4+ Ak ok Ak x4+ Ak

Was wir bisher gemacht haben, geht genauso auch fiir Matrizen mit komplexen Eintrigen. Wir
konnen also jeweils C™*™ bzw. C™*" schreiben.

Wir beschéftigen uns nun noch mit transponierten Matrizen.

Definition 2.5.14 Sei A € C"*™, A = (ajj) i=1,..n . Dann heifit AT := (a};) =1
j=1 m i=1

transponierte Matrix (die Transponierte) von A (ajTZ- = a;j). Gilt A= AT (= insbesondere
n=m), so heifit A symmetrisch.

Beispiel 2.5.15
a)
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b)
-1 2 3 -1 4 0
A= 4 7 =8 |, AT=| 2 7 6
0 6 9 3 -89
c)
1 2 3
A= 2 0 -1
3 -1 4

ist symmetrisch.

&

Das Transponieren ist also ein Spiegeln der Matrixeintrige an der Hauptdiagonalen (welche
durch die Komponenten, deren Zeilen- und Spaltenindex gleich sind, gegeben ist).

Satz 2.5.16 (Rechenregeln fiir Transponierte) Seien A,B € C"*™ D € C™*P und \ €
C. Dann gilt:

AT =2AT (A+B)T = AT + BT, (@)T = Qj&@, (ANHT = A,

nxp pXm mxn
—— N——
pXn pXn
Fir A € C™" gilt speziell:
det A = det AT

Ist A invertierbar, so ist (A=) = (AT)71,

Satz 2.5.17 Ist A = ( Z Z > € R%*2 jnvertierbar, so ist

1 d —b
-1 _
A _detA<—c a)'

Rechnen Sie es selbst nach! 4

T 0 _ [ oP+@— op—p2 \ oqpp _ [ D 9= \ og—po (P 2\ _
0 1) \ pq+qo— 29—po o \g- p ! g v )1 VV
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2.6 Eigenvektoren und Eigenwerte

Definition 2.6.1 Seien V und W K-Vektorriume. FEine Abbildung f : V. — W heifit linear,
wenn

fQz+py) = Af(@) + pfly) VApeKVryeV
gilt.

Beispiel 2.6.2
a) Ist A € R"™™ so ist die Abbildung

f:R™ — R"

x — Ax
linear.
b) Ableiten ist linear (siehe auch spiter), denn die Abbildung
D:CWa,b] — Cla,b]
— f
ist linear.

<&

Interessanterweise gibt es Funktionen, die beim Ableiten nur ein konstantes Vielfaches liefern.
So ist z.B. die Ableitung von f(z) = e** fiir ein festes A\ € R gerade f'(z) = A f(z). Betrachtet
man zweite Ableitungen (auch das ist eine lineare Beziehung), so gilt f”(x) = \f(z) fiir A > 0,
wenn f(x) = eV und fiir A < 0, wenn f(z) = sin(v/=Ax) oder f(x) = cos(v/—Ax). Dies ist
z.B. bei sich ausbreitenden Wellen von Interesse, denn f” + °c’—22 f =0 ist die Gleichung fiir eine
eindimensionale Welle mit Kreisfrequenz (Eigenfrequenz) w und Geschwindigkeit c.

Auch fiir Matrizen ist so etwas moglich:

(2 1) ()= (1)

Definition 2.6.3 Sei V' ein Vektorraum (iber R oder C) und f : V. — V eine lineare Abbildung.
Ezistieren v € V \ {0} und X\ € C, so dass f(v) = \v, so heifst v Eigenvektor von f und A
FEigenwert von f. Man nennt

Eig(A\) :=={v e V| f(v) = \v}

FEigenraum von A\ beziglich f.
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Insbesondere gilt also fiir n x n-Matrizen A: v # 0 ist Eigenvektor zum Eigenwert A von A genau
dann, wenn Av = Av. (Fiir nicht-quadratische Matrizen macht dieser Begriff keinen Sinn, da
dann Az und z nicht gleich viele Komponenten haben.)

Es gilt also:

A € C Eigenwert von A € C™*"

Jv#£0: Av =) v

Jov#£0: Av—AXv=0

Juv#0: Av—AE,v =0 (£, : n xn — Einheitsmatrix)

Jv#0: (A—=—AE,)v=0

Das homogene LGS (A — AE,,) v = 0 hat eine nicht-triviale (d.h. # 0) Losung
A — \E,, ist nicht invertierbar.

det (A — A\E,) =0.

te T

¢

Es gilt also der folgende Satz.
Satz 2.6.4 )\ ist Figenwert der n X n-Matrix A genau dann, wenn det(A — AE,,) = 0.

Sehen wir uns diese Gleichung genauer an. Wir suchen im Grunde die Nullstellen eines Polynoms
n-ten Grades.

Definition 2.6.5 Sei A € C"*™. Der Ausdruck xa()\) := det(A — \E,,) heifit charakteristi-
sches Polynom von A.

Beispiel 2.6.6
a)

— OO = OO
OO OO
O O kO o

det(A—AE,) =(1-XN)2=-XN4—-)N)
= Eigenwerte 1, 2 und 4.
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Eigenvektoren:

—zuA=1(A-1-E,)v=0

1-1 0 0 U1 0
& 0 2-1 0 v2 | =120
0 0 4-1 U3 0

0 00 V1 0

& 010 vo | =120

00 3 V3 0

< w9 = vy = 0, v; beliebig

a
= Eig(1) = 0 acC
0

a
Die Eigenvektoren zum Eigenwert 1 haben die Gestalt ( 0 |,aeC\{0}.
0

—zu\=2:
1-2 0 0 U1 0
0 0 0 ) =10 < v = vy = 0, vy beliebig
0 0 4-—2 V3 0

— zu A = 4: v3 beliebig, v; = v9 = 0.
b)

(12 1-x 2 | 2 o ol
A_<21>, ' ) 1_)\‘_(1—>\)—2 2=0

S 1-N2=4s1-)N=21-A=4+2c\=1F2;

Eigenwerte: {—1, 3}
Eigenvektoren:

—zu A= —1:

<1—2F1 1—2+1><Zl>:<8> 2210 ] — 22
2 2 2|0 « — 0 0|0

[an}
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Eig(—1)={<_aa> QEC}5

Eigenvektoren: < —aa ), a€C\{0}

—zu =3
(5 ()- () Tt
2 2 —2|0 <+ 0 00
< V1 = Vg,
. a
E1g(3):{<a> ae(C}
Eigenvektoren:<Z>,CLGC\{O}
Test:

(31)(2)-()-(2)-en( %)
(31)(2)-(52)-(2)-+(2)

A=<_21 ;HZA ) '=<2—A>2—<—1>éo

S 2-N=-1e2-A=+ie A=2Fi

FEigenraume zu 2 F 1

2—u
2—2+41 1 0 — ¢ 1|0 ! = 4 1]0
-1 2—-2+414|0 -1 4|0 /i «—+ 0 00
<:>iU1——U27

Test : < _21 ;)(_C;(I): < EZ:;?Q>:<z’gi__g?a>:(2_i)< —Uza>

2 + i: entsprechend
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Wir wissen durch den Fundamentalsatz der Algebra (Satz 1.5.6):

Jedes Polynom vom Grad n lésst sich in genau n komplexe Linearfaktoren zerlegen.

Das charakteristische Polynom einer n x n-Matrix A hat den Grad n und den fithrenden Koef-
fizienten (—1)"

= Zu x4 existieren Aq,..., Ay, so dass ya(z) = (x— A1) ... - (x = A\)(—1)"

A, ..., Ay sind dabei die Eigenwerte von A. Hierbei konnen Linearfaktoren bzw. Eigenwerte
mehrfach auftreten. Die Anzahl, wie oft ein Eigenwert auftritt, nennt man die algebraische
Vielfachheit des Eigenwerts, wihrend dim Eig(\) die geometrische Vielfachheit von A ge-
nannt wird.

Beachte, dass R™*"™ c C"*",

Satz 2.6.7 Das charakteristische Polynom von A € C™*"™ hat den Grad n und die Form

n—2
xa(z) = (=1)"z" + (=1)""*(Spur A)z" ! + Z a;z’ + det A
j=1

(fir unbekannte ay,...,an—2). Hierbei ist Spur A = > ' | a;; (=: tr A, trace of A) die Summe
der Elemente der Hauptdiagonalen von A.

Beispiel 2.6.8Wir bestimmen die Eigenwerte von
20
A= ( 20 ) |
Das zugehorige charakteristische Polynom ist
2—-A 0

XA(A)z‘ 1 2_1 ‘:(2—»2—0;0.

Damit ist A = 2 der einzige Eigenwert von A. Er hat die algebraische Vielfachheit 2. Wir suchen
nun die Eigenvektoren zu diesem Eigenwert:

=2 & (A—2E2)’U:O‘:><(1) 8><Z;>:<8>

< 0=0und vy =0.
T‘GR}

w-{(2)

Der Eigenraum ist damit
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und alle Eigenvektoren sind von der Form

<S> mit r € R\ {0}

(Sie koénnen hier auch R durch C ersetzen, je nach Zusammenhang.)
Beachten Sie, dass der Eigenraum Eig (2) nur die Dimension 1 hat, obwohl der Eigenwert die
algebraische Vielfachheit 2 hat. Die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts ist also 1. <&

Wir haben in Satz 2.5.10 bereits gesehen, dass man Determinanten von Dreiecksmatrizen sehr
einfach berechnen kann. Wir werden nun sehen, dass solche Matrizen auch die Eigenwertbestim-
mung wesentlich vereinfachen.

Satz 2.6.9 Sei A € C"*"™ eine obere Dreiecksmatriz, d.h.

at * [N *
0
A=
0 0 apn
Dann sind aqy, . .., ann die Figenwerte von A.

Beweis: Das charakteristische Polynom ist nach Satz 2.5.10

all —_ >\ %k oo k
0 .. .. : n
xa(A) = S ' =[] (@ =N
: R * j=1
0 oo 00 G — A
und verschwindet offensichtlich genau dann, wenn A € {a;;|j =1,...,n} [ |

Satz 2.6.10 Ist A € C™*" eine Diagonalmatriz, d.h.

all 0 0
A= 0 7 ,
0
0 0 ann
dann sind die Standard-Basisvektoren €/, j = 1,...,n, Eigenvektoren von A (und zwar jeweils

zum Figenwert a;;).
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Beweis: Wir rechnen es einfach nach:

0 0
a1 0 0 : :
| o . e T 0 0 '
Ael = ajj 1 — y = ajj = Qjj e’
. . 0 0
0 0 ann
0 0

Satz 2.6.11 A € C™*"™ jst invertierbar genau dann, wenn alle Figenwerte # 0 sind.

Satz 2.6.12 Sei \ Figenwert von A € C™*"™ zum Eigenvektor v. Ferner seir € C und B € C™*"
tnvertierbar. Dann kann man auch etwas tiber Eigenwerte und -vektoren der folgenden Matrizen
aussagen:

Matrix FEigenwert | Figenvektor z.B.
A A v
rA TA v
AF keN AP v
A+rE, A+ v
B~'AB A B~
A=Y, falls A invertierbar At v

Beweis:
(rA)v =r(Av) =riv
Afy = AT Ay = Ao = a4 o = = A
—~—
Induktion
(Die Induktion sparen wir uns hier. Sie sollten sie natiirlich ausfithren konnen.)

(A+rE)v= Av +rE,v=(A+r)v

:>\U =V

(B™'AB) (B™'v) =B 'A(BB ') v=B"4v=B"'(\) = AB™'w
N——

—Ln

A Ay = v
——

1
-1 .
A ) = A } = A" v= Y (X # 0, siehe oben)
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Satz 2.6.13 Figenvektoren vi,...,v; zu paarweise verschiedenen Figenwerten \i,...,\p der
gleichen Matrixz sind linear unabhdngig.

Satz 2.6.14 Sei A € C™*" . A besitze n linear unabhingige Eigenvektoren vy, ...,vy; jeweils
zum Eigenwert \j, d.h. Av; = \jv; Vj=1,...,n (die \j missen nicht verschieden sein). Sei

B € C™"*™ die Matriz, die als Spalten die Vektoren vy, ..., v, hat:

B:(Ulv"'avn)v

dann gilt
M 0O - 0
Bap=| "
0
0 0 M\

d.h. “A wird durch B diagonalisiert”.

Beispiel 2.6.15

a) Wir nehmen von oben die Matrix ( ; i >; AM=-1uv = < _11 ), Ao =3, v9 = < 1 )

Die Eigenvektoren sind in der Tat, wie es Satz 2.6.13 vorhersagt, linear unabhéngig und
in diesem Fall sogar orthogonal. Mit

2 T U N A G |
B_<—1 1>’B _§<1 1)
erhélt man

()N )= ) () =0T 8= s)

b) Sehen wir uns auch noch mal an. Nur 2 war ein Eigenwert, mit algebraischer

20
1 2
Vielfachheit 2 und geometrischer Vielfachheit 1, d.h. dim Eig (2) = 1. Damit kann man
hier keine zwei linear unabhéngigen Eigenvektoren finden.

<&
Aufgrund des Satzes 2.5.16 ist die folgende Aussage sofort einsichtig.

Satz 2.6.16 A und AT haben stets die gleichen Eigenwerte (mit gleichen Vielfachheiten,).
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2.7 Spezielle Matrizen

Definition 2.7.1
a) Sei A € R™". A heifit orthogonal, wenn ATA = E,, (d.h. AT = A1),

b) Sei A € C"™. A heifit unitdr, wenn A= E, (d.h. Al = A1), wobei A == (@) j=1....n
(d.h. kompleze Konjugation der Komponenten).
Da det A = det AT und det A=! = (det A)~! gilt, erhalten wir die folgende Aussage.
Satz 2.7.2 Sei A € R™™ orthogonal. Dann gilt: | det A| = 1.

Orthogonale Matrizen A mit det A = 1 kénnen als Drehungen interpretiert werden. Orthogonale
Matrizen A mit det A = —1 stellen (Dreh-)Spiegelungen dar.

Beispiel 2.7.3

cosp  sinp

a) Betrachten wir die Matrix A4 = < .
sing —cosgp

). Da AT = A gilt, ist sie symmetrisch.

AuBerdem ist sie orthogonal, denn AT = A = A~! gilt, wie man leicht nachpriifen kann:

AAT — Cf)S(,D sin CF)S(,O sin _ 10 — B
sinp —cosp sinp —cosp 0 1

Sehen wir uns an, was diese Matrix macht.
A 1 _ CQS %) A 0 _ sin ¢
0 sin ¢ 1 —Ccos @
cos £ cos £
A( siné >: < Siné )’
2 2
p

Der Punkt (cos £,sin £)7 ist ein so genannter Fixpunkt der Abbildung z — Aw, weil er

auf sich selbst abgebildet wird. Man kann sich durch Zeichnen einiger Resultate leicht ver-
P

anschaulichen, dass diese Abbildung eine Spiegelung an der Achse {r < 2?;% > r e ]R}
2

darstellt. (Beachten Sie, dass det A = —1).

siehe Abbildung 2.15.

b) Variieren wir die Matrix ein wenig.

A [ cose¥ —sing
~ \sing cosgp



114 KAPITEL 2. LINEARE ALGEBRA UND ANALYTISCHE GEOMETRIE

d

sing - A el

: o
'y S|P¢ 2

:
—COf - A

Abbildung 2.15: A bewirkt eine Spiegelung an der blau gezeichneten Achse.

ist zwar nicht symmetrisch, aber auch orthogonal, denn

cosp —sing cosp sinp \ (10
sinp  cosp —singp cosp /  \ 0 1 )°

Auch hier sehen wir uns an, was die zugehorige lineare Abbildung macht.

(o) =(82) 2 (3) = () =(5g30)

siehe Abbildung 2.16.

2
e? Aé
sing +
Ae? 1/
i 9o
—sind cosp el

Abbildung 2.16: A bewirkt eine Drehung um den Winkel ¢ im Gegenuhrzeigersinn.
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Beachten Sie, dass

N

(o) =) (V)= (5650

und det A = 1. Geometrisch erh#lt man hier eine Drehung um den Winkel ¢ im Gegen-

uhrzeigersinn.
&
Satz 2.7.4 (Hauptachsentransformation) Sei A € R™™" symmetrisch.
Dann hat A nur reelle Figenwerte. Seien \1,...,\, diese Eigenwerte, gezdhlt nach der algebrai-
schen Vielfachheit.
Dann ezistiert ein Orthonormalsystem von Eigenvektoren vV, ... v™ | so dass

Ao =\l Wi=1,... n.

Schreibt man diese Eigenvektoren als Spalten der Matriz B = (v(l), e ,U(")), so ist B orthogonal
und diagonalisiert A:

MO 0
BTaB=| *

S

0 0 A

Definition 2.7.5 Sei A € R™*" symmetrisch. Die Abbildung f : R" — R, f(z) := (x, Az) heifit
quadratische Form von A.

Beispiel 2.7.6

— A2 3\ Lo 1t ea=34/2
2 gt 2 1
=(-1)nAn ~ . =detA

Die Eigenwerte sind also
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Wir bestimmen die Eigenvektoren, zunichst zu A; = (3 + v/5).

vy vy |
2 — 345 -1 10 |
1 — 35 g /-(2—3+—2>/5> -+
(% (%) ‘
25 -1 0
0 —1+2—3-3+2Vg+(i‘”f)2 0

Der rechte untere Eintrag der Matrix ist

—1+2—§——f+ (9+6f+5> TiToy

Wir erhalten damit nur eine Gleichung:

< 3+\/5> 1-V5
= v =|2- V] = V1

Folglich ist

(1}5)‘\/122 ) \/1 11—2f+5)< 1\/5>

B 51\f< ; )Z 10i2\/5<1—2\/5>:v(1)

ein orthonormaler Eigenvektor.
Es muss einen dazu orthogonalen Eigenvektor fiir den Eigenwert 2
orthogonale Richtung gibt, bleibt nur

U(2>_;<—1+\/5>
10 — 25 +2

(oder —v®) iibrig. Wir testen unser Resultat:

AU@):( 2 —1> 1 (—1+\/3>: 1 <—2+2f—2>
-1 1 10 — 25 +2 10 — 24/5 +1—+5+2

S

2 geben. Da es nur eine



2.7. SPEZIELLE MATRIZEN 117

(A7)
10-2/5\ +3-v5 )’
wobei
T (o) (e < s
und

2=+3-5

3-v5
2
Also ist Av® = X\v®). Wir stellen nun die Matrix B auf und diagonalisieren damit A.

B 1 ( 2 —1+\/5>,BT: 1 ( 2 1—\/5‘))’

10-2/5\1-v5 2 V025 \ —1+V5 2
BTAB:m<—1i\/S 1_2\@)(—21 _11><1_2\/5 _1;\@)

B 10—712\/5 ( —1i¢3 1_2\6) < —42_+11+—\/\§5 _12—+\2/\5[+_22 )

o 3+VE —4+2V6
S\ -1-v6 35
1 6+2v5—-1+5 —84+4V5+3—-4/5+5
10-2v5\ —3+2v5+5-2-2V5 4-6V5+10+6—2V5
_ 1 <1o+2\/3 0 )
10 — 2v/5 0 20 — 8v/5

Die Eintrage in der Hauptdiagonalen kann man mit dem “Wurzeltrick” vereinfachen:

2
5+v5 (54 V5) 1 301
- = . (2542.5-v5 5):— “VE=2
5-v5  25-5 20< * Vot 3 TgVi=N

10 -4V5 _ (10— 4V5)(5 + V5) _ 1 (50—10\/5—4-5)22—%¢S=A2

5— 5 25— 5 20

Also gilt

At 0
T _ 1
pan— (4 0)

Eine solche Transformation kann man mit einem Basiswechsel interpretieren. Statt e! und e? als
Basis zu nehmen, verwenden wir v und v(®. Dies kann man wie folgt verstindlich machen:
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Betrachten wir zunéchst die quadratische Form (x, Ax) =: f(z) und ihre Niveauflichen N, :=
{z € R?| f(z) = c}. Es gilt

o 1 2(51—1‘2 o 2 . 2 !
<x,Am>—<< . ),( 1 4+ g >> =207 —T1x9 — X2+ x5 =

<:>xg:wlj:\/x%—%n%—i-c:a:li\/c—a:%

wobei 1 € [—/¢, /], d.h. die Gleichung der Niveaufliche ist nicht 16sbar fiir ¢ < 0.
Wiihlen wir nun v und v als neue Koordinatenachsen ((v(l),v(z)) ist eine ONB!).

r=a+3®; o feR;

(x,Az) = c & <ow(1) + Bv? A <0zv(1) + ﬁv(2)>>
= o <v(1),Av(1)> +af <v(1), Av(2)> + Ba <v(2), Av(1)> + B <v(2), Av(2)>
= o <v(1), )\1?}(1)> + af <<v(1), )\21)(2)> + <v(2), )\11)(1)>) + 2 <v(2), )\21)(2)>

— a2 1 @ 1) 2 2) 1 2 2 52
a)\1<v U >+a5 )\2<v , v >+)\1<v ) > +ﬂ)\2<v v >

=1 =0 =0 =1
= O[2A1 + 62)\2 =G

d.h. o ist der Koeffizient der v(!)-Achse und 3 ist hier der Koeffizient der v(2)-Achse. Wir erhalten
eine Ellipse, da A; und A positiv sind; v und v@ sind die Hauptachsen (engl.: principal
axes, Singular: ... axis) der Ellipse, siche auch Abbildung 2.17.
Offensichtlich hangt die geometrische Form der Niveauflichen von den Eigenwerten von A ab,
siehe auch [7], S. 344-345. <&
Definition 2.7.7 Sei A € R™*" symmetrisch. A heifst

a) positiv definit, wenn (x, Az) >0 VzeR"\ {0}

b) positiv semidefinit, wenn (z,Ax) >0 VzeR"

¢) negativ definit, wenn (x, Az) <0 Vz € R™\ {0}

d) negativ semidefinit, wenn (r,Az) <0 VzeR"

e) indefinit, wenn es x und y in R™ gibt mit

(x, Az) > 0 und (y, Ay) < 0.
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Abbildung 2.17: Ellipse mit Hauptachsen

Offensichtlich gilt:
e positiv definit Z positiv semidefinit;

e negativ definit Z negativ semidefinit.

Beispiel 2.7.8Im letzten Beispiel ist A positiv definit, denn

(z,Az) = 2% + (z1 —22)* > 0und =0 < z = 0.

&
Satz 2.7.9 Sei A € R™" symmetrisch. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) A ist positiv -definit.
(ii) —A ist negativ -definit.
(iii) Fiir jede beliebige Matriz W € R™ ™ ist WT AW positiv -definit.
(iv) Alle Eigenwerte von A sind positiv/
(v) Die folgenden n Determinanten sind positiv/
aiy - Qi air - Qin
all,det<a11 a12>,...,det : : L., det : : =det A
o1 Gz : : : :
a]l ... a]] a/nl .. ann

(so genannte “Hauptminoren”).
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Achtung: Es gilt zwar
A = AT negativ definit < alle Eigenwerte von A negativ .

aber:
A = A" negativ definit 4 alle Hauptminoren von A negativ .

Man muss daher
A negativ definit < —A positiv definit

beim Hauptminorenkriterium benutzen.

Beispiel 2.7.10

a) Sei
1 0 1
A= 0 3 =2
1 -2 3
Wir berechnen die Hauptminoren:
1.1>0Vv
10
2. 0 3= 3>0V
1 0 1
3./]0 3 -2]|=1-9-4)41-(0-3)=5-3=2>0V
1 -2 3
Also ist A positiv definit.
b) Sei
-3 -1 0
A=| -1 -4 0
0 0 -2

Da die erste Hauptminore negativ ist, betrachten wir

A=

O = W
o
N oo

Die Hauptminoren sind

1. 3> 0/
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1 4

3. det(—A4) =22>0

2|4 =

Also ist A negativ definit.

c) Sei

Die Hauptminoren sind

0

=N

1. 2
2 |

1
0‘__1

Also ist A indefinit, denn bei —A wire die 1. Hauptminore negativ.

d) Sei

Die Hauptminoren sind

1. 4>0
4 2
2. ‘ 5 1 '_4—4_0

3. det A =0 (1. Zeile = 2 - (2. Zeile)).

Also ist A positiv semidefinit.

121
2 1 -1
A= 1 0 =2
-1 -2 3
4 2 2
A=12 11
21 4
<&

2.8 Die Normalgleichung

Beispiel 2.8.1Wir haben eine Messkurve, siche Abbildung 2.18, fiir die Messung einer unbe-
kannten Funktion f, hier f € P3. Wir verwenden also den Ansatz

f(x) = az® + ba? + cx + d.

Fiir f muss gelten
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Abbildung 2.18: Eine Messreihe und der Graph eines kubischen Polynoms als Approximations-
versuch

f(zi)=vy; Vi=1,...,n (n deutlich groer als 4),

das heifit
ar; + bt +cxi+d=vy; Vi=1,...,n

Dies ist ein iiberbestimmtes LGS:

ZE% ZE% 1 1 a Y
3 o2 w1 b Y2
P c | |
3 .2
T, Tn Tp 1 d UYn,
— ~—
=A = =y

Dieses ist im Allgemeinen nicht 1osbar: Wegen Messfehlern gibt es kein Polynom f € P3, dessen
Graph durch diese Punkte verlduft. Also ist eine Interpolation (f (z;) = y; Vi) nicht mdoglich.
Stattdessen geht nur eine Approximation (f (z;) ~ y; V).

Prézise ist unsere Aufgabe folgende: Minimiere den quadratischen Fehler: Suche f € P3, so dass

n

S r@)—w ) <Z —y)? VgePs, dh.

— —z—’

=1 Approximations-
fehler bei x;
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n

2
Z (ax? + ba? + cx; +d —y,-) minimieren!

=1 (i-te Zeile von A)-x
=i-te Komp. von Az
=[|Az—y|]
Die Aufgabe kann man etwas allgemeiner formulieren: Sei gy, . . ., g; eine Funktionenbasis (oben:

gj(z) =a?; j =0,...,3). Eine Funktion f = Z?:o a;g; ist gesucht, so dass
n k 2
Z a;g;j (x;) — i minimal wird
i=1 \j=0

=[|Az—y]]?

ceey

Die Losung heifit Bestapproximation. &

Satz 2.8.2 Sei A€ R"™ ™, n>m undy € R". Ist x € R™ Lésung des Ausgleichsproblems
JFinde x € R™, so dass ||[Az — y|| = min {||AZ — y|| : £ € R™} 7,

so erfillt x die Normalgleichung
AT Az = ATy,

Das Ausgleichsproblem ist stets losbar.

Beachten Sie den Unterschied zur Normalengleichung (x,n) = b einer Ebene oder Gerade.

Beispiel 2.8.3 (lineare Regression)
Hier ist f € Py zu gegebenen Messwerten gesucht, siehe Abbildung 2.19. Z.B. hat man ein

Intervall [0,1] mit dquidistanter Unterteilung x; = =; 4 = 0,...,n und entsprechend n + 1
Messungen yq, . . . , Yn.
Gesucht ist © = < Z > (von f(x) = azx +b) mit ATAx = ATy;
0
v 1 v 1 0 n
A= T S ! = 1 Lon AT = Lro 1 n
. . n ’ n n n n ’
Tn 1 | n n
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45

Abbildung 2.19: Eine Messreihe und der Graph eines Polynoms ersten Grades als Approximati-
onsversuch

ATA — 1 024+ 12+ +n? (0+1—|—---+n)-n>
n2\ (0+1+4--+n)-n ni4+n?+. - +n?
1 n(n+1)(2n+1) n2(n+1)
- = , 6 2
n? < o) (ZH) n?(n +1) )

2n+l n
:n—l—l G 5
n 5 n )’

wobei wir beim zweiten Gleichheitszeichen Satz 1.4.4 und Aufgabe 8a benutzt haben. Da

det (ATA) = <”+1>2 (%%1) - ’9

n
nn+1)%(n 1 n n+1)?%/n 1
== - - _ — — = —_— — v
n2 <3 6 4> o \12tg)70

hat die Normalgleichung genau eine Losung.
Da das Ausgleichsproblem Iosbar ist, liefert die eindeutige Losung der Normalgleichung die
Losung des Ausgleichsproblems. O

Beachten Sie, dass AT A symmetrisch ist, da
(ATA)T = AT (AT = AT A,

Dies erspart Arbeit beim Ausrechnen von AT A.



Kapitel 3

Folgen und Reihen

3.1 Konvergenz und Divergenz von Folgen

Sehen wir uns als Beispiel eine Messreihe an (Abbildung 3.1).

4.5 T T T T T T T T T

43}t 8
42t 8

41} . . . J

20l . . TN . |
3.8f ° b
3.7 b

3.6 B

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Abbildung 3.1: Folge/Messreihe (a,,): Zum Grenzwert « sind die Werte a=e¢ fiir zwei verschiedene
Werte e eingezeichnet. Damit o Grenzwert ist, muss die Folge fiir jedes noch so kleine € > 0
irgendwann endgiiltig innerhalb der Schranken o« — € < a,, < a + € verbleiben.

125
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Die Frage konnte hier sein: Pendeln sich die Messungen bei einem bestimmten Wert ein?

(an), : N — C

n o — ap

Definition 3.1.1 Eine Folge (an)n< > heifit konvergent gegen o € C,

wenn gilt:
Zu jedem é éﬂg) existiert ein ng € N (genau ng(g)), so dass fir alle n € N mit n > ng gilt:

lan, —al <€

(gleichwertig: . ..|a, —a| < e
ebenso: ... la, —al <~ve (v > 0 Konstante)
ebenso: ...la, —al <~ve (v > 0 Konstante))

kurz: Ve > 03ngVn>ng |a, —al <e.

Wir schreiben o = lim a,, = lim, o a; an — @, ap, — «a. a heifft Grenzwert (Limes) von
n—oo

(an ). Folgen mit dem Limes O heiflen Nullfolgen.

Anschaulich gesprochen: “In jeden noch so kleinen e-Schlauch um « taucht die Folge irgendwann

endgiiltig ein” (siehe auch Abbildung 3.1).

(Beachte: Mit ¢ > 0 wird automatisch auch ¢ € R gefordert, da auf C keine Totalordnung
existiert.)

Beispiel 3.1.2
a)

Sei € > 0 beliebig aber fest.
Es gilt fiir alle n > [%] =: ng(e), dass: n > [%1 > % = n>

M =

1
=>=n+1> - < <e & -0 <e¢
€ n+1 n+1

AR E 1
also: lim a7 =0.

[-] steht hierbei fiir das Aufrunden zur niichsten ganzen Zahl.
b) Fir a,, := %, n > 1 ist analog lim % =0.

c) Sei a, := « konstant.
Fiir beliebige € > 0 gilt: Vn > 0 =: ng:

lap, —al =la—al|=0<e¢

= lima, = a.
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Satz 3.1.3 (Grenzwertsitze (GWS)) Seien (a,) und (b,) konvergente Folgen in C, a =
lima,, 8 =1limb,. Dann gilt

a) (an +bn), (an — by) und (ay - by,) sind konvergent und

lim (an i_ bn> =« i 0.

b) Ist by, #0Vn und § #0, so ist (Z—:) auch konvergent und

lim——g
by 3

Beispiel 3.1.4
a) Sei ap = nLH +z’#, n > 1. Wir wissen

2
= 2 — 2-0=0,
n+1 ~ n+
— 2
—0
(konst.
Folge)
r o

1
i — > i-0=0
1 n2—>2

= lima, =0+4-0=0.

b)

2n2 4+ 3n + 4
ay = ————
" 4n? +2n+1

Wir kiirzen hier durch die hochste Potenz des Nenners und erhalten

243-1+4- L 243.044.0 1
n = L 1 T42.0+0 2
c) ap == 1, a, := %an_l. Dies ist eine rekursive Folge. Mit Induktion erhélt man: a, =

(3)" =0
o
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Die GWS gelten nicht umgekehrt, z.B. (a,, - b,) konvergent % (a,) und (b,) konvergent:
ap :=mn, by := %, ap -b, =1 — 1, aber (a,) = (n) nicht konvergent.

Definition 3.1.5
a) Eine Folge (a,) C C heifit divergent, wenn es kein o € C gibt, so dass a = lim ay,.
b) FEine reelle Folge (a,) C R heifit bestimmt divergent, wenn
bl) ap — 40 :< ,}LIEOG“:—'_OO:@ VM >03dnoVn>ng: ap > M

oder
b2) a, — —o0:< lima, = —c0:< VM <03ngVn>no: a, <M

Anschaulich gesprochen: “Jede noch so hohe (bzw. niedrige) Schranke wird irgendwann
endgiiltig iiberwunden” (siehe auch Abbildung 3.2).

¢) FEine reelle Folge, die divergent, aber nicht bestimmt divergent ist, heifit unbestimmt di-
vergent.

Beispiel 3.1.6
Sei a,, := n?. Sei M > 0 beliebig. Es gilt:

Vnz{m—‘: nzmian:nzzM

also: limn? = +o00 &

Definition 3.1.7 FEine Folge (a,) C R heifst
a) nach oben beschrinkt, wenn es ein v € R gibt, so dass a, <~ fir alle n.
b) nach unten beschrdnkt, wenn es ein v € R gibt, so dass a,, > 7 fir alle n.
c¢) beschrdnkt, wenn sie nach oben und nach unten beschrdankt ist.

Die Beschranktheit von Folgen ist also analog zum Beschrinktheitsbegriff bei Mengen.

Beispiel 3.1.8
an, := n ist nach unten beschrinkt: 0 < a,, Vn
by, = —n%rl ist beschréankt: —1 <b, <0Vn &
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120

100 b

20t © . ' 1

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Abbildung 3.2: Gegen +o0o bestimmt divergente Folge (ay,): Die Folge wiichst (jeweils endgiiltig
ab einem bestimmten Index) iiber alle Grenzen.
Satz 3.1.9

I) Seien (ay) und (by) reelle Folgen. Dann gilt:

a) a, — 400, b, — beR (oderb, — +00) = a, +b, — +x
b) ap — +00, by, — bERY (oder b, — +00) = a, b, — +00
¢) ap — +00, by — beR™ (oderb, — —0) = ap-b, — —o0

d) lan| — +00, by — bER, a, #0Vn = 22 — 0
II) (ay) (komplexe) Nullfolge, (by) beschrinkt = (a, - by) Nullfolge.
Korollar 3.1.10 Seien (ay,), (by) reelle Folgen.
(i) a, — —oo, b, — beR (oder b, - —0) = a,+b, — —o0
(i1) a, — —o0, by — b€ RT (oder b, — +00) = a,-b, — —00

(iii) a, — —o0, b, — b€ R™ (oder b, — —0) = a, b, — +©
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w) (a,) konvergent, lima, # 0, (b,) bestimmt divergent, a, # 0Vn = lim 22 geht aus der
() (an) g g ol
folgenden Tabelle hervor:

lim b,
+00 | —00
>0 | 400 | —00
<0 | —o0 | +0

lim a,,

Beispiel 3.1.11

a)
an= n? (6 n! )— 4o
— 400 — 400
— 400
b)
1
n? log— — —o0
\/ n

— —00

Achtung! Es gibt keine allgemeinen Regeln fiir die folgenden Fille:

1. a, + b,, wobei a,, — +o00, b, — —00

Beispiele:
e ap,=n,b,=-n,a,+bp=n—-—m=0—0
e ap,=2n,b,=-n,a,+b,=2n—n=n — 400
e ap,=n,b,=-2n,a,+b,=n—2n=-—n— —x

2. ap by, |ay] — o0, b, — 0

Beispiele:
oan:n,bn:%,an b, =n %:1—>1
.an:n2abn:%7an‘bn:n_’+oo
_ _ 1 _ 1
® 4, =n,bp= 5,0, b= — 0

3. 2—”, lan| — o0, [by| — o0
nn .
Beispiele:

e ap,=n,b,=n —n—lﬁl
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.an:nzybn:n72_:§:%_>0
e a,=n,b,=n% b =p 5 4+

Qan

4. b—z, an — 0, (by,) konvergent

.an:%,bnzijg—zzlﬂl

.an:%,bnzljg—zzn—)—koo

1 bn

'a":_ﬁ>b":1:>a7L = —n— —0

® a, = (_1)n, b,=1= Z=n- (—=1)™ unbestimmt divergent

L Rt
&
Beispiel 3.1.12
a)
—+oo (Satz 3.1.9.1.a)
——f
-0
— 400
~~ 6 7
U A g
T 1n2 - 2 3
In®+2n 43 14+= 42
n o n
N——_— ——
—1 (Grenzwertsétze)
1 6 7
L+ 3 =2 non
1 (Grenzwertsitze) e
b)
2 1 8 2
o — n 4+ 8n+ 2 . P B e e’y . 0+0+4+0 .
" n* + 6n 1+ % 1+0
nach den Grenzwertsétzen.
Allgemein kann man fiir rationale Ausdriicke r,, := % (P Polynom vom Grad v, @ Polynom

vom Grad p) mit

P(z)=ayz"+...4ap; a, #0
Q(z) =by2" + ...+ bo; by #0
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folgendes tiberlegen:

S P(n)  an’F+ Qy_n* P4 4amH = P
" Q) by +by—in~t+ ...+ bynH = Q(n)

L Fall: [v > ul

Pn) — +o00, falls a, >0 (Satz 3.1.9.1b)
—o0, fallsa, <0 (Satz 3.1.9.1.c)
@(n) — by #0
+o0, falls a,b, >0 (d.h. gleiche Vorzeichen)
also: |r,, —
—oo, falls a,b, <0

nach Korollar 3.1.10 (iv).

2. Fall: [v < p}

5 ~ GWS

P(n) — 0, Q(n) — by #0 ="|r, — 0]
3. Fall: [v = pu}:

P(n) — a,, Q(n) — by #OGXS Ty, — g_":

Definition 3.1.13 FEine reelle Folge (a,) heifit
a) monoton wachsend (steigend), falls gilt: Ist n1 < ng, 0 ist an, < ap,.
b) streng monoton wachsend (steigend), falls gilt: Ist ny < nga, $0 ist apy < G, -
¢) monoton fallend, falls gilt: Ist ny < na, 0 ist ap, > Gp,.
d) streng monoton fallend, falls gilt: Ist ny < ng, so ist an, > ap,.
Beispiel 3.1.14
Gy = % ist streng monoton fallend.
b, := n ist streng monoton wachsend.

¢, := 1 ist monoton fallend und monoton wachsend.
d,, := (—1)" hat keine Monotonieeigenschaft. &
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Satz 3.1.15 (Satz von der monotonen Konvergenz) Fine monoton wachsende, nach oben
beschrinkte reelle Folge (ay) ist konvergent: sup a,, = lim a,,.
(= Eine monoton fallende, nach unten beschrinkte reelle Folge (ay) ist konvergent: inf a, =

lima,.)

Satz 3.1.16 (EinschlieBungssatz, Sandwich Theorem) Seien (a,), (by,) und (c,) reelle Fol-
gen und ap, < b, < ¢, (Yn > N, N fest). Sind (a,) und (¢,,) konvergent und lima,, = lim¢,,
dann ist (b,) konvergent und lim a,, = lim b,, = lim ¢,,.

Satz 3.1.17 Die Folge (an), >, mit a, = (1+ %)n ist konvergent.
Definition 3.1.18 Ihr Grenzwert e := lim (1 + %)n wird als Euler’sche Zahl bezeichnet.

Es gilt e € R\ Q, d.h. e ist irrational. Man erhélt

ajp ~ 2, 5937, ajpo ~ 2, 7048, a1poo ~ 2, 7169

e~ 2,7182818

Die folgenden elementaren “Grenzwerte” sollte man kennen:

an lim a,
a = const. a
1 0
n +00
a,a>1 400
a,a = 1
alal <1 0
a™,a < —1 | unbestimmt divergent
(1+1)" :
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3.2 Reihen

Beispiel 3.2.1 Mit vollstdndiger Induktion kann man zeigen, dass

n 1 __qn+1
> dF = ——— VneN VgeR\{l} (0°:=1).
q
k=0
Betrachten wir nun die Folge
1__qn+1 n .
(L) = (>
b /n k=0 /.,
Fiir |¢| < 1 liegt Konvergenz gegen ﬁ = 1T1q vor.

Fiir ¢ > 1 liegt bestimmte Divergenz gegen 400 vor, da —¢"T! — —oo und 1 — ¢ < 0.

Fiir ¢ < —1 haben wir unbestimmte Divergenz wegen des permanenten Vorzeichenwechsels von
n+1

q
Also gilt:
- - falls g < 1
l. k = 1—-¢q’
nLH;OkZ_Oq { 400, falls ¢ > 1
kurz:

[e.e] n
E._ 1 k
2 d" = Jim > g
k=0 k=0

Man spricht hier von der geometrischen Reihe. Fiir ¢ = % ist dies in Abbildung 3.3 veran-
schaulicht. &

Definition 3.2.2 Sei (ay.)y>,, eine Folge (reell oder komplex). Hieraus wird die Folge (3 _,, ax)
gebildet (“Folge der Partialsummen”). Ist diese neue Folge konvergent, so spricht man von einer
konvergenten Rethe. Man schreibt

n>m

o n
Z ag := lim Z ag
n—oo
k=m

k=m

und sagt kurz: Y ax konvergiert”. Ansonsten spricht man von einer divergenten Reihe.

Unterscheiden Sie stets die Folgen (a), und (3>_)_,, ax),,; in obigem Beispiel ist aj, = ", m=0,
S oar =Y od" = 1_1‘1_7;“; (qk)k konvergiert fiir [q| < 1 gegen 0, (3> p_, qk)n konvergiert

fiir |¢| < 1 gegen %—q'
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Abbildung 3.3: Eine geometrische Reihe kann wie folgt veranschaulicht werden: Beginnend mit
einem Rechteck der Fliche 1 werden nach und nach Rechtecke, die jeweils die ¢-fache Fliche
ihres Vorgéngers haben, hinzugefiigt, ohne dass dies abbricht. Das Bild zeigt (bis einschliellich

e L= 2 g,

den Summanden ¢'%) den Fall ¢ = %, in dem > 32 (3)" = =T = 57 =
2

Satz 3.2.3 Sei (ag);>,, eine Folge. Es gilt:

Z ay, konvergiert : (ax),, Nullfolge, d.h. ay e 0.

k=m

Beispiel 3.2.4

a) Betrachten wir die so genannte harmonische Reihe.

Wir teilen die Reihe auf:

>2-4 >4.1
00 —_—N— -
Zl = 1+—+(1 +l)+ LR
ko 2 3,4 5 6 7,8
k=1 ~~ ~— =~ =~
> 25 23
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1 1 1 1
ettt oy T ) e

> (2" - 2"+ 1) +1) i

Anzahl der Summanden
27L+1_27L 2”(21—1)

i l2n+1 - 2n+1
= 3
>oapiye il Ly +
— 4+ -4+ 4+ =4 ... =400
- 2 2 2 2
Somit ist
=1
D5 =+
k=1

divergent, obwohl limy_, o % = 0 (daher gilt < in Satz 3.2.3).
b) Allgemein ist Y 2, k% konvergent fiir a > 1. Auf den Beweis wird hier verzichtet.

&

Es gibt verschiedene Kriterien fiir die Konvergenz von Reihen, wovon hier einige aufgelistet
werden.

Satz 3.2.5 Seien (ay), (bx) reelle Folgen, so dass 0 < a < by fir alle k gilt (zumindest ab
einem Index ko, d.h. IkoVk > ko : 0 < ap < by).

a) Wenn > 72 ay divergiert, dann divergiert Y p- by (Minorantenkriterium).
b) Wenn 'y 72 by konvergiert, dann konvergiert > - ap (Majorantenkriterium).

Es erscheint schliissig, dass dies gilt. Wenn die kleinere Summe schon divergiert (und bei positiven
Summanden heifit das immer, die Reihe ist unendlich), dann muss dies erst recht auch fiir die
groflere Reihe gelten. Und umgekehrt: Wenn das Aufsummieren der gréfleren Summanden noch
etwas Endliches liefert, so muss die Reihe iiber die kleineren Summanden erst recht endlich
bleiben. Wichtig ist jedoch bei beiden Kriterien, dass die Summanden nicht-negativ sind. Ein
simples Argument hierfiir: Wenn die a;, alle negativ sind, dann ist es belanglos, wenn die Reihe
tiber die by konvergiert, weil das Summmieren der a; bei —oo landen kann.

Sehen wir uns ein paar Beispiele an:

Beispiel 3.2.6

a) Betrachte Y 7o, @. Es gilt fiir alle & > 2: 0 < logk < k < @ > 2. Da >0, 1

(= —1+>32, ) divergente Minorante ist, gilt > 5, @ = +o00.
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Sehen w1r uns - an. BEs gilt k! > k? fiir alle k¥ > 4 und damlt 1 < 1 . Folglich ist
Fe0 k
Zk 1 k2 eine konvergente Majorante. Also konvergiert Y 72 k, (=1 —|— Zk 1 k')

<&

Den Grenzwert der letzten Reihe kann man auch bestimmen. Den Beweis sparen wir uns hier,
schenken jedoch dem Resultat Beachtung.

Satz 3.2.7
L
— k!
Rechen Sie mal selbst Summen >_7_, % aus und vergleichen Sie mit (1 + )" und e.

Definition 3.2.8 Eine Reihe Y o aj heifit absolut konvergent, wenn die Reihe > ;2 |a|
konvergiert. Fine konvergente und nicht absolut konvergente Reihe heifit bedingt konvergent.

Bisher haben wir nur Beispiele von Reihen gehabt, bei denen die Summanden alle positiv wa-
ren, fiir die also kein Unterschied zwischen Konvergenz und absoluter Konvergenz bestand. Die
meisten Kriterien funktionieren auflerdem nur fiir nicht-negative oder gar nur fiir positive Sum-
manden. Eine Ausnahme stellt das Leibniz-Kriterium dar, das nur fiir alternierende Reihen
verwendbar ist, also fiir Reihen, bei denen das Vorzeichen von einem Summanden zum néchsten
immer wieder wechselt.

Satz 3.2.9 (Leibniz-Kriterium fiir alternierende Reihen) Sei die Reihe Y ;o aj alter-
nierend (d.h. sgn (ay - ap+1) = —1Vk, d.h. stindige Vorzeichenwechsel) und die Folge der Be-
trige der Summanden (|ag|)g>m monoton fallend und eine Nullfolge. Dann ist die Reihe
> re,, ak konvergent. Ferner gilt

ZZinH ag

€[0,1] Vn. (3.1)
An+1

Es miissen also stets drei Bedingungen iiberpriift werden, um mit dem Leibniz-Kriterium auf
Konvergenz zu schlielen. Der letzte Teil der Aussage ist {ibrigens hilfreich, wenn man den Fehler
beim Abbrechen einer Reihe bestimmen will. Hiufig kommt es ndmlich in der Praxis vor, dass
man an dem Wert einer konvergenten Reihe interessiert ist. Natiirlich kann man nicht in endlicher
Zeit unendlich viele Zahlen aufsummieren. Deswegen bricht man die Reihe ab. Man berechnet
alsonur > ' ay statt > - aj. Der Fehler, den man hierbei macht, d.h. der Abstand zwischen
der Niherung und dem tatsichlichen Wert, ist > )7 ar — > p_, ax = > 5=, .1 ax. Nach (3.1)
kann dieser Fehler nicht mehr als a,41 sein, wenn das Leibniz-Kriterium erfiillt ist.

Wir sehen uns auch fiir dieses Kriterium zwei Beispiele an.
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Beispiel 3.2.10

a) Die Reihe > 77, # ist nicht absolut konvergent, denn

k=1

(=n*
z

:+OO

=

ist die harmonische Reihe.
Priifen wir mit dem Leibniz-Kriterium, ob sie konvergent ist:

k
(i) >y % ist alternierend,

(ii) Die Folge (‘%D = (#) ist monoton fallend und

(iii) ‘ Sh

Also ist Y2, % konvergent und folglich bedingt konvergent.

b) Die Reihe > 72, (_k—lz)k ist absolut konvergent, da

oo [e.9] 1

k=1

(-DF
k2

bekanntermafien konvergent ist (siehe oben). Auflerdem kann man wie im Teil a) nachwei-
sen, dass die Reihe nach Leibniz konvergiert.

&

Das Beispiel zeigt, dass konvergente Reihen nicht zwingend absolut konvergent sein miissen. In
der Tat stellen absolut konvergente Reihen einen echten Spezialfall konvergenter Reihen dar.

Satz 3.2.11 Jede absolut konvergente Reihe ist konvergent. Die Umkehrung gilt im Allgemeinen
nicht.

Bei Folgen liefern die Grenzwertséitze eine Moglichkeit, kompliziert aufgebaute Folgen in ein-
fachere zu zerlegen, deren Grenzwert man bereits kennt. Ahnliche Aussagen gelten auch fiir
Reihen, jedoch mit Einschrdnkungen, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 3.2.12 (Rechenregeln fiir Reihen) Seien o = > 77 ay und f =32 by konvergen-
te Rethen. Dann gilt:
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1.
Z (ap £b) = « = 3 ist konvergent,
k=m
Z (Aag) = A Z ap = A ist konvergent fiir alle A € C.
k=m k=m

Die zweite Gleichung wird auch als unendliches Distributivgesetz bezeichnet.

2. Sind beide Reihen sogar absolut konvergent, so existiert das Cauchy-Produkt

k=m
wobei die Reihe auf der rechten Seite dann auch absolut konvergent ist.

Die Formel des Cauchy-Produkts erscheint auf den ersten Blick willkiirlich. Im Grunde geht es
aber nur um eine Sortierung von Summanden. Zur Erliuterung nehmen wir den Fall m = 0 an.
Stellen Sie sich vor, was passiert, wenn man zwei Reihen multipliziert:

(Zak) (Zbk> a0+a1+a2—|—a3—|— )(b0+b1+b2+b3—|—...)
k=0

Wir miissten das Produkt nach der Regel “jeder mit jedem” berechnen. Das ergibt unendlich viele
Summanden, deren Sortierung eines gewissen Systems bedarf. Wir kénnten z.B. so vorgehen:
(ap+ay+az+as+...)(bg+by+by+bs+...)
= agbg + apb1 + agba + apbs + . ..
+a1bg + a1b1 + a1by + arbg + . ..
+asbg + agby + asby + agbs + . ..

Das Cauchy-Produkt folgt einem anderen System. Es orientiert sich an der Summe der Indizes.
Sehen Sie sich die Formel genauer an. In Z;?:o a;b,_; ist die Summe der Indizes stets k. In
der dufleren Summe des Cauchy-Produkts wird dann iiber £ summiert. Es werden also erst alle
Produkte aufgeschrieben, fiir die die Indizes zusammen 0 ergeben, dann die mit der Indexsumme
1 usw.:

(ao—l—a1+a2—|—a3—|—...)(b0—|—b1+b2+b3—|—...)
= agbg + (a0b1 + albo) + (a0b2 + a1b; + agbo) +
—

Summe der  Summe der Summe der
Indizes=0 Indizes=1 Indizes=2

Wir werden spéter noch ein Beispiel zum Cauchy-Produkt betrachten.
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Satz 3.2.13 (Quotientenkriterium) Ist (ap)n>m eine reelle Folge und gibt es eine reelle Zahl
g mit 0 < g <1 und einen Index N(>m), so dass fiir alle n > N gilt
An+1

0 < a, und <q,
Gn

dann ist die Reihe Y 7 an konvergent.

Satz 3.2.14 (Wurzelkriterium) Ist (ayn)p>m eine reelle Folge und gibt es eine reelle Zahl q
mit 0 < g < 1 und einen Index N (> m), so dass fiir alle n > N gilt

0 <ay, und Ya, <q,
dann ist die Rethe Y " ay konvergent.

Bei beiden Kriterium gibt es zwei wichtige Bedingungen an die Zahl ¢, die leider immer wieder
ignoriert werden, némlich:

“

1. ¢ muss unabhéngig von n sein. Es steht jeweils im Kriterium “...fiir alle n ... gilt ... <¢”
und nicht etwa. ¢,. Die Zahl ¢ muss also universell fiir alle Terme, die hier auftreten, sein.

2. g muss echt kleiner als 1 sein.

Es reicht also keineswegs, wenn aZ:1 oder /a, echt kleiner als 1 ist. Nein, es muss eine Zahl ¢
geben, die immer dazwischen passt. Das ist ein entscheidender Unterschied, wie die Teile a) und

b) des folgenden Beispiels zeigen.
Beispiel 3.2.15

a) Wir sehen uns noch mal die geometrische Reihe an: 7 (7" mit |r| < 1. Der Fall r = 0
ist trivial. Sei also 7 # 0. Wir priifen gleich auf absolute Konvergenz, wir betrachten also
Yoo lr™, d.h. die Summanden sind a,, = |r"| = |r|" > 0. Fiir das Quotientenkriterium
stellen wir fest, dass

An+1
an — |rl?

’Mn+1

= |r] <L
~—~
=q
Alternativ wiirde man fiir das Wurzelkriterium erhalten, dass
Yan, = Vr|" = |r| <L

~—~
=q

Wir kommen zum Schluss: > 2 |r"| ist konvergent. = > >° (7™ ist absolut konvergent.
= > o2, " ist konvergent.
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b) Wir erinnern uns, dass die harmonische Reihe >
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n:l% divergent ist. Macht man jedoch

den typischen Fehler beim Quotienten- oder Wurzelkriterium wiirde man zu dem falschen
Schluss einer konvergenten Reihe kommen. Gemeint ist folgendes: Fiir die Summanden
ap = >0 gilt

a n
"H:Ml'l: <1 Vn
ay, - n+1

bzw.

o1 1
Ya, = \/— = <1l VYn
n Un

Trotzdem divergiert die Reihe. Die Bedingungen der beiden Kriterien sind hier nicht erfiillt.
Es gibt keine Zahl ¢, die fiir alle n zwischen ;i3 (bzw. n%/ﬁ) und 1 passt, denn

1
vn

WEeil die beiden Terme gegen 1 konvergieren, wiirden sie sich irgendwann endgiiltig zwi-
schen jede beliebig gewihlte Zahl ¢ < 1 und die 1 setzen und dort verweilen.
Wie passt dies zur Definition der Konvergenz von Folgen?!

lim —— =1,  lim —— = 1.
n—oo

n—oon + 1

Sehen wir uns » .7, %, wobei x € C beliebig aber fest gewahlt ist, an. Auch hier un-

tersuchen wir gleich auf absolute Konvergenz, d.h. wir betrachten » > ‘%‘ mit den

Summanden a,, = ‘%| = % Wir verwenden das Quotientenkriterium:

Gy _ |a™ nl _ af

an (D) |z*  n+1°

Fir n > [|z|](=: N) gilt:

1 1
nt1> |z +1= < B CUTES R T e Y
n+1 7 |z|+ 1>\ an n+1~" |z|+1
~——

=:q

Beachten Sie, dass ¢ eine feste Zahl ist, die unabhéngig vom Summationsindex n ist.
xn

Es gilt somit: >~ £7 ist fiir alle 2 € C eine absolut konvergente Reihe.

Damit ist eine Abbildung C — C definiert, weil zu jeder Zahl x € C ein entsprechender
Grenzwert erhalten wird. Wir werden so etwas (wie Sie es sicherlich zumindest im reellen
Fall schon kennen) eine Funktion nennen. Sehen wir uns an, was wir iiber diese Funktion

1

"ToTIuUYe(] Ip Ul ) < b — T = 3 a1g uazag
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in Erfahrung bringen kénnen. Wir kennen zumindest den Wert bei z = 1, denn nach Satz

3.2.7 ist
o0 n o0 1
Sh-y i
n=0 n=0

AuBerdem liefert das Cauchy-Produkt (das hiermit auch an einem Beispiel erldutert wird)
eine interessante Eigenschaft:

X n () Yy 00 k
> il B DN DU
n=0"~~ n=0"~~ k=0 \j=0
=:b, =:iCn
- (ke — )
= (k=)
[e'e) k
— Zi ! 2RI
R =R
k=0 jzoj‘
o
1 k
= ZE(JUJF?J),
k=0

wobei man die letzte Gleichheit durch den Binomischen Lehrsatz (Satz 1.4.5) erhélt.

Wir haben hiermit einen entscheidenden Schritt getan.

Definition 3.2.16 Fine Abbildung f: D — W, D C C*, W C C™, heifst Funktion.

Definition 3.2.17 Die Exponentialfunktion (e-Funktion) exp : C — C wird definiert durch
exp(z) := Z — (=:€%), zeC.
n=0

Satz 3.2.18 (Funktionalgleichung der Exponentialfunktion)
Y =¢". eV Va,ycC.

Den Beweis haben wir oben gefiihrt.
Mit Hilfe der e-Funktion kann man gleich noch andere Funktionen definieren.

Satz 3.2.19 Die reelle Einschrinkung exp|r : R — R ist bijektiv. Thre Umkehrfunktion heift
(natiirlicher) Logarithmus log : R™ — R. Man schreibt statt log auch In.
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Wihrend von Mathematiker(inne)n oft die Bezeichnung log verwendet wird, bevorzugen An-
wender(innen) meist In.

Definition 3.2.20 Fiir a € RT und z € R sei a® := e*'ne,
f:R — RV

Tz — a®

Die Umkehrabbildung von ist

_ Iny
iy = — =log,y, yeRT,
na

“Logarithmus zur Basis a”. Offensichtlich ist In = log,.

Satz 3.2.21 (Logarithmengesetze) Es gilt fir alle a,z,y € RT, z € R:
log,(zy) = log,x +log,y,
log, (z*) = zlog, .

Somit gilt aulerdem

x _ -
log,, " = log, (:13 Y 1) = log, = + log, y~! = log, = — log, ¥.

fiir alle a, z,y € RT.
Die Bedeutung der e-Funktion ist unter anderem (aber nicht nur) bei Wachstums- und Zer-
fallsprozessen zu erkennen.

Beispiel 3.2.22

a) Exponentielles Wachstum wird beschrieben durch die Funktion

f(t) :a'ebtv

wobei t die Zeit ist und a und b reelle Konstanten sind, fiir die a # 0 und b > 0 gelten
muss. Hierbei ist a der Anfangswert, d.h. der Wert zum Zeitpunkt ¢t = 0, denn

f(0)=a-e"=a.

Gehen wir der Frage nach, wann sich die Menge verdoppelt. Wir betrachten einen belie-
bigen Zeitpunkt ¢; und suchen also einen Zeitpunkt ¢o, zu dem doppelt so viel vorhanden
ist wie zur Zeit t1. Das miissen wir erst mathematisch formulieren. Es muss also gelten:

flt2)=2-f(t).
Wir setzen die Definition von f ein:

a-e? =2q. e
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Division durch a (a # 0 wurde angenommen!) ergibt:

ebtz — 2€bt1
Damit haben wir die erste interessante FErkenntnis. Die gesuchte Zeit ist also unabhéngig
vom Anfangswert a, weil dieser aus der Gleichung eliminiert werden kann. Wir dividieren
nun durch %!, was ebenfalls nicht Null sein kann, weil die e-Funktion nie den Wert 0

annimmt.
eblt2=t) — 9650(= 9)

Wir wenden nun den In auf beiden Seiten an.
b(tg — tl) =1In2

Wir dividieren durch b (auch das ist nicht Null).

-l =
Also gilt:

b=t + 2

2 =11 b

Die Verdopplungszeit, die Zeit, die also ab t; verstreichen muss, ist somit %. Sie ist
daher auch unabhéngig vom Zeitpunkt ¢, ab dem die Verdopplung beginnen soll.

Exponentieller Zerfall tritt nicht nur bei Radioaktivitit auf, sondern beschreibt bei-
spielsweise auch die Entladung eines Kondensators. Hier hat man das gleiche f wie oben
mit nur einem entscheidenden Unterschied: b < 0. Entsprechend stellt man sich nun die
Frage, wann der Bestand halbiert statt verdoppelt wird und kommt, wie oben (priifen Sie
es als keine Ubung nach), zunichst zu

1
b(tg — tl) =1In 5,

wobei hier % statt 2 erscheint, weil man ja nach Halbierung statt Verdopplung sucht. Wir

wissen aber, dass In27! = —In 2, und somit landen wir bei
boti= B2y 2
2—h=—— 2=h+ =

Also kommt man in beiden Féllen zu der Grofle 1|nT|2. Im ersten Fall ist es die Verdopplungszeit,
im zweiten die so genannte Halbwertszeit.
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Was wiire eigentlich passiert, wenn man beim Zerfall nach einer Verdopplungszeit gesucht hiitte??
O

Nicht nur die e-Funktion kann man iiber eine absolut konvergente Reihe definieren, sondern auch
noch andere Funktionen.

Definition 3.2.23 Fiir beliebige z € C seien definiert:

. o0 22k .

smz = kzo(—l) m (Slnus), (32)
% L 22 '

cosz = Z(—l) on] (Cosinus), (3.3)
k=0
L 2k+1

sinhz := Z T (Sinus hyperbolicus), (3.4)
k=0
o 2k

coshz := Z 20! (Cosinus hyperbolicus). (3.5)
k=0

Die letzten beiden Funktionen zdhlen zu den Hyperbelfunktionen. Man setzt auflerdem

tanz = o7 (Tangens),
Cos
sinh
tanhy := Y (Tangens hyperbolicus)
coshy

fiir alle x € C, fiir die cosx # 0, und alle y € C.

Beachten Sie, dass cosh z # 0 fiir alle z € C.

Die Graphen der Funktionen finden Sie in Abbildung 3.4. Die einschligigen Eigenschaften von
sin und cos, wie z.B. die Additionstheoreme, werden hier als bereits bekannt vorausgesetzt.
Aus den Reihendarstellungen lassen sich zunéchst ein paar Eigenschaften ableiten.

Satz 3.2.24 cos und cosh sind gerade Funktionen, d.h.
cos(—z) = cos(z), cosh(—z) = cosh(z) fir alle z € C.
sin und sinh sind ungerade Funktionen, d.h.

sin(—z) = —sin(z), sinh(—z) = —sinh(z) fir alle z € C.

2Man erhélt die Halbwertszeit mit einem Minus davor, also _l\an = h‘TQ. Das ist auch einsichtig, denn man

muss einfach eine Halbwertszeit zuriick in der Zeit gehen, um den doppelten Bestand vorzufinden.
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Abbildung 3.4: Graphen von sin (links oben), cos (rechts oben), sinh (Mitte links), cosh (Mitte
rechts), tan (links unten) und tanh (rechts unten): Bei den trigonometrischen Funktionen sin,
cos und tan sind die Stellen —27, —% m,

3

-, —% , %7‘1’, 7, 3 ™ und 27 eingezeichnet.
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Warum gilt das??

Damit sind tan und tanh auch ungerade Funktionen.

Da die obigen Reihen optisch eine Ahnlichkeit mit der Reihe der e-Funktion aufweisen, ist es
nicht verwunderlich, dass auch ein mathematischer Zusammenhang besteht. Wir teilen hierfiir
die Reihe der e-Funktion auf, d.h. wir ordnen sie um (ob und dass wir das diirfen soll uns hier
nicht kiimmern):

o o
o) = 32
n=0 "
o n o n
z z
n gerade n ungerade
B i z2k +§: z2k+1
- (21! 2k £ 1)
2 (2m) " & (2k + 1)!
—_———
=cosh z =sinh z

nach (3.5) bzw. (3.4). Mit Satz 3.2.24 sehen wir ferner, dass
e ? = cosh(—z) + sinh(—z) = cosh z — sinh z.
Damit gilt

e +¢e* = coshz+ sinhz + cosh z — sinh z,

e —e* = coshz+ sinhz — (cosh z — sinh z).

Wir fassen bis hierhin zusammen.

Satz 3.2.25 Fir alle z € C gilt

e = coshz + sinhz,
1
coshz = 3 (ez + e_z) ,
1
sinhz = 3 (ez — e_z) .

Auch fiir die trigonometrischen Funktionen lédsst sich ein Zusammenhang herleiten, indem man
die imaginédre Einheit ¢ verwendet:

exp(iz) = cosh(iz) + sinh(iz)

B e (iZ)2k > (Z‘Z)2k+1
= 2 ) +§:: 2k

k=0 k=0

3Bei cos und cosh treten nur gerade Exponenten auf, und es gilt (—z)% = 22 Bei sin und sinh hingegen
treten nur ungerade Exponenten auf, fiir die (—z)2**! = —(2%%11) gilt.
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Da i%¢ = (42)F = (—=1)* und ®*+1 = 2k . j = (—1)* -4 gilt, erhalten wir
00 2k+1
expiz) = > (-1 Z @

k=0
Wenn wir jetzt noch (3.3) und (3.2) verwenden, haben wir den folgenden Satz gezeigt:

Satz 3.2.26 (Euler’sche Formel) Fiir alle z € C gilt

e’” = cosz +isin z.

Korollar 3.2.27 Fiir alle z € R gilt
!e”‘ =1.

Beweis: Mit der Euler’schen Formel haben wir direkt den Real- und Imaginirteil von €™, wenn

x reell ist. Damit ist
|em‘ =Vecos2z +sin?x =V1=1.
m

Beachten Sie jedoch, dass fiir nicht-reelle z die Euler’sche Formel keineswegs eine Zerlegung in
Real- und Imaginérteil darstellt, da dann sin z und cos z als komplex anzusehen sind.

Die Reihen, die wir bisher kennengelernt haben, haben alle eine gemeinsame Struktur: Die
Variable lauft ganzzahlige Potenzen durch, und diese Potenzen werden mit Faktoren versehen.
Das verlangt nach etwas mehr Systematik.

Definition 3.2.28 Reihen der Form

Z ar (z — zo)k, zg € C fest, z € C variabel,

heifien Potenzreihen. zy heifit Zentrum (oder auch Entwicklungszentrum) der Potenzreihe.
Uber die Konvergenz lisst sich eine zentrale Aussage machen.

Satz 3.2.29 Fiir eine Potenzreihe Y oo ay (z — 20)", 20 € C fest, existiert ein R € R U{+00},
so dass die Reihe fiir alle z € C mit |z — zp| < R absolut konvergiert und fiir alle z € C mit
|z — 20| > R divergiert. Die Menge {z € C||z — 20| < R} heifst Konvergenzkreis. R heifst
Konvergenzradius der Potenzreihe. Man kann ihn auf folgende Arten erhalten:

ak
ap41|°

g U{+o0}), so ist R = limy_,q

o FExistiert limy_,

ak
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o Existiert limy oo 7= (in R U {+00}), s0 ist R =limy 0 7=
ag

Y lax|
Beachten Sie, dass hier genau die Kehrwerte der Terme beim Quotienten- bzw. Wurzelkriterium

auftreten (zumindest optisch, denn fiir diese Kriterien miisste man den ganzen Summand, also
hier ay(z — 29)F statt ay, in Betracht ziehen).

Beispiel 3.2.30

a) Wir sehen uns die Potenzreihe

>4
k=1 k
an. Hier ist das Entwicklungszentrum also zg = 0 und die Koeffizienten sind aj = %,
k e N\ {0}. Es gilt
1
% k+1 1
L2 S S R Y
k41 T k k k—oo

Also ist der Konvergenzradius R = 1. Das bedeutet, dass fiir alle z € C mit |z—0| = |z| < 1
die Reihe (absolut) konvergiert und fiir alle z € C mit |z| > 1 die Reihe divergiert. Satz
3.2.29 liefert leider keine allgemeine Aussage iiber den Rand des Konvergenzkreises, in
diesem Beispiel also fiir die z € C mit |z| = 1. In der Tat ist auch keine allgemeine Aussage
moglich, denn

—firz=11ist Y oo % =7, + = +oo die harmonische Reihe und

— fiir z = —1 ist die Reihe ) 72, (_]i)k aufgrund des Leibniz-Kriteriums (Satz 3.2.9)
konvergent.

b) Fiir exp, sin, cos, sinh und cosh ist jeweils R = +o0, d.h. die Reihen konvergieren (absolut)
fiir alle z € C.

<

3.3 Komplexe Zahlen II

Es lohnt sich, auf der Grundlage der komplexen e-Funktion und der Euler’schen Formel, sich
noch einmal dem Thema der komplexen Zahlen zu widmen. So kann man, neben der Darstellung
einer komplexen Zahl mittels Real- und Imaginérteil, noch einen anderen Weg finden.

Satz 3.3.1 (Polardarstellung) Jede komplexe Zahl z # 0 lisst sich eindeutig darstellen als
z=|z]e¥, ¢ecl0,2n].

Hierbei nennt man arg z := ¢ das Argument von z oder die Phase von z.
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Denken Sie daran, dass sin und cos 2m-periodisch sind, d.h. sin(z+27) = sin x und cos(z+27) =
cos z fiir alle z € R. Daher muss man das Argument ¢ auf [0, 27| einschrinken, um Eindeutigkeit
zu gewéhrleisten. Wichtig ist hierbei nur, dass das Intervall die Lange 27 hat und genau ein Rand
dabei ist. Man konnte beispielsweise auch alternativ | — 7, 7] wéhlen.

Fiir z € C erhilt man damit mit der Euler’schen Formel

z=|z|€"% = |z|cos o + |z| i singp
Real- und Imaginérteil der Zahl sind damit :
Rez =|z|cosp, Imz=|z|sine. (3.6)

Wie man aus z den Betrag berechnet, wissen Sie schon. Mit (3.6) kann man auch die Phase
bestimmen. Man muss nur aufpassen, in welchem Quadranten der komplexen Zahlenebene man
sich befindet.

Die Polardarstellung kann man geometrisch beziiglich der komplexen Zahlenebene interpretie-
ren. Der Betrag |z| steht fiir den Abstand vom Nullpunkt und das Argument fiir einen Winkel,
siehe Abbildung 3.5. Stellen Sie sich vor, Sie stehen im Nullpunkt und blicken léngs der x-Achse
(in positive Richtung). Einen Ort z, zu dem Sie sich in der Ebene begeben sollen, kann man
eindeutig festlegen, indem man Ihnen zunichst sagt, um welchen Winkel Sie sich nach links
drehen sollen (arg z) und wie weit Sie dann laufen sollen (|z|).

Z

\’L\ ~
¢

|z| cosp

|z| sing

1
1
|
1
1

\ |
1

\ 1
1
1
1
1

Abbildung 3.5: Polardarstellung einer komplexen Zahl

Ein Vorteil der Polardarstellung ist die Vereinfachung der Multiplikation zweier komplexer Zah-
len
z=|z|e%, w=|we.
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Dann erhélt man schlichtweg
2w = |z| € |w| e = |z] - |w] £FTY).

Die Betrdge werden also multipliziert und die Argumente werden addiert, siche auch Abbildung
3.6.

W

/ " @ + Z
< g < oy WA
- N \\\ q) \“

N

qj‘\

Abbildung 3.6: Multiplikation zweier komplexer Zahlen mittels Polardarstellung

Satz 3.3.2 (Formeln von De Moivre) Fiir belicbige z,w € C\ {0} gilt

1.
2w = |z| - Jw| pilarg ztargw)
2.
2= [z VB2 Yn e
3.
£ _ M i(arg z—arg w)
w o fwl

Korollar 3.3.3 (Komplexe Wurzeln) Fir alle a € C\ {0} und alle n € N\ {0} hat die
Gleichung 2" = a genau n Lisungen (Wurzeln). Diese sind gegeben durch

. 2rk+arga
n

2z = |a|%eZ i k=0,..,n—1 (3.7
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Beweis: Aus dem Fundamentalsatz der Algebra (Satz 1.5.6) wissen wir, dass es nicht mehr als
n Losungen geben kann. Der Rest ist Nachrechnen mit Hilfe der Formeln von De Moivre:

Z}? _ ‘a’n e QWkJ:Zarga

‘CL’ 2k _iarga

- e
— |a| (ei27r)k X eiarga
— ‘a’eiarga

= a.

Kénnte man in (3.7) auch k = 1,...,n withlen?4

Beispiel 3.3.4
a) Fiir 22 =2 (=2 ¢"?) erhilt man die altbekannten Wurzeln:
n = [2]V2e0 =3,
Z = |2|1/2 e = V2eim = \/§(COS7T+isin7r) = \/5(_1 +i-0) = —V2.

b) Die Wurzeln von 2% = i erhiilt man wie folgt: Zunichst brauchen wir die Polardarstellung

von . Es gilt |i| = 1. AuBlerdem muss
li|cos o = Reid, |i|sing =Imi
gelten, also
cosp =0, sinp=1.
Wegen der Einschrénkung ¢ € [0, 27| erhalten wir ¢ = 7. Also ist

(VB

1=1-¢

und wir konnen die Formeln fiir die 3. Wurzeln verwenden:

- !!3exp< )

z1 = 1-exp< 5)
<4ﬂ'+ > P9
z2 = l-exp
3. W

Rechnen Sie nach, dass —i eine

G:I»—-

||
OE\C

N\OJ

| |
(=]

T = cos §7T + ¢ sin §7T = —1
N 2 2" ) 7

Wurzel von i ist!®

4

/\
0z = (u/(v8re + (- 1g)1)dxo , 1[D] = ) (p51e1)? up u/[|n| = (u/(v3re + uxg)r)dxe , , |v| = “z uusp ‘er

5.1 = (1) t—=1-22—=()(—) () = ((+-)
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c) Fiir 2" =1, n € N\ {0} erhélt man die so genannten n-ten Einheitswurzeln:

i2‘rrk
Zk:e L

k=0,...,n—1.

<

Die Formel (3.7) lasst sich auch mit Hilfe der Einheitswurzeln formulieren, wenn man beachtet,

dass
arga - 27k

Zk: ‘a’%ei n -el n o,
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Kapitel 4

Grenzwerte von Funktionen und
Stetigkeit

4.1 Grenzwerte von Funktionen

Falls nichts anderes angegeben wird, werden ab sofort stets Funktionen vom Typ f : D — R,
D C R, betrachtet.

Definition 4.1.1 Seia € RU{—o00,+o0}, c € R. f hat

a) einen Grenzwert lim, ., f(r) = c :& Fir jede Folge (x,) mit x, # a Vn, die gegen a
konvergiert (und im Definitionsbereich von f liegt), konvergiert die Folge (f(xy)) gegen c.

b) einen rechtsseitigen Grenzwert lim, .. f(x) = ¢ :& Fir jede Folge (x,) mit x, > a
Vn, die gegen a konvergiert (und im Definitionsbereich von f liegt), konvergiert die Folge

(f(zn)) gegen c.

c) einen linksseitigen Grenzwert lim,_ ., f(z) = ¢ :& Fir jede Folge (x,,) mit z, < a
Vn, die gegen a konvergiert (und im Definitionsbereich von f liegt), konvergiert die Folge
(f(zn)) gegen c.

Hierbei treten die Fille b) und ¢) nur bei a € R auf.

Ist ¢ € R, so spricht man von Konvergenz. Bei ¢ = —oo oder ¢ = +oo erhdlt man analog
die Definition bestimmter Divergenz. Existiert kein ¢ € RU{—o0, 400}, so spricht man von
unbestimmter Divergenz.

Man schreibt auch kurz f(x) (—>/ : c.
r—a(+/—

155
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Beispiel 4.1.2
a) Als Beispiel betrachten wir die Gauflklammer, die das Abrunden représentiert:
[z] := max{n € Z|n < z}.

[z] ist also die grofite ganze Zahl < z. Der Graph von f(x) := [z] ist in Abbildung 4.1
dargestellt. Es gilt fiir y € R\ Z, dass

lim[z] = lim [z] = lim [z] = [y],
T—yY T—Y+ T—YyY—
und fiir n € Z, dass
lim [z] =n—1, lim+[a;] =n,

wéhrend lim,_.,[z] nicht existiert (unbestimmte Divergenz).

2 HF—0
1 F—0

0 >0

1 0]

2 e 9]

Abbildung 4.1: Graph der GauBklammer: Punkte, die dazugehoren, sind jeweils mit einem roten
Stern gekennzeichnet, wihrend schwarze Kringel bedeuten, dass der Punkt nicht dazugehort.

b) Es gilt
1
lim — =400, lim — = —o0,
z—0+ 2 z—0— X
1
lim — =0, lim — =0,
r——+00 I T——00 I
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Abbildung 4.2: Graphen von z — 2 (links) und x — :(:_12 (rechts)

siehe auch Abbildung 4.2.

c¢) Fiir die folgendermaflen abschnittsweise definierte Funktion

=14 120
gilt
lim f(z) = 1,

siehe auch Abbildung 4.3.
&

Satz 4.1.3 lim, ¢ f(z) und lim,_, f(x) existieren beide und sind gleich. < lim,_,, f(z)
extstiert.
Dann stimmt lim,_,, f(x) auch mit dem links- und dem rechtsseitigen Grenzwert tiberein.

Da die Konvergenz von Funktionen auf die Konvergenz von Folgen zuriickgefiihrt wird, lassen
sich die Grenzwertsétze entsprechend iibertragen.

Satz 4.1.4 (Grenzwertsitze fiir Funktionen) Konvergieren f(x) und g(x) fir x — a, so
qilt:

a)
i (7(0) % 9()) = (tim ) * (1img(o))

r—a r—a r—a
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15F

0.5

-0.5[

15}

Abbildung 4.3: Hier gilt lim,_,, f(z) = 1 fiir jedes beliebige a € R.

b) Ist g(x) # 0 fir alle x (“nahe a”) und lim,_.q g(x) # 0, so ist

. f(x)  limg g f(2)
ilg}z g(z)  limg_.g(z)

Das gleiche gilt, wenn man jeweils nur den rechtsseitigen oder nur den linksseitigen Grenzwert
verwendet.

Beispiel 4.1.5

a) Wir suchen limg,_, 4 % Da lim, oo 272 und lim, (1 + e7%) # 0 existieren und in
R sind (d.h. da Konvergenz vorliegt), gilt

. x2 limg— 4 oo x 72 0 0
lim

sotoo I+ e limg oo (l+e®) 1+limgieee® 1+0

b) Mit dhnlicher Argumentation kommt man zu

2 : 2
-1  limg -1 1-1
a——1 x —1 lim, ,_1(z —1) -1-1 -2

c¢) Bei lim,_,; % sind die Grenzwertséitze nicht anwendbar, da der Nenner gegen Null geht.

Jedoch kann man hier den Bruch durch Kiirzen vereinfachen:
-1 (z—-1)(z+1)

= = 1.
r—1 r—1 T
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Jetzt kann man die Grenzwertsitze verwenden:

33‘2—

1
lim =lim(z+1)=14+1=2.

z—1 x—1 r—1

<&

Wegen der Riickfiihrung auf die Konvergenz und Divergenz von Folgen, kann man auch Satz
3.1.9 und Korollar 3.1.10 sowie den EinschlieBungssatz (Satz 3.1.16) sinngemé&f auf Funktionen
iibertragen. Dies gilt aber auch fiir die Gegenbeispiele im Beispiel nach Korollar 3.1.10.

4.2 Stetigkeit

Definition 4.2.1 Fine Funktion f : D — R, D C R, heifst stetig (engl.: continuous) in xy € D,
falls imy_.., f(x) existiert und limy_., f(z) = f(zo) gilt. f heifit stetig, wenn f stetig in allen
xg € D ist. Rechts- und linksseitige Stetigkeit sind analog iber die entsprechenden Grenzwerte
definiert.

Beispiel 4.2.2 Die Gauflklammer [z] ist stetig in allen € R \ Z und unstetig in allen x € Z.
&

Satz 4.2.3 Folgende Typen von Funktionen sind grundsdtzlich stetig:

a) Polynome,

B(
Q(

b) rationale Funktionen

R, fiir die Q(xz) #0),

g (P,Q Polynome) in threm Definitionsbereich (d.h. in allen x €

¢) durch Potenzreihen definierte Funktionen im Inneren (d.h. nicht zwingend auch auf dem
Rand) ihres Konvergenzkreises.

d) f(z)=2z% a ¢ N, auf
R{, falls >0
Rt fallsa<0,a¢Z
R\ {0}, fallsa <0, a€Z

Beispiel 4.2.4

a) f(z) =25 723+ 22 — S ist stetig auf ganz R.
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b) f(z) = gf__ll ist stetig auf R\ {1}. Wegen 5‘;:__11 =z + 1 ist auflerdem f in xg = 1 stetig

fortsetzbar, d.h. man kann eine Funktion f : R — R definieren durch

= {19 221

die eine Fortsetzung von f : R\ {1} — R ist (d.h. f(z) = f(z) fiir alle z aus dem
Definitionsbereich von f) und stetig auf ganz R ist (denn lim,_; f(z) =2 = f(1)).

_9\k
c) flz) =372, % ist eine Potenzreihe mit Zentrum zy = 2 und Koeffizienten aj, = .

Wegen

a
k 1

1
% _k’—l—l
1

k+1 k

Qf+1

ist der Konvergenzradius 1. Damit ist die Funktion (mindestens) fiir alle z € R mit [z —2| <
1 stetig, d.h. fiir alle x €]1, 3].

d) exp, sin, cos, sinh, cosh und konstante Funktionen sind stetig auf ganz R.

Satz 4.2.5

a) Seien f : D — R, g: D — R (D C R) stetige Funktionen. Dann sind f + g, f — g
und f - g stetig. Ferner ist g stetig in allen x € D mit g(x) # 0 (d.h. im mazimalen

Definitionsbereich von g)

b) Seien f: D — R und g : E — R stetig und g(E) C D. Dann ist auch die Verkettung

fog: E — R

z = flg(x))
stetig.
Beispiel 4.2.6
a)

flx) = suzx in ganz R stetig.
e
eZB

g(z) = in R\ {nn|n € Z} stetig.
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b) f(z) = sin (efc + m)

x — cosx stetig auf R, y — 32 stetig auf R = z +— (cos x)2 stetig = 1+ cos’z
4.2.5b konst. Fkt. stetig
4.2.5a

stetig.
Da 1+ cos’z € R} und y — /¥ auf R stetig (4.2.3 d), ist nach 4.2.5 b auch z

V1 + cos? x stetig auf R = e+ V1t cos? z stetig auf R =, sin (ez + V1 + cos? x)

4.2.5a 4.2.5b

stetig auf R.
c) Wo ist tan x stetig?!

<

Satz 4.2.7 Funktionen f, die auf einem Intervall I stetig und streng monoton sind, haben eine
Umbkehrfunktion f=% auf f(I), die stetig und im gleichen Sinne streng monoton ist.

Beispiel 4.2.8 exp ist stetig auf R und streng monoton wachsend. = log = In ist auf exp(R) =
RT streng monoton wachsend und stetig. &

(f streng monoton wachsend :& ist x < y, so ist f(x) < f(y)
usw. (analog zur Definition bei Folgen))

Definition 4.2.9 Eine Funktion heifft (nach oben/unten) beschrdnkt, wenn es ihr Wertebe-
reich ist.
Entsprechend ist

sup f(z) := sup{f(z)lx € D}
xz€D

usw.

Satz 4.2.10 (Zwischenwertsatz) Sei f : [a,b] — R stetig und c,d € [a,b], ¢ < d. Dann nimmt
f auf dem Teilintervall [c,d] alle Werte zwischen f(c) und f(d) an.

Der Zwischenwertsatz wird in Abbildung 4.4 veranschaulicht. Eine Anwendung findet der Zwi-
schenwertsatz beispielsweise in der Nullstellenbestimmung.

1
{z>u|r e } \a e



162 KAPITEL 4. GRENZWERTE VON FUNKTIONEN UND STETIGKEIT

15

-15

15

0.5

-0.5r
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Abbildung 4.4: Tllustration des Zwischenwertsatzes: ¢ und d sind jeweils griin markiert und f(c)
sowie f(d) sind schwarz markiert. Der rote Teil des Graphen zeigt, dass alle Funktionswerte
zwischen f(c) und f(d) angenommen werden. Es kénnen auch Werte mehrfach auftreten, wie
im mittleren Beispiel. Das untere Beispiel zeigt, dass bei unstetigen Funktionen die Aussage des
Zwischenwertsatzes nicht gelten muss.



Kapitel 5

Differentialrechnung

5.1 Die Ableitung

Definition 5.1.1  FEine Funktion f : D — R heiffit differenzierbar in vy € D, wenn der

Grenzwert limy,_,q w € R eaistiert. In diesem Fall wird f' (xg) := limy,_q w

Ableitung von f in xg genannt. Fine andere Bezeichnung ist

(5 1) @ =1
Man liest “d nach dz”.
Zur graphischen Veranschaulichung wird auf Abbildung 5.1 verwiesen.
Beispiel 5.1.2
a) f(z) = c konstant

flxo+h)—f(rg) = c—c
h h h—0
= f'(z) = 0 VzeR,

f tiberall in R differenzierbar.

b) f(z) ==z
flzo+h)—flwo) _ @oth—zo h_ .
h - h _h_ h—0
:>f/(gj) = 1 VzeR,

f iiberall in R differenzierbar.

163
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fx;)

f(x 0+h)

Abbildung 5.1: Das Prinzip einer Ableitung ist wie folgt: Die (griine) Sekante durch (zg, f(z0))

und (zg + h, f(zo + h)) hat die Steigung W (siehe schwarzes Steigungsdreieck). Im

Grenzwert h — 0 wird hieraus die (rote) Tangente an den Graphen in (zg, f(z¢)) mit Steigung

f'(zo).

c) f(z) =a?
flwo+h)—f(zo) _  (zo+h)?—af
h h
2 2 _ .2
_ x§ + 2hxo + h* — xj 9wyt h — 2z
h h—0

= fl(r) = 2z VzeR,
f tiberall in R differenzierbar.

d) f(z) = /x. Wir benutzen hier den Wurzeltrick:
VIR (R ()
h (Vo +h+/x)

Wz +h)'— (Vo' wth-x
h(Veth+yvz)  h(Verh+yz)
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—

1
Vr+h+z h—0 2\/1’

= f differenzierbar in R*, f'(z) =
Wie ist es mit zg = 07

VO+h=v0 Va1
Tk

wenn z # (

‘H

5 Vo> 0.

B

h — 400 € R keine Ableitung!

B ﬁ h—0(+)

= f in g = 0 nicht differenzierbar.
e) f(z) = |z|

(i) xo > 0:
f(xo+h)— f(zo) |0+ h|— |zl
h a h

Wegen h — 0 kann man davon ausgehen, dass h hinreichend nahe bei 0 ist (genauer
0 < |h] < z9), so dass xg + h > 0 ist. Daraus folgt

|zo + h| — |z0] _ (xo+ h) — g g
h h h—0

= fl(lr) = 1 VzeR"
(ii) zo < 0:

flxo+h) = f(xo)  [zo+h|— |zl

h h
Hier kann angenommen werden, dass h hinreichend nahe bei 0 ist, so dass xg+h < 0.
Dann ist
lzo +h| —|zo]  —x0 —h+x0
h N h
h
= —— =-1 -1
h h—o
= fl(r) = -1 VozeR™

(iii) @o = 0:
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Zur Erinnerung: limy,_,o bedeutet, dass fiir h beliebige Folgen (h,,) mit Limes 0 (und
hn # 0V n) eingesetzt werden kénnen miissen. Zum Beispiel

1 h L
S ST S
n n = n—00
1 |k 1
oder h, = —— = 7] =2 =-1 — -1
n hn —= n—00
0+ h)—
= fllin% 1O+ l)z £(0) existiert nicht.

= f nicht differenzierbar in 0, differenzierbar in R \ {0} und f’(z) = sgnaVx # 0. Die
Nicht-Differenzierbarkeit in 0 erkennt man am Graphen daran, dass dort ein Knick vorliegt,
so dass man nicht eindeutig eine Tangente anlegen kann (siche Abbildung 5.2).

Abbildung 5.2: Graph von f(z) = |z|: In £ = 0 kann man nicht eindeutig eine Tangente anlegen.
Die Funktion ist dort nicht differenzierbar.
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5.2 Ableitungsregeln
Satz 5.2.1 (Ableitungsregeln)
a) Seien f: D — R und g: D — R in z¢g € D differenzierbar. Dann gilt:
(i) f+g und af (o € R konstant) sind in xg € D differenzierbar und es gilt
(f £9) (z0) = ' (x0) £ ¢ (z0), (af) (x0) = af (w0)
(ii) f-g ist in xg € D differenzierbar und es gilt

(f-9) (zo) = f' (20) - g (x0) + f (x0) - ¢’ (v0)  Produktregel

1) Ist g(x 0 fiir alle x “nahe bei xo”, so ist L differenzierbar in o und es gilt
g

(i)l (o) = f" (o) g (z0) — f (w0) g’ (o)
9 (g (x0))?

Quotientenregel

b) f: D—-R,g: E— R, g(F) C D. Sei g in g € E differenzierbar und f in g(xo)
differenzierbar. Dann ist f o g in xg differenzierbar ist und es gilt

(fo9) (xo) = f'(g(20)) - g' (z0) ~ Kettenregel

“Aufere Ableitung mal innere Ableitung”.

Satz 5.2.2 f(z) = 2", n € N\ {0} hat die Ableitung f'(x) = nz""' auf ganz R.

Beweis:

n = 1: siehe oben.

n — n + 1: Die Formel gelte fiir ein n € N\ {0}.

Sei f(z) = 2"t =z - 2" = Produktregel und Induktionsannahme liefern:
fllz)y=1-2"+z- na"!

Ind.ann.

=z" +nz" = (n+ 1)z".

Beispiel 5.2.3
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fl@) = 2*+32° + 7o+ 7
fl(x) = 322 +62+7
b)
f@) = = neN\{o}.
fa) = -
S pla) = LT (et (gt

T
Damit gilt die Formel aus Satz 5.2.2 auch fiir n € Z \ {0}.

<&

Satz 5.2.4 Potenzreihen sind im Inneren des Konvergenzkreises differenzierbar. Ferner gilt: Ist
P(z) =Y 12 pak (= — 20)" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R, so gilt fir alle z € R mit
|z — 29| < R:P'(2) = 3222 apk (2 — 20)" ™%, d.h. die Potenzreihe ist gliedweise differenzierbar.

Beispiel 5.2.5
a)

o xn
exp(z) = Z o
n=0
exp’(ac) — i i n$n—l _ i 1 l‘n_l
n=1 n! n=1 (n a 1)'
(mi=n—-1)— = Z % =exp(x) VzeR
m=0 ’
b)
00 2k+1
. _ 1 L X
sin(z) l;)( T
o0 2k
. 7 o _1\k
sin’(z) = kZ:;)( )2k +1) )
= i(—l)k o =cosz VzeR
B (2k)!
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c)

o0 . a2k
cos(z) = Z(—l) on]
k=0 '
) o0 i 22k—1
= cos'(x) = Z(—l) (2k) on]
k=1 '
o] 2k—1 o 2n+1
x x
= (_1)k . _ (_1)n+1 e
2 W g o 2V
(& k=n+1)
io: p2ntl
= —) (F)'¥——— =—sinz VzeR
— (2n 4+ 1)!
d)
f(x) = tanx = el
cos
. _ . . o 2 . 2
tan'(z) — COS T - COS T 821n$ (—sinz) _ cos 3:4;5110 x
cos? cos?
1 sinz 9
= =14 5 = 14 tan“x
cos? cos? x
2 1
V:EGR\{ n ™ nGZ}

Nullst. des cos

<&

Satz 5.2.6 Ist f stetig und streng monoton mit Umkehrfunktion f~' und ist f in xo differen-
zierbar mit f' (xg) # 0, so ist f~1 in yo = f (x0) differenzierbar mit

1

, d.h. (f_l)/ (vo0) = )

(FY' (f (z0) =

[ (o)
Merkregel, kein Beweis:

(f “lof )(z) = a nach Definition der Umkehrfunktion
= (f_l of)/(x) = 1 Va.
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Andererseits: Nach der Kettenregel (erfordert nicht nur die Differenzierbarkeit von f in xo,
sondern auch die von f~!in f (x¢)) gilt:

(f o f) (@) = (F71) (f(z0) f (zo) =1

—1\/ 1
= T =
F'(@0)#0 () o) f" (o)
Beispiel 5.2.7
log(exp(z)) = a VY
, B 1 _ 1
sl = ) T el
Mit y := exp(z) : log'(y) = ! Vy e Rt
(= yerT) Y
mit der Merkregel: i(lo (exp(z))) = iaz =1
8L qg OoBP S odat
=log’(exp(x))-exp’ (z)=log (exp(x))-exp(x)
= log(exp(e) = —
og'(exp(z)) = p—
&
Beispiel 5.2.8
a)
f(a;) — esinx:> f’(a; :esinx COS I
g(z) = sin(e”) = ¢ (z) = cos(e”) - €”
b)

1
flz)=a-logz = f'(z)=1-logz +x- Ezl—i—logz.

Folgende Ableitungen sollte man kennen:
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f(z) f'(x)
x® az® 1 a e R\ {0}
¢ (Konstante) 0
e er
sin x cos T
cosx —sinz
sinh x cosh x
cosh x sinh x
logx =Inzx %

Beachten Sie jeweils den Definitionsbereich von f bzw. f’. &

Definition 5.2.9  Ist f: Dy — R in Dy C Dy differenzierbar, so ist eine Funktion

fli Df/ — R
z = f(z)
definiert. Ist f' differenzierbar (in x), so wird (f') (x) =: f"(z) zweite Ableitung von f (in

x) genannt. Ist f' differenzierbar in Dgn C Dy, so entsteht wieder eine Funktion f": D — R
und so weiter:

f) st die n-te Ableitung von f.

Beispiel 5.2.10

fx) = 32 +2x+7
fl(x) = 6z+2
fla) = 6
@) = 0
£ (2) 0 VneN, n>3.

Satz 5.2.11 (Leibniz-Regel) Sind f und g n-fach differenzierbar (n € N\ {0}), so gilt

n

(70" =Y (1) O o),

k=0
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Beispiel 5.2.12
f(x) = sinz-cosx
" 2 . " 2 Ly / 2 s M
fx) = o) Sine - cos x + ) sin’ z - cos’ z + o ) SIN" @ - cosT

= sinz (—cosz)+ 2cosx (—sinx) + (—sinx) - cosz

= —4sinx-cosx

Test:
fl(x) = cosx-cosz+sinz(—sinz) = cos?z —sin’z
= cos’z +sin’z — 2sin?x =1 — 2sin’x
= f'(z) = 0-2-2-sinx-cosz=—4sinx-cosz V.
&
Satz 5.2.13

f differenzierbar in xq z f stetig in xq

Gegenbeispiel fiir die Umkehrung: f(x) = |z| ist nicht differenzierbar in zy = 0, ist aber dort
stetig.

5.3 Zentrale Sitze der Differentialrechnung

Satz 5.3.1 (Satz von Rolle)
Sei f: [a,b] — R stetig auf [a,b] und differenzierbar auf |a,b[, wobei f(a) = f(b).

= 3¢ €la,b: () =0
Der Satz von Rolle wird in Abbildung 5.3 veranschaulicht.

Satz 5.3.2 Sei f : [a,b] — R in [a,b] stetig und differenzierbar in |a,b|. f habe in xg €)a,b[ ein
Mazimum oder Minimum. = f'(xo) = 0.

Satz 5.3.3 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung)
Sei f:[a,b] — R stetig in [a,b] und differenzierbar auf ]a,bl.

f(0) = f(a)

= 3E€la,bf: f1(O) = = —
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351
0.8
06

251
0.4

151 1 0
—02}F
04}
051
06}

—08}
05}

Abbildung 5.3: Illustration des Satzes von Rolle: Unter den gegebenen Voraussetzungen muss es
mindestens eine Stelle mit waagrechter Tangente (also mit verschwindender Ableitung) geben.
Es kann jedoch auch mehrere Stellen mit dieser Eigenschaft geben.

Speziell: Wenn f(a) = f(b) gilt, sagt der Mittelwertsatz der Differentialrechnung
) —
3¢ eabf: £/(¢) = 1O Z_ g(a) =0 (— Rolle)

Bild 5.4 zeigt den Mittelwertsatz der Differentialrechnung anhand des Beispiels f(z) = = +
2sinz, x € [0, 8]. Die Steigung der Sekante durch (0, f(0)) und (8, f(8)) tritt an drei Stellen in
10, 8[ als Steigung des Graphen auf: bei & = arccos(%sinS), 9 =27 — & und & = 27 + &
Rechnen Sie es nach!!

Satz 5.3.4  Sei f:[a,b] — R differenzierbar, I := [a,b].

a) f'(x) >0 Va el = [ streng monoton wachsend auf I (< Wenn x <y, dann f(x) <

f))-
b) f'(x) >0 Vzel & f monoton wachsend auf I (= Wenn x <y, dann f(z) < f(y)).

¢) fllx) <0 Vz el = f streng monoton fallend auf I (< Wenn x < y, dann f(x) >

)
d) f'(x) <0 Vaxel < f monoton fallend auf I (<& Wenn x <y, dann f(z) > f(y)).

'Die Steigung der Sekante ist % = $(8+2sin8) = 1+ 3sin8 Da f'(z) = 1+ 2cosz, sind also
Stellen ¢ €]0, 8] gesucht mit 1 + 2cosé = 1 + %sin 8, was dquivalent zu cosé = %sinS ist. Damit kommen
& = arccos(2 sin 8) € [0, 7] sowie (wegen der Symmetrie und der Periodizit#t des cos) £2 = 2r—&; und €3 = 2m+&;

8
in Frage.
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Abbildung 5.4: Illustration des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung: Die Sekante ist griin,
und die Tangenten bei (&;, f(§;)) sind rot.

e) f'(x) =0 Vxel & f konstant auf I.

Zur Veranschaulichung wird auf Bild 5.5 verwiesen.

L S Y
/
/
/'/
/
/
/
L S Y
/
AN

Abbildung 5.5: Links: Graph von f(z) = cos x, rechts: Graph von f’(x) = — sinz. Die Teilinter-
valle, in denen f streng monoton fillt, sind an den roten Teilgraphen erkennbar, wihrend streng
monotones Wachstum schwarz gekennzeichnet ist. Beachten Sie das Verhalten in der Umgebung
von Extremwerten.
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Beachte: Bei der strengen Monotonie (a und c) ist das Kriterium nicht dquivalent (siehe Abbil-
dung 5.6):

f(x) = 23 ist streng monoton wachsend, obwohl f’(x) = 3z? in x = 0 verschwindet.

g(z) = —2? ist streng monoton fallend, obwohl f’(x) = —3z? in 2 = 0 verschwindet.

0.8 081

06 06
0.4t 0.4t
02 02
-0.2 -0.2
-0.4f -0.4f
-06} -06f

-0.8 -0.8

Abbildung 5.6: Die Funktionen f(z) = 2 (links) und f(z) = —2? (rechts) sind streng monoton,
obwohl ihre Ableitung bei x = 0 verschwindet.

Definition 5.3.5  FEine Funktion heifst stetig differenzierbar, wenn sie differenzierbar ist
und ihre Ableitung stetig ist.

Satz 5.3.6 (Satz von Taylor) Sei f :Ja,b|— R auf ]Ja,b[ (n + 1)-mal stetig differenzierbar
(n € N), z,y €la,b], x #y. Dann existiert (mindestens) ein £ zwischen x und y, so dass

/ (n)
o) = @+ L @it L0 gy Ry
n. k)
= 2 e 0 s Rt
: FrIE) 1 :
wobei Ryy1(z,y) = CE (x —y)"*"  (Lagrange-Darstellung des Restglieds)

¢ hdngt von z und y ab!
Anwendung: vereinfachte Darstellung einer Funktion.
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Beispiel 5.3.7

a)
f(x) = log(l+ax),
fl(z) = - —|1—x 1 inmere Ableitung _ (1 4 ;y~1
F(x) = (=1)-(1 4 z)"2. 1 imnere Ableitung
@) = (-1)-(-2)-(1+a)7?
fO@) = (1) (-2 (-3 (L)

Vermutung: f(z) = (=) Y(n — )1 +2)"" V¥Yn>1

Induktionsanfang: n = 1: f/(z) = (1+2)"! = (-1)°1 - D!(1 +2)"t v
n—n+1: Sei f™(z) = (=1)"" (n —1)!(1 + )" fiir ein n € N\ {0}
= @) = ()" - (-n)- L+ a)
x)—(n—l—l)

= (=) Hpia+
(=) (n+1) = D)1 4 2)~ )

Wiéhle y = 0 als Entwicklungszentrum.
fM0)= (1" n-D)1+0)"=(-1)"n-1) ¥Yn>1

N r(n)
5 1@ = 0+ LD 0y Ry (@,0)

N
1
(Cort=r)= = =) ()" a4 Ryvga(w,0) (5.1)

FAMRI(3) PN = ()N

(N+1),.N+1
(N 1 1) 1+~ e

wobeil Ry41(z,0) = Nt 1)

(_1)N T N+1
= 11 (1 n f) mit (unbekanntem) £ zwischen z und 0

d.h. fiir beispielweise = € ]—i, %[ ist
3

3
1 1
log(1+ z) ~ Z —x —+az—§x +§x

n=1
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mit Approximationsfehler

4
Rsy1(x,0) = —% (1 j_ §> (&€ zwischen z und 0)

x # 0 nach Voraussetzung

1
T a1 1
1. Fall: P31
aa:>0:>0<§<x:>0<1+§_1 1
L || ;1
22Fal z <0 = —— <z<é<0= = < 2 ==
4 ¢ '1+§ i+¢ -2 3
1 o/1\* 11 1
> @0l < 1'(3)7‘8—1—@
1 1 1 11
log(1 —(z— 2?2+ 22%)| < = V —=, =
= |log(1 + ) <a: 2x+3x>‘_324 xe] 4,4[

In diesem Fall ist f sogar beliebig oft stetig differenzierbar, d.h. N in (5.1) kann beliebig
grof3 sein. Dies fiihrt zu einer Reihe

e}

> (-1
n=1

Wir miissen jedoch das Restglied beriicksichtigen.

(_1)]\/ P N+1
N +1 <ﬂ>

[By1(x,0)] =

Sei x € [—%, 1].

1.Fall. z>0: 0<(<z= 'i‘<|$|§1

<
1+¢ ]1+x! -

1
2. Fall: z<0: —§<x<§<02>‘

NS
I
—

= fiir jedes (feste) z € [—3,1] gllt Ryi1(z, 0) — 0.

= log(l+z)=—->,2,(-1)" %L Taylor-Relhe Vm e [-1,1]
insbesondere: —log2 = >°°, (—1)" % (vgl. Beispiel zum Leibniz-Kriterium)

Die Taylor-Reihe ist eine Potenzreihe.

Beachten Sie: Der Konvergenzkreis der Taylor-Reihe muss nicht zwingend auch der Bereich

sein, in dem das Restglied gegen Null konvergiert.
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b) f(z) =sinz, f'(z) = cosz, f"(z) = —sinz, f"(z) = —cosz, f*(z) = sinz, fO(z) =
coS T, ...
also: f4)(z) = sinz, fA+t)(z2) = cosz, fO*H(z) = —sinz, fOH3)(z) = —cosuz,
n € N.
Entwicklungszentrum y = 0
£ (0) = 0, D (0) = 1, () 0, fmH(0) = 1
Nach dem Satz von Taylor gilt

N (k)
@) = S eyt raey)
k=0 )
N
F®(0) SO
=D Tt mro

fiir irgendein festes, unbekanntes & zwischen z und 0. Da f(*)(0) nur fiir ungerade k von 0
verschieden ist, kommen wir zu (k = 25 + 1):

(73]
= f(z) =

SET(0 )x2j+1Jr TARRRI(S LNt
(

2j +1)! (N+1)!

'M W

<
Il
o

=:Tn(z) “Taylor-Polynom”

Die obere Summationsgrenze kommt wie folgt zustande:

— Ist NV ungerade, so wird N =25 + 1 mit j = % angenommen.

— Fiir gerade N muss nur bis N — 1 summiert werden. Das “letzte” j muss also erfiillen:
N-1=2j+1%7 _M Da N — 1 ungerade ist, ist [N 1] = ==

2
Die relevanten Ableitungen sind entweder 1 oder —1. Genauer gilt
fE0) = 19 2j+1=4n+1,neN & j gerade (j = 2n)
@0 = -1 e 2j+1=4+3=22n+1)+1,neN

< j ungerade (j =2n+1)
= f@0) = (-1)
1

= Ty(z)= [Ni:] i 2+l
= (25 +1)!
(N+1) T N+1
und |f(z) — Tn(z)| = JzNiJrl()S!)xNH — ‘f(N-i—l)(f)‘ _(LV’_F o

<1
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(x fest)

R I RS

(N+1)!  (N+1)...1

Wir wéhlen N hinreichend grof. Genauer soll N > [|z|] 4 1 sein. Dann ist

e O . I /I -1
(N +1)! N+1 N [|z|] +1 [|z|] 1
N—— N—— —
Ni»(lo <1 fester Wert ~,
unabh. von N
>0 und < Nullfolge
_—
N 0 nach Einschliefungssatz
= — 0
N—o0
& ) x2j+1
= f(x) =sinzx = —1)) —————  (vgl. Definition 3.2.23) in diesem Fall: V2 € R
(a) S Gy G )

5.4 Extremwerte

Definition 5.4.1 Sei f: D — R eine Funktion, xo € D. f (x¢) ist

a) ein globales Maximum (Minimum), falls f(xg) ein Mazimum (Minimum) ist, d.h.
f(xo) = f(z) Va €D (f (20) < f(z) Va2 €D)

b) ein lokales Maximum (Minimum), falls es ein Intervall I := [xg—e,x0+¢€] (¢ > 0)
gibt, so dass f(xg) > f(x)Ve e DNI (f(xg) < f(zx)VzeDNI).

Siehe dazu auch Abbildung 5.7.

(Extremum: Oberbegriff von Maximum und Minimum, Plural von -um: -a)
Globale Extrema sind damit auch lokale Extrema.
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lokales glob_ales
Maximum Maximum

lokales
Maximum

globales
Minimum

N

lokales
Minimum

Abbildung 5.7: Das Beispiel zeigt verschiedene Arten von Extrema. Hier sind die lokalen Maxima
und das globale Minimum innere Extrema, wihrend das eingezeichnete lokale Minimum und das
globale Maximum Randextrema sind.

Definition 5.4.2 Sei D C R. zg € D heifit innerer Punkt von D, falls es ein ¢ > 0 g¢ibt, so
dass [xg — e,z + €] C D.
Beispiel 5.4.3

a) D =[0,1]: Alle zy €]0, 1] sind innere Punkte von D, z.B.
1 1 1 3
%0 = 75 Setze € = 20 = [xg —e,xo + €] = [2—0,%} c [0,1].

Aber 0 und 1 sind keine inneren Punkte: z.B. 0: Egal, was fiir ¢ > 0 gew#hlt wird,
[0 — €,@0 + €] = tﬁjf] Z [0,1]

<0

b) D = R\{0}. Alle Elemente von D sind innere Punkte. Sei zp € D = R\ {0}. Setze ¢ = ‘x—;‘
Daxzg#0iste > 0. v

T xo— R x9 >0 2 xg >0
Ferner: zo — laol 0 2, 0 =4 £’ 0
2 To— —5 xo <0 5 20, xo <0
3
EN 50, o >0
und g + — = 2
0 2 {$2_0 zo <0

zg 3 +
_ . [7, §$0] CR s ) >0
= [wo 6,1120—|—€] = { [%Jfo, %] CR_, £0<O CR\{O}



54. EXTREMWERTE 181

c) D =R, [zg —e,29 +¢] C R = D stets wahr = Alle Punkte in R sind innere Punkte von
R.

Satz 5.4.4 Sei f: D — R differenzierbar in D und zo innerer Punkt von D. Dann gelten die
folgenden Beziehungen.

f'(xg) =0 und f’ hat in
zg einen Vorzeichenwechsel
f zweimal stetig differenzierbar in D, von + nach —

f'(zg) =0, f"(x9) <O ﬂ

f hat ein lokales

Maximum in zq ﬁ
S

f'(z0) =0
f hat ein lokales &7

Minimum in xg
f zweimal stetig differenzierbar in D, :
f'(xg) =0, f"(x0) >0 f'(x0) = 0 und f’ hat in
xo einen Vorzeichenwechsel
von — nach +

Bemerkung 5.4.5 Bereiche, in denen f"” > 0 gilt, kénnen als Linkskriimmung des Graphen
von f interpretiert werden (f" > 0 = f’" monoton wachsend, d.h. die Steigung des Graphen
von f nimmt zu). Entsprechend liegt bei f"” < 0 eine Rechtskriimmung vor. Punkte des Graphen
von f, in denen die Kriimmung wechselt (entspricht einem Vorzeichenwechsel von f”) heifien
Wendepunkte.

Satz 5.4.6 Sei f: D — R drei mal stetig differenzierbar, xy ein innerer Punkt von D. Wenn
1" (x0) =0 und f" (x0) #0, dann hat f in xo einen Wendepunkt.
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Beispiel 5.4.7

flx) = a*4+2® -2 -1,
fl(x) = 32%+22—1,
(@) = 6x+2,
/") = 6. (D=R)
Nullstellen von f: 322 +2z —1=0 < 2% + %3: — % = 0 gilt fir
1 11 1, V4
— 44 =4
172 37Ve 3T 3703
_ 1
Ty =3 . .
= 3 Kandidaten fiir Extremalstellen
To = -3 = -1 }
Einsetzen in f”:
nl 1 1 .
f 3 = 6'5 +2=4>0= ;1 = 3 lokaler Minimierer
f(y - L.t b, 1#s-9-20 3
3 27 9 3 N 27 27
1 32\ . ,
==y —— ist lokaler Tiefpunkt
3 27
f"(-1) = —6+2=-4<0 = z3 = —1 lokaler Maximierer
f(-1) = -1+1—-(-1)—1=0 = (—1,0) ist lokaler Hochpunkt

Nullstellen von f”: f”(
Einsetzen in f"': f"” (_

P T N S S 7 (
3) 21 "9 3 27 P

)=6r+2=0 & z=—1
) =6 # 0 = Wendepunkt in (—%,f (_%))

[SULEES

—_

(damit auch: (f')" (—3) =0 und (f')" (—3) >0, d.h. —1 ist lokaler Minimierer von f’)
Alternatives Vorgehen iiber Vorzeichenwechsel:

Extrema:

1) Nullstellen von f’: & und —1.

2) Vorzeichen von f’ in der Nihe der Kandidaten:

f'(z) = 32% 4 2z — 1.

zunachst zo = —1

f(=2)=3-4-2.2-1=T1.
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= f'(x) > 0 fiir x € [—2, —1[ (wegen des Zwischenwertsatzes (f’ ist stetig!): Giibe es eine
Stelle y € [—2, —1[ mit f'(y) < 0, so wiirde eine Stelle £ zwischen —2 und vy, also auch in [—2, —1],
existieren, wo f’(£) = 0 gilt. Es gibt dort aber keine Nullstelle von f’).

f'(0)=—-1 = f/(z) < 0 fiir x €] — 1, 0] (analog zu oben), also Vorzeichenwechsel von f in
r9 = —1 von + nach — = lokales Maximum.

Nun 21 = . Wegen f/(0) = —1 ist auch f’(z) < 0 fiir = € [0, %[

Ferner gilt: f'(1) =3+2—-1=4 = f/(z) > 0 auf = €3, 1] (Begriindung wie oben).

= Vorzeichenwechsel von f’ in 1 = % von — nach + = lokales Minimum.

Wendepunkte: Gesucht: Vorzeichenwechsel von f”:

mz Es gilt: 62 +2=0 @x:—% und

<0 < 6z <—2<:>a:<—%

6x+2{ >0 6z >-26 >4

= Wendepunkt bei (—%, f (—%)), dort Ubergang von Rechtskriimmung in Linkskriimmung.
Wegen des Zwischenwertsatzes (f” ist stetig) muss eine Nullstelle beim Vorzeichenwechsel vor-
liegen = keine weiteren Kandidaten.

Das Verhalten der Ableitungen in diesem Beispiel zeigt Abbildung 5.8. &
Graphen von f (rot), f' (griin) und f” (blau)
15 ‘ ‘ ; ;
10 1
5 L -

I
N
|
AN
351
|
N
|
o
wn
o
o
wn
=
=
3
N

Abbildung 5.8: Darstellung der 0-ten bis 2-ten Ableitung von f.
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5.5 Die Regel von De L’Hospital

Satz 5.5.1 (Regel von De L’Hospital) Die Funktionen f und g seien auf |a,b| differenzier-
bar und g’ # 0 auf ]a,b[. Ferner gelte einer der folgenden Fille:

(1) img_ oy f(z) =0 =limz_q4 g()
(i1) limg ot f(2), limy_ 4 g(x) € {—00,+00}.

Ezistiert dann limg,_,q4 % in RU{—00,+00} (d.h. Konvergenz oder bestimmte Divergenz
des ganzen Bruchs), so gilt:

lim @) = lim @)
v—at g(z)  emat g'(2)

Der Satz gilt auch, wenn man als Grenzprozess jeweils statt © — a+ stets x — b— bzw. x — —0o0
bzw. x — 400 benutzt (in den letzten beiden Fillen entsprechend andere Differenzierbarkeits-
bereiche, d.h. bei x — —oo sollten f und g auf | — 0o, c| fiir ein ¢ € R differenzierbar sein mit
g #0, bei x — +0o auf ]c, +00[).

Beispiel 5.5.2

a) lim,_ oo loﬂ:iﬂg, “Fall 227 (also Fall (ii)).

z =g(
/ 1
= 1
f/(x)zﬁz_fo = o lim —f($):
g (33‘) 1 T z—0o0 De L’Hospital £—00 g(ﬂj‘)
b) limg oo & 2, “Fall 27,
/ x T
f/(x) = e—:ex — o0 = lim — =00
g (;1:) 1 T—00 T—00 I

c¢) lim, oo e—gzggx), “Fall 2”.

x)
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d) limg oo & =) 0 € N\ {0}, “Fall 27,

" =:g(z)
/ T
f (x) — e (LFall 277.
g/($) n$n—1 00
f”(a;) ew

= “Fall 27,
g@)  nn-ner? U

Mit vollstdndiger Induktion kann man nun zeigen, dass

f(n)(l') B P P
g(”) (gj) nlz0 nl xjo)o o0
FOD (@) FOD (@)
= g(n_l)(x) :cjo)o too = g("—2) (x) T—00 oo
/ x
= f/(a:) = & — 00, d.h. lim e_n = +00
7)) Rl

= Iim L —o.

e) lim, oy z-logx, “Fall 0- (—o0)”.
z-logx = 08z =) upy o2 geeignet fiir De L'Hospital.

L =y(2)’

T

= - = —— = - —> O
g -5 x =0+

= lim z-logz =0.
z—0+

f) lim,_o S22 zggg, “Fall 8”. (Zur Erinnerung: « — 0 besteht aus  — 0+ und z — 0—).
/
=) = BT cosz — cos0=1 (da cos stetig)
g/(l') 1 x—0
= lim o0 =1,
z—0 T
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Kapitel 6

Integralrechnung

6.1 Das Riemann-Integral

Sei f: [a,b] — R eine gegebene Funktion, I := [a,b] (im Beispiel: f(x) > 0 Vx). Gesucht ist der
Flacheninhalt zwischen Graph und x-Achse, siehe Abbildung 6.1.

Abbildung 6.1: Hlustration der Bestimmung des Fliacheninhalts zwischen dem Graphen von f
und der z-Achse mittels Ober- und Untersumme

187
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Wir zerlegen das Intervall I = [a, b]:
a=r9<x1<...<Tp_1<xTp=">

Dies ergibt n Teilintervalle:

[:EOv:El]’ [:El’xQ] PR [xn—17$n]
~—— S—
:[a7w1} :[w7lfl7b]

In jedem Intervall suchen wir den “kleinsten” und den “gréfiten” Funktionswert

my = inf  f(z),...,m,:= inf  f(z)
x€[z0,71] TE[Tn—1,Tn]

M, = sup f(x),...,My,:= sup f(x)
z€[z0,21] TE[Tpn—1,Tn]

Wir schéitzen den Flicheninhalt von unten und von oben ab.
Von unten: Errichte auf jedem Teilintervall [xx_1, x| ein Rechteck der Hohe my. Dann gilt:

gesuchte Fliche > (z1—x0)- m1 +(x2 —x1) -ma+ ... + (xy — Tp_1) -my
——

Breite Hohe

1. Rechteck

n
= E (e — Tk—1) - Mg “Untersumme”
k=1

Von oben: Hohe M), statt my,

gesuchte Fliche < (z1—xo) - My + (9 —x1) - Mo+ ... + (p — xp—1) - M,
n
= Z (xg — Tp—1) - Mg “Obersumme”
k=1

Je nach Anzahl n der Teilintervalle und je nach Wahl der n Teilintervalle ergeben sich un-
terschiedliche Ober- und Untersummen. Die Obersumme ist stets > dem gesuchten Wert. Die
Untersumme ist stets < dem gesuchten Wert.

Also gilt

n
o] 3

k=1
< gesuchter Fldcheninhalt

inf { Z (J}k — ij_l) Mk

k=1
=: S

alle Zerlegungen a =g < z1 < ... <z, =b, alle n € N\ {0}}

IN

alle Zerlegungen a = zg < 21 < ... <z, =b, alle n € N\ {0}}
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Definition 6.1.1 Notation siehe oben.
Gilt s = S, so heifit f auf [a,b] (Riemann-)integrierbar und wir nennen

b
/ flz)dz:=s=S
a
das (Riemann-)Integral von f auf [a,b]. f(x) heifit Integrand.

Bemerkung 6.1.2  Will man wirklich den Flicheninhalt, so ist bei negativen Funktionswerten
der Graph in diesen Bereichen an der x-Achse zu spiegeln, d.h. f: |f(x)|dz ist der gesuchte
Flicheninhalt. Sei zum Beispiel

~1, 0<z<1
f(x)_{ 1, 1<z<2

Es gilt: f02 f(x)dz =0.
Der Flicheninhalt ist hingegen

/()2\f(x)\dw:/21dw:(2—0)-1:2,

0

siehe Abbildung 6.2.

Abbildung 6.2: Graph von f (links) und von |f| (rechts)
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Alternativer Zugang (Newton; oben: Leibniz)

“verrichtete Arbeit = Kraft - Weg” gilt nur, wenn die Kraft konstant ldngs des Weges ist. Was
ist bei ortsabhangiger Kraft f(z)?

— Unterteile den Weg in viele kleine Teilstiicke, in denen sich die Kraft nicht wesentlich &ndert,
also als konstant angenommen werden kann (Abbildung 6.3):

[aale"'a[xn—la b]
=Zo =Tn
.
i /{(p—l
\ "o b=x
- n
T X
N x Axr
Iy\x 3 \\
/ 2
o
a=)%

Abbildung 6.3: Unterteilung eines Weges in kleine Teilstiicke

Welche konstante Kraft nimmt man fiir die Teilstiicke an?
a) Nimm jeweils die kleinste:

n

Z () — Tp—1) - inf  f(x) Untersumme
- TE€[TK_1,Tk]
zuriickgelegte ~— ~—————"
Wegstrecke — als konstant ange-
nommene Kraft

b) Nimm jeweils die grofite:

n
Z (vp — Tk—1) - sup  f(x) Obersumme
o r€[w)_1,78]
zuriickgelegte — ~—m0—o— ——
Wegstrecke  als konstant ange-
nommene Kraft

Ist f (Riemann-)integrierbar, so ist f: f(x)dz die verrichtete Arbeit lings des Weges |[a, b].

Satz 6.1.3

a) Jede auf [a,b] stetige Funktion ist auf [a,b] integrierbar.

b) Jede auf [a,b] monotone (d.h. auf ganz [a,b] monoton wachsende oder auf ganz [a,b] monoton
fallende) Funktion ist auf [a,b] integrierbar.
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Satz 6.1.4 (Integrationsregeln)

a) (Linearitit des Riemann-Integrals) f, g auf [a,b] Riemann-integrierbar, A € R = \f, f+g
und f — g auf [a,b] Riemann-integrierbar und

[on@ar=n [ s
[ 1w sowar= [ rwars [ g

b) (Additivitit des Riemann-Integrals) Sei a < ¢ <b. Es gilt

f auf [a,b] Riemann-integrierbar < f auf |a,c] und auf [c,b] Riemann-integrierbar.
In diesem Fuall ist
b c b
[ t@as= [ s@des [ fa)da

siehe auch Abbildung 6.4.

Abbildung 6.4: Das Riemann-Integral ist additiv, d.h. der Integrationsbereich kann in zwei Teile
aufgeteilt werden und die einzelnen Integrale addieren sich zum urspriinglichen Integral. Dies
entspricht einer Aufteilung des Flidcheninhalts.

Satz 6.1.5 (Integralungleichungen)
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a) Seien f, g auf [a,b] Riemann-integrierbar und f(z) < g(x) Vx € [a,b]. Dann ist

b b
/ flx)de < / g(x)dz  “Monotonie des Integrals”

b) Sei f auf [a,b] Riemann-integrierbar und beschrinkt, d.h. es existieren m und M mit
m < f(x) <M Vz € |a,b]. Dann ist

b
mib—a) < / F(z)dz < M(b— a),
siehe auch Abbildung 6.5.
¢) Ist f auf [a,b] Riemann-integrierbar, so ist

b
< / |f(z)|dz  “Dreiecksungleichung fiir Integrale”

/abf(x)da;
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Abbildung 6.5: Veranschaulichung von Satz 6.1.5 b) anhand von Flidcheninhalten

Teil b) folgt aus Teil a), wenn man folgenden offensichtlichen Fakt benutzt:

193

Lemma 6.1.6 Ist f konstant auf [a,b], d.h. f(z) = cVx € [a,b], so ist [ integrierbar und

f;f(:n)da: =c(b—a).

Beweis: m; = M} = c stets
Untersumme:

n

Z (x)p — 1) My =

k=1

gliltig.
n n
Z (T, — Tp—1) c = cz (x) — 1)
k=1 k=1

Teleskopsumme
(x1 — o) + (kg — 1) + ... + (X1 — Tp—2) + (Tp, — Tp—1)
c(xy —x1-1) =c(b—a)
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Obersumme: .
) M = c(b—
(g — xp—1) My =c(b—a)
k=1 ~
= insbesondere: sup{Untersummen} = inf{Obersummen} = ¢ (b — a). ]

Bei Satz 6.1.5 b) folgt némlich aus m < f(z) < M Vz € [a,b] mit Teil a):

/abmda:g/abf(x)dxg/abde

b
Lemma 6.1.6 m(b—a)g/a f(z)dz < M (b—a)

Bemerkung 6.1.7

a) Ist f auf [a,b] integrierbar, so schreibt man

/baf(:n)daj = —/abf(:n)daj

</aaf(:n)d3::/abf(:n)dx+/baf(x)dm:0>

b) “dx”(oder “dy”, “dz”, “dt”, ...) zeigt die Variable an, beziiglich der integriert wird, und
wirkt wie eine schlieffende Klammer, um das Ende des Integranden anzuzeigen.
Beispiel: fol 2 dy bzw. fol y? dx ist die Integration einer Konstante:

1 1
/ 22 dy = 2*(1 - 0) = 22, / y?dr = %1 - 0) = o>
0 0
Will man f(x) = 2?42 auf [0, 1] integrieren, so ist fol (2% 4 2) dz richtig und fol dz (2% + 2)

falsch. Vielmehr wdre fol dz (2 +2) = fol ldz (22 +2) =(1-(1-0))- (2 +2) =22+ 2,
also unsinnig.

6.2 Zentrale Sitze der Integralrechnung

Satz 6.2.1 (Mittelwertsatz der Integralrechnung) Seien f: [a,b] — R und p: [a,b] — R
stetig, wobei p(x) >0 Vx € [a,b]

b b
— 3¢ € [a,b] mit / f@)p(a) dz = £(€) / p(z) da
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speziell: p(x) =1Va = 3£ € [a,b]:

b b
/f<:c>dx=f<s>-/ Ldz = f(€)- (b a)

Sehen Sie hierzu auch Abbildung 6.6 an.

a

$55055

5525 botetaletelele!

B
bteteteteteteteteteletels!
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Abbildung 6.6: Vergleichen Sie mit Abbildung 6.5 zu Satz 6.1.5 b) mit m < f(x) < M. Nach die-
sem Satz kann das Integral nach oben und nach unten abgeschiitzt werden durch Flécheninhalte
von Rechtecken. Nach dem Mittelwertsatz gibt es sogar ein Rechteck mit einem Funktionswert
als Hohe, dessen Inhalt gleich dem Integral ist (siehe obiges Bild). Die Stelle, an der dieser

Funktionswert angenommen wird, muss nicht eindeutig sein.

Beispiel 6.2.2 Wir betrachten die spezifische Wirmekapazitit ¢(7) in Abhéngigkeit von der
Temperatur T' (die Wiarmekapazitét ist die Energieinderung pro Temperaturdnderung: spezifi-
sche Wirmekapazitit = Wérmekapazitit pro 1 kg). Als mittlere spezifische Wirme im Tempe-
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raturbereich T' € [T, T»| bezeichnet man den Ausdruck

1 2
c .= c(T)dT.
T2_T1 /Tl ( )

Der Mittelwertsatz der Integralrechnung sagt nun folgendes aus:

A T2 A
dT € [Tl,TQ] : / C(T) dT = (Tg—Tl)C(T),
T
d.h.
oT) =c.
Es gibt also eine Temperatur in diesem Bereich, deren Warmekapazitit genau der mittleren
spezifischen Wére entspricht. &

Satz 6.2.3 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, HDI)
1. Sei f: |a,b] — R integrierbar und stetig in & € [a,b].
= F(z) = / f@®)dt, ce€la,b] fest, in & differenzierbar und
Fl§) = f(©).

(Insbesondere: f stetig auf [a,b] = F (definiert wie oben) ist Stammfunktion von f: <
F st differenzierbar auf [a,b] und F' = f auf [a,b].)

2. Sei G: [a,b] — R eine stetig differenzierbare Funktion.

allgemein:

Beispiel 6.2.4

a) f02 xdz =7 Gesucht ist eine Stammfunktion des Integranden, also G mit G'(z) = x.
Zum Beispiel: G(x) = %a:z, G stetig differenzierbar. Nach dem zweiten Teil des HDI gilt
dann

2

2 2
/ zdr = / G'(z)dx = G(z)| = G(2) — G(0)
0 0

0
1 1
= —.22_-_.02=2
2 2
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b)

27 ) o
sinzdr = —cosx
0 0

= —cos(2r) — (—cos0) =—-14+1=0
&

Definition 6.2.5 Die Menge aller Stammfunktionen einer Funktion f wird mit [ f(x)dz be-
zeichnet und unbestimmites Integral von f genannt.

Satz 6.2.6 Ist f: [a,b] — R stetig, so unterscheiden sich seine Stammfunktionen nur durch
eine additive Konstante.

Beweis: Seien F; und Fy Stammfunktionen von f, d.h. F{ = Fj = f. Da f stetig ist, sind F}
und Fy stetig differenzierbar.
Sei z € [a, b] beliebig. Dann gilt nach dem 2. HDI:

/wf(t) dt = /m F/(t)dt = Fi(x) — Fi(a)

und

/mf(a:) ait = / Fi(t)dt = Fy(z) — Fy(a)

Fi(z) — Fi(a) = Fa(z) — Fy(a) Yz € a,b

Fi(z) = Fy(z) + (Fi(a) — Fa(a)) Vz € [a,b]
—_——

Konstante

4ol

Bemerkung 6.2.7 Diese Aussage gilt nicht, wenn man sich von Intervallen [a,b] list, wie
folgendes Gegenbeispiel zeigt:

f@)= 5 f:R\{0} R
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Stammfunktion 1 Stammfunktion 2

1
—=24+2, >0
Fi(z):=-1 2#0| F(z):= “
—%, xz <0

Fi(z) — Fy(x) = { (;2’ i z 8 keine konstante Funktion.

Der FEinfachheit halber schreibt man aber trotzdem im Sinne von Satz 6.2.6:
/F’(t)dt = F(t) + C = F(t) + const,

zum Beispiel

1
/ﬁ&:§ﬁ+0

Tabelle von Stammfunktionen

f(z) =F'(x) F(z) (Beispiel)
" n# -1 n%rl "t
L=zl 2#£0 log ||

sinx —cosx

cos x sin x

sinh z coshz

coshz sinh z

%,x#@k—;”ﬂ,kel tan x

\/11_77 z€]-1,1] arcsin x
ﬁ arctan x
e, X € R konstant +eM
ﬁ,xe]—l,l[ %log%f—i
Beweis fiir letzteres:
1 l-2 1-(I1-2)-(Q42)-(-1) 1 l-z+l4z 1

F@ =515, 1) T2 ra)-a) 1o
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Satz 6.2.8 (partielle Integrationsregel) Seien f, g stetig differenzierbare Funktionen auf [a,b].

b b
= [ F@g@)ds = f@g@) - [ )@

Beweis: Produktregel: (fg)'(z) = f'(x)g(z) + f(x)d (x).

= /ab(f-g)’(fv) dw:/abf’(sv)g(sv) dw+/abf(:v)g’(:ﬂ) dz

b

2. ;DI (f-9)(x)

a

b
N / f(@)g(z) dz = f(x)g(x)

b
- [ r@d @)
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Beispiel 6.2.9

a)
1 1 1
/:L"ezdznzew-:n‘— e’ - 1 dzx
0 S~ ~ S~ Jy =~~~
g(z) f'(=) @) g(x) flx) g'(x)
1
= el-l—eO-O—exoze—(el—eO) = =1.
b)
/sin2azdaj = /Sinm-sinm dx = —cosx'sinaz—/(— cos x) - cos x dx + const.
o~ —_—— =~
(@) g(z) flz)  g(@) f(z) g'(z)
= —cosxsinz + / cos®z dx + const.
=1-—sin®z
= —coszsinx+x — /sin2$d$+const.
= 2/Sin2ajdaz = x — cos r sin x + const.
. 9 1 .
= [ sin“zdz = g(x — cos zsinx) + const.
c)
1
logxdx = 1 ‘logxdr=_x -logx— | z-— dx+ const.
N~ —— N~ —— x
@) g(a) f@) gz —~

=1
= x-logx — x + const.

Satz 6.2.10 (Substitutionsregel) Sei g: [a,b] — R stetig differenzierbar mit g’ (x) # 0
Vx €la,b] und f: g(la,b]) — R stetig. Dann gilt
N———

Wertebereich von g

g(b) b
/ ()t = / Fg(2))d (@) da
g(a) a
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Beweis: Sei f stetig = f hat eine Stammfunktion F' mit F’ = f nach dem 1. Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung. Mit der Kettenregel erhalten wir

(Fog)(x) = F (g(x)) - g () (6.1)
=f
Somit gilt:
b b b
/ _ / _
=+ [ @)@ = [(Fogfaar, o (Foge)|,
Fa) - o) = F|' = [ # )
= — a = t == t t
g I g(a) 2. HDI g9(a) \:7
[ |
Also haben wir
[ Ho@)g (@) de = Flg(w) + const.
Korollar 6.2.11 Sei g stetig differenzierbar. Dann gilt
g'(2)
dz =1lo x)| + const.
[ L da = 1oglg(a)
Beweis:
/g’(a:) dx = / —— ¢'(z)dz
9(z) g(x)
—~
=f(g(x)) mit f(t)=;
Da F(t) = log|t| Stammfunktion von f ist, folgt aus der Substitutionsregel, dass
g'(z)
dx = log|g(x)| + const.
[ |

Die Substitutionsregel kann auf 2 Arten benutzt werden:
1. Moglichkeit:
Das Integral hat die Form [ f(g(x))¢(z) d:

— Finde eine Stammfunktion F' von f

— /f(g(ﬂf))g’(ﬂi) dz = F(g(z)) + const.
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Beispiel 6.2.12

a) [emTcoszda, f(t) =€, g(z) =sinz, F(t) = ¢
= [T coszdr = " + (.

b) [cos(kz + ¢)dxz (k # 0 Frequenz, ¢ Phase), f(t) = cost, g(z) = kz + ¢.
Es fehlt ¢'(z) = k.

Trick: 1
/cos(k:a: +¢)dz = % /cos(k‘m +¢)- _k  dz
g(z) g'(z)
—_———
f(g(x))
= L k t
= % sin(kx + ¢) + const.
(F(t)=+sint)
¢) [tanzdr = — [ —2R2E dx = —log | cos x| + const.
&

2. Moglichkeit:
Das Integral hat die Form [ f(t) d¢:

— Substitution t = g(z), ¢'(x) # 0(= g invertierbar)

< berechne /f(g(x))g/(:n) dz =: h(x) (bis auf additive Konstante)

< Riicksubstitution z = g~ (t)  (moglich wegen Bedingung an g),

= [ 0yt =g )
fiir bestimmte Integrale: fcd f(t) dt wie oben behandeln, dann Grenzen einsetzen,
oder: Substitution t = g(z), ¢'(z) # 0

? d
| g @ = [ sar
Substitutionsregel:
b . 9(b)
[ fndwar= [ o (62)
a gla

also: finde a, b mit g(a) = ¢, g(b) = d und benutze (6.2).
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Beispiel 6.2.13

a) f et 43 dt =? Mit t = logz =: g(z) und ¢'(z) = % # 0 kommt man zu:

el+1
=f(g(z))
3t 3 3-log x 3 1
e’ + e” +
/ dr1 U= / dorr 11 gz
~—— ~~
=f(t) =g'(z)
eloe(=*) 4 31 23+ 3
= — —dax = | —<dx
elgr +1 g z(r +1)
3 1 A B
Polynomdivision — = /:p -1+ TS de = 22—z + / — + dx + const
xz(x+1) 2 r x+1

Die Konstanten A und B bestimmen wir wie folgt:

AwtDi By @43 | 4 p_ 1 4-3= B=—2
z(x +1) z(r +1)

Es geht nun wie folgt weiter:

e +3 I 1 1
/mdt = 3¢ —$+/3-;+(—2)'w+1d$—|—con8t

1
= 53:2 —x + 3log |x| + (—2) log |x + 1| + const

Riicksubstitution: t = logz < ! = x

3t 3 1
/ eet —tl dt = 5 (et)2 —e' +3loge’ —2-log (' + 1) + const
1
= gezt —e' 4+ 3t — 2log (" 4+ 1) + const
b) [V1—t2dt ="
Wir substituieren ¢ = cosz =: g(z), ¢'(z) = —sinz (x € [0,7] = t € [-1,1]). (Schmier-
blattnotation: % = —sinz, dt = (—sinz)dx). Dann ist

/\/1—t2dt = /\/1—cos2x-(—sin:n)d3:
= —/\/sin2a:'sina:da::—/]sinx\sinxdx

1
(z€[0,7] =sinz>0)— = — / sin?zdz = —5(3: — cos zsin ) + const
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Riicksubstitution: ¢t = cosx < x = arccost

1
/ V1-t2dt = —é(arccos t —t - sin(arccost)) + const

1
= 73 (arccos t— t\/l — cos?(arccos t)) + const

1
= 5 (— arccost +tv/1 — t2) + const

Die Substitution von ¢ = sin x liefert {ibrigens

1
/ V1—t2dt == <arcsint +t\V1— t2) + const

2

Rechnen Sie es selbst nach! !

c)

s us
E 2. 2 . 2 2 .
/ 81n5xdx:/ (81n2x) s1na;da::/ (1—005233) sinx dz
0 0

0

Wir substituieren g(z) = cosz =t, f(t) = (1 — t2)2, ¢ (x) = —sinz, g(0) = cos0 =1 und
g(5) = cos § = 0. Dann ist

s 0 1 1
/zsin5$d$ = —/ (1—t2)2dt:/ (1-1¢)° dt:/ 1- 262 + ¢t dt
0 1 0 0

1

= t— P+ P =1-Z =" "7 = =
3 * 5 | 3 + 5 15 15
Insbesondere gilt: [ sin® x dz = — cos  + % cos® x — % cos® z + C (beachte obige Integral-

grenzenvertauschung).

"Wir substituieren ¢ = sin z =: g(x), wobei g’(x) = cos x. Als Definitionsbereich fiir g kann man beispielsweise
x € [-%,%] wihlen, da damit fiir v/1 —#? der maximale Definitionsbereich ¢t € [—1,1] erreicht werden kann
und auBerdem die Bedingung g'(z) # 0V = €] — 5, 5[ der Substitutionsregel erfiillt wird. Mit % = cost =
dt = cosz dz erhalten wir dann

/mdt

/\/1—siancosxdx: /VCOSQLE coszdxr = /|Cosx| coszdx

/COSQ:cdm:/l—siHQ:cd:c:m—%(x—cos:csinx)—i—C
lm—i—l 1—sin®z sinz + C
2 2

% <arcsint+ 1—t2 t) + C.

2

ze[—

51

[y
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d) f_21 V1 + 22 dx; Substitution: x = sinht =: g(t), ¢'(t) = cosh .
FEinschub tiber Hyperbelfunktionen:

Es gilt:
1 S|
sinh®’x = [5 (ex—e x)} =1 (629” 2¢e” x—i—e_zx)
1 _ 1
— Z ( 2z te 2:(:) _ 5
und
1 _ 2 1 1
Coshzx:[i(em—l—e m)] 21(6224—6 2m)—|—§ :
Also gilt:

sinh?z + 1 = cosh?z Vz € R,

was dquivalent ist zu

cosh’?z —sinh?’z =1 VzeR

im Gegensatz zu
cos?z +sinz=1 VYzeR

AuBerdem kennen wir bereits die Ableitungen: sinh’(t) = cosht > 0 V¢t € R = sinh ist
streng monoton wachsend auf R.
Ferner gilt:

. . . 1
lim sinhz = lim = e? —e T | =40
T—00 z—00 2 | ~ ~~
——+00 —0
. . . 1 . —
lim sinhzx = lim = el — e = —00
T——00 z——00 2 |\~~~ N~
—0 ——00

= sinh: R — R hat eine Umkehrfunktion arsinh: R — R, genannt Areasinushyperboli-
cus.
Wir bestimmen hiervon zunéchst die Ableitung.

arsinh (sinhz) = = arsinh’ (sinhz) - sinh’z = 1

=coshz
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1 1
= arsinh’ (sinhz) = =

cosh 270 coshey ~~ ./ 1.2
cosh x>0 1 + sinh” z

1
= arsinh’(y) =

y:=sinhz A1+ y2

y = arsinh(y) + const.

1
—d
- /\/1+y2

Zuriick zum Beispiel: Wir setzen = sinht = ¢(t), —1 = g(a), 2 = g(b) = a = arsinh (—1),
b = arsinh 2 und erhalten

2 arsinh 2 arsinh 2
/ V14 z2dx = / \/1—|—Sinh2t-coshtdt:/ V cosh? t - cosh t dt
-1 arsinh (—1) arsinh (—1)
b b b
= cosht cosht dt = cosht sinht| — sinh? ¢ dt
a \\,—/ W—/ p. Int W—/ W—/ a a H/_/
u(t) () u(t)  v(t) u (t)-v(t)
b b
= coshtsinht| — / cosh?t — 1dt
a a

b b b
= 2 / cosh?tdt = cosht sinht| +¢t
a a a
2 .
1 arsinh 2
= / V1+22dx = = (cosht sinht+t)
1 2 arsinh (—1)

= % (cosh(arsinh 2) - 2 + arsinh 2
— cosh(arsinh (—1)) - (—1) — arsinh (—1))

bzw.

1
/\/1+:E2d:13 = = <\/1+:L"2-3:+arsinh:n> + const.

2

Nochmal zu den Hyperbel- und Areafunktionen:
Wir betrachten die Gleichung z = sinht = % (et — e‘t). Sei u := €.

= T L L = L
=-|lu— - U = =
2 U /) u#0 2

:>u1,2:a::|:\/a:2+1.

(u2—1) s 0=u?—2zu—1
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L.Fall: 2 >0 = V22 +1>2 = 2 — V22 + 1 < 0 (geht nicht, da u = e! > 0)
2. Fall: 2 <0 = 2 — V2?2 +1 <0 (geht nicht, da u > 0)
= “"-Variante scheidet aus.

=u=z+Vr?+1,dh e =c+Va2+1
_ 2
= t = log (ac—i—\/ac —|—1).

—arsinh @

Also ist das Ergebnis

1
V1+z2de = 3 (\/3:2+1-:13+10g<:13+ :E2+1>)+const.

Somit ergibt das bestimmte Integral

/_21\/1+w2dw = %(\/5-2+10g(2+\/3)—(ﬁ-(—l)—i—log(—l—i—ﬂ)))
= \/54-%(log<2+\/5>+\/§—log<—1+\/§)>

6.3 Integration rationaler Funktionen

Gegeben: [ Plz) dz; P, @ Polynome.

Q(z)
1) Falls deg P > deg @Q: Polynomdivision (mit Rest):
P(z) R(z)
=S5(zx)+ —=; R,S Polynome, deg R < de
00 (z) 00 y g 2@

Das Integral [ S(z)dz ist hierbei einfach zu berechnen.

2) Also konzentrieren wir uns auf Integrale der Form [ Sg% dz; R,(Q Polynome, deg R <
deg Q.

— Nennerpolynom () maximal in reelle polynomiale Faktoren zerlegen:
Q) = Q@)™ ... - (Qu(x)™;

Q)j: verschiedene Polynome; j =1,...,n; k1,...,k, €N
(Beachte: Vollstidndige Zerlegung in Linearfaktoren ist generell nur iiber C moglich).

3) Partialbruchzerlegung: Finde Polynome A; ;(z), so dass

R(x)  Aua(z) | Aia(z) Arg (x) | Asa(z) | Aga(z)
Q@) ~ Qi Qer T @) T @) | (Qe@)?
P A ey () I Ap () An i, (2)

(Qa(2)> Q@) T @Qulw)yn
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4) Integriere die einzelnen Summanden (soweit moglich).
Beispiel 6.3.1
a) [ g de =7

1. Zé&hlergrad < Nennergrad v
2. Zerlegung des Nennerpolynoms

v - ="y =\ TP VT T T2 T )
=2°+2-6 = (z—2)(z+3)

3. Partialbruchzerlegung
Wir verwenden also folgenden Ansatz:

x -7 A B A@+3)+B—-2) (A+B)+(34—2B)

Ztr-6 1-2 243 (r—2)(z+3) 24+ 1z—6

(i)A+B=1«< A=1-B
(ii)3A — 2B = -7
= B=2= A=-1

}:>3—3B—2B:—7:> —5B = —10

4. Berechnung des Integrals

-7 -1 2 1 1
_—_ = — — _ 2
:>/$2+$_6d3: /$—2d$+/az+3dx /:E_2d3:—|— /$+3d:n

= —logl|x — 2|+ 2log|z + 3| + const.
Kor.6.2.11

4244223+ 322 224 _9
b) 2o3—x24+2x—1 dz =

1. Polynomdivision:
2 4p
(4zt +22° + 322 — 20— 4) : (223 — 2% + 20 — 1) =20 + 2+ F 52
— (42t — 223 + 422 — 22)
43 — 22 +0 — 4
— (423 — 222 + 4z — 2)
2 —4x —2

:>/4x4+2x3+3x2—2x—4d /2 +ad +/ 22 —dr—2 4

xTr = X X X

203 —x2 42z —1 2¢3 — a2+ 22 —1
N———

=x2+2x+const.
2. Zerlege 223 — 2% + 2z — 1 :2(x3— %x2+w— %)
geratene Nullstelle: %
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(23322 +2—-1): (z—3) =22 +1
b
0+ z—3

Also: 223 —2? + 20 —1=2(z — 1) (22 +1) = (22 — 1)(z? + 1)
Beachten Sie, dass #2 + 1 iiber R nicht weiter zerlegbar ist (2 +1 = (z —i)(z +1)).

3. Partialbruchzerlegung
22 —4x —2 A Bx+C  (A+2B)2?+(2C-B)Jz+A-C

2P — o —1 -1 211 (22 —1)(z2 + 1)

= A+2B=1,2C0-B=-4A—-C=-2
———
< A=C-2
= (C—-2+4+2B=1,2C —-B=—-4
& C+2B=3 < 2C+4=B
= C+4C+8=3=>56C=-5=C=-1
= B=-24+4=2=>A=-1-2=-3
22 — 4z —2 1 2 — 1
203 — 22+ 22— 1 2¢ — 1 241

4. Berechnung des Integrals

dx =

/4w4+2w3—|—3w2—2w—4

23 —x2 4+ 22 —1
3 P 2 1
2
D) YA 2 e [ ———dz+C
S T v w+/x2+l o /x2+1 T

2 3 2
=x —|—2w—§log|2w—1|—|—log(a} —|—1)—arctana:—|—C

ZE2 X
) J @iy 4 =7
1. Zé&hlergrad < Nennergrad v’

2. Nennerpolynom bereits maximal zerlegt

3. Partialbruchzerlegung: Hier ist nun der Ansatz

w2+x+1_A+ B ___¢ D
(x—1p3x—-2) 2-1 (x—-12  (z—1)3  x-2

Es ergibt sich (nach ldngerer, aber einfacher Rechnung):

2 +ax+1 e e S S
(x—13z-2) z-1 (z—-1)2  (z—-13  x-2
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4. Berechnung der Integrale:

2 _ _ —
/(3:—1—3:4—1)(13::/ 7+ 6 + 3 —1—7d:n

x—1)3(x—2 zr—1 (x—=1)2% (z-1)3 =x-2
Tloglz =1 —6-(—1) —— —3. (=2} —1 4 7logle—2/+C
= _ O T — —_ . —_ - _ . —_— - O €Tr —
& 71 2) (@ -1y &
= —Tlogl|z —1|+ 0 +3 + Tloglz — 2|+ C
- 08 1% e 12 @1z sl
und beliebig kompliziertere Beispiele... O
Bemerkung 6.3.2 Fir M% kennen wir den komplizierten Weg:
2?4 —2 B A i B i C
(x+3)(z+1)(z—-2)  z+3 x+1 x-2

Alz+1)(z —2)+ Bz +3)(x —2) + C(z + 3)(x + 1)
(x+3)(z+1)(x—2)
A(@? —2—2)+ B(2? + 2 —6) + C(2® + 4z + 3)
(x+3)(z+1)(x—2)

A+B+C=1 A=1-B-C
= —-A+B+4C =1 =
—2A —-6B+3C = -2

—1+B+C+B+4C =1
(& 2B =2-5C), = —4+410C +5C =0

) —24+2B+20-6B+3C=-2 ( = C=4
(& —4B+5C =0)
5 2 1 1 4 15—5—4 6 2
2 37 3 3 15 15 5 5

FEinfacher ist die “Zuhaltetechnik” (funktioniert nur bei Linearfaktoren (x — x;), die alle
verschieden sind, d.h. Vielfachheit 1 haben):
Halte den entsprechenden Linearfaktor zu und setze die zugehdorige Nullstelle in den Rest ein.

A: halte (x + 3) zu und setze —3 ein: A = (3PH(=3)-2 % = %

(=3+1)(—3—2)
B= (D=2 -2 1
T E3)(-1-2) — =6 — 3
C= - 2°+2-2  _ 4

2+3)(2+1) 5
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6.4 Uneigentliche Integrale
Definition 6.4.1

a) Fir f: [a,+oo[— R sei f;roo f(z)dz = limp_o f; f(z)dz, falls existent (d.h. Integrale
definiert und lim € R U {—o0, +00})

b) Fiir f:]— 00,b] — R sei f_boo flx)de :=limg—, ff f(x)dx, falls existent

¢) Fir f:la,b] — R sei ff f(x)dz = lime_ o+ ferEf(:E) dz = lim, .4 fcb f(x)dz, falls exi-
stent

d) Fir f: la,b[— R sei f:f(:n) dz := lim._,4 ff_ef(:n) dz = limep— [} f(x)dz, falls exi-
stent

Beispiel 6.4.2
b
a) [ Lde = limy_oo [ L do = limy_o log x‘l = limp_ o log b = +00

b
b) [y da = limy oo 7 2 d = limy oo (—2) |

= limpoe (g +1) =1

c) allgemein:

1
=limg,_ (e — %) =e.
a

d) f_loo e*dr = lim, fal e?dxr =lim,_,_ €%

1

e) fol % dr = limg o0+ fal ez de = lim, o4 2 - 3 = 9.
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f) allgemein:

1 o
1 1 ——x
. . a+1

/ z%dz = lim z%dr = lim
0 6—0+ log =

1
+1‘ a1
1(1

oo =—1

a

o [ O e
0—loga ya=—1

L ,a > —1
N +oo ,a<—1(& a+1<0)

unendlich

endlich

endlich unendlich

Abbildung 6.7: Illustration von fol z®dz (blau) und f1+°° x®dz (rot) fiir « = —2 (links) und
o = —3 (rechts).

Definition 6.4.3

a) Fir f: R — R st fj;o flx)dx = limgﬂfoo f; f(x)dx, falls existent.
— 4o
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b) Fiir f:[a,b]\{zo} = R (a <z <) sei

b Tro—€ b
=i li
[ s@ar=tm [T p@an s tim [ p@an

falls die rechte Seite existiert, also jeweils zwei getrennte Grenzwerte betrachten.

Beispiel 6.4.4
a)

+oo 1 b 1 b
— dr = lim 5 dr = lim arctanz
oo 14z a——oo [ 1+ a——oo a
b—+o00 b—+o0

. . T T
= lim arctanb — lim arctana = — — (——) = .
b—oo a——00 2 2

b) f03 x21_2 dx =? Hier wird iiber eine Nullstelle des Nenners (1/2) hinweg integriert.

Substitution: x = /2t =: g(t), ¢'(t) = V2 #0, d.h. dz = +/2dt

1 1
dr = [ — . V24t
/;n2—2 . /2t2—2 V2

e () e

2 —1 2 1—¢
_ =z
= glog‘i—;i +C = glog 14_% +C
3 1 V2—¢ 3 1

:>/0 mdw - al—i>%1+ 0 x2—2dx+el—i>%l+ \/§+5x2—2dx
= lim @lo 1_\5\/; —@logl_%
e—0+ 4 1+% 4 1—|—%
+ lim (loglz5 —Qlog1 %
e—0+ 4 1—|——2 4 1+%

=—00
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3
v -3 e |5
+hm TIO 73—T10g2 z
e—0+ 1 + T + ﬁ
endlich
=400
= f03 x21_2 dz existiert nicht.
c)
1 0—¢ 1
1 1 1
/ —dz = lim — dz + lim —dx
2 e—0+ ) 22 e—=0+ Jo o 22
. 1Y\ |—= ) IRNE .1
= lim <——> + lim <——> :<hm —) —14+(-1)+ lim —
e—0+ x /) I-1 e—0+ x ) le e—=0+ € e—0+ €
= +o0.
d)

= f_ll 1 dz existiert nicht.

Falsch wire
—e 1
lim < / —dx +
—1 X

e—0+

—& 1
lim 1 ‘ lim 1 ‘
e—1>%1+ o8 ’1“ -1 + e—1>%l+ 8 ’1“ €

lim loge — lim 1
e—1>%1+ 08¢ a—1>%1+ 08 <

=—00 =400

1

1

—dz | = lim (I —logl+logl—1 = 0.
/595 x> 8_1)151+(0ga og 1+ log oge) =0

<&

Definition 6.4.5 Fir f: [a,b] \ {z0} — R (a < z9 < b) sei der Cauchy’sche Hauptwert

definiert durch

= lim
e—0+

b
CHW—/ flx)dz

(

@ o»

Beachten Sie, dass hierbei

</axo_af(:n) art [

(@) da:)

rot+e

b
C.p.v.- / f(z) “Cauchy principal Value”>

nur ein Bindestrich und kein Minus ist.
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Beispiel 6.4.6

Il
CHW—/ —dxz = 0.
1

<&

Satz 6.4.7 (Integralkriterium) Sei f: [p, +oo[— R (p € Z) nicht-negativ und monoton fallend.
Dann haben die Reihe und das unbestimmte Integral beziiglich f dasselbe Konvergenzverhalten.

Genauer gilt:
S fn) < / f@)dz <3 f(n)
p n=p

n=p+1

Beweis: Da f monoton fallend ist, gilt fiir alle x € [n,n+ 1], n > p:

f(n) = f(z) = f(n+1),

siehe auch Abbildung 6.8. Durch Integration wird daraus mit der Monotonie von Integralen:

n+1 n+1 n+1
/ f(n) dwz/ f(ac)de/ f(n+1)dz
n n N——

N~~~ n
konstant konstant
—(n+1-n)f(n) —(nt+1—n)f (n+1)

Also ist fiir alle n > p:
n+1
= [ f@)de 2 fo+1)

und somit - - » -
)DNOED S BNNIOEEES SV TSI
n=p n=p~’" n=p

In der Mitte erkennen wir das uneigentliche Integral (wegen der Monotonie), und rechts machen
wir eine Indexverschiebung;:

T iwdez Y )

+
p n:p+1

o0
SOEY|
n=p

Das war zu zeigen. [

Beispiel 6.4.8 Aus der Betrachtung von f1+°O z®dz entnehmen wir, dass > - n® nur fiir
a < —1 konvergiert. &
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f(x)

n n+1
Abbildung 6.8: Monoton fallende Funktion

6.5 Integration komplexwertiger Funktionen

Definition 6.5.1 FEine Funktion f: [a,b] — C heifit integrierbar, wenn Re f: [a,b] — R und Im
f:]a,b] — R integrierbar sind. In diesem Fall setzt man

b b b
/ f(z)da = / Re f(z)dx —i—i/ Im f(x)dx
Beispiel 6.5.2

27 ) 2 27 27
/ eltdt = / cost+isintdt:/ costdt—i—i/ sint dt
0 0 0 0

2m 2
= sint . + i(—cost) . = 0+i(—1—(-1))=0.

<&

Uneigentliche Integrale bieten auch eine Moglichkeit, iiber die Konvergenz von Reihen zu ent-
scheiden.

6.6 Ein kurzer Einblick in gewo6hnliche Differentialgleichungen

Beispiel 6.6.1 Die Gleichung

"' (x) + ay'(x) + by(z) = f(x)

heifit Schwingungsgleichung. Hierbei ist y eine unbekannte Funktion (Schwingung). Man inter-
pretiert ay’(x) als Dampfungsterm und f(x) als Motor. &
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Definition 6.6.2 Sei f: R"*? — R eine Funktion. Eine Gleichung
f@, y(@), ¥ (@),..., y" () =0

fiir eine unbekannte Funktion y (von einer Variablen x) heifst gewdhnliche Differentialglei-
chung. Die hichste Ableitungsordnung (hier n) von y heifst Ordnung der Differentialgleichung.

Die einfachste Form einer Differentialgleichung ist
y'(x) = h(z)
Es gilt
y(z) = /h(az) dzx
Die Losung ist also nicht eindeutig! Mit der Anfangsbedingung y(a) = yo erhélt man
va) = [ hOdt+

(Test:

y(x) = h(z) (HDI)

yla) = /aa F(t)dt+yo

= %)
Wir betrachten hier nur Differentialgleichungen 1. Ordnung, die separabel sind, d.h.

9(y(2)) - ¥/ (x) = h()

Man verwendet hier den Lésungsansatz der “Separation der Variablen”:

[ow@)v@de = [he)ds

= z)dz = /h z)dx
Subst. z:y(w)/g( ) z=y(x) ( )

ausrechnen, nach y(z) auflosen.
Fiir Anfangswertprobleme: g(y(z)) - v'(z) = h(x), y(a) = yo.

[ swwyvoa = [ nea
y(x) x
=N RCIa / h(t) dt

ausrechnen, nach y(z) auflésen.
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Die Probleme bei diesem Ansatz sind folgende:

e Implikation “=” in die falsche Richtung: Damit y(z) = ... eine Losung ist, muss y(x) =
. = Differentialgleichung gelten (vgl. # = —x = 22 = 22. Die rechte Seite 22 = 22 ist
fiir alle z € R erfiillt, aber x = —x gilt nur fiir z = 0).

e Die Substitutionsregel erfordert, dass 3’ keine Nullstelle hat.

Daher muss ein Ergebnis nicht zwangsldufig Losung der Differentialgleichung sein. Deshalb muss
immer eine Probe im Anschluss durchgefiihrt werden!
Ferner kénnen Losungen (wegen der Voraussetzung der Substitutionsregel) iibersehen werden.

Beispiel 6.6.3

a) y'(z) = Ay(z), A € R(\{0}) fest

\):_/ (sofern y(x) # 0)
—~— h(x) (konst.)

Jise-

Substitutionsschritt nicht nétig, benutze Korollar 6.2.11

log |ly(z)] = Ax+C; (C;: Konstanten)
= ’y(x)‘ e)\:c—i-C'l — e)\:c 601
=:Cq

Da y differenzierbar sein sollte, ist y insbesondere stetig. Ferner hat z — e*® keine Null-
stelle. Nach dem Zwischenwertsatz hat y damit konstantes Vorzeichen.

= z)=Cs- e
Cg::(sgny)-CgJ( ) 3

Y (z) = C3- 2N = My(z) v
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1 _ 1 2
== Z:y(x)+02—2x +Cq
L
j—m—zx +C1— Oy
1
?y(m)_—%$2+03 (C3:=C1 — C2)

Mit der Schmierblattnotation kann man hier auch nach dem Prinzip “alles mit y auf die
eine Seite und alles mit x auf die andere Seite” verfahren. Aus der Differentialgleichung

dx
wird dann )
—dy=uzdx
Yy
und schlie3lich
1
/ —dy = /m dx
Y
1 1
== = Zz224C
Y 2
N P ——
Y a2+ C
Probe: 0—1
J— . x :U
y'(x) = — = =z (y(x))?

(% x2+C3)2 (%$2+C3)2
aber: auch y(z) = 0V x ist eine Losung.
y' =eYsinz, y(0) =1
/

yl) _ oo / " e Ly (6) de = / “sinede (6.3)
0 0

ey(x)

Wir verwenden die Substitutionsregel mit f(t) = e~ und erhalten fiir die linke Seite

T y(z) (z) =
/ e V& (&) de = / e tdt = —e_t‘y VO v@) et
0 y(0) y(0)

In (6.3) erhdlt man dann

_e—y(:c) + e_l = —COST — (— cos 0)
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e

1
= e Y@ = 2 _14cosz = y(z) = —log (— —1—|—cos:13>

e
Probe:

1
y(0) = —log <g —1 + cos

1

%—14—(30833

1
sinz-exp | log | ———M8M8
p< g(é —1—|—COS:E>>
sinx-exp|—log| - —14cosz
e

sing - V@

):—1og<§>=—<—1>=w

- (—sinx)

=1

|

=0
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Kapitel 7

Differentialrechnung fiir Funktionen
mehrerer Veranderlicher

7.1 Skalar- und Vektorfelder
Definition 7.1.1 Sei D C R" (n > 1).
a) Eine Funktion f: D — R heifit skalare Funktion oder Skalarfeld. Die Menge
Gy:={(z,2) € R”+1|:U €D, z=f(z)}
heifst Graph von f. Zu ¢ € R heifst
Ne(f) ={x e D CR"[f(z) = c}
Niveaumenge (Niveaufliche, level set) von f zum Niveau c.

b) Eine Funktion f: D — R™ (m > 1) heifit vektorwertige Funktion oder Vektorfeld.

Beispiel 7.1.2

a) Sei A € R™"™ symmetrisch und f : R" — R definiert durch f(z) := (z, Az). f ist eine
quadratische Form, deren Niveauflichen schon zuvor behandelt wurden.

b) Sei f:R? — R mit

e s|(5)]

Y

, ( ; > € R? (oder (z,7) € R?).

223



224

KAPITEL 7. DIFFERENTIALRECHNUNG FUR MEHRERE VERANDERLICHE

Sein Graph ist ein Paraboloid (vgl. Satellitenschiissel). Die Niveauflichen sind gegeben

durch
2 2 T
+y =c&
#r=ce|(})]-ve

d.h. y = £Ve— 22, x € [—/c,+/c], siche Abbildung 7.1. Offensichtlich gibt es nur fiir
¢ > 0 Niveauflichen, wobei bei ¢ = 0 nur ein Punkt vorliegt (entartete Niveaufldche).
Auch dieses f ist iibrigens eine quadratische Form:

en=((3)( 1) (3))

Sei f:R? — R gegeben durch
2)

Fa,y) = e — exp (_ H< g; )

Offensichtlich ist das Maximum bei f(0,0) = e = 1. Der Graph und die Niveaufldchen
von f sind in Abbildung 7.2 dargestellt. Die Niveauflichen lassen sich bestimmen, indem
man exp(—z2 — y?) = ¢ wie folgt beispielsweise nach y auflost (offensichtlich muss ¢ > 0
gelten):

exp (—x2 — y2) = ¢
< exp (—y2) = exp (mz) c
& -y = In (eXp (:172) c)

sy? = —Ilnexp (:172) —1Inc
a2 = —z2—Inc
1
Sy = +4/In——22
c
Damit es iiberhaupt eine Niveaufliche gibt, muss ln% = —Inc nicht-negativ sein, also

(0 <)e < 1 gelten. Ferner ist, bei gegebenem 0 < ¢ < 1 der Bereich fiir z gegeben durch

€ [-vV—-Ine¢,v/—1In¢|.
Auf dem abgeschlossen Kreis mit Radius 1 und Zentrum (0, 0)

E1(0) := { (z,y) € B || (z,9) — (0,0)] < 1}

sei das Skalarfeld f : K1(0) — R definiert durch f(z,y) == /1 — 22 — y2 = /1 — || (z,9)[]?.
Ihr Graph und ihre Niveauflichen sind in Abblldung 7.3 dargestellt. Der Graph stellt



225

7.1. SKALAR- UND VEKTORFELDER

f(x.y)

Graph, Bsp. b

\“‘\“‘““““‘““““““““
A ! %% 4
XXX g
SRR,
LD,
KX,
XXX
Xl
0.0“‘0'0,"‘
R X0
R XKD,
\\\\\‘“\‘8“8 ""’:";"I‘"Il
) ““‘3\::‘\\ (SIS 000K ;:'z;';l';'g;'"”:
N O o000 000000090 0900y 0 0y 0,001, sy et
SRS
NRIRIIASY : SN XXX ORI 777
. gl

RO%
0

7

Wl X
i KT
onlenlter s tar A

ol it

R
R RS
IR RRALLALL
R RRRRRRRRRRtrL
RHrss 2 % 7
_Ttteerxk R
R R

RS

Niveauflachen, Bsp. b, mit aquidistantem c
T

Abbildung 7.1: Graph (oben) und Niveaufliichen von f(z,y) = 2% + y?
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Graph, Bsp. ¢

AN
RGN
’7”//53’73'3':"3‘0%:':‘.’:\':“‘“‘““
/////I;II"O"NO‘O‘O 0

f
O

f(x.y)

7=

7
iy
il
o
TR
IR

7
2

iy

(TN

Peofutiiitiog

SRR
\H‘

77

Niveauflachen, Bsp. c, mit aquidistantem c

151 b

0.5 B

-15+ N

-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

Abbildung 7.2: Graph (oben) und Niveaufliichen von f(z,y) = exp(—2? — y?)
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Graph, Bsp. d

35

25

f(xy)

Sy N\
RN
00 XSS SN
T

55k
755

77
/Il/lf(l

Niveauflachen, Bsp. d, mit aquidistantem ¢
T T

Abbildung 7.3: Graph (oben) und Niveauflichen von f(z,y) = /1 — 22 — 32
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hierbei eine obere Halbkugel dar (da mit z = f(x,y) gilt: 2 > 0 und 22 + 3% + 22 =
22+ 1% + (1 — 22 —y?) = 1). Die Niveaufliichen bestimmt man wie folgt (auch hier machen
nur nicht-negative Niveaus ¢ Sinn):

flzy) = ¢
@1—x2—y2 =
@yQ = 1—22-¢

Sy = *V1-—122—2

Die Aquivalenzen sind iibrigens nur unter der Primisse ¢ > 0 giiltig. Warum?! Die
Eischrankungen fiir  und ¢ ergeben sich hierbei dadurch, dass der Radikand (also der Wert
unter der Wurzel) nicht-negativ sein muss: 1 — 22 — ¢ > 0 ist dquivalent zu 1 — ¢? > 22,
so dass |z| < V1 — ¢? gelten muss. Ferner ist (0 <)c < 1 erforderlich, da sonst kein Wert
mehr fiir x moglich wére.

e) Die Funktion f : R? — R mit f(z,y) := 2> — 32 hat Niveauflichen, die gegeben sind durch
Byt =cey=+y23—c,

wobei z° > ¢ die Werte von z einschrinkt. Hier sind nun alle ¢ € R als Niveaus moglich.
Der Graph und die Niveauflichen von f sind in Abbildung 7.4 dargestellt.

f) Die Funktion f:R3\ {0} — R? mit

f(z) = —’ymM'W :

konstant

xz,

die die Gravitationskraft beschreibt, die ein (grofier) Korper der Masse M mit Schwerpunkt
im Nullpunkt auf einen (kleinen) Kérper der Masse m am Ort z € R?\ {0} ausiibt (siche
auch Abbildung 7.5), ist ein Beispiel fiir ein Vektorfeld (Kraftfeld).

g) Die Corioliskraft und die Coulombkraft sind weitere Beispiele fiir Vektorfelder.

h) Die lokalen Orthonormalsysteme e”, e¥, e!, die wir schon kennen gelernt haben, sind eben-
falls Beispiele fiir Vektorfelder.

&

'Das Quadrieren der Anfangsgleichung ist im Allgemeinen keine Aquivalenzumformung. Nur weil beide Seiten
vor dem Quadrieren nicht-negativ sind, ist dies erlaubt. Das Endresultat wiirde das Einsetzen von negativen c
erlauben, jedoch wére fiir diese die Gleichung f(z,y) = c falsch.
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Graph, Bsp. e

s
Lier

SR
a0y
eyl

f(x.y)

5%
PR
s
55,
% 21773000,

A
v
RIS

-4 _
y 4 «

Niveauflachen, Bsp. e, mit aquidistantem ¢
10 T T T

-2 -1 0 1 2 3 4

Abbildung 7.4: Graph (oben) und Niveauflichen von f(z,y) = 2° — y?
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X

£(X)
-
0

Abbildung 7.5: (Qualitative) Veranschaulichung der Gravitationskraft: Die Kraft wirkt entge-
gengesetzt des Ortsvektors, d.h. f(x) zeigt in Richtung von (—x).

7.2 Konvergenz und Stetigkeit

Definition 7.2.1 Sei (x(k))k eine Folge im R", d.h. 2¥) € R™ fiir alle k € N. Die Folge heifit
konvergent gegen den Vektor £ € R™, wenn folgendes gilt:

lim Hx(k) — f” = 0.

k—oo

Eine Folge von Vektoren konvergiert also gegen einen Vektor, wenn der Abstand der Folgeglie-
der zum Limes-Vektor gegen Null geht. Damit ist die Konvergenz von vektoriellen Folgen auf
die Konvergenz von skalaren Folgen zuriickgefiihrt worden. Das folgende Kriterium stellt eine
weitere, sehr hilfreiche Beziehung her.

Satz 7.2.2 FEine Folge (a:(k))k im R™ konvergiert genau dann gegen & € R™, wenn alle Kompo-
nenten von z¥) gegen die von & konvergieren. Kurz:

2 — & & oz — LVi=1...,n

Beispiel 7.2.3 Es gilt

1
=5 . 0
— — 00
e " — 01,
1\ k
(1+%) €
k _1.2 k k—
dak%rllo?O,ek =20, 1+ p)F e &
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Definition 7.2.4 Sei D C R" und x € D. Eine Funktion f : D — R* heifit stetig in x, wenn
limy, ., f(y) = f(x) gilt. f heifst stetig, wenn f stetig in allen x € D ist.

Das ist formal genau die gleiche Definition wie im skalaren Fall der Stetigkeit, nur dass nun
Vektoren konvergieren. Was das bedeutet, haben wir gerade zuvor kennen gelernt. Beachten Sie,
dass nicht nur bei f(y) — f(x) eine vektorielle Konvergenz vorliegt, sondern auch bei y — z. Das
macht einen enormen Unterschied gegeniiber einem eindimensionalen Grenziibergang y — x, wie
das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 7.2.5 Sei f: R? — R definiert durch

_ | wE (2y) #(0,0)
fen={ =7 0T o

i
il
S

f(x.y)

il
i
S

! W
il
“"“,‘,:‘t,,

i
il
R

f(x.y)
o

Abbildung 7.6: Graph einer Funktion (aus zwei verschiedenen Perspektiven), die in (0, 0) unstetig
ist

stetig. Doch was ist der Fall im Nullpunkt? Wir néhern uns zunéchst auf zwei Arten:

e auf der y-Achse: Fiir die Werte f(0,y) gilt: f(0,y) =0 9.

z—0

e auf der z-Achse: Fiir die Werte f(z,0) gilt: f(z,0) =0— 0.
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Das sind aber noch lange nicht alle Moglichkeiten, wie (z,y) gegen (0,0) streben kann. Beispiels-
weise kann man auch auf der Diagonalen (¢,¢) mit t — 0 dem Nullpunkt ndher kommen. Dann
gilt jedoch:
t2 101
tt)=——— =-"28 2,
=57 =5 3
Also existiert der Grenzwert lim(, )00y f(7,y) gar nicht, da nicht bei allen erdenklichen
Anniherungen das gleiche Resultat entsteht (siehe auch Abbildung 7.7). Ubrigens bekommt
man auf den Wegen (—t,t) mit ¢ — 0 bzw. (¢,2t) mit ¢ — 0 noch weitere andere Resultate.
Welche??
Somit ist f unstetig in (0, 0). <&

y y y y y

Abbildung 7.7: Im Grenziibergang (z,y) — (0,0) miissen alle Moglichkeiten, sich dem Nullpunkt
zu néhern, beriicksichtigt werden, so z.B. (von links nach rechts) (0,y) mit y — 0, (2,0) mit
x — 0, (t,t) mit ¢t — 0 und (—t,¢) mit t — 0 sowie jede andere erdenkliche Art (z.B. ganz rechts)

Satz 7.2.6 Folgende Funktionen sind stetig in ithrem Definitionsbereich.:

a) Vektorfelder, deren Komponenten alle stetig sind (also f1(x1,...,2n) ooy fin (1, ., 2n)
stetig = f (z1,...,xy,) stetig)

b) Polynome
c) Zusammensetzungen stetiger Funktionen
d) f:R*" =R, x|z

Also sind z.B. die folgenden Funktionen stetig:

o f(x1,72,73) = 2323 + 23 + 2373 + v17973, da Polynom in z1, 29, 73

2
g . (4
7 "Mzq T — RIS U\
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g
o f(x1,22) = e”?

\/3:%4-:13%

o fla,y)=sin(2* +y7) (Z sin (H( ; )

wegen a), b) und d)

))
(%)

2 2

(7)

— — sin
stetig wegen c stetig wegen c
T .
oder: — 2+ y2 — sSin (:132 + y2)
Yy stetig wegen b stetig wegen c

Definition 7.2.7 (topologische Grundbegriffe) Sei M C R™.

a) M heifit abgeschlossen, wenn gilt: Ist (:E(k))k eine Folge in M, die gegen & € R™ kon-
vergiert, so ist £ € M (d.h. Grenzwerte von Folgen in M kénnen nicht auferhalb von M
liegen).

b) M heifit beschrinkt, wenn es ein R > 0 gibt, so dass
M c Kr(0) :={x € R"|||z|| < R}
(d.h.Vx e M : ||z|| < R).

c) M heifit offen, wenn zu jedem x € M eine Kugel K. (x) existiert, die ganz in M liegt
(e >0), wobei
Ke(x) :={y e R"|[lx —yll <e}.

Beispiel 7.2.8

a) Kr(y) = {x € R"||Jz —y|| < R} “offene Kugel mit Radius R und Zentrum y”. Diese
Menge ist

— beschrénkt: Kg(y) C Kpgy|y(0). Beweis: Sei z € M := Kg(y) = ||z|| = ||z —y +
yll < llz =yl + llyll < B+ lyll-
1-1
. k
— nicht abgeschlossen: z.B. 2(*) .=y + R ) e M(k>1),da
0

1-4
0

[® —y|| = ||R : R(1-¢) <R,
0



234 KAPITEL 7. DIFFERENTIALRECHNUNG FUR MEHRERE VERANDERLICHE

aber
1
0
z®) WY +R| .| =£
0
und
1
0
lE—yl=|R| . [[|=R= ¢=1limp_oa® ¢ M.
0
— offen: Zu z € M sei e(z) := w = K.(y)(z) € M, denn: Wenn z € K (,(z),
dann gilt
<R
Rl -yl R+lz -yl
r—y T—y
o=yl <z =l + o -yl < & = By ye gy = Bl 0l g

= z€ Kp(ly) =M

b) Kgr(y) = {z € R"|||z — y|| < R} “abgeschlossene Kugel mit Radius R und Zentrum y”.
Diese Menge ist

— beschrénkt: Es gilt Kr(y) C Kpy+1(0) (Hauptsache etwas Positives zu R + ||y||
addieren), denn x € Kr(y) = |z < R+ |yl < R+ |yl +1

— abgeschlossen: Sei z(¥) — ¢ mit () ¢ Kg(y), zu zeigen: £ € Kr(y). Dies geht
wie folgt:
T O N R

da z®) € Kgr(y)
(auf beiden Seiten) k — oo:

€=yl <0+ R = £ € Kr(y)

— nicht offen: z.B. y + Re' € Kg(y) | ||y + Re' —y|| = =R,

aber K. (y+ Re') ¢ Kr(y) Ve >0
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c) Sei M := { < (1) > +A < f >‘ A€ R} eine Gerade im R?. Diese Menge ist

— unbeschriankt:

H(é) < )H JOTDE T2 = VTN = V5 )

kann beliebig grofl werden, da A € R frei gewahlt werden kann.

— abgeschlossen: Sei (:E("))n eine Folge in M, d.h. jedes (™ hat die Form

(1) ()

mit geeignetem A,.
Gilt: (™ — ¢, so gilt komponentenweise 1+2X\, — &1, An — &2 (= (\,) konvergent)
= g =limpeo(1420) =142 limp s Ay = 1+ 26

Grenzwertsitze

T () (1) e

Satz 7.2.9 Sei M C R™ abgeschlossen und beschrinkt (< :kompakt) und f : M — R ein
stetiges Skalarfeld. Dann gilt:

&

e Das Bild f(M) C R ist beschrinkt, d.h. 3R > 0, so dass f(M) C Kr(0) =] — R, R], d.h.
—R< f(z)<RVYze M.

o f nimmt Minimum und Maximum auf M an:

Jy,ze M: f(y) < f(z)< f(z) VezeM.

7.3 Partielle und totale Ableitung

Definition 7.3.1 Sei D C R" offen und f : D — R eine Funktion. f heifit im Punkt z° =

(29,...,20) € D nach z; (j € {1,...,n} fest) partiell differenzierbar, falls der Grenzwert

0 0 0 0 0
y f(:nl,..., T 1,:13 + h, 29 Tiiq,- ..,:En>—f(a:l,...,xj,...,ajn)
im

h—0 h

of 9 0 0
= @) = g 1) = (@)

existiert. Der Ausdruck aanj (xo) heifit partielle Ableitung von f nach x; im Punkt 2°. (Also:
alle anderen Variablen festhalten und nur nach x; ableiten wie im 1D-Fall.)
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Entsprechend hohere Ableitungen:

f _ 9 (9f\_. _
dr;dxy ~ O (8—%> = Jrg <_ (ij)%)
of

Wenn f in ganz D partiell nach x; differenzierbar ist, entsteht eine neue Funktion: 5a; D — R.

Wenn Sie die Definition der partiellen Ableitung, also der Ableitung nach einer Variablen, mit der
Ableitung im eindimensionalen Fall (Definition 5.1.1) vergleichen, dann werden Sie feststellen,
dass man im Grunde einfach so tut, als wéren alle anderen Variablen konstant und die Funktion
hinge nur von der einen Variablen ab. Damit funktioniert partielles Differenzieren nach z; so,
dass man alle Variablen, die nicht z; sind, als konstant behandelt und dann schlichtweg eine
1D-Ableitung bzgl. der Variablen z; berechnet. Sehen wir uns hierzu ein paar Beispiele an.

Beispiel 7.3.2 Wir berechnen einige partielle Ableitungen.

a) Sei f(x1,x2,x3) := 2wy + 21 sinxg + 25°. Dann gilt

0

8—:1{1 (x1,22,23) = 2x122 +sinxz +0,

0

8—w($17$27$3) = 2240+ az2587"

0 9

8—%(331712,%3) = 04+ cosx3+8—$3 (e%l“?)

= xjcosxy 4 P3N gy
= x1cosx3+ x5° Inwg,
wobei x3$§3_1 := 0 fiir z3 = 2 = 0 gesetzt wird.
b) Sei f(z,y) := % fiir (x,y) € R2\ {(#,0)|Z € R} (d.h. die 2-Achse wird herausgenommen).
Dann gilt

of 1

8_33(337?4) = y ,

of T

8_y(337y) = - ? s

0°f o 9 8 (1

W(%y) = %%f(x,y)_%<§> =0,
o°f a9 o ( 1
8x8y<$’y) = % 8_y f(x,y) a_x (— ?> = _? ,
0* f 0 0 o (1 1
dyOx (z,y) = 8_y B f(z,y) a—y <§> = — ? ,

O*f 0 0 0 T T
8—y2($ay) = 8_y8_yf(x’y) 8_y<_?>_2ﬁ
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Definition 7.3.3 Sei f: D — R, D C R" offen, in 2° € D nach allen Variablen (d.h. in allen
Kombinationen) zweimal differenzierbar. Dann heifit die Matrix

0% f
0y ._ 0
Hy (27) := <a$iaxj (@ )>m=1,---,”

Hesse-Matriz (engl.: Hessian) von f in zV.

Die Hesse-Matrix besteht also aus allen n? Ableitungen zweiter Ordnung der Funktion f.

Beispiel 7.3.4 Aus dem vorherigen Beispiel lesen wir ab, dass die Hesse-Matrix von f(z,y) :=
g gegeben ist durch

fiir alle x € R und alle y € R\ {0}. &

In diesem Beispiel scheint es egal zu sein, ob man zuerst nach z und dann y ableitet oder ob
man in der umgekehrten Reihenfolge differenziert. In der Tat gilt dies immer, zumindest wenn
die Funktion zweimal stetig differenzierbar ist.

Definition 7.3.5 Sei D C R" offen. f : D — R heifit in D nach x; stetig differenzierbar,

wenn ngj i ganz D existiert und stetig ist.

f in ganz D nach allen Variablen

C®(D) = {f:D—R| in allen Kombinationen (mindestens)
k-mal stetig differenzierbar.
C(D) = COD):={f:D—R| f stetig}

Satz 7.3.6 (Satz von Schwarz) Sei D C R™ offen und f € C?)(D). Dann sind die Differen-
tiationsreihenfolgen vertauschbar, d.h.
*f *f

- Vi, jeq{l,... n D
Oz;0x;  Ox;0x; i,j €{l,...,n} n

d.h. Hy ist symmetrisch.

Fiir die Definition der totalen Ableitung brauchen wir erst noch eine Notation.



238 KAPITEL 7. DIFFERENTIALRECHNUNG FUR MEHRERE VERANDERLICHE

Definition 7.3.7 (Landau-Symbol) Seien f,g,h: D — R Funktionen und 2° € D, D C R"
offen. Man schreibt

“f(x) = g(x) +o(h(x)) firx — 2°7  (kleines o)

wenn

g
Jm T T ()

(d.h. g approzimiert f mit einem Fehler hichstens der Ordnung h(x) in der Nihe von x°).

Beispiel 7.3.8 Es gilt sinz = x+o0(2?) fiir # — 0 (hier: n = 1). Um dies nachzuweisen, miissen

wir den Grenzwert )
sinz —x

lim 5

z—0 xT

berechnen. Dies geht mit der Regel von de I’Hospital:

cosr—1 —0

2x -0’
noch mal: )
—sinzx 0
—
2

also )

lim sin :132— T 0.

z—0 x
daher:

sinx = :E—I—O(:E2) fiir x — 0.
Denken Sie an die Potenzreihe des Sinus:

i Logy L5y
STy =r — =& — T —
6 120

<&

Definition 7.3.9 Sei D C R" offen und 2° € D. f: D — R heifst in 2° total differenzierbar
(differenzierbar, linear approzimierbar), falls ein Vektor a € R™ existiert (der von z° abhdingt),
so dass

f (2% +h) = f(«°) + {a,h) +o(|hl))  firh—0

gilt. Wir schreiben Df(z°) := f'(z%) := a und nennen dies die totale Ableitung/das totale

Differential von f in «°.
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Der folgende Satz liefert grundlegende Zusammenhénge zwischen Stetigkeit sowie partieller und
totaler Differenzierbarkeit.

Satz 7.3.10 Sei D C R™ offen und f : D — R in z° € D total differenzierbar. Dann gilt:
a) f st in 20 stetig.

b) f st in x° nach allen Variablen partiell differenzierbar und

f! (3:0) = <8_f (3:0) 8_f (ZEO)> =: grad f (:EO) =V/f (3:0) “nabla”

01 T Oy,

Man nennt grad f(z°) den Gradienten von f in x°.

Beispiel 7.3.11 Die Funktion f(z,y,z2) := ey’ — = ¢ . ¢¥" — 7 hat die totale Ableitung

fl(zy,2) = (ewﬂ, 2ye” Y’ —1) -

Bemerkung 7.3.12

a) Firn =1 ist dies altbekannt:

/ 0\ _ 13
f(@) = Jim h
Damit gilt:
0 _ 0\ _ ¢/ (.0
PGB FG0) - f )
h h—0
und folglich

f@®+n)=f(@E@°)+f (2°)h+o(h) firh—0(h— 0<% |[h]—0).

Denken Sie daran, dass
y=7F@a")+f (@) (@ —a)
die Tangente an den Graphen in (2%, f(z°)) beschreibt, siehe Abbildung 7.8.

b) Sehen wir uns nun den Fall n =2 an. Grob ausgedriickt gilt:

f (a:o + h) ~ f (xo) + <f' (a:o) ,h> fiir h nahe bei 0
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Die rechte Seite beschreibt hier die Tangentialebene an den Graphen von f in (20, f(z9)):

z:f(xo)—kﬁ(xo) h —i—ﬁ(wo)-hg

axl o 8%2

Die Parameterdarstellung dieser Ebene ist

By 1 0
9 + hy 0 + ho 1
f (2% o (a°) g (a°)

siehe Abbildung 7.8. Der Approximationsfehler, d.h. der Abstand der Ebene vom Graphen,
ist dabei (punktweise) hichstens von der Ordnung

\/ h1? + ho?.

Man kann bei der Darstellung der Tangentialebene auch hj = v — x?, 7 = 1,2, schreiben.

Definition 7.3.13

a) Vektorwertige Funktionen werden komponentenweise partiell differenziert, d.h. fir f :

Ji(z)
D—-R" |z— : , D CR" offen, ist
fm(z)
()
o oy |
al’j ' ’

Ofm (10
aa (2Y)
falls die einzelnen m skalaren Ableitungen existieren.

b) Sei D C R"™ offen und 2° € D. f: D — R™ ist in 2° total differenzierbar, wenn eine
Matriz A € R™*"™ existiert, so dass

£ (2°+h) = (f (=) + An)|| = o(||hl])  firh—0
gilt. Beachten Sie, dass Ah eine Matriz- Vektor-Multiplikation ist. Man schreibt
f (:L'O) =A=Df (3:0) .

Satz 7.3.14 (Variante von Satz 7.3.10 fiir vektorwertige Funktionen) Sei D C R" of-
fen und f : D — R™ in 20 € D total differenzierbar. Dann gilt:
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Abbildung 7.8: Tangente an den Graphen von f(x) = —z% in 2° = 1 (oben) und Tangentialebene
an den Graphen von f(z,y) = —2? — 42 in (2°,°) = (1,2.5) (unten).
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a) f ist in 20 stetig.

b) f ist in z° nach allen Variablen partiell differenzierbar und

of; g @) g ()
f@) = <8x; (:CO))H vvvvv n | |
j=1,...,n %T (JL'O) e gﬁ‘:’; (IBO)

grad f1 (a:o)
(L) gbw)-|
ox1 Oxy,

Man nennt diese Matriz die Jacobi-Matriz (engl.: Jacobian matriz).

grad fm (xo)

Beispiel 7.3.15 Die Beziehung zwischen kartesischen Koordinaten und Polarkoordinaten stellt

ein Vektorfeld dar:
rsind cos @

fr,9,0) = rsindsing
r cos ¥

Die zugehorige Jacobi-Matrix ist:

sintcosp rcostvcosp —rsindsing
f'(r,9,¢) = | sind¥sing rcos¥sing 7sindcosp
cos —rsin 0

Fiir spéter berechnen wir noch die Determinante der Jacobi-Matrix (Jacobi-Determinante, engl.:
Jacobian):

det f'(r,9,9) = —rsindsinep- (—r sin? ¥sin ¢ — r cos® ¥ sin cp)
—rsin cos ¢ - (—r sin? ¥ cos ¢ — 1 cos? ¥ cos cp)
= —rsind(sing - (—rsing) + cosp - (—rcosp))

= r2sind

Anwendung: mehrdimensionale Substitutionsregel
z.B.: Integration iiber Kugelvolumen

T
vy / o(z) dz Newton’sches Gravitationspotential
Erde ‘.Z' - y‘
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Definition 7.3.16 Sei D C R" offen und k € N.
c®) (D,R™) = {f :D—R™ ‘alle Komponenten f; € C*)(D) (i =1, ,m)}
(beachte: c® (D,R) =: C(k)(D))
Satz 7.3.17 Sei D C R" offen. Ist f € C(l)(D,Rm), so ist f total differenzierbar.

Satz 7.3.18 (Kettenregel) Seien D C R™ offen, f € CD(D,R™), g € CO(f(D),R?), f(D)
offen in R™ und 2° € D. Dann ist go f : D — RP in 20 differenzierbar und

D(go f) (2") = (go /) (+°) = ¢ (f (=) - /' (2")
Beachten Sie: Hier liegt die Multiplikation zweier Jacobi-Matrizen vor!!

g’(f(wo)):pxm
f’(wo):mxn

Beispiel 7.3.19

z r cos
g:R* =R f: D—R3 D=R*"x]0,n[x]0,2x].
Ableitung in kartesischen Koordinaten:

. o x 7’81.11190984,0 .
a) Sei g(x,y,z) =e V== | y | =| rsindsing | =: f(r,9,¢) (Polarkoordinaten),

g/(ﬂj, Y, Z) = e—xz—yz—zz(_2x’ _23/, _2Z)
Ableitung in Polarkoordinaten, d.h. Ableitung von

9(z(r,9,0),y(r,9,9), 2(r, 9, 0)) = (go f)(r, 9, ) = h(r,9,¢) :

1. Weg: Kettenregel

W (r,d,¢) =g (x(r,9,¢),y(r,9,¢),2(r,9,¢)) - f'(r,9,¢)

cos U —rsind 0

= <e—x2—y2—z2(—2gp, -2y, —2z)) ( 2(r, 9, ¢)

=e—r? (=27 sin ¥ cos @,—2r sin ¥ sin ¢, —2r cos ¥)

sincosp rcostvcosp —rsindsing
) sindsing rcosdsing rsindcosp

|



244 KAPITEL 7. DIFFERENTIALRECHNUNG FUR MEHRERE VERANDERLICHE

—r2

= e (—27‘ sin? ¥ cos? ¢ — 2r sin? ¥sin? ¢ — 2r cos® ¥,
—2r? sin ¥ cos ¥ cos? ¢ — 2r? sin ¥ cos ¥ sin? ¢ + 212 sin ¥ cos U,
+2r2 sin? 9 sin ¢ cos ¢ — 21 sin? ¥ sin ¢ cos gp)

= (—2r,0,0)

2. Weg: Zuerst neue Koordinaten einsetzen, dann differenzieren.

(90 )b 0) =, (g0 f)(rv,9) = (7 - (=2r),0,0)

Dies ist in diesem Beispiel einfacher.

b) Gegeben seien ein Kraftfeld

g() = —vi— (@ —y), zeR*\{y}
[z —y|?
cost
(Gravitationskraft der Punktmasse m in y) und eine Flugbahn x(¢t) = | sint |; y muss
t
hierbei so liegen, dass x(t) # y Vt (sonst ist g(x(¢)) nicht definiert). Dann ist
d

7 9@®) = g' () - 2 (1)

die Ableitung léngs der Bahn.

g@ =7
o) = oy e
3 _%
= —ym (Z(%—%)) (i — i)
k=1

[ SV

:% (i (@r—wr)?)

_3
2

& )
—m (Z (zk — yk)2> e (zi — vi)
J

k=1 R ,
{ 0, i#j

=0655= . .

1, 1=

Kronecker-Delta (vgl. Def. 2.4.14)
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= ¢ (z) =3ym|z —y| (= —y)(—y)" —ym|z —yl| *Es

(x und y als Spaltenvektoren).

Ferner ist
—sint
7' (t) = cos t
1

Also erhalten wir

d cost - cost cost T

—g(z(t)) = |[3ym sint | —y sint | —y sint | —y

dt

t t t
cost -3 —sint
—ym sint | —y FEs cost
t 1
cost -5 cost
= 3ym sint | —y sint | —y
t t

—sint
—costsint—l—sintcost+t—<y, cost >

1
cost B —sint
—ym sint | —y cost
t 1

<&

Definition 7.3.20 Seien D C R" offen, 2° € D und v € R™ mit ||v|| = 1. f: D — R heifit in
20 in Richtung v differenzierbar, falls

_f@ ) —f(2%) _ of
1&% t o (xo)

(teR)

existiert. % heifit Richtungsableitung von f in Richtung v.

% (2°) ist die Anderung der Funktionswerte von f bei 2° in Richtung v. gTJ; (20) ist hierbei der

Spezialfall v = ¢/ (Anderung in kartesische Koordinatenrichtung).



246 KAPITEL 7. DIFFERENTIALRECHNUNG FUR MEHRERE VERANDERLICHE

Eigentlich ist das nur die Ableitung einer verketteten Funktion: Sei g(t) := f(2° + tv) mit
g:D — R, D CR. Dann gilt

9(0+h) —9(0)

/ _ .
g(0) = lim

i f(a:0+(0+h)v)—f(3:0—|—0-v)
h—0 h

0
= 2 @)

Mit der Kettenregel erhilt man somit folgendes:

gty =r (:L"O + tv) : % (ZEO + tv)
Nebenrechnung:
G(t) := 20 + tv;
0 dGZ
Git) = o} + to; (Skalarfeld!) = == (t) = v
@ Gi(D) vy
d ' '
= — G(t) - : = : =
dt .
dt G”(t) Un
= 210 = g0) = ( (4 + t0) -0) ‘ = (2°) v
g =0

Satz 7.3.21 Sei D C R” offen, 2° € D und v € R mit |[v|| = 1 sowie f € CY(D). Dann
existiert % (2°) und es gilt % (29) = (grad f(z), ).

Bemerkung 7.3.22 Aus einer Figenschaft des Fuklidischen Skalarprodukts leitet man her, dass

aof

50 (a:o) = |lgrad f (xo) |- [Jv] - cos < (gradf (xo) ,v) )

d.h. unter allen Einheitsvektoren v wird % (2%) am gropten, wenn

N oo dp e AL ()
<1(gradf(33),v) 0, dhw llgrad f («9) ||

Der Gradient gibt also stets die Richtung des steilsten Anstiegs der Funktionswerte an.
Sehen Sie sich hierzu auch Abbildung 7.9 an.
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Abbildung 7.9: Die Abbildung zeigt den Graphen der Funktion f(z,y) := 10—22 — (y—1.5)? und
zwel Richtungsvektoren in der z-y-Ebene: v = grad f(0.5,0.5)/||grad f(0.5,0.5)| = %(—1,2)

(griin) und w = %(2, 1) (rot). Der schwarze und der blaue Pfeile gehen aus v bzw. w her-
vor, indem eine z-Komponente so erginzt wird, dass die Vektoren tangential an den Graphen
liegen (Projektionen auf die Tangentialebene). Man sieht hierbei, dass im Punkt (z,y,z) =
(0.5,0.5, f(0.5,0.5)) einerseits v in die Richtung des steilsten Anstiegs zeigt und sich anderer-
seits die Funktionswerte in Richtung w nicht &ndern (es ist 3—5)(0.5, 0.5) = 0).
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7.4 Tangential-(hyper-)ebenen

1. Explizite Darstellung einer Fléche
Zunichst: (R3)
z = f(x,y), f differenzierbar. F := {(z,v, f(z,y))|(z,y) € D} Graph von f, D C R?
Definitionsbereich von f.
Tangentialebene in (x, yo, f (20, ¥0)):

z = f (wo,y0) + (grad f (zo,y0) , (* — z0,y — ¥0))

Parameterdarstellung:

i) 1 0
Yo + M 0 + ha 1 (siche oben)
[ (@o,yo) &L (0, %0) 5 (20,90

(h1 =2 —x0, ha =y — yo)
Normalenvektor: Es gilt

denn

—
(S Sl N

(70, %0) ( 1 )
(wo,90) | 0 > =0
-1 % (w0, o)
(w0, y0) 0
< (350790) ) ( 1 )> =
-1 g_;j (x()vy())

Denken Sie daran, dass V f(xg,y0) die Richtung des steilsten Anstiegs ist.
Fiir R™:

z = f(x), z € D C R* !, f differenzierbar. F := {(x, f(z)) € R"|z € D},
Tangentialebene in (20, f(2°)):

SICSRy
SR

z=1f (wo) + <gradf (wo) , T — w0>, ze RV
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Parameterdarstellung:
0
— 1 Komp. 0 = 1 i-te Komponente
anon(l);np } <f€g0)>+zhj 0 o ’
. e ‘
by
o (@)

(n — 1)-dimensionale Hyperebene in R".
Normalenvektor:
T
- ( (¥4 ) ) e R

2. Implizite Darstellung
Zunsichst: R?
f(z,y,2) =0, f differenzierbar, f: D — R, D C R?

F:=A{(z,y,2) € D|f(z,y,2) = 0}
z.B. Aquipotentialfliche: P : D — R Potentialfeld, ¢ € R fester Potentialwert.

P(ZL',y,Z) —c=0
—_———
=f(z,y,2)
(vgl. Niveaumengen)
Wir wihlen einen festen Punkt (xg, yo, z0) € F. Angenommen, die Gleichung f(z,y,z) =0

ldsst sich (zunéchst in der N#he von (29, yo, 20)) nach z auflésen, d.h. z = g(z,y) fiir (z,y, 2)
nahe bei (z9, yo, 20)-

1 0
Dann spannen nach Teil 1 die Vektoren 0 , 1 die Tangential-
a
9 (0, y0) 52 (20, Y0)

ebene auf.

Also gilt

f(z,y,9(z,y)) =0,

das heifit

h
(z,y) = f(z,y,9(z,y))
ist konstant.

Kettenregel
=

= grad h(ﬂj,y) =0 f/($7y,g($,y)) -D Y =0
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1 0
v 99 9g
ox Oy
=(21.2021)

(z,y,9(z,y))
< (@,y,9(z,y)) - 1+ Z—J;(%y,g(w,y))% (@,9),
T wgto.) + G @gte. )G @) =0 ()

T
Normalenvektor der Tangentialebene: (Vg(wo, 40)) > =n

—1
aus (7.1) mit z = w0, y = yo (= g(w0,y0) = 20):
(i)
of _of 9y
o ($07y07'20) - Oz (x()vy())ZO) o (x()vyO)
) &L (w0, 0,
= 7 (wo,p) = - (0.0, %0)
O 8L (20,0, 20)
(wenn 2L (0,0, 20) # 0)
(i)
0 0 0
_6_5 (33‘0,3/0,20) = 8_£ (x()vy()vz(]) a_ZgJ (x()vyO)
- @ (:EO yo) _ _g_g (:EO)yOsz)
gy 8L (20, Y0, 20)
1 g—; (%0, Y0, 20) .
=n = —g— | gy (@o,y0,20) | = (grad f (zo,0,20))
0= (x07y0720) % (33‘0,3/0,20)
1
v = —————— konstant .

9 (20,90, 20)

= grad f(zo, Yo, 20) Normalenvektor der Tangentialebene (unter gewissen Vorausset-
zungen).

Fiir R”: Entsprechend f(z) = 0, 2 € R"; sei 2% Losung, d.h. f(2°) = 0. grad f(z°)
Normalenvektor zur Tangentialebene in zV.
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7.5 Der Satz von Taylor fiir Skalarfelder

Definition 7.5.1 Eine Menge M C R™ heifit konvex, wenn gilt: Zu zwei beliebigen Elementen
x,ye M istz+tly—x) € M Vte[0,1] (dabei ist x + t(y — x) die Strecke von x nach y).

Satz 7.5.2 (Satz von Taylor) Sei D C R" konvex und offen, x € D und f € C®)(D,R).
Dann gilt fir alle h € R™ (fir die ||h| hinreichend klein ist, so dass x + h € D) folgende
Identitdt:

flath) = f@)+ {grad f(), )+ 5 (b Hy(@)h) + o (I1]P)

= f(@)+ (awad f@) bt 3 K (@) +o (IA2) e 1] — 0.

Bemerkung 7.5.3
a) Der Satz existiert auch fiir hohere Ordnungen.

b) Es gilt:
f(z+h) = f(x) + (grad f(x), h) + o(|[Ll])  fir [[h]] — O (7.2)

(vgl. Definition der totalen Ableitung). (7.2) ist eine Approximation 1. Grades (affin-
lineare Approzimation) an f in der Umgebung von x, d.h. fir h in der Umgebung von
0.

c) Man nennt
1 "
fl@+h) = f() + (grad f(2), h) + 5 (b, Hp(x)h) +o ([Bl[?) ~ far ] — 0
eine Approrimation 2. Grades (quadratische Approzimation) an f in der Umgebung von
x.
Zu Erinnerung: h — (h,Hg(x)h) ist eine quadratische Form.
d) Darstellung des Fehlers bei 1.-gradiger Approzimation:

gegeben: Voraussetzungen wie in Satz 7.5.2, wobei f € C@ reicht, h fest.
Dann folgt daraus: Es existiert ein T € [0,1], so dass gilt:

f(z+h) = f(z)+ (grad f(z),h) + %hTHf(x+7'h)h

(vgl. 1D-Fall).
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Beispiel 7.5.4

f(z,y) = sin (3: + y2)
grad f(z,y) = cos (2 +y”) - (1,2y) = (cos (v +y7) ,cos (z +37) 2y)
v = e (3 Bt (35

Zum Beispiel Approximation bei (x,y) = (0,0):

= hy+Ah3 fiir hy, hy nahe bei 0.

1 (10
von L (crar(1 0 o)

1
= 1- 3 h% fiir hq, ho nahe bei 0,

kﬁ
/N
B
+
=
5
N—
2

anders ausgedriickt:

. 2 T2 .. . T .
sin (x +y ) ~1— (w — 5) fiir z nahe bei 5 und y nahe bei 0.

1
2
&

Satz 7.5.5 Sei D C R" offen, 2° € D und f : D — R stetig. Ist f(2°) > 0, so existiert eine
Kugel Kr(2°) mit Radius R > 0, auf der f positiv ist:

f(z)>0 VzeKp (ZEO)

Beweis: Angenommen, die Behauptung
“IKp (:EO) mit R>0: Ve Kp (3:0) s f(x) > 07 (7.3)
ist falsch, d.h.
“VKpr (3:0) mit R>0: dxe€ Kp (mo) , f(x) <07 (anderes R, anderes x im Allgemeinen)
Insbesondere, wenn R = 2, n € N\ {0} gew#hlt wird, gilt somit

VYneN\{0} Fz2™ e Ky (2% : f(zn) <0
%,n—/

o —20]l<
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n)_>x0

n—oo

= 2l

Da f stetig ist, gilt folglich:
f@) — 1)
v nN—00 \ /
<0 >0

Die Vorzeichen fithren zu einem Widerspruch! Also gilt (7.3) doch! |

7.6 Extrema ohne Nebenbedingungen

Gegeben seien f : D — R, D C R" offen, 2° € D. Angenommen, f ist stetig differenzierbar
und hat ein lokales Extremum (Maximum oder Minimum) bei z¥, d.h. es existiert eine Kugel
Kg(2°) (R > 0), so dass

F(2°) = f@) VaeKn(a°)
(oder f (ZEO) < f(z) VzeKg (:1:0)) .
Sei g(t) := f(t,79,...,20) eine 1D-Funktion. Daraus folgt, dass g ein lokales Extremum bei z{
hat.
Mathe T (29) =0
———

:% (m?,mg,,m%)

und so weiter fiir die anderen Komponenten. Also gilt:

Satz 7.6.1 (notwendiges Kriterium, Fermat-Kriterium) Sei f : D — R stetig differen-
zierbar und lokal mazimal oder minimal in z° und D C R™ offen. Dann gilt

grad f (xo) =0.

Sei nun f € C®(D,R), grad f(z°) = 0.
Taylor: Sei h € R™ \ {0} hinreichend nahe beim Nullvektor. Dann existiert 7 € [0, 1], so dass

f(@®+R) = f (a°) + (grad f («°), ) + % (h My (20 +7h) )

quadr. Form

Die Funktion g: t — <h,Hf (ZEO + th) h> ist stetig, da f € C®, wodurch Hy stetig ist. Ange-
nommen, H f(a:o) ist positiv definit, dann folgt daraus

9(0) = (h, Hy (%) h) > 0
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Nach Satz 7.5.5 gilt: Es existiert eine Umgebung (:=Kugel) um 0, wo g positiv ist, d.h.
(h,Hy(2° + th)h) > 0,

wenn |[|th|| hinreichend nahe bei 0 ist. D.h. wenn ||A|| hinreichend klein gew&hlt wird, dann ist
auch
<h,Hf (3:0 + Th) h> >0

(denn 7 ist zwar unbekannt, aber in [0, 1]).
Somit gilt: Es gibt eine Kugel Kg(2), R > 0, so dass fiir alle y € Kr(z°) (& y = 20 + h,
|h|| < R) gilt:

fly)=1f (:EO) + “positiver Term” < f(y) > f (:EO) (fiir y # 20)
also: f ist in 2 lokal minimal.

Satz 7.6.2 (hinreichendes Kriterium) Sei f € C?(D,R), D C R" offen, 2° € D und
grad f(z%) = 0 (< 20 stationdrer Punkt von f). Dann gilt:

a) Ist Hp(z%) positiv definit, so ist f in 2° lokal minimal.
b) Ist Hy(2°) negativ definit, so ist f in 2° lokal maximal.
¢) Ist Hy(2°) indefinit, so hat f in 2° kein Extremum, sondern einen Sattelpunkt.

In allen anderen Fillen kann keine allgemeine Aussage gemacht werden.

Beispiel 7.6.3
a) Sei
flayy) =2 +y°,

dann ist '

grad f(z,y) = (2z,2y) = (0,0),
was genau dann gilt, wenn
rz=9y=0,

also ist (0,0) der einzige Kandidat. Wir berechnen die Hesse-Matrix:

Hf(l"’y):(g g)
2

H((0,0) = < 0 (2) > ist positiv definit (Eigenwerte: 2 und 2)

Daraus folgt, dass f ein Minimum bei (0, 0) hat.
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b) Sei f(z) := ||z||?, € R" (n = 2 siehe oben, n = 1: Mathe I). Es gilt also

fl@)=> a3,
j=1

so dass '
grad f(z) = (221,229, ...,22,) = 0(€ R")

< x=0.
Die Hesse-Matrix
2 0 0
0
Hy(z) = 2
: 0
0O ... ... 0 2

ist positiv definit, insbesondere bei £ = 0 = Minimum bei 2 = 0.
¢) Sei f(z) :=e " ~¥", dann gilt

2

gradf(a:,y) = <—2.Z' e’ _y27 _2y : e—x2—y2) ; (07 0)

< (—2x,-2y)=(0,0) & z=y=0
e*x2*927ﬁ0

—2e T (220t (2a) - (2)e
Hf(x,y) = _ _ % y? o—a2—y? _ 2 —a?—y?
(—2z)(—2y)e 2e + (—2y)“e

~2.140 0 2 0
Hf(0’0)2< 0 —2+0>:< 0 —2>

negativ definit (Eigenwerte -2 und -2) = Maximum
d) Sei f(x):= x3y? — z, dann gilt
grad f(z,y) = (322 — 1, 2° - 2) = (0,0)

Nach der 2. Gleichung ist 23 - 2y = 0 < x = 0 oder y = 0, woraus nach der 1. Gleichung
0—1=0 (aus z = 0 bzw. y = 0) folgt, was zum Widerspruch fiihrt. Es existiert also
kein Extremum.
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e) Sei f(x,y) :=2®+y? —x +y, dann gilt

grad f(x,y) = (3952 -1, 2y+1) = (0,0)

1 1
S o= dy)r y= =
o \/; ¥=73

6x 0
1 1 /1
Hy \/j, )= 5 0 positiv definit = Minimum
3 2 0 2
1 635 0} L defin
Hf | — 5,2 = 0 3 ) indefinit = Sattelpunkt

(Matrix A indefinit < 3 positive und negative Eigenwerte).
) @) flz,y)=a"—y
!

Srx=y=0

2
Hy(z,y) = < 12Ox _02 > , Hy(0,0) = ( 8 _02 > negativ semidefinit

(i) g(z,y) =2t +y?
Vy(z,y) = (4x3,2y) L (0,0)

S x=y=0

2
Hy(z,y) = < 12033 (2) ) , Hf(0,0) positiv semidefinit

In beiden Fillen stellen wir fest: Das hinreichende Kriterium hilft nicht weiter! D.h. es

sind andere Uberlegungen nétig.
Wir wissen jeweils: Wenn es ein Extremum gibt, dann ist es in (0, 0).
7.B.:

g: g(z,y) =2*+y* > 0Va,y € Rund g(0,0) =0 < g(z,y) Va,y €R
= ¢ hat ein Minimum in (0,0) (sogar ein globales Minimum).
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f: Betrachte (z,y) = (0,0): £(0,0) =0.
Sei K.(0,0) eine beliebig kleine Kugel um (0,0), d.h. € > 0 sei beliebig klein. Dann

gilt:
(%o) € K.(0,0) und f (%0) - % >0 = £(0,0)
(o, %) e K.(0,0) und f (%0) - —% <0 = f(0,0)

Das bedeutet: In jeder noch so kleinen Umgebung von (0,0) gibt es sowohl Werte,
die groBer als f(0,0) sind als auch Werte, die kleiner sind.
= Weder Maximum noch Minimum.

Also: Im semidefiniten Fall gibt es kein allgemeines Kriterium!

g) linear-quadratisches Problem (LQP)
1
f(z) = 5(3:, Az) + (b,z) + ¢, x€R", AeR"™" symmetrisch, b € R"”, ¢ € R.

Wir erhalten durch komponentenweise Darstellung
1 n n
flz) = 5 Za:,(Ax), + Z bix; +c
i=1 i=1
n n n
in Z Q55 + ZbeZ +c
Z i T; x]+bel+c

i,j=1

N | =

l\’)l}—t

Folglich gilt

n

0 1 0
8;;() = _Zaij<a >x]+ Zamxz a:j—l—Zb a:,+0

'J—l ,j=1

Z Qi ’Lk‘x] + 5 Z al]:EZ ik + Zb ik

Jl 1,j=1

1
= 5 Zakﬂj +5 Z aik, Ti +bp = (Az)), + by
j=1 25 o
——
=(Az)y =(Az)y

[\

l\’)l}—t
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Also ist der Gradient von f gegeben durch
(V) (z)=Az+Db

Fiir die Hesse-Matrix erhalten wir schlie3lich

0% f 0 -
axlaxk(x) = 8—M Zakjwj"i_bk

j=1

n
= Z ai;05 + 0 = ap = aj, (wegen der Symmetrie)

j=1
= Hf(x) =A
Also gilt: grad f(z) =0 < Az +b=0.
Ist A invertierbar, so ist ¥ = —A~!b einziger Kandidat, sonst ist {x € R"| Az = —b} eine

Teilmenge voller Kandidaten.

Hesse-Matrix: Ist A positiv definit (= A invertierbar): x = —A~1b Minimierer.
Ist A negativ definit (= A invertierbar): x = —A~!b Maximierer.

Ist A indefinit und invertierbar: Sattelpunkt bei x = —A~1b;

sonst: keine Aussage moglich.

7.7 Der Satz iiber implizite Funktionen

Problem: Gleichung f(z,y) = 0 gegeben, Auflésen nach y. Allgemein: x € R", y € R™, f :
R™ x R™ — R™. m Gleichungen

fl(xla"'axn7y17"'7ym) =0

fm(xlv"'axn7y17"'>ym) =0

fiir m Unbekannte y1, ..., ¥y, — nichtlineares Gleichungssystem.

Beispiel 7.7.1

a) 2 +y%—1 =0 (Gleichung der Einheitskreislinie) (hier: n = m = 1) nicht global auflosbar,
d.h. es gibt keine eindeutige Funktion g, so dass y = g(z) alle Losungen beschreibt, denn
y =+V1—x2 und y = —v1 — 22 ist moglich. Dennoch ist die Gleichung zumindest lokal
auflosbar, d.h. fiir Halbkreise.
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b) ||z||> = 1 (Einheitssphére im R?),

:1:%+:17§—|—...+:173_1+x3:1

Dem z in obiger Darstellung entspricht hier der Vektor (xi,...,x4-1), y entspricht x4
(n=d—1,m=1)
xd:i\/l—x%—x%—...—xg_l
c)
ok -l —siny, =
x1-w2e™ —y1-\/y2 = 0
(n =3, m = 2); auflosbar nach y? y; =...7 yo = ...7

Zunichst: n =m = 1.

Satz 7.7.2 (Satz iiber implizite Funktionen I) Sei D C R? offen und f € C(D,R").
Ferner sei die Losungsmenge (Niveaumenge) No = {(z,y) € D|f(x,y) = 0} nicht-leer. Ist
(zo,y0) € Ny und

g_i: (x07y0) 7é 07

dann gibt es (offene) Intervalle I C R (mit Mittelpunkt xo) und K C R (mit Mittelpunkt yo)
mit I x K C D, so dass gilt:

1. Schrinkt man die Gleichung f(x,y) =0 auf x € I, y € K ein, so gibt es eine eindeutige
CO_Aufissung, d.h. es gibt eine CY)-Funktion g : I — K, so dass y = g(x) alle Losungen
i I x K beschreibt:

flay)=0,zel,ye K & y=g(x),z €l
2. g—g(x,y)#OV(x,y)GIxK

of
/ _ _ Oz (w,9(x)) I
59w =—%c e VEE



260 KAPITEL 7. DIFFERENTIALRECHNUNG FUR MEHRERE VERANDERLICHE

Bemerkung 7.7.3

a) “f(z,y) =07 ist eine implizite Darstellung von Ny, “y = g(x)” ist eine lokale explizite
Darstellung von Ny (besser: eines Teils von Ny).

b) Dies ist nur ein hinreichendes Kriterium!

Beispiel 7.7.4 22+ y? = 1 Einheitskreisrand

flay) =2 +y* -1

0
8—£(w,y) =2y

Also: Losungen (z,y) mit y = 0, d.h. (1,0) und (—1,0) erfiillen nicht die Voraussetzungen! (=
in diesem Fall keine Aussage moglich).

Also: Sei y # 0: Ist (x9,yp) mit yp # 0 Punkt der Kreislinie, so gibt es (nach Satz 7.7.2) eine
lokale explizite Darstellung y = g(z), ndmlich:

g(z) = V1—22 wennyy>0
glx) = —vV1—22, wenn yy <O0.

Dies ist aber nur lokal mdoglich.
Z.B.: (z0,10) = (Y2, 1)

1
y=v1-—22 fﬁrye]o,i[:K
Wir bestimmen ein zugehoriges 1.

1 1
O<y<= & 0<y’<-=
2 (y>0)

4
1 3 V3
2 2
— —— 1>1- - 1 o
S 0> -y > 4<:> > y>4x<§>0 >£U>2
Das Intervall sollte laut Satz zg = @ als Zentrum haben.
ZB.:T=]2. Y5 1 1] (M5 _1> ¥3)
Fiir z € I ist g(x) € K. Somit gilt f(z,y) = 0 fiir x E]@ —1,1[ und y €]0, 5[ genau dann, wenn
y=v1-—a2
Ferner gilt:
1 T
(—2z) = ———=(beachte: x € I)
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ot (w.g(@) _ 2 .
H@o@)  Wlegwy VI-a?

vergleiche 3): —

Beachte auch: % (x,9(x)) #0 fir z e I
hier: 2y # 0, d.h. 2 V1 — 2 # 0 fiir @ €]¥5 — 1,1[.

Bemerkung 7.7.5 Beweis der Formel fiir g':
fz,9(x) =0 Vaeel, day=g(x) auf I x K

d.h. x — f(z,g(x)) ist konstant auf I.
Mit Hilfe der Kettenregel folgt daher

of
Ox

(z,g9(x)) -1+ g—; (z,9(x)) - ¢ () =0 Vael

und da g—g (x,9(x)) #0Vaz €I, ergibt sich daraus

5 (2, g(x))
/ r) = — oz
PO =0 o)

Satz 7.7.6 (Satz iiber implizite Funktionen IT) Sei D C R*xR™ offen und f € CV(D,R™).
Ist (2°,94°) € D (d.h. insbesondere 2° € R, y° € R™) Lisung von f(z°,y%) = 0 und

of

dy
———

(mxm-Jacobi-Matriz)

(«°,9%)  invertierbar,

dann ezistieren offene Kugeln U := K, (z°) C R"® und V := K,,(y°) C R™, so dass f(z,y) =0
fir (z,y) € U x V eindeutig nach y auflosbar ist. Genauer: Es existiert eine CO-Funktion
g:U —V, so dass gilt:

flz,y) =0, zeU,yeV & y=gx),rcU

Ferner ist g—g (z,y) eine requlire Matriz fir x € U, y = g(x), und

: _ (o oof
d@) = (Lwown) - L

mXxn-Jacobi-Matrix Jacobi-Matri
inverse mxm-Jacobi-Matriz MX7-Jacobr-Matrie
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Beispiel 7.7.7

2+ 42+ 22=5

N oY= () 0
2y =1 } nach (y, z) auflosbar? 7

z=...(x)

(Losung zum Beispiel (z,y, z) = (1,1,0)); d.h.

%+ 4y2 +22-5
f(ZE,y,Z)—( ZEy—l >
hier | Satz
(v,2) | vy
T T

hinreichende Bedingung:

(z,y, z) reguldr (d.h. invertierbar)

Ay, )

In diesem Beispiel ist
of {8y 2z

(9(y,z) (x,y,z)— < T 0 >
_of
Ay, )
Also: fiir alle (z,y,2) € R3, die Losungen von f(x,y,2) = 0 sind, mit x # 0 und z # 0 ist das
Gleichungssystem sicher lokal eindeutig nach (y, z) auflésbar. In den anderen Fillen (z = 0 oder
z = 0) liefert der Satz keine Aussage.

1 4
(hier: fiir x > 0 : y:—,z:j:\/5—x2—4y2:j:\/5—w2——2>.
x x

T nur lokal eindeutig &

det (x,y,2) =0—2x -2z

7.8 Extrema mit Nebenbedingungen

Beispiel 7.8.1

f(z,y,2) = ze* — xy?
Extrema ohne Nebenbedingungen: Suche (zg, 3o, 20) € R3, so dass es eine Kugel K.(xo,0,20)
gibt, so dass

f(x()?yO?ZO) < f(x7y7 z)V(w,y,z) € Ka (9507y072’0)
(bZW' f(x()?yO?ZO) > f(x7y7 z)V(w,y,z) € Ka (9507y072’0)) .
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Extrema mit Nebenbedingungen: Vergleiche nicht alle (x,y, z) € R3, sondern nur die (x,, 2), fiir
die g(x,y, z) = 0 gilt. Z.B. suche Minimum f(x,y, z) unter allen (z,y, z) auf der Einheitssphére,
d.h.

glx,y,2) =+ + 22 -1 Lo

Ansatz(?): Lose g(z,y,z) = 0 nach z auf (wenn moglich): z = h(z,y) (— Satz iiber implizite
Funktionen)

(im Beispiel: z = £4/1 — 22 — y2, also nur lokal);

minimiere f(x,y,h(z,y)) unter allen (z,y) (fiir die h(x,y) definiert ist);

im Beispiel: minimiere zeV1-%*~%* — zy? bzw. e~V 1-a2—y? _ ry? als Extremwertproblem (in
nur zwei Variablen) ohne Nebenbedingungen

— Problem wegen nicht eindeutiger Auflésung

— Extrema im Ubergangsbereich (z = 0) wiirden im Beispiel eventuell nicht erkannt oder
filschlicherweise erkannt

— also anderer Weg gefragt! O

Satz 7.8.2 (Lagrange-Multiplikator-Regel) Sei D C R™ offen, g € CO(D,R™), m < n
(weniger Bedingungen als Variablen) und f € C)(D,R). Wenn gilt:

o f isteinz® € D lokal minimal (oder mazimal) unter den Nebenbedingungen (Nb) g(z°) = 0
(m Gleichungen!), d.h.

Es existiert eine Kugel K (2) C D, ¢ > 0, so dass f(x) > f(z°)
(baw. f(z) < f(2°)) fiir alle v € K=(«°) N {¢ € D|g(¢) =0}

d.h. nur Vergleich mit den Lésungen von g =0

und
e ¢ (2°) hat den (mazimalen) Rang m,

dann gilt:
Es ezistiert ein Vektor \0 = (\9,...,)0)) € R™ (genannt Lagrange-Multiplikator) derart,
dass die Lagrange-Funktion

L(z,\) = f(2) + (A g(2)) = f(2) + D Njgj(«)
j=1

in (20, \Y) stationdr ist, d.h.
grad L (xo, )\0) =0,
d.h.
oL
8:Ej

(3:0,/\0) =0Vj=1,...,n und OOTL (3:0,/\0) =0Vj=1,...,m
J
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Beispiel 7.8.3

a) f(z1,22) = 227 + 22122 + 23 (Z $T< i 1 >~”C>

(i) freies Extremwertproblem (d.h. Extremwertproblem ohne Nebenbedingungen):

grad f (z1,22) =0 & (41 + 229,221 + 222) =0 & 21 =29 =0
4 2
Hf ($17$2) - ( 2 92 >

Hauptminoren

1.4>0
2.4-2-2-2>0= Hy(0,0) ist positiv definit = (0, 0) lokaler Minimierer von f.

Es gibt kein weiteres freies Extremum, insbesondere kein Maximum.

ii) Extremum unter der Nebenbedingung x? + 23 = 1 (also: m =1
1 2

g(z1,29) == 2] + 235 — 1; ¢/ (2) = (271, 222)

Es gilt:
tkg'(r) =1 & 21 =0 oder x5 =0
Lagrangefunktion:
L(z,\) = 2a%+2z20+ 23+ A (2] + 23— 1)
L
37 (z,A) = 4z +2x9 + 2A1q L0 e 24+ Nz +22=0 (7.4)
1
oL !
pr. (z,A) = 2214219 +2 22 =0 < 21 =—(14+ N)zo (7.5)
oL 2 2 ! . . .
N (r,A) = z7+4+25—1=0 (Das ist die Nebenbedingung!) (7.6)

(7.5) in (7.4):
C+AN[-A+Nz2]+22=0< =24+ N1+ Naxa+22=0

1. Moglichkeit: 9 = 0 (?5) z1 = 0 = Widerspruch zu (7.6) (und zu rk¢'(z) = 1)

also nur: 2. Méglichkeit: (2+A)(1+X) =1 2+3XA+ A2 =1

3

2

9 4 3
R
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Zuriick zu (7.5):

r1=—(14+Nag = 22 = (1 +\)2%22 & 22 =23 + 2223 + \2a3

Beachten Sie, dass bei dem “="-Schritt keine Aquivalenz vorliegt.
Mit (7.6) (22 =1 — 23):

1—23 = o3+2\23 + N3
& (2+20+ M) 23=1
N——
=1+(141)2>0
Also:

_1
zg = 1+ (1+N)?%)

(7.5) 14+ A

= T = F

=

1+ (1+XN)?)

Es gibt somit 4 Kandidaten:

[N
[N

),( LM = (T4 (L4 A)%)”

(1+(1+A1)2)

1+ - 1+ _
(— s (L4 (14 22)%) )( .~ (1 (14 A)?) )
(14 (1+X9)%) (14 (1+X2)%)2
Wegen obigem nicht-dAquivalenten Schritts ist ein Test notwendig, d.h. setze alle (z1,z2))-

Paare in (7.4) - (7.6) ein. Ergebnis: alle vier sind in Ordnung. = 4 Kandidaten fiir Extrema
mit Nebenbedingung. Wir berechnen nun die Funktionswerte.

[SIE
[SIE

(— ! L+ (L4 A)%)
(1+(1+A1)?)

N[=
N[=

1. Sowohl fiir
1+ )\

(z1,22) = (-
(T+(1+M)?)

(141 +>\1)2)_%)

D=

als auch fiir
1+ XM

(xl,xg): < l,—(1+(1+)\1)2)_é>
(14 (14 A)?)2

hat f den gleichen Wert (wie man f leicht ansieht). Es gilt

f (l’l,l’Q) [ 2, 17
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2. Analog hat f fiir

(xl,:cg):<— L+ ,(1+(1+A2)2)‘%)
(1+ (14 X2)?)

=

und
1+ X

(z1,22) = <
(1+ (1 + A2)?)
den gleichen Wert. Es ist

=

1+ +A2)2)_%>

f (:El,l‘Q) [ 2, 62

siehe Satz 7.2.9 (!): Kreis K := {x € R?|g(x) = 0} kompakt, f stetig = f hat Maximum
und Minimum auf K. = Das miissen sie sein!!!

allgemein: f(z) := 2T Az, 2 € R, A € R™" symmetrisch. Nebenbedingung: g(z) := 1 —
||| L0 (also m = 1). (Anwendung: z.B. nTSn, ||n|| = 1, Normalspannung eines elastisch
belasteten Korpers, S Spannungstensor, in welche Richtung n ist die Normalspannung
maximal/minimal?)

- 0
glx) =1-— Zx? = a—g;qk (r) = =27 = ¢'(z) = -2z
j=1

Rg g () =1 < mindestens eine Komponente von x ist # 0. Dies ist auf der Losungsmenge,
d.h. fiir x mit ||z|| = 1, stets erfiillt.
Lagrange-Funktion: L(z,\) := 2T Az + X - (1 — ||z[|?)

oL

— = 2(Azx); (=2
g @) = 20da); + - (22))
oL )
oy @N) = 1-al
d.h. '
d Lz, \) = 2(42)T —2x2T, 1 — ||z)|?) = ( 0,...,0
grad o ) L(w, \) = (2(40)T = 20™,1 — []?) = ( )

n Komponenten n + 1 Komponenten

Hierbei bedeutet grad (, ), dass betont werden soll, dass beziiglich x und beziiglich A ab-
geleitet wird.

erste n Gleichungen: Az = Ax Eigenwertproblem!

(n 4 1)-te Gleichung: ||z| = 1.

Also: Die Kandidaten sind genau die Eigenvektoren mit Norm 1 (“normierter Eigenvek-
tor”). Die zugehorigen Eigenwerte sind die entsprechenden Lagrangemultiplikatoren. (Zur
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Anwendung: Die Eigenvektoren sind die Hauptspannungsrichtungen von S.)
Hauptachsentransformation: Es existiert eine ONB von Eigenvektoren vy, . . ., v,; zugehori-
ge Eigenwerte Aq,...,\, (da A symmetrisch).

Sei v ein normierter Eigenvektor zum Eigenwert A. Dann gilt

f(v) = v Av = vT (M) = oTw = \v||? = A

Da die Einheitssphére im R"™ ({z | g(z) = 0}) kompakt ist und f stetig ist, folgt nach Satz
7.2.9: Es existiert ein Maximum und ein Minimum. Daraus folgt: Normierte Eigenvektoren
zum grofiten Eigenwert liefern ein Maximum unter der Nebenbedingung g(z) = 0. Normier-
te Eigenvektoren zum kleinsten Eigenwert liefern ein Minimum unter der Nebenbedingung

g(z) =0.

<&

Bemerkung 7.8.4 Ist g : R™ — R stetig, so ist Ny := {x € R"|g(z) = 0} abgeschlossen, d.h.
ist Ny beschrinkt, so ist Ny kompakt.

(Z.B. Einheitssphire: g (z,y,2) = 22 + 3% + 22 — 1)

7.9 div, grad, rot & Co KG

Definition 7.9.1 Sei D C R™ offen und f : D — R" (gleiche Dimension!) in z° € D differen-
zierbar. Dann heifit

div f (xo) = z": g—ffj (330) (Z Spur f’ (330))

j=1

Divergenz von f in z°.

Definition 7.9.2 Sei D C R? offen und f : D — R3 (auf beiden Seiten R3!) in 2° € D
differenzierbar. Dann heifit

e 5 (o) = s o o)
rot f (27) = | 5% fi () — 52 f3 ()

3%1 f2 (2%) — 6%2 f1 (29)

Rotation von f in z° (englisch: curl f).
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Definition 7.9.3 Sei D C R” offen und F : D — R in 2° € D zweimal differenzierbar. Dann
set

AF(JL‘O) = '” a—%F(:p% (: Spur Hp (:EO)).

A heifit Laplace-Operator.
Fiir Vektorfelder f : D — R™ (in 2° 2weimal differenzierbar) definieren wir komponentenweise:

A fi (29)
Af (:L'O) = :
A f (29)

Wir kennen schon: F : D — R, D C R"™ offen, in 2° € D differenzierbar,

0 0
grad F' := <8—xlF”8—an>

heiffit Gradient von F'.

Bemerkung 7.9.4 (Nabla-Notation) Wir schreiben

0
dz1
V= : (d.h. hier ist V F' ein Spaltenvektor)
0
dzn
Somit gilt:
0
7
VF = (grad f) = :
0
Oxn

Formal kann man die folgenden Abkiirzungen einfithren (F, f jeweils passend):

. 0 0
lef— (V,f>—V’f—a—xlf1+...+a—%fn
(als Schreibweise fir das Skalarprodukt)
rotf = Vxf
0o 0 0o 0 o 0
AF - vovp- (22,0 90 9 9
vV (8%1 8%1 axg 8952 8a;n 8xn>
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Beispiel 7.9.5

F(x,y,2) = ze¥ — za°

grad F(x,y,2) = (ey — 2zx, xeY, —xz) =: f(z,y,2)

0 0 0
i —  (e¥Y — - Yy = (—z2
div f(z,y,2) = e (e¥ —2zx) + 3y (xe’) + 5 (—2?)
= —2z+4+2eY4+0
0-0 0
rot f(x,y,2)=| —2z—(-2x) | =10
e¥ —e¥ 0
0 0 0
— (oY _— - Yy — (—z2
AF(x,y,z) = 5 (e 2zm)+ay (ze )+8z (—2%)

= div f(z,y,2) = =2z + ze.
<&

Anwendung: z.B. Maxwellgleichungen fiir elektrische Feldstérke E(z,t), Magnetfeld B(x,t) bzw.
H(z,t), Stromdichte j(x,t), dielektrische Verschiebung D(z,t) und Ladungsdichte o(x,t):

oD . 0B . .
rotH—E—i—j, rotE——E, divD =p, divB=0

Satz 7.9.6 Scien D C R3 und E C R™ offen und f € CP(D,R3), F € CH(D,R), g €
CO(E,R"), G € CA(E,R). Dann gilt:

a) rotgrad F = 0 “Gradientenfelder sind wirbelfrei”
b) divrot f =0 “Rotationsfelder sind quellfrei”

¢) AG =divgrad G

d) Af = graddiv f —rotrot f

e) div (Gg) = (grad G, g) + Gdivyg

f) rot (Ff) = (grad F') x f+ Frot f
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Beweis:
a)
T
oF QO 0F _ 0 09F 0
ox Oy 0z 0z dy
— OF — 0 OF 9 OF —
rot grad ' = rot Sy =| £5% -5 =10 nach dem Satz von Schwarz
oF Q0 09F _ 9 9F 0
0z ox Oy Oy Ox
c)
T
0 0G 0 0G
divgrad G = div : =——+4+...+ ——=AG
o Ox1 01 Ox,, Oz,
Ozr,
b.d,e.f: wird als Ubung iiberlassen. [

Definition 7.9.7 Ein Vektorfeld f : D — R™, D C R" offen, heifit Gradientenfeld (kon-
servatives Feld, Potentialfeld), falls ein differenzierbares Skalarfeld F : D — R existiert, so
dass

f=grad I auf D (genauer: f = (grad F)T)

gilt. F' heifst Stammfunktion von f und —F Potential von f.

Aus Satz 7.9.6 a) folgt unmittelbar:

Satz 7.9.8 Sei D C R? offen, f € C(l)(D,R3) Gradientenfeld = rot f = 0.

Und allgemein gilt:

Satz 7.9.9 Sei D C R™ offen (n >2) und f € C(D,R") ein Gradientenfeld. Dann gilt:

Of; = 0J; Vi, je{l,...,n} (Integrabilititsbedingung),

al’j 8:EZ

kurz
fl= (f’)T (d.h. die Jacobimatriz von f ist symmetrisch)

(im R? heiBt das genau: rot f = 0 (— nachpriifen!))

Beweis: Sei f ein Gradientenfeld = 3 F : D — R, sodass f = VF, d.h. f; O F VYi=1...n
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of; o
;»f—8<ap> o 0

_Jr_ 7 [ =2 F=__f.
6mj aﬂj‘j 833‘2 Satz von Schwarz 833‘2 8:173 6$1 fJ

(fecW = rec(2)

Die Umkehrung gilt i.a.R. nicht!

Beispiel 7.9.10 Sei f : R?\ {0} — R2, f(z,y) = - < i ) (Magnetfeld eines strom-

Tty T
durchflossenen Leiters).

Integrabilitdtsbedingung: 8f1 = am L V4,5 € {1;2}. Fall 4 = j trivial, also nur relevant:

0fi 2 0f2
9y Oz gleiche Bedingung, also nur eine!
0f2 2 0f1
ox dy
o _ 0 ( —y \_ L@+ ty-2y ¢y’
oy Oy <:f:2 +y2> B (22 +y2)? (22 +y2)°
afs 0 < T > 1 (224 y?) —x- 2 y? - a?
or — dx\2’+y?)  @2+y?)’ (@24
Aber: Es gibt kein Potential fiir f. (— spéter) &

Ein positives Beispiel:

Beispiel 7.9.11 Gravitationskraft eines Massenpunkts y
mimsa
9(z) ZVW(Q—JE% z e R\ {y}

Wir sparen uns die konstanten Faktoren v mims.

(M3

3
1
flx ISR} j— X Yi — Ti);—
( ) ”y—l’”?’ JZ:; J ( ) 1,2,3
of 3 (& b
3. = T3 Ezj =) | 20— ) (1) (- )
_3
3 2
+ (yj—x)* | - - (=)
jz::l J J Jk_ N\

8
= Bay, Wi—%i)

= 3lly — /|7 (ye — xn) (i — 1) — |ly — x| 76
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Durch Vertauschen von 7 mit k£ erhélt man

of _ _
o = 3y =7 () (e — ) — lly — 2l| s
T
ofi .
= Vi, k
E?xk b
In der Tat gibt es ein Potential:
1
3 -3
F(z) = (>
S 2
OF 1 [
8—:13;.3(36) = |73 Z(yj—xj)z 2 (ye — 1) - (1)
j=1
= —ly—a|7 (y—2) = —ful2)
= grad (—F)=f
d.h. G(z) := —y ﬁ’;l";ﬂ ist ein Potential von g. <&

Folgendes erscheint klar:

Satz 7.9.12 Ist g € C(l)(D,R"), D C R” offen, ein Potentialfeld, so ist das zugehorige Poten-
tial eindeutig bis auf konstante Summanden.

g=VG =VGy & G; — G2 = const.
Wie berechnet man ein Potential?

Sei f : D — R"™ ein Potentialfeld (D C R" offen), d.h. es gibt ein F': D — R, so dass f = grad F'
ist, d.h. f = a%F\ﬂc:L...,n

Es gilt also

0
fk(xl,...,xk,...,xn)—8—:EI€F(J}1,..., k,...,(L'n)

Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (Satz 6.2.3) folgt:

/fk(xl,...,xk,...,a:n) dzy = F (x1,...,2k,...,2T,) + const.

d.h. alle anderen Variablen ignorieren
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Fiir jede Wahl der anderen Variablen (x1,...,T5—1,Zk41,-..,2Zyn) gibt es (eventuell) eine andere
Konstante, d.h.

/fk(:n) deg = F(x) + Cp (21, -+« s Tp—1, Tht 1y - - - s Tiy) (7.7)

Man geht also wie folgt vor:

1.
2.

(7.7) fiir alle k ausrechnen,

alle C}, vergleichen.

Beispiel 7.9.13

a)

y? cos x
Sei f(x,y,2) := | 2ysinz+e?* |, (x,9,2) € R3. Es gilt: rot f = 0.
2ye2z
Wir suchen eine Stammfunktion F'.

/fl(:n,y,z)dx = /y2008$d$:y2/cos:z:d:z::y2sin:n+01(y,z)
/fg(:n,y,z)dy = /2ysin:13—|—e2zdy:y2sinx+ezzy+02(x,z)

1
/fs(w,y,Z) dz = /2y ¥ dz =2y 3 e* + Cs(z, ).
Es muss
F(z,y,z) = y?sinz + Ci(y, 2) = yrsinz + e*y + Cy(z,z) = ye?® + Cs(z,y)

gelten, sonst gibt es keine Stammfunktion.
Es geht C1(y, 2) = ye?* + O, Ca(z, 2) = C, C3(z,y) = y*sinx+C, C € R echte Konstante.

= F(z,y,2) =y?sinz +ye** + C ist eine Stammfunktion
Noch mal das Gegenbeispiel 7.9.10
Wir wissen schon: f(x,y) := ;iﬁy < _:Ey > erfiillt die Integrabilitdtsbedingung. Noch zu

zeigen ist: f ist kein Gradientenfeld!
Wenn es eine Stammfunktion F' géibe, so konnte man sie wie folgt bestimmen:

y 1 r=y-& 1
F - TR 2T Y mx g T Y parp
(z,9) / $2+y2dx y/ x2—|—y2dx y/ Z/2€2+y2ydg
Ly
= _y/ﬁﬁdgz_yamtan&r(}l@)

xT

= —arctan <§> + C1(y)
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und

x 1 Yy
F(Zﬂ,y):/mdy:x/mdy ? —l—arctan(;)—l—C'g(aj)

“vertauschte
ollen”

Das ist nicht in Einklang zu bringen! Daraus folgt: f ist kein Potentialfeld.

Es fehlt uns noch eine hinreichende Bedingung!

Definition 7.9.14 Fine Menge M C R" heifst sternformig, wenn es einen Punkt z° € M
gibt, so dass fiir jeden Punkt x € M die Verbindungsstrecke x9x := {tz + (1 —t)2°|0 <t < 1}
ganz in M liegt.

Satz 7.9.15 Sei D C R" offen und sternformig und f € CV(D,R™). Gendigt f der Integrabi-
litdtsbedingung, so ist f ein Gradientenfeld.

Beispiel 7.9.16

a) R3 ist natiirlich sternformig. Ist die Integrabilitsitsbedingung erfiillt (rot f = 0), so existiert
ein Potential.

-y
b) Sei f(x,y,z) ::IQ—iy2 z |, (z,y,2) € R¥\ {(0,0,¢)|¢ € R} =: D. Es gilt: rot f = 0.
0 z-Achse
Es existiert aber kein Potential (wie oben im 2D-Fall).
Dies ist kein Widerspruch zu Satz 7.9.15, denn D ist nicht sternférmig: Angenommen
(Z,9,2) wire der “zentrale Punkt”. Dann ist die Strecke von (Z,y,Z2) nach (—%,—g9,2)
nicht in D: Mit t = % ist

—

(—z,-9,2)+ = (2,9,2) = (0,0,2) & D.

DO =
V]

t(_j> _gv 2) + (1 - t) (jvgv 2) =

7.10 Fehlerfortpflanzung

Beispiel 7.10.1 Bestimmung der Hohe aus der fiir den Fall benotigten Zeit

g 9
=2t
73



7.10. FEHLERFORTPFLANZUNG 275

gemessen: t mit Messfehler,
gesucht: s.
Wir schétzen, dass sich die theoretische, exakte Zeit von der gemessenen um hoéchstens einen
bestimmten Wert ¢ unterscheidet.
Betrachten wir z.B. den Eiffelturm; 300m = s, t = \/% = \/% ~ 7,82[s]. Messungenauigkeit:
0,782 (d.h. 10%). Wir messen also etwas in [7,038;8, 602].
Im schlimmsten Fall (worst case):
tmess = 8,602 = s = 4% ~ 362,94 [m]
bzw. tmess = 7,038 = s = 242,96 [m].
Also: Ein Messfehler von 10% verursacht im Ergebnis Abweichungen von etwa 20%.
O

Allgemein: Sei z die zu messende Grofie und f(x) die daraus berechnete Grofie (f : D — R,
D C R™). Ist die Funktion f differenzierbar, so wissen wir, dass

f@) = f(a°) + (grad f () ;2 = a®) + o (||l = 2°)

fiir  — 20 gilt. Daraus folgt

(@) = f @) = |(grad [ ("), 2 = 2") + o ([la - 2]}

= S 2w ) ol -t

j=1
= @ 1@ <L @) -] ol -al)
Dreiecks- ol LT 4 82179’ ;,_]/
ungleichung Auswirkung =t komponentenweiser
des Messfehlers Messfehler

fiir z — 2°. Gilt also |z; — x3| <¢; V4], so folgt:

n

HORRACOINEN-EDY

j=1

&j

of o
gj(l’)

“ungefahr <”

Im Beispiel: n =1, f(z) = $ 2% &1 = =0, 782.
Messen wir xo = 8,602, so wissen wir, dass der Fehler ungefihr nach oben durch |f/(zg)|-e =
gxg-e=9,81-8,602-0,782 =~ 66 [m] abgeschitzt werden kann (vgl. tatséichlichen Fehler).

Beispiel 7.10.2 Elastizitdtsmodul eines Stabes mit quadratischem Querschnitt:

E=4FPhta™*
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Grofle | Messung | Genauigkeit
F 130N 0,5%

l 0,5m 1%

h 2mm 3%

a 2 cm 1%

Kantenléinge des Querschnitts

Lénge des undeformierten Stabes

S o~ R

: Auslenkung des Stabes aus der Ruhestellung
F . auslenkende Kraft
grad E (F,l,h,a) = (4Ph o™ 12F Ph7'a™, —4FPh%a™, 16 FI°h ™ 'a ™)
geschétzte Ungenauigkeit des Elastizitdtsmoduls:
|AE| = |E(F,l,h,a) —E (Fy,lo, ho,a0)| <7

unbekannte Messungen
reale
Groflen

Interessant ist vor allem die relative Abweichung.

IAE| |1
o< = (F—-F
E ~ FO( 0)

1
+‘3— (1~ lo)
lo

N

Beachte die Einheiten!

Fy = 130N =130kg 5,
S

l(] = 0,5H1,
ho = 0,002m,
apg = 0,02m
Hierbei ist
|F' — Fo|
—_— 0,005,
| Fol
\l—lol < 0,01 usw.
|lo]
Daraus folgt
|AE]|
5 S 0,005+3-0,01 +0,0344-0,01

= 0,105,
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d.h. der Wert E = 4 Fyl3hg 'ag® = 2,03125-101 [ 2] (= 2,03125-10°
von etwa 10,5%, anders ausgedriickt:

N
m

——) hat eine Genauigkeit

N
E =203,125 + 21,328 —.
mm
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Kapitel 8

Kurven- und Wegintegrale

8.1 Kurven und Wege

Definition 8.1.1 Seien a,b € R mit a < b. Eine stetig differenzierbare Abbildung ¢ : [a,b] — R"™
heifst Weg und ihr Bild ¢([a,b]) Kurve (Spur). Ist zusditzlich ¢(t)(:= % o(t)) # 0 fir alle
t € [a,b], so heifit p regulirer Weg und ¢([a,b]) entsprechend regulire Kurve . Ist die
Einschrinkung ¢ |jqp injektiv und ¢ ein Weg, so heifit p Jordan’scher Weg und ¢([a,b])
Jordankurve. Ein Weg ¢ : [a,b] — R™ mit p(a) = ¢(b) heifit geschlossener Weg und
©([a,b]) geschlossene Kurve.

Teilchenbahnen sind Beispiele fiir Kurven. Durch die Parametrisierung ¢ — ¢(t), wobei bei-
spielsweise t die Zeit ist, wird auch eine Durchlauf-Richtung vorgegeben.

Beachten Sie, dass ¢ und damit auch ¢ vektorielle Funktionen sind, so dass ¢(t) = 0 bedeutet,
dass alle Komponenten verschwinden.

Beispiel 8.1.2
a) Mit
o(t) := < cos? ) , tejo,2n],

sint

erhélt man einen geschlossenen, reguldren Jordan’schen Weg, der einen Kreis darstellt, der
im Gegenuhrzeigersinn durchlaufen wird, wihrend bei

o= (1), reo),

cost

der Kreis im Uhrzeigersinn durchlaufen wird.

279



280 KAPITEL 8. KURVEN- UND WEGINTEGRALE

b) Der nicht-geschlossene, regulidre Jordan’sche Weg

T COSt
ot):=| rsint |, te€]a,b], r,c € R’ konstant,
ct

beschreibt eine Schraubenbewegung mit Radius r nach oben.

o(t) = ( (1) >+< _Si;:t > t € [0,2n],
p(t) = ( _01 > + ( :g;i > t €12, 4x],

erhélt man einen geschlossenen, reguldren, Jordan’schen Weg, der eine Acht beschreibt.
Hitte man die gleiche Kurve so parametrisiert, dass man nicht in (0,0) startet, wére der
Weg kein Jordan’scher Weg.

c) Mit

d) Der Weg

ist nicht-regulér, da ¢(0) = 0.

8.2 Kurvenintegrale

Kurvenintegrale dienen dazu, Skalarfelder léings einer Kurve zu integrieren.

Definition 8.2.1 Sei ¢ : [a,b] — R™ ein Weg und f : p([a,b]) — R ein stetiges Skalarfeld.
Dann heifst

[D fds = / f(z)ds = / " Fle®) 160 dt

Kurvenintegral von f lings p. Bei geschlossenen Wegen kann man auch

jifds

schreiben.
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Satz 8.2.2 (Eigenschaften des Kurvenintegrals)

a) Seien ¢ : [a,b] — R™ und ¢ : [¢,d] — R™ zwei Jordan’sche Wege mit ¢([a,b]) = ¥ ([, d]) =:
v und f: v — R ein stetiges Skalarfeld. Dann gilt

Lfds:Afds.

b) Seip:[a,b] = R" ein Weg und a < ¢ <b. Ist f: ¢([a,b]) — R stetig, so ist

fro- ]

d.h. Kurvenintegrale konnen in einzelne Wegstiicke unterteilt werden.

fds+ / f ds,
@ l[e,]

‘[a,c]

Beispiel 8.2.3
a) Ein (sehr diinner) Ring mit Radius R [cm] habe die Ladungsverteilung
o

olz,y) = (22° + ) -y [Cm

wobei der Mittelpunkt des Rings in (z,y) = (0,0) liegt. Wie ist die Gesamtladung?
Gesucht ist also f o ods, wenn ¢ den Kreis beschreibt.

(i) Parametrisierung der Kurve:
Nach Satz 8.2.2 a) wissen wir, dass die Wahl der Parametrisierung nicht das Resultat
beeinflusst. Wir wéhlen hier

x = Rcost, y= Rsint, te€|0,2n].

(ii) Berechnung von |¢]:
Es gilt:

. [ —Rsint . _ 5 2 9 9,
go(t)-( Recost > = |<,0(t)|—\/R sin“t + R2cos?t = R.

(iii) Einsetzen in das Integral:

2
/gds = / (2R? cos*t + R*sin®t) - Rsint - Rdt
© 0

27
= R4/ (1 + cos? t) -sintdt
0
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Es bietet sich eine Substitution 7 := cost an, jedoch ist die Voraussetzung % # 0 der
Substitutionsregel (Satz 6.2.10) verletzt. Wir miissen daher das Integral aufteilen:

™ 21
/gds:R4/ (1+COS2t) sintdt+R4/ (1+COS2t) sint dt.
© 0 T

Mit t = arccos 7 (erster Teil) und ¢t = 2w — arccos T (zweiter Teil) erhilt man
-1 1
/st = —R4/ (1—1—7’2) dT—R4/ (1—1—7’2) dr
© 1 -1
= 0.

b) Die Linge eines Wegs ¢ ist stets

/1ds.
©

x = Rcost, y= Rsint, te€|0,2n],

Fir einen Kreis

mit Radius R > 0 erhilt man somit

2 . 2
/1ds:/ <_Rsmt >‘ dt:/ Rdt = 27R.
o 0 Rcost 0

c) Die Trigheitsmomente einer Kurve (z.B. eines Drahts) mit Dichte p sind

M, = /a:zg(x,y,z)ds,
%)

M, = /yzg(w,y,Z)ds,
%)

M, = /z29($,y,z)d8.
%)

Fiir ein Parabelstiick y = 22, z = 0, 2 € [0, 2] mit konstanter Dichte g bestimmt man also
die Trégheitsmomente wie folgt:

(i) Parametrisierung der Kurve:
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(ii) Berechnung von |4

1
o) = 2t | = |p(t)] = V1 + 422
0

(iii) Einsetzen in das Integral:

2 2
Mng/ t24/1 + 4¢2 dt, Myzg/ th/1+42dt, M, =0.
0 0

Das Berechnen der Integrale sparen wir uns hier ausnahmsweise.

8.3 Wegintegrale

Mit Wegintegralen berechnet man Integrale von Vektorfeldern lings einer Kurve und zwar
keineswegs komponentenweise sondern so, dass man eine reelle Zahl als Ergebnis bekommt. Ein
typisches Beispiel ist die Arbeit. Die Formel “Arbeit = Kraft - Weg” gilt ndmlich nur, wenn die
Kraft konstant langs des Weges ist. Allgemein ist die Arbeit jedoch das Wegintegral der Kraft
lings des Weges.

Definition 8.3.1 Ist ¢ : [a,b] — R™ ein requlirer Weg und f : ¢([a,b]) — R™ ein stetiges
Vektorfeld, so nennt man

b
[1edo= [ o) poar (8.1)
© a

das Wegintegral (das Arbeitsintegral, die Zirkulation) von f lings ¢. Auch hier kann

%Df-dx

bei geschlossenen Wegen geschrieben werden.

Bemerkung 8.3.2

a) In (8.1) steht “7 fiir das euklidische Skalarprodukt, wobei dies auf der linken Seite nur
formal zu verstehen ist. Man schreibt manchmal sogar

/f-dw::/fldw1+f2dw2+...+fndwn.
@ @
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b) Die begriffliche Unterscheidung zwischen Kurven- und Wegintegral wird (genauso wie die
Unterscheidung zwischen Kurve und Weg) nicht immer durchgefiihrt. Wichtig ist, dass
man darauf achtet, ob man ein Skalar- oder ein Vektorfeld integriert.

¢) Der Name “Arbeitsintegral” wird verwendet, wenn f ein Kraftfeld ist, wihrend “Zirkula-
tion” bei der Integration eines Geschwindigkeitsfelds gebrduchlich ist.

d) Ist ein Weg nicht requlir, weil an endlich vielen Stellen die Ableitung verschwindet, so
kann das Arbeitsintegral stiickweise zusammengesetzt werden. Hat z.B. ¢ : [a,b] — R™ die
Eigenschaft (t) =0 < t =c mit a < ¢ < b, so setzt man

fre-,

Dass hierbei ¢ an jeweils einem Rand der Intervalle |a,c] und [c,b] verschwindet, ist un-
problematisch.

[ dx +/ - dax.
®lie,b)

a,c]

Ein Vergleich mit dem Kurvenintegral bringt Beziehungen und entscheidende Unterschiede her-
vor.

Satz 8.3.3 Seien ¢ : [a,b] — R™ ein regulirer Weg mit Kurve ¢([a,b]) =: v und f,g:~v — R"
o(t)

stetige Vektorfelder. Ferner bezeichne T(p(t)) := |:§E—i)|7 t € [a,b], die Finheitstangentialvektoren
(in Laufrichtung) an den Weg. Dann gilt:

1.
Af-dx:L(f-T)ds

/()\f—i-ug)‘dx:)\/f'dx—l—u/g-dx YapeR
¢ ¢

P

3. Ist ¢ : [a,b] — R™ ein zu ¢ umgekehrter Durchlauf von ~v (d.h. ¥(t) == p(a +b —1t)

Vt € [a,b]), so gilt
/wf'da::—/@f-dzn

Beweis: Teil 1 folgt sehr einfach aus den folgenden Uberlegungen:

aw— [ owdi— [ A — [t 7as
[ 1ae= [ sty ewar= [ o) Gi wwla= [ roras

=T (1))
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Teil 2 folgt aus der Linearitdt des Riemann-Integrals (Satz 6.1.4), und Teil 3 folgt mit der
Substitutionsregel (Satz 6.2.10), denn ¢ (t) = —p(a+b—t) und 7 := a + b — t ergeben

b
cdr = Lot d
/w f / () - d(t) dt
b
_ —/f(cp(a+b—t))-<,b(a+b—t)dt
- /b " Fe(n) - pr) - (~1)dr
b

= flp(r)) - o(r)dr

[

Teil 1 besagt also, dass ein Wegintegral nichts anderes als ein Kurvenintegral der Tangential-
komponente ist. Teil 3 gibt uns einen Hinweis darauf, dass das Wegintegral im Gegensatz zum
Kurvenintegral (siehe Teil a von Satz 8.2.2) nicht unabhingig von der Parametrisierung ist.

Beispiel 8.3.4

Fy
a) Wir fangen mit einer konstanten Kraft f = | F» | € R® und einem geraden Wegstiick
F3
an:
t
et):==1 0 [, te€lab]
0

Dann ist die verrichtete Arbeit

/(pf-da:z/jf- é dt = F1(b— a).

Dies ist die bekannte Formel “Arbeit = Kraft - Weg(-ldnge)”.

b) Ein Teilchen fliegt auf einer Parabelbahn
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in der Ebene z = 1 und spiirt die Kraft

Jj‘ys

flx,y,2) = | ye*
eZE

Gesucht ist die verrichtete Arbeit. Gesucht ist also

L[ t-t8 1
/f-d(x,y,z) = / t2.el || 2t | dt
© 0 et 0
1
= /t7+2et3dt
0
- <1t8+ ft4>1
8 2 /1,
1 e
=5ty

e

Fliegt das Teilchen den umgekehrten Weg, so ist die Arbeit —% - 5.

c) Wir betrachten zwei geschlossene Wege, die in (1,0) beginnen und enden:

o(t) = ( cost ) Y(t) = < cost >,t€ [0, 271].

sint 2sint

Wir integrieren

. i) . 1 I
fz1,22) = < 9, >, g (z1,22) = Zia ( . )

2 .
sint —sint
jif'da: o /0 <2cost> < cost )dt

™

2
= / —sin?t + 2cos?tdt
0

Es gilt

2

= / —1+ 3cos®tdt
0

2

OJ

2

= [ t+ =( t—l—sintcost)}
0
T

)
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27 . .
2sint —sint
ﬁf'dx _/0 <2cost>'<2cost>dt
27
= 2/ —sin®t 4 2cos? tdt
0

= 2,

27 .
CF)S t . sint dt = 0.
sint cost
2 1 cost —sint
o cos2t+44sin?t \ 2sint 2cost

2™ 3sintcost
o 1+ 3sin?t

2T Gsintcost
o 14 3sin“t

In|1 + 3sin’{] ‘zw

S
Na
=
I I
S— o— o—

Sl — N+~

<

Teil ¢ des Beispiels zeigt, dass Wegintegrale nicht wegunabhiingig sind (daher auch der Name:
Sie hingen vom Weg, also der Parametrisierung, ab und nicht nur von der Kurve, also dem Bild
©(la,b]), wie es bei den Kurvenintegralen der Fall ist). Widerspricht das nicht der Tatsache,
dass Wegintegrale als Kurvenintegrale aufgefasst werden kénnen?! Jedoch gilt dies nicht fiir alle
Vektorfelder, wie das Beispiel auch zeigt. Es gibt hier einen Zusammenhang zu einem bereits
behandelten Thema.

Definition 8.3.5 Eine Menge G C R™ nennt man

a) zusammenhdngend, wenn es zu je zwei Punkten x,y € G eine regulire Kurve ¢ : [a,b] —
R™ mit p(a) = x und p(b) =y gibt, so dass ¢ ganz in G bleibt, d.h. p(t) € G Vt € [a,b].

b) ein Gebiet, wenn G offen und zusammenhdngend ist.

Satz 8.3.6 Sei f : G — R"™ ein stetiges Vektorfeld und G C R" ein Gebiet. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent.

1. f ist ein Gradientenfeld.

1
‘uaSugyqe SUNISISLIJoUIRIR] IO UOA UONE USIO){OA[RIJUSSUR], SIP [loM ‘UION
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2. Alle Wegintegrale von f lings Wegen in G sind wegunabhdngig.

3. Fir alle geschlossenen reguldren Wege ¢ in G gilt:

j{f-dxzo.
o

Zu 1. und 2. gilt genauer: Ist f = VF und ¢ : [a,b] — G ein beliebiger requlirer Weg in G, so
gilt

/ £ do = F(p(b)) — F(p(a). (8.2)

Satz 8.3.6 und vor allem (8.2) ist so etwas wie eine mehrdimensionale Entsprechung des Haupt-
satzes der Differential- und Integralrechnung (Satz 6.2.3).

Sehen Sie sich noch einmal die bisherigen Beispiele zu Gradientenfeldern und zu geschlossenen
Wegintegralen an und priifen Sie diesen Satz nach.



Kapitel 9

Flachenintegrale

9.1 Integrale iiber ebene Flichen

Wir befassen uns zunichst damit, wie wir einen Flécheninhalt messen kénnen und orientieren
uns dabei an der einfachen Formel “Hohe mal Breite” fiir ein Rechteck. Wir decken hierzu eine
Fliche M C R? mit einem Gitter ab (sieche Abbildung 9.1). Dieses Gitter wird so konstruiert,

-2

-1 0 1

Abbildung 9.1: Abdeckung einer ebenen Fliche mit einem regelméfligen Gitter

dass die Linien einen Abstand von 27* fiir ein festes & haben. Wir kénnen damit den gesuchten
Fliécheninhalt wie folgt abschitzen: Die Fliche M kann mit den Quadraten aus dem Gitter abge-
deckt werden, die einen nicht-leeren Schnitt mit M haben. Die Summe der Flicheninhalte dieser
Quadrate muss mindestens so grofl wie der Flicheninhalt von M sein. Nimmt man andererseits

289
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nur die Quadrate, die vollstdndig in M enthalten sind, so summiert man einen Inhalt auf, der
hochstens so gro3 wie der von M ist (siehe Abbildung 9.2). Der Ansatz dhnelt der Konstruktion
des Riemann-Integrals.

Definition 9.1.1 Sei M C R?. Fiir jedes feste k € N definieren wir folgendes:

a) Qpnm bezeichne das Quadrat
Qunam 1= [n27%, (0 +1)27%] x [m2*, (m +1)274]

n,m € Z. Mit F(Qinm) := 2=k .97k — 9=2k werde der Flicheninhalt von Qk.n,m bezeich-
net.

b) Sp(M) sei die Summe aller F(Qgnm), fir die Qpnm VM # O gilt, und si(M) sei die
Summe aller F(Qp n,m), fir die Qpnm M = Qpn.m gilt, jeweils fir festes (!) k.

¢) Ferner sei Fi(M) := limy_,o sp(M) der innere Inhalt von M und Fo(M) := limy_o Sk(M)
der dufere Inhalt von M. Ist F;(M) = F,(M), wobei auch F;(M) = F,(M) = +oo er-
laubt ist, so heifst F(M) = F;(M) der Inhalt von M und M heifit Riemann-messbar.

Definition 9.1.2 FEine Riemann-messbare Menge M C R? mit F(M) = 0 heifit (Riemann-)
Nullmenge.

Beispiel 9.1.3 Jede endliche Menge und jede regulire Kurve ist eine Nullmenge. &

Definition 9.1.4 Sei M C R? eine Riemann-messbare Menge und f : M — R" eine Funktion.
Man sagt, dass f eine Eigenschaft fast diberall erfillt, wenn es eine Nullmenge N C R? gibt,
so dass die Finschrinkung f\M\N : M\N — R" die Eigenschaft erfillt.

Beispiel 9.1.5 Die Funktion f:[—1,1] x [-1,1] — R mit

0, <0

f(z,y) ::{ 1, >0

ist fast tiberall stetig, da sie nur auf der reguléiren Kurve

w0 =(7) telL

unstetig ist. &
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s, =41 22 M=10.25 s, =72 2M=175 s,=134 22 P=g.375 s,=54 22 P=3375
[TT1] I
4 4 4 ‘
3 3 3
2 — 21— 2 —
11— 1 11 =
o— 0 0
1 -1 1
-2 -2 -2
FH H
-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1 -1 0 1
s, =457 22 P=7.1406 s, =299 2% P=4.6719 s, =1657 2% M=6.4727 s, =1355 202 #)=5293
1T T
T T
T T
4 NN 4 N 4 H 4
3 3 H 3 3
FEHH HH 2 2
1 HH 1 1
oHH HHH O 0
HHH -1 -1
| -2 HH -2 -2
T T
T T
| I O - 2 32 aaa manannnnanmanannnnnnnnnnnnnnnnnnsns SN o xnnannanannnnnnnnns
0 1 -1 0 1 -1 0 1 -1 0 1

Abbildung 9.2: Darstellung der Riemann-Obersummen Sy (M) und -Untersummen s (M)

Definition 9.1.6 Eine Menge M C R? heifst reguldr, wenn folgendes gilt:

a) Der Rand von M, der mit OM bezeichnet wird, besteht aus endlich vielen reguliren Kur-
ven.

b) Das Innere M\OM st ein nicht-leeres, beschrinktes Gebiet im R2.

c) M ist abgeschlossen, d.h. OM C M.
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Satz 9.1.7 Jede reguldre Menge ist Riemann-messbar und hat einen endlichen Flicheninhalt.

Definition 9.1.8 Sei M C R? eine requlire Menge und f : M — R eine Funktion, die be-
schrdinkt und fast iberall stetig ist. Unter einer Zerlequng von M verstehen wir ein Zerschneiden
von M mittels regulirer Kurven in endlich viele paarweise disjunkte Teilmengen (d.h. es gibt
Ml,...,Mn mit MiﬁMj :@furz;éj undM:U?lel)

Fiir jede Zerlegung Z (mit Z = {My, ..., My,}, n beliebig) sei

5(2) = Z( i f)) (M),

= \(@y)eM;

S(z) = ) <( sup f(ﬂc,y)> - F (M),

=1 {E,y)EMi
wobei F'(M;) der Flicheninhalt von M; ist. Ist
sup{s(Z2)|Z Zerlegung} = inf{S(Z)|Z Zerlegung}

so heifit f Riemann-integrierbar auf M. Auferdem wird
/ f(z,y)d(z,y) :=inf{S(Z)|Z Zerlegung}
M

Integral (Flichenintegral, Gebietsintegral) von f auf M genannt. Alternative Notationen

sind
//Mf(%y)d@w% //Mf(w,y)dF, //Mde, /Mf(w,y)dF, /Mf(a:,y)dF(x,y),

Hierbei wird ffM ... auch Doppelintegral genannt und das Symbol dF Fldchenelement ge-
nannt.

Satz 9.1.9
a) Unter den Voraussetzungen der Definition 9.1.8 ist f stets Riemann-integrierbar.

b) Ist N eine Nullmenge und sind M, f wie oben, so gilt:

//M fle.y)d(@v) = / /M\Nﬂm,y) d(z,y).

Satz 9.1.10 (Rechenregeln fiir Flichenintegrale) Seien B C R" requlir und f,g: B — R
Riemann-integrierbar. Dann gilt:
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a) (Linearitit) Fir alle \, pn € R ist

//B()\erug)dF:)\//deFJru//Bng.

b) (Monotonie) Ist f(x,y) < g(z,y) fir alle (z,y) € B, so gilt

| far< [[ gar

¢) (Additivitit) Seien By, By regulire Mengen mit By N By = () und By U By = B. Dann gilt

//}deFz/Blde+/B2de.

Satz 9.1.11 (Mittelwertsatz fiir Flichenintegrale) Sei B C R? zusammenhingend und
requldr und f : B — R stetig. Dann ezistiert ein Punkt (x*,y*) € B, so dass

//deszu*,yw . F(B).

Fiir die folgenden Mengen ldsst sich das Doppelintegral auf 1D-Integrale zuriickfiihren.

Definition 9.1.12 Sei M C R2. Gibt es ein Intervall [a,b] C R und Funktionen g,h € CM]a, b]
mit g(t) < h(t) fir alle t € [a,b], so dass M darstellbar ist als

a) M ={(z,y) € R?|a <z <b,g(x) <y < h(zx)), so heift M Normalbereich beziiglich
Yy, bzw.

b) M = {(z,y) € R*}|la <y <b,g(y) <z < h(y)}, so heift M Normalbereich beziiglich
x.

Satz 9.1.13 (Flichenintegrale iiber Normalbereichen) Ist f : B — R stetig und B C R?
ein Normalbereich beziiglich y oder x (mit Funktionen g und h, die die Grenzen beschreiben), so

qgilt
/B f(z,y) (e, y) = / b ( / f()) f(, 1) dy> du
[ tamden = [ b ( /g :)y) f(,) d:c> dy.

bzw.
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Beispiel 9.1.14

a) Den Fldcheninhalt einer Riemann-messbaren Menge M erhilt man mit

F(M) = / 1dF.
M
In Abbildung 9.2 ist die Fliche durch die Grenzen
—1<z<1, g(x) = —14 22" 4 sin (7z) <y < 3 — 22 + sin (372) =: h(x)

definiert. Ihr Inhalt ist somit

ron = [ ( /glﬁjldy) iz

1
- / (h(x) — g(x)) dz

-1

1
= / [4 — 222 — 22* + sin (37x) — sin (7z)] dz
-1

1
2 2 1 1
= |:41‘— ga:g— ng’ ~ 3, ¢os (3mx) +; cos (ﬂx)] »
4 4 13
= 8- - =5 ~58T

Vergleichen Sie das Ergebnis mit den Ndherungen in Abbildung 9.2.

b) Wir berechnen den Fliécheninhalt eines Kreises um (0,0) mit dem Radius R. Dieser ist ein
Normalbereich bzgl. y mit

—R<z<R, —VR?>?—22<y<+VR?—2z?

und ein Normalbereich bzgl. x mit

~R<y <R, —VR?2—y?> <z <R —y2

Der Flécheninhalt kann somit beispielsweise wie folgt berechnet werden:

R VRI=? R
1dx dy:/ 2y/ R? — 42 dy.
/—R (/—\/Rz—gﬂ ) -R
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Mit der Substitution y = Rsint erhélt man

R r
2/ VR?2—y2dy = 2 ’ V R? — R?sin?t Rcostdt
-R

[SENVN

= 2 RV cos2t Rcostdt

ISIE]

3
= 2R2/ cos® tdt

s
2

ISIE]

= R%*(t+sintcost)

(VB

= R’m.

c¢) Ahnlich wie man Gesamtmassen oder -ladungen und Momente von Kurven ausrechnen
kann, geht dies auch bei Flichen. Als Beispiel betrachten wir ein Trapez T, das definiert
ist durch
—2<y<l -2-y<z<4+y

und die Massendichte
o(z,y) =€ + ¢

besitzt. Seine Gesamtmasse ist

M o= /T o(z,y) d(x,y)

1 4+y
= / </ em+y2da:> dy
-2 —2—y

=44y

1

— <e4+y _|_ e—2—y + 2y3 + - y4>
-2
5

1
= e +e_3+2+§—e2—1+16—8

= e —e?4+e3409,5.
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Sein Schwerpunkt hat die Koordinaten

zg = x@xy 'Y)

d+y
= / (/ xe® + xy da:) dy
d+y
/ 4+y — / e’dx + 1x2y2
2y 2

ys = %/yg(:v’y)d(:v,y)

d+y
= M/ (/ ey+y3daj> dy

S |

EIH EI

r=4+y
r=—2—y

d) Wir berechnen den Schwerpunkt eines gleichseitigen Dreiecks D mit homogener Massen-

verteilung 9. Wir setzen unser Koordinatensystem so, dass 0 < x < 1 eine Grundseite
definiert. Die anderen Seiten sitzen dariiber. Wegen der gleichen Seitenldnge muss fiir die
Hohe h nach Pythagoras
2
1
P=n+(z),
2

- ﬁ _V3
4 2
gelten. Die anderen beiden Seiten gehen also von (0,0) zu (%, @) bzw. von (%, @) zu
(1,0). Mit y = ax + b, wobei 0 = a -0 + b, @ =a- % + b, erhdlt man y = v/3z. Analog

fithrt y = ax + b mit @ :a-%+b, 0=a-1+bzuy=—v3z++3. Das Trapez ist somit
definiert durch

also

0<z <1, OSZ/S{
Die Masse ist

M = /Déd(w,y)

1 VB 1 p—V3z+V3
/ / 1dydx+§/ / 1dydx
0 Jo 1 Jo

Il
=Tl
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% 1
= Q/ \/gxdx—l—g/l —V3z +V3dz
0 3

22+g< V3 2+xfx>

0

<£_£+f+£_£>

1

3
¢

1
2

Il
o)

2

V3
1L

Die Schwerpunkt-Koordinaten sind dann
rg = L / zod(z,y)
S = od(x,y

V3x V3z+v3
= zdydr + — // rxdydx
Al

4 3 4
= — \/§x2dx+—/ —V32% + V3 dx
\/3/0 V3 J1

1

2 1 1
+4 <——l’3+—$2>

0 37 72

Y (R
6 32 24 8

1-84+12+1-3
6

1

1
2

1
9’

1
ys = M/y@d(ﬂc,y)

— f/ /fxydydw—k //fﬁfydydx
) 2 V3z+v/3
- f/ 2’ f/

dx
= — 32 da:+—/ 1—:L'
\/3/0

V3x




298 KAPITEL 9. FLACHENINTEGRALE

Die folgenden Sétze spielen eine wichtige Rolle in vielen Anwendungen.

Satz 9.1.15 (Satz von Green) Sei M C R? eine requlire Menge, wobei der Rand OM aus
endlich vielen geschlossenen, requldren Wegen besteht, die alle so parametrisiert sind, dass in
Durchlaufrichtung links die Menge M liegt (siche Abbildung 9.3). Ferner sei D C R? offen und
M C D. Ist f : D — R? stetig differenzierbar, dann gilt

_ dfs  0fi
aMf1d33+f2dy—//M (%_8—14) d(z,y)

Abbildung 9.3: Beispiel einer Menge, die die Voraussetzungen des Satzes von Green erfiillt.

Hierbei konnen die Kurven von M aus separaten Stiicken bestehen. faM ... bezeichnet dann
die Summe der Integrale {iber die Einzelstiicke.

Satz 9.1.16 (Satz von Gaufl, ebene Version I) Seien M und D wie in Satz 9.1.15 gegeben.
Ist g € C(D,R), so gilt:

Jg Jg
Agd(zx, :/ -2 dr+ = dy= — ds,
J[ podimn = [ —ghars Gra= [

wobei n(x,y) der Normalenvektor an (xz,y) € OM ist, der nach auflen zeigt und die Norm
1 hat (“iufere Finheitsnormale”) . Man erhdlt ihn, indem man OM mit der Bogenlinge s
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parametrisiert:

FEs ist dann

Ferner steht A fiir den Laplace-Operator:

0?9 0%
Ag=—+ —5.
9= 522 Oy?
Beweis: Der Satz von Gauf folgt aus dem Satz von Green, wenn man f; := _g_Z’ fo = %
setzt: Es gilt dann
df2 5f1>
Agd(zr, :// <——— d(z,
J| saea = [ (F2-F2) aw
= [ e+
oM

Bei einer beliebigen Parametrisierung ¢ : [a,b] — R? ((z,y) = ¢(t)) ist die Bogenléinge des
Stiicks cp][a,t] mit a <t < b gegeben durch

s(t) = / ()] dr.

Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (Satz 6.2.3) ist somit
ds
— = |p(t .
o = lp()] >0
Somit ist auch eine Umkehrung ¢(s) moglich (siehe Satz 5.3.4). In der Parametrisierung mit der
Bogenlinge s — (z(t(s)),y(t(s)))T ist dann (siehe Satz 5.2.6)
9y 2 At de as\T e
ds S dt ds  dt \dt dt |o(t(s))]
Analoges gilt fiir y, so dass fiir die Bogenldngen-Parametrisierung stets (f‘i—ﬁ, %)

vektor ist, genau so wie (%, —%). Mit Satz 8.3.3 erhilt man

fidz + fady / <f1>'<:'?>ds
oM oM fo Y
dg .  0g .

Jr a5+ a1

_ /é)M(Vg)-<_yi>ds

T ein Einheits-
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Beispiel 9.1.17 Uber der Ellipse

2 2
¢y
$+ﬁ§%

E = {(x,y) c R?

integrieren wir verschiedene Funktionen. Der Rand kann parametrisiert werden mit
x =acost, y=bsint, te€]l0,2n].
Beachten Sie, dass dies die “richtige” Umlaufrichtung liefert.

a) Sei

Es gilt

27 1
acost —asint
7£Ef1d:n—|—f2dy = /0 (absintCOSt>.< bcost > d

27
= / (—a2 sint cos t) + ab®sint cos® t dt
0
= ...=0.

- % = 0. Dieses Beispiel zeigt so-
mit auch, dass fiir Gradientenfelder alle geschlossenen Wegintegrale verschwinden miissen.
Nach dem Satz von Green kann man obiges Integral auch wie folgt berechnen:

a b\/l—Z—g
J[w-vdwn = [ [7 2 yayas
E —a —b\/l—z—2
= / O0dydx

= 0.

Ubrigens ist f kein Gradientenfeld, denn % = y und

b) Wir setzen g(z,y) := 2 + y? und erhalten

[ sgdew = [ ad@y)
E E
a b 1—“‘"2
= 4/ /\/ - 1dydx
—a —b\/l—z—g

a 2
= Sb/ 1 -5 da,
—a a
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Die Substitution = asint fiihrt zu

// Agd(z,y) = 8b/2 V1 —sin?t acostdt
E —

uy
2
™

2 2
= 8ab cos“ tdt

—

[SIE]

= 4dab (t + sint cos t)é
= 4mab.

s
2

Mit dem Satz von GauB gleicht dies dem Wegintegral

27 . .
—2bsint —asint
jiE(—2y)dx+2xdy o /0 < 2a cost >< bcost )dt

27
= 2ab/ (Sim2 t + cos? t) dt

0
27
= 2ab'/ 1dt
0

= 4mab.

<

Bei den Sétzen von Green und Gaufl ist mal die eine Seite, mal die andere einfacher zu berechnen.
Den Satz von Gaufl kennt man auch in der folgenden Form, die man auch den Divergenzsatz
von Gaufl nennt.

Satz 9.1.18 (Satz von Gaufl, ebene Version II) Seien M und D wie in Satz 9.1.15 gege-
ben. Ist f € C(D,R?), so gilt:

// div fdF = f-nds,
M oM

wobei n die duflere Einheitsnormale an OM ist.

Setzt man f = grad g, so erhélt man Satz 9.1.16. Uberhaupt sagen die beiden Versionen des
Satzes von Gaufl und der Satz von Green im Grunde das gleiche aus.
Wir schauen uns die Bogenlédngen-Parametrisierung noch mal genauer an.

Beispiel 9.1.19
a) Wir betrachten zunéchst den Kreis

(1) = < Rcost

Rsint > , te]0,2n].
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Die Bogenliange des Teilstiicks cp][a,T] ist

:/ ]cp(t)]dt:/ Rdt = Rr.
0 0

Beim Einheitskreis ist also der Parameter ¢, der ja nichts anderes als der zuriickgelegte
Winkel ist, bereits die Bogenlédnge. In den anderen Féllen fithren wir die Bogenlénge s :=
Rt als Parameter ein. Dann ist der Kreis parametrisiert durch

1 1
x = Rcos (E 8> , ¥y = Rsin (E s) , s €]0,2mR].

Der Einheitstangentialvektor in Umlaufrichtung ist somit

% _ -R- R sin (F 8) _ —sin (% s)
% R- E cos (% ) cos (% s)

und die duflere Einheitsnormale ist

% _ [ cos (% 5)
—% sin (7 )

Dies sind genau die Vektoren e¥ und e”, die wir bereits kennen.

Verallgemeinern wir dies zu einer Ellipse

x =acost, y=bsint, t € [0, 27].
Als Bogenliange erhalten wir
"I —asint
s(r) = /0 < bcost >

.
= / Va2sin?t + b2 cos? t dt.
0

dt

Nehmen wir an, es liegt kein Kreis vor und a > b gilt (b > a geht analog). Wir setzen
b> = a®? — €2, > 0. € nennt man hierbei die Exzentrizitit der Ellipse. Dann ist

.
s(r) = / \/a2 (sin2 t + cos? t) —e2cos?tdt
0

.
= /\/&2—620082tdt.
0

Dieses Integral besitzt keine geschlossene Darstellung, d.h. man kann es nicht mittels ele-
mentarer Funktionen in 7 darstellen. Es gehort zu einer Klasse nicht auflésbarer Integrale,
die man aufgrund dieses Beispiels elliptische Integrale nennt.
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Ein wichtiger Satz fehlt noch:
Satz 9.1.20 (Satz von Fubini) Ist D C R? ein Rechteck, d.h.

D:{(w,y)€R2|agxgb,cgygd},
und f: D — R stetig, dann gilt:

//Df(x,y)d(x,y):/ab/cdf(:n,y)dydx:/Cd/abf(x,y)dxdy.

Dieser Satz folgt direkt aus der Tatsache, dass D ein Normalbereich bzgl. © und bzgl. y ist.

9.2 Integrale iiber Flichen im Raum

Definition 9.2.1 Sei G C R? ein Gebiet und D C G regulir. Ferner sei ® € CV(G,R3) eine
gegebene Funktion mit den Variablen u und v und den Figenschaften

1. ® ist injektiv auf D, d.h. ®(uy,v1) # ®(ue,ve) fir alle (uy,v1), (uz,v2) € D mit (uy,v1) #
(ug,v2).

2. Die Jacobimatriz von ® auf D hat den maximalen Rang, d.h. den Rang 2.

Dann nennt man die Einschrinkung ®|p eine Parameterdarstellung (Parametrisierung)
des reguldren Fldchenstiicks ®(D). D heifit Parameterbereich. Ferner nennt man ®(0D)
den Rand des Fldchenstiicks.

Bedingung 2 ist d4quivalent dazu, dass die zwei Spalten der Jacobimatrix, also g—i und %—f, linear
unabhéingig sind. Hierzu dquivalent ist ferner die Forderung, dass das Kreuzprodukt der beiden
Vektoren nicht der Nullvektor ist:
0P " od
ou  Ov
Definition 9.2.2 Ist ® die Parameterdarstellung eines requldren Fldchenstiicks, so fihrt man
die folgenden Abkiirzungen ein:

)(u,v) #0 V(u,v) €D.

P oD
(I)u = (I)v =3
ou ov
E = |®,,
F = &, 9,
G = |®,)°.

Hierbei nennt man E, F und G die metrischen Fundamentalgrifien.
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Satz 9.2.3 Sei ® die Parametrisierung eines requliren Flichenstiicks und (z*,y*, 2*)T = ®(u*, v*)

ein Punkt des Flichenstiicks ((u*,v*) € D). Dann gilt:

a) Die Tangentialebene an die Fliche in (z*,y*, z*) wird beschrieben durch die Parameter-
darstellung

X

y | =@ W, v*) + A0, (u*,0") + pu®, (u*,0%); A\ p €R;
z

und hat den Einheitsnormalenvektor (Flichennormale)
n = [(Py x Oy) (U*vv*)|_1 (Py X o) (u*,07),

wobet

|®, x ®,| = VEG — F2.

b) Setzt man einen requliren Weg

£ ( :jgg ) t € la,b],

in den Parameterbereich D ein, so erhdlt man einen reguliren Weg im R? durch
Ee ® (u(t),u(t) = (1), t€ [a,b]
Ein (nicht unbedingt normierter) Tangentialvektor bei t € [a,b] ist (nach der Kettenregel)

p(t) = Py (u(t), v(t) ult) + Oy (ul(t), v(t)) 0(t),

kurz
O =0,0+ &,0.

Beispiel 9.2.4 Wir betrachten eine Sphire um den Nullpunkt mit Radius R > 0. Eine Para-
metrisierung hiervon ist
Rsindcos ¢
O(p,¥) = | Rsindsing |,
Rcosd

wobei ¢ € [0,27] der Léingengrad und ¢ €]0, 7| der Breitengrad ist. Beachten Sie, dass wegen
der Forderung der Injektivitat nicht sowohl ¢ = 0 als auch ¢ = 27 genommen werden kann und
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auflerdem die Randwerte fiir ¢ auch nicht verwendet werden konnen.
Fiir diese Parametrisierung erhélt man

—Rsinvsing
¢, = Rsind cos )
0

Rcosv cos g
$y=| Rcosdsinp
—Rsind

Hier sieht man auch, warum ¥ = 0 und ¥ = 7 ausgenommen werden muss, da sonst ®, = 0
gelten wiirde. Wir erhalten also eine Sphére ohne die beiden Pole. In der Praxis braucht man
aber auch die Pole. Es gelten jedoch einige Aussagen nicht, wenn man sie einschlief3t.

Mit den Ableitungen erhilt man die Tangentialebene in (&,7,()T = ®(p,9), die gegeben ist
durch

x Rsind cos —Rsin¥sin g Rcos cos
y | = | Rsindsingp | +A Rsin v cos ¢ +u| Rcosdsing |; A\ u€eR.
z Rcos? 0 —Rsin?d

Beispielsweise in (1,0, O)T = ®(0, §) ist die Tangentialebene an die Einheitssphére beschrieben

x 1 0 0
y =10 ]1+2|1]+u 0 AL ER
z 0 0 -1
Ferner ist allgemein
E = |<I>@|2 = R%sin? 9 (sin2 © + cos? ©) = R%sin? 9,
F = &, -9y = R? (—sin ¥ cos ¥ sin ¢ cos ¢ + sin ¥ cos ¥ sin ¢ cos ¢ + 0) = 0,
G = |By|* = R%cos®¥ ((3082 @ + sin? ©) + R%sin® 9 = R?,

so dass

VEG — F2 = /R2sin2 9 - R2 — 0 = R%sin ),
da sin® > 0 fiir 9 € [0, 7]. Wir erhalten damit die Flichennormale an (£,7,¢)" = ®(p, ) durch

1 —R?sin? 9 cosp — 0 —sin ¥ cos 1 —£
= s 0 — R%sin%9sin = | —sindsing =z | "
s —R?sin cos ¥ (sin2 © + cos? cp) —cos —C

Beachten Sie folgendes: Das Vertauschen der Parameter in ihrer Reihenfolge &ndert das Vorzei-

chen der Flachennormalen:
(I)Sp X (1)19 = —(1)19 X (I)Sp.
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Die Richtung der Flichennormalen ist {ibrigens nicht verbliiffend: Bei einer Sphire um den
Nullpunkt ist der Ortsvektor eines Punkts automatisch auch normal zur Tangentialebene an
diesem Punkt. O

Es wird Zeit zu integrieren.

Definition 9.2.5 Sei S C R? ein regulires Flichenstiick mit der Parametrisierung ® : D — R3,
D CR?, und f: S — R ein stetiges Skalarfeld. Dann wird

// Fz,y,2) dO(z, y, 2) = // F (@1 (), B, v), B3 (1, 0)) |G (11, 0) X By (11, 0)] d(, v)
S D

oder kurz

//Sfdo:://l)(fo@)-\/mdzf

das Oberflichenintegral von f iber S genannt. Auch hier reicht ein einfaches Integralzeichen
anstatt eines doppelten. Statt AO ist auferdem auch dw gebrduchlich.

Ist eine Fliche S C R? eine Vereinigung endlich vieler requlirer paarweise disjunkter Flichenstiicke
S1,...,9, und f: S — R stetig, so setzen wir

//Sfdo::i://s_fdo.

Beispiel 9.2.6

a) Den Inhalt einer Oberfliche erhélt man, analog zu den bisherigen Integralen, durch Inte-
gration der Eins. Der Inhalt einer Sphére Si(0) mit Radius R und Zentrum 0 ist somit

T 27
// 1dO0 = // 1- R?sin? dedv
Sr(0) o Jo

= / 27 R? sin 9 dv
0

= 21 R%*(— cosﬁ)!ér

= 47R%.

b) Ist eine Fliche S C R? mit der Ladungsdichte o geladen, so ist das elektrostatische Poten-
tial in y € R3\ S gegeben durch

00 = [ 25006
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7.B. sei ein Zylinder
Z::{xER?"Ogazggh, $%+JE%§R2}

an seiner Oberflaiche mit )

o(x) :w%—kx%—k%
geladen. Zur Berechnung des Potentials teilen wir 07 ein in drei Teile: S; ist der obere
“Deckel”
0 rsin @
x=| 0 |+ | rcose |, r€]0,R], p€l0,2n],
h 0
(r = 0 ist wegen des “Nullmengen-Arguments” egal), So der untere “Deckel”
0 rsin @
x=| 0 |+ | rcosp |, r€l0,R], ¢€|0,2r],
0 0
und S5 der Zylindermantel
Rsingp
x=| Rcosp |, ¢el0,2n], z€]l0,h]
z

Wir rechnen das Potential im Zentrum y = (0,0, %)T aus. Dort ist

B\ 2
lz —yl = /23 + 2%+ <x3—§> .
Das Potential ist somit

Ul) = //s B (—:ELr d0(z) + //s B (—:CL\ d0(z) + //s B (—x)y\ d0().

Fangen wir mit S7 an. Hier ist

sin ¢ 7 COS
®.=| cosp |, P,=| —rsing |,
0 0
so dass
E = |&,)° =sin?p+cos?p =1,
F = &.-®&,=rsinpcosyp —rsinpcosp =0,
_ 2_ .2 2 2.2 2
G = |Py|” =r cos®p+risin”p =1,

VEG—-F? = r2—0=r.
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Folglich errechnet sich das Integral wie folgt:
2m
// o(x) d0(z) — / / r?sin? o + 12 cos? p + 2 rdpdr
si o=yl \/r2sm <,0+7"2cos2cp+
2m
— / / \/r2+—-rdcpdr
o Jo 4
R 2
= 27T/ \/r2+h—-7‘d7‘.
0 4

Es gilt (mit s := 2 + %2)

3
h? 2 3 2 h?\ 2
2 _ P R 2
/ r—l——4 2rdr = /\/_ds 3 2_3<r +—4>,

so dass

//51 |"’3Q(—x)y| dO(z) = 7r.§<7,2+hz2>%

12

Fiir Sy erhalten wir (STOPP! Probieren Sie es zunéichst selbst!)

sin 7 COS
®.=| cosp |, P,=| —rsing |,
0 0
E = |&)=
F = 0,
2

G = |P,|°=

VEG—-F? = r

und folglich (dhnlich wie bei St)

-rdedr

0 R pr27 7,,2
JLesew = ] ==
So "T_y’ 0 0 r2+%2
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2 2
SRS
= 27 - rdr
0

\/r2+%2 \/7“24—%2
R 2 2 rR
h h
= 27T/ \/rz—l—zrdr—%/ Ldr.
h2
0 0 /T2+T
Mits::rz—i—h;ist
1 1 h?
/77' 2d7’:§/7d82 S = 7’2+Z.
/ h S
T2+T
Somit erhalten wir

2 B2 % B3 B2 h2 h3
Sa

|z — y| 3 4 12 2 4 4
3 1
2 (o REN\?  wh? [ _,  h2\Z wh3
= ?(R *z) — \FrT) e

SchlieBlich gilt fiir S3 (STOPP! Auch hier sollten Sie es erst selbst versuchen!):

Rcos 0
¢,=| —Rsinp |, ®,=1 0 |,
0 1
E = ’q)<p‘2 = R?
F =0,
G = |8.*=1,
VEG — F? R

Folglich gilt:

2w h RZ z°
// %) 40() :/ Rl _ Rdzdy
S3 |z -y 0 0 R2 + z—%)
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Mit ¢t := 2z — % erhalten wir

R2+§(t2+th+h§>d
_ t

2 22

/ R*+ % "

VIRt (- -5)° Ve
1 2 2 2 2
1 [ R+t dH@/ t dt+12R+h/ 1 &
1) VRET 2 4 VRt 16 NizEne

1 h 12R2 + K2 1 1
= Z/\/R2+t2dt+zx/R2—|—t2+ R16+ E/ 2dt.

1+ (%)

oy S

Hierbei gilt (7 := %)

1 1 1 1
E/T()Zdt:E/deT:arsinhT:arsinh%

1
R

und
t2
1-VR2+t2dt = t\/R2+t2—/7dt
/ VR? 4 t2
= t\/R2+t2—/\/R2+t2dt+R2/
1 1
= [ VR2+t2dt = —(t\/R2—|—t2—|—R2/7dt>
/ 2 VR? + 2
= % <t\/ R2 +t2 +R2arsinh%> .

1
——dt
VR? + t2

Der Rest ist nur noch Einsetzen.

9.3 Die Substitutionsregel fiir Flachenintegrale

Es ist manchmal hilfreich, das Koordinatensystem zu wechseln, um das Integral einfacher be-
rechnen zu kénnen.

Satz 9.3.1 (Substitutionsregel fiir Flichenintegrale) Sei M C R2? eine regulire Menge
und ® : D — R? mit D C R? eine Parameterdarstellung (Koordinatentransformation), d.h.
(z,y) = ®(u,v), wobei

1. M = &(D),
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2. ® e CW(D,R?),
3. ® injektiv (auf D) ist,
4. fiir die Jacobi-Determinante (Funktionaldeterminante) von ® gilt:

o(z,y) .
I(u,v)

Dann gilt fiir jedes stetige Skalarfeld f : M — R, dass

J[ s@naen = [ @ 522 awo.

Beispiel 9.3.2 Auf dem Kreisring

=det ®'(u,v) #0 V(u,v) € D.

M = {(z,y) €R2|1 < z? 492 <4}
integrieren wir
In (a:2 + y2)
(22 +y2)?

Fiir den Kreisring sind Polarkoordinaten die erste Wahl:

flz,y) =

x=rcosp, y=rsing, r€E]ll,2],pc]0,2r]

Somit ist

I,y = [ [

7 Inr
= 2// —3|7’0082<,0+7‘sin2cp‘ dpdr
1 Jo T

2 2w
1
= 2// —n;rdgpdr

= 4n ln—rdr
1

= dr-(~1)- /ln—rdr

21l
= —47T/ 2T dr
1 T

1

= 47T/21tht
1

cosp —rsing
(sincp 7 COS )'dcpdr
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= —dr(tlnt —t)]i
2

1
= 47T+27T111§ — 27
= 27(1—1n2).

<&

Bemerkung 9.3.3 Die Substitutionsregel ergibt sich, indem man die ebene Fliche in den R3

“einbettet”:

FEs ist dann

x Dy (u,v) .
M > ( Y ) = ( Dy (u,v) ) = ®(u,v) € R3, (u,v) € D,
z 0

f(x7y70) = f(x7y)

= |q>u|2a F=%, -9, G= |(I)U|2'

Folglich gilt nach Definition 9.2.5, dass

wobei

EG — F?

J[ Fews00= [[ s @0 VEG Fage,

S OEGIGROIRGET
- (&) (2 > (5) () o

ou0y 0u 0y’
oudv Ovou

2
or 0Oy

_ | 0u Ou

or 0y
ov Ov

ay oy\*
ou Ov
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9.4 Oberflichenintegrale von Vektorfeldern

Definition 9.4.1 Sei ® die Parametrisierung des reguliren Fliachenstiicks S = ®(D) C R3 mit
Flichennormalen n := (EG — Fz)_%(CI)u x ®,). Ist f : S — R3 ein stetiges Vektorfeld, dann

nennt man //f o // n)dO = // det (f, @y, ®,) d(u,v)

den Fluss von f durch S.

Hierbei steht “” wie bei dem Arbeitsintegral symbolisch fiir das Euklidische Skalarprodukt.
Ferner stellt (f, ®,,®,) die Matrix mit den Spalten f, ®, und ®, dar. Der Normalenvektor gibt
hierbei an, in welche Richtung etwas durch die Fliche flief3t.

Beispiel 9.4.2 Eine Punktladung ¢ im Nullpunkt hat das elektrische Feld

E(z) = % z, xcR3\{0},

wobei ¢ eine Konstante ist.
Wir berechnen den Fluss dieses Feldes durch die Sphére Sg(0) um 0 mit Radius R > 0 und zwar
von innen nach auflen. Also ist

1
Y @ € Sr(0).

//SR(O)E'dO - // E(z) - n(z) dO(z)
- //SR |$| dO(a:)
G //Mo 10

_ Y 2

= drmeq.

n(x) =

Der Fluss ist somit

Der Fluss von auflen nach innen wére —4mcq. &

In den Kanon der Sitze von Gaufl und Green gehort auch der folgende.

Satz 9.4.3 (Satz von Stokes) Sei S C U C R3 (U offen) ein regulires Flichenstiick mit
Flichennormale n und tberschneidungsfreier und geschlossener Randkurve 0S. Hierbei sei 05
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so parametrisiert, dass in Durchlaufrichtung S links liegt und die Flichennormale im Gegenuhr-
zeigersinn umfahren wird. Ist f € C(l)(U, R3) ein gegebenes Vektorfeld, so gilt

/(rotf)-dO: f- dz.
S oS

Beispiel 9.4.4 Auf der oberen Hemisphiire
H:={(z,y,2) eR’|2* +¢y* + 2> = R? 2 >0}

sei
T
f(@,y,2) = y
e —\/x?+y? +1
gegeben. Es gilt
y

(rot f)(z,y,2) = [ 0 W)
0-0

Mit der schon zuvor benutzten Parametrisierung ist

___Rsindsin 4,0
o R? sm2 9+1 sin 9 cos ¢
// (rot f)- dO = / / Rsmﬁcow .| sinvsing | R*sinddedd
H R? sm2 9+1 cos ¥
0
3 27
= / / 0dpdy
o Jo
=0
Wir sehen uns nun an:
f-dax.
oOH
Der Rand ist der folgende Kreis
T Rcosp
y | =| Rsing |, ¢e€]0,2n]
z 0

Beachten Sie, dass der Umlauf so erfolgt, dass die Hemisphére immer links liegt und die Nor-

malenvektoren auf H
sin ¢ cos

sin ¥ sin
cos ¥
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im Gegenuhrzeigersinn umrundet werden. Damit gilt

o Rcosp —Rsinp
f-dx = / Rsin p . Rcosyp dey
oH 0 R%+1 0

= 0.

Fiir Gradientenfelder f = grad F' ergibt sich iibrigens eine bereits bekannte Tatsache:

jé (grad F) - dz =0
oS

und
rot grad FF =0 :>//(r0t grad F')- dO = 0.
S

9.5 Ein Integral aus Statistik und Stochastik

In der Statistik und Stochastik spielt das Integral

+o0o 9
/ e ¥ dx
— 00

315

eine wichtige Rolle, z.B. bei der Gaufi’schen Normalverteilung. Obwohl es keine Stammfunktion
mit geschlossener Darstellung gibt, kann man es doch berechnen. Dies geht interessanterweise

durch einen Umweg in 2D. Zuniichst eine Uberlegung vorweg: Wir betrachten

22y _

[l st [ [t
Nach dem Satz von Fubini gilt dann

_l’_

// e~ Y’ d(z,y) = / </ e eV dy> dx
R2
+oo o] 9
/ < / e Y dy> dx
00 5

= </ eydy></ e_xdaz>
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Nun wenden wir uns dem Integral iiber den R? zu, das man auch wie folgt berechnen kann:

// ey d(z,y) = lim // ety d(z,y).
R2 R—o0 Kr(0)

Mit Polarkoordinaten erhilt man

s o R 2w 5
// eV d(z,y) = / / e " rdedr
Kr(0) o Jo
R 2
= 27T/ e " rdr
0
R2
= 7T/ e tdt
0

= 7 (—e_R2 + 1) .

// eV d(w,y) =7
R2

+00 5
/ e ¥ dx = /7.

—00

Also gilt

und folglich



Kapitel 10

Volumenintegrale

10.1 Definition und Eigenschaften

Die Definition des Volumens und des Integrals geht analog zum Integral auf [a,b] und dem
Integral iiber ebene Flichen. Statt eine Teilmenge des R? mit Quadraten der Kantenlinge 2%
zu iiberdecken, iiberdecken wir nun eine Teilmenge M des R3 mit Wiirfeln der Kantenlinge 2.
Analog summieren wir bei S(M) die Volumina der Wiirfel, die einen nicht-leeren Schnitt mit
M haben und bei si(M) nur die, die ganz in M enthalten sind. Gilt

lim sp(M) = lim Si(M) (=: V(M) =: Vol(M)),

k—o0 k—o0
so nennen wir M Riemann-messbar und V(1/) des Volumen von M.

Definition 10.1.1 Riemann-messbare Mengen N C R? mit V(N) = 0 heiflen Nullmengen
(im R3).

Satz 10.1.2 Im R? sind endliche Mengen, requlire Kurven und requlire Flichenstiicke Null-
mengen.

Definition 10.1.3 Eine Menge M C R3 heifit regulér, wenn folgendes gilt:
1. Die Oberfliche OM besteht aus endlich vielen reguldren Fldachenstiicken.
2. Das Innere M\OM ist ein nicht-leeres und beschrinktes Gebiet im R3.

3. M ist abgeschlossen, d.h. OM C M.
Satz 10.1.4 Jede requlire Menge im R? ist Riemann-messbar mit positivem Volumen.
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Ein Intervall [a, b] haben wir fiir die Definition des Riemann-Integrals in kleine Teilintervalle zer-
legt. Bei ebenen Fléchen haben wir eine Zerlegung durch Zerschneiden mittels regulirer Kurven
durchgefiihrt. Fiir regulire Mengen M im R3 wird die Zerlegung nun mittels zerschneidenden
reguldren Flichenstiicken umgesetzt. Die Unter- und Obersummen werden fiir stetige Skalar-
felder f : M — R analog definiert. Stimmen das Supremum {iiber alle Untersummen und das
Infimum {iber alle Obersummen iiberein (was bei stetigen Funktionen stets gilt), so haben wir
das Volumenintegral (Dreifachintegral)

J[] #ewnavey.s),
M
das man auch schreiben kann als

//Mde, //Mde(oc,y7 ; /fa:y, YAV (z,y, 2), /dea:y,

Statt dV(z,y, z) kann auch einfach d(zx,y,z) geschrieben werden. Wir sehen uns ein paar Ei-
genschaften an.

Satz 10.1.5 Seien M C R? regulir und f,g: M — R stetig. Dann gilt:

a) (Linearitit) Fir alle A\, p € R st

J[] es ez =x [[] raeyocn [[] awns

b) (Monotonie) Ist f(x,y,z) < g(z,y, 2) fir alle (z,y,z) € M, so gilt

JIf e e

¢) (Additivitit) Sind My, ..., M, C R? paarweise disjunkte requlire Mengen mit M = |JI_; M;,

s0 1st
JIf o= 55 1, e

d) Ist N C M eine Nullmenge im R3 und M\N regulir, so ist

JIf = e

Satz 10.1.6 Sei f : M — R stetig. Fiir die folgenden Spezialfille requldrer Mengen M kénnen
die Volumenintegrale umgeschrieben werden:
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a) Gilt
M = {(:L',y,z) € Rg‘ (x,y) € D, g(x,y) <z < h(x,y)} ,

wobei D C R? regulir ist und g,h € CD(D) mit g < h gilt, so ist

[[] satwn = //D ([ sa:) e

Analoge Aussagen gelten fiir j(z,z) <y < h(x,2) baw. §(y,z) < x < h(y, 2).

b) Gilt
M= {(z,y,2) ER*|a<z<b, c(z) <y<d(z), g(z,y) <z < h(z,y)},

wobei a,b €R, a < b, ¢,d € CV[a,b], ¢ <d, g,h € CV), g <h, soist

s ([ ([ en) ) o

Auch hier gelten die Aussagen auch mit vertauschten Variablen.

Fall b) ist ein Spezialfall von a), wobei D ein Normalbereich (bzgl. y) ist.
Satz 10.1.7 (Satz von Fubini) Sei f: Q — R stetig auf dem Quader

Q={(z,y,2) ER} |G <a <& m<y<m, G <2<}

//Qfd@:,y,z) = /;
_ /7]772
L

Dann gilt

2 G2
/ flz,y,2)dzdydz
G

&2

2
/ flz,y,z)dzdzdy
1 JG

72 2
/ flz,y,z)dxdydz
13

1 1

:\m\:\

n

d.h. die Integrationsreihenfolge ist beliebig.

Satz 10.1.8 Fiir requlire Mengen M C R? gilt

Jf
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Beispiel 10.1.9
a) Sei Q = [0,7] x [—1,1] x [0,2] ein Quader. Wir definieren

Es gilt

1
flx,y,2) :=¢€" +?—zcosx
iy 1 2 1
// fd(x,y,2) = / /ex—l-——zcosxdzdydx
Q 0 Y+ 2

|
T 1
1
= //exz—i- i — Z2%cosw
0o J-1 y+2 2
|

™ 1

2

/ 2¢" + —— — 2cosxdydx
-1 y+2

2
dy dx
0

1

dx
—1

2¢"y+21Inly + 2| — 2ycosz

4e” +2In3 — 4cos zdx
= (4¢" + (In9)x — 4sinz) ‘Z
= 4" + (In9)m — 4.
Sie konnen selbst als Ubung andere Integrationsreihenfolgen ausprobieren.
b) Wir bestimmen das Volumen einer Kugel
Kr(0) = {(z,y,2) € R3|x2 +92 422 < R2} .
Es gilt

—1/R2—:L"2—y2§z§«/R2—$2—y2,

wobei (z,y) im Kreis Cr(0) um 0 mit Radius R liegen muss. Also gilt nach Satz 10.1.6 a):

R2—x2—y
/// 1d(z,y, 2) // / 1dzd(z,y)
Kr(0) Cr(0) R2—:c2—y
// 2v R? — 22 —y?d(z,y).
Cr(0)

Das verbleibende Integral kénnen wir mit der Substitutionsregel fiir Fldchenintegrale
bewiltigen, siehe Satz 9.3.1: = rcosg, y = rsing, r €]0, R], ¢ € [0,27] ergibt

2
Vol (Kg(0 / /2 R?2 —r2rdrde
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c) Ahnlich wie wir es bereits bei Kurven und Flichen kennengelernt haben, kann man Mo-
mente und Schwerpunkte berechnen. Als Beispiel betrachten wir ein Objekt

B::{(m,y,z)€R3‘0§x§1,0§y§x2, —xy2§z§x2y}

mit der Massenverteilung
o(z,y,2) i=x+y+ 2.

Die Gesamtmasse ist

S
B
1 x2 z2y
= / / / (x +y+2z)dzdydx
0 Jo —xzy?
1 x2 1 ZIQy
= / / [(m +y)z+ 522]
0 0

z
dydz
z=—1xy?
1 x? 1 1
= / / (mgy + 22%y% + 3 ory? 4+ zy® — 5 x2y4> dy dx
o Jo

1 2
I 39 o 1 4\1 5 x4 a7 4

= - 2 — - Syt - =
/0<2xy —i—(az +2x 3y +4y wy

1
L7 28, 1 10,15 L o1
= 5 Py = - = — d
/0<2m—|—3x—|—6x —1—4:17 10:1: x

y=a?

dx

y=0

—1+2+1+1 1~0169
T 16 0 27 66 40 130

Die Schwerpunktkoordinaten sind dann

rs = %///B:w(:v,yvz)d‘/(:v,yvz)

1 1 x? z2y 5
= — x°+zy+xz) dzdyde,
M/O /0 /—xy2 ( )
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ys = %///Byg(w,y,Z)dV(w,y,Z),
- %/Xquwng@%@.

Die Berechnung wird als private Ubungsaufgabe iiberlassen.

&

Satz 10.1.10 (Substitutionsregel fiir Volumenintegrale) Sei B C R? eine regulire Men-
ge und ® : U — B eine Koordinatentransformation “(x,y,z) = ®(u,v,w)”, d.h. ® erfiillt
die folgenden Bedingungen:

1. ®(U) = B und U C R? ist regulr,

2. ® ist injektiv,

3. ® e (U, B),

4. Fiir die Jacobi-Determinante von ® gilt:

O(x,y,2)

G(u v, 0) #0 aufU.

Dann gilt fiir jedes stetige Skalarfeld f: B — R:

Jff, s 0000 = [ st |E55

Beispiel 10.1.11

a) Wir rechnen noch einmal das Volumen eine Kugel Kz(0) aus, diesmal in Polarkoordi-

naten:
x rsind cos
y | = | rsindsing |, r€]0,R], ¢ €[0,2n[, ¥ €]0,n[.
z r cos

Der hier ausgenommene Bereich (der Schnitt der z-Achse mit der Kugel) ist eine Nullmen-
ge und folglich irrelevant. Die Jacobi-Determinante haben wir schon im Beispiel 7.3.15
ausgerechnet:

'3(% Y, 2)

o(r, ¢, 9)

= r2sind.




10.1. DEFINITION UND EIGENSCHAFTEN 323

Hier sieht man noch mal, warum r > 0 und 0 < ¥ < 7w gelten muss. Wir erhalten

Vol (Kr(0)) = /// 1dV
KRr(0)
R 27 T
= // /1-r2sin19d19d<pdr
o Jo 0
R 21
= // (—7’200879)
o Jo
R 21
= // 2r2d<pd7‘
o Jo
R
= 47T/ r2dr
0

4
== g 7TR3.

dpdr
0

b) Auf dem Zylinder

Zyz = {(2,y,2) ER?"Q:Q—I—yQ <16,0<z <3}

)

soll
z

:$2+y2+1

integriert werden. Wir verwenden hierfiir Zylinderkoordinaten:

f@,y,2) :

T T COS
y | = | rsing |;r€]0,4], z€[0,3], ¢ €[0,27].
z z

Die Jacobi-Determinante hierzu ist

cosp —rsing 0

8 M M . .
Ow,y,2) _ sing rcosg 0 |=rcos®@+rsinp=r.
(9(7’, ®, Z) 0 0 1

Also gilt nach Satz 10.1.10:

4 3 e2m
/// fdv = /// 5 dpdzdr
Zas o Jo Jo rm+1
4 3 ]
= 27T// j—rdzdr
0 0 T +1
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z=3
dr

/4 22T
™
0 7’2 + 1 2=0

4
97r/ S dr
0 ré+1

4

gﬂln (r2+1)

0
gwln 17.

VOLUMENINTEGRALE

10.2 Der Satz von Gaufl} und die Green’schen Formeln

Satz 10.2.1 (Satz von Gau3) Sei B C R? regulir, wobei die Oberfliche OB aus endlich vie-
len, geschlossenen, stiickweise requldren Flichen Sy besteht, deren Schnitt hochstens Randpunkte

enthdlt. Ferner sei der Umlaufsinn iber die Kanten SpN.S; hinweg stetig fortgesetzt (“zweiseitige
Fliche”). Ist D D B offen und f € C(l)(D,Rg) ein gegebenes Vektorfeld, so gilt:

//Bdivde://an-ndO,

wobei n die dufere Einheitsnormale zu OB ist.

Beispiel 10.2.2 Statt den Fluss des Geschwindigkeitsfeldes

v(x,y, 2) =

.2
r—ye *?

1
rtan 7 +2y

z—siny/z2 +y2+1

durch die Sphire 0Kr(0) um 0 mit Radius R > 0 zu berechnen, geht dies viel einfacher mit

dem Satz von Gauf:

// v- dO
0K R(0)

_ /// div v dV
KR(0)

_ /// 1av
KR(0)

16

= 7R

3

Aus dem Satz von Gaufl folgen die Green’schen Formeln. Wie? !

<&

Die erste Formel folgt mit f = VVU. Die zweite folgt aus der ersten, indem man dort U und V vertauscht
und die “vertauschte Gleichung” von der alten subtrahiert.
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Satz 10.2.3 B C R? erfille die Voraussetzungen des Satzes 10.2.1. Sind U,V € C?(D,R)
gegebene Skalarfelder, so gelten die
1. Green’sche Formel

// VAU + (VU) - (VV)d(z,y, 2 //{)Bv—ndeyJ

und die 2. Green’sche Formel

///VAU UAV d(z,y, z) // V——U—dO(x,y,Z),
OB 871

wobei n die duflere Einheitsnormale zu OB ist.

Eine Anwendung findet man (als Ausblick auf Teil 3 dieser Vorlesung) bei der Laplace-Gleichung,
die beispielsweise bei dem elektrostatischen Potential und bei dem Gravitationspotential auf-
tritt. Wir betrachten 4 Varianten von Randwertproblemen. Stets sei B eine beschrinkte Menge
wie in Satz 10.2.1 und stets sei eine Funktion F' € C(0B) gegeben. Auflerdem sei E eine offene
Menge, die R*\ B und 0B enthilt. n ist wieder die #ufere Einheitsnormale.

(IDP) Inneres Dirichlet-Problem
Finde U € C® (D), so dass gilt:

AU = 0in B\OB,
U = F auf B.

(INP) Inneres Neumann-Problem
Finde U € C® (D), so dass gilt:

AU = 0in B\0B,

ou = F auf 0B.
on

(EDP) AuBeres Dirichlet-Problem

Finde U € C?(E), so dass gilt:

AU = 0inR3\B,
U = F auf 0B,

Ulz) = (ﬁ) VU (2)] = 0(#) fiir |z] — oo.

(“U ist regulér im Unendlichen”).
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(wobei f(z) = O(g(x)) fiir |z| — o0 & % beschrinkt fiir || — oco. Dies ist auch ein Landau-
Symbol.)

(ENP) AuBeres Neumann-Problem
Finde U € C®)(E), so dass gilt:

AU = 0inR3\B,
ou
on

U reguldr im Unendlichen.

= F auf 0B,

Wir untersuchen die Frage, ob eine Losung, wenn man sie gefunden hat, denn eindeutig ist.
Betrachten wir die inneren Probleme. Seien U und V zwei Losungen, d.h. AU = AV = 0 in
B\OB. Wir setzen H := U — V. Setzt man H fiir beide Funktionen in der 1. Green’schen Formel
ein, so gilt

OH
2 _
//BHA_]O;IHVH\ d(z,y,2) = /8BH o dO(z,y, 2).

Egal, ob man das Dirichlet- oder das Neumann-Problem behandelt, in beiden Féllen verschwin-
det die rechte Seite, da

H|sp =Ulgp — V]pp = F — F = 0 im Dirichlet-Fall

und
OH

on

_ v
o On

U

= = F — F = 0 im Neumann-Fall
op On

0B

gilt. Es folgt
[ 1vHP (.. =0
B
Da V H stetig ist und |VH| > 0 gilt, muss somit VH = 0 auf ganz B gelten. Also ist H konstant.
Somit gilt:
e bei (INP): U und V unterscheiden sich nur durch einen konstanten Summanden.

e bei (IDP): Der konstante Summand muss wegen Ul|gp = V]gp(= F') gleich Null sein. Also
ist U = V. Es kann nicht mehr als eine Lésung geben.

Fiir die #ufleren Probleme integriert man iiber (R3\B) N Kg(0), wobei die Kugel Kg(0) so
gewihlt ist, dass B C Kg(0) (d.h. R muss hinreichend grof sein). Man hat also 0Kg(0) als
zusitzlichen Rand. Mit etwas mehr Arbeit fithrt der Grenziibergang R — oo schliefllich zum
Resultat, dass (EDP) und (ENP) jeweils nicht mehr als eine Losung haben kénnen.
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Kapitel 11

Grundlagen der Fouriertheorie

11.1 Ein bisschen Funktionalanalysis

Wir haben schon in Abschnitt 2.2 gesehen, dass die Begriffe des Skalarprodukts und der Norm
allgemeiner aufgefasst werden konnen statt nur als Euklidisches Skalarprodukt und Euklidische
Norm im R"™. Da die Norm als Lénge eines Vektors und ||z — y|| entsprechend als Abstand der
beiden Vektoren z und y interpretiert werden kann, ist es moglich, eine Norm zu benutzen, um
beispielsweise Konvergenz zu definieren (beachten Sie, dass ein Skalarprodukt (-,-) stets eine
Norm “induziert”: ||z|| := /(x,x), siche Satz 2.2.10).

Definition 11.1.1 Sei (V,||-||) ein normierter K-Vektorraum (K € {R,C}). Eine Folge (xy)neN
von Vektoren x, € V heifit

a) konvergent gegen den Vektor £ € V, wenn gilt:

lim |z, —&| =0. (11.1)

b) Cauchyfolge, wenn gilt:

Ve>03dngVn,m>ng ||z, — xml| <e.

Beachten Sie, dass ||z|| € RVx € V gilt. Somit steht “lim,_.o,” in (11.1) fiir den altbekannten
Limes einer reellen Zahlenfolge.
Im Folgenden steht K immer fiir die Wahlmdoglichkeit zwischen R und C.

Definition 11.1.2 FEin normierter Vektorraum, in dem alle Cauchyfolgen konvergent sind,
heifit vollstdndig oder auch Banachraum. Ein Banachraum, dessen Norm wvon einem Ska-
larprodukt induziert ist, heifst aufserdem Hilbertraum.
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Neben dem (langweiligen) Beispiel des R™ gibt es noch ein weiteres (fiir Ingenieure wichtiges)
Beispiel, das wir bereits teilweise untersucht haben.

Definition 11.1.3 (LP-R&ume) Sei 1 < p < 400 und sei D C R" eine Menge, auf der Inte-
grale definiert sind. In der Menge LP(D,K) seien dann all die Funktionen F : D — K zusam-
mengefasst, fir die

/ |F(z)P dz < 40
D

gilt, wobei man Funktionen Fy,Fy : D — K als gleich ansieht, wenn sie fast iberall gleich sind,
d.h. wenn

/ Fi(z) — Fo(a)P dz =0
D
gilt. Auf 1LP(D,K) definiert man die Norm
1
p
1Pl = 1Pl = ([ IF@P ae)” . Ferp)

Im Spezialfall p = 2 definiert man auflerdem das Skalarprodukt

(F,G)y = (F,G)ra(px) = /D F(2)3(@) de;  F,G € LX(D,K),

Hierbei steht G(x) fiir die komplexze Konjugation von G(x). Im Fall G(z) € R ist damit G(x) =
G(z). Im Folgenden sei LP(D) := LP(D,C).

Beachten Sie, dass || - ||2 eine induzierte Norm ist: ||F||s = /(F, F')2. Warum muss bei der Norm
die p-te Wurzel gezogen werden? ! Warum miissen Funktionen als gleich angesehen werden, die
fast iiberall gleich sind? 2

Satz 11.1.4 Fir die in Definition 11.1.3 definierten Rdume gilt: 1P (D) ist stets ein Banach-
raum und L2(D) ist stets ein Hilbertraum.

Sehen wir uns ein paar Beispiele an:

Beispiel 11.1.5

a) Wir betrachten L'(R) und F(z) := 1, G(z) := e~ . Offensichtlich gilt

“+00
/ F(2)] do :/ | dz = 400,
R —00
1

oIgM 4Z39[10A SUNSUIPOT-18TUSSOWIO]] SIp OSIOMS[OIdSIoq JSUOS [IOAN
*Wegen der positiven Definitheit: alle Funktionen F, fiir die F' = 0 fast {iberall gilt, erfiillen ||F||, = 0, deswegen
darf man sie nicht von der Nullfunktion unterscheiden kénnen.
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Dagegen ist (siehe Abschnitt 9.5)
+o0 9
/ |G (z)] da::/ e " dx = /7 < +o0.
R —o0
Somit gilt F ¢ L}(R) und G € L}(R).

b) Sehen wir uns F(z) := 2%, z € R, fiir ein festes a € R an und untersuchen, fiir welche p
die Aussage F' € LP([1,4+o0]) gilt:

M
+o0o +o0 1 _ap+l ‘ B
/ ‘F(m)‘p d[]j‘ = / xap df]: — llm ap+1 €T o 1 ) faHS ap 7é 1
1 1 e Inz ‘1 ) falls ap = —1

{ +oo, fallsap+1>0

—ﬁ, falls ap+1<0

Also gilt F' € LP([1,4o0]) fiir alle p mit ap + 1 < 0. Da dies nur fiir negative « geht, gilt
(stets mit 1 < p < 400)

F ¢ LP([1,+00]) fiir alle p, fallsa>0
1
F e LP([1,400]) & p> —= falls a < 0.

Z.B. ist also F(x) := 2~2 in allen LP([1,4o00[) mit p > 2, aber beispielsweise nicht in
L2([1, +00).

<

Wir haben in Teil I gesehen, wie man in endlich-dimensionalen Vektorrdumen mit einem Ortho-
normalsystem eine Basisdarstellung gewinnt (siehe Abschnitt 2.2 und insbesondere Definition
2.2.14 und Satz 2.2.16). Wir werden nun sehen, wie dies allgemein aussieht, wenn die Rdume
nicht zwingend endlich-dimensional sind.

Definition 11.1.6 Sei (H, (-,-)) ein Hilbertraum. Ein Orthonormalsystem (ONS) M C H (d.h.
fir alle x,y € M mit x # y gilt (x,y) = 0 und fiir alle x € M st |z|| = 1) heifst vollstindig,
wenn folgendes gilt:

Ezistiert ein z € H, so dass (z,x) =0 fiir alle x € M, so ist z = 0.
FEin vollstindiges ONS wird auch Orthonormalbasis (ONB) genannt.

Nur der Nullvektor ist also orthogonal zu einem vollstdndigen ONS. Wir sehen uns zwei Beispiele
an.
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Beispiel 11.1.7

a) Das Funktionensystem {F}, j}n—12, . j=1,2 mit

1 1
Fo1(t) .= —= cos (nt), F,2(t) = —=sin(nt), te€[0,2n],

VT Vv

ist zwar orthonormal in L2([0, 27], R), wie man als einfache Integrationsiibung nachpriifen
kann:
(Frg Frk) L2 (o.2n)) = OnmOje Ym,m=1,2,...5¥j =1,2.

Jedoch ist es nicht vollstdndig, denn jede konstante Funktion ist orthogonal zu diesem
ONS:

2w 2w
1 1
c—=cos(nt)dt=0 und c—sin(nt) dt=0 Vn=12,...VceR.
0 \/E ( ) 0 \/E ( )

Mit groflerem mathematischen Aufwand kann man zeigen, dass man durch Ergéinzung der

konstanten Funktion )
F071(t) = — t e [0, 271'],

V2r’
in der Tat ein vollstéindiges Orthonormalsystem in L2([0,27],R) erhilt.

b) Die Funktionen

1.
Gn(t) = \/ﬂemt, te[0,2n], n € Z,

bilden ein ONS in L2([0, 27],C), denn

1 2 N
Gn,Gp, = — inteimt ¢
( >L2([o,27r},<C) o Jy e e
1 2 )
- emte—zmt dt
2 0
2m
— i / ei(n—m)t dt
2 0
. 2
_ 1 i(nim) e’(:_m)t ‘0 , fallsn#m
2 t 0 falls n =m
1 m(l—l), falls n #m
27 27 —0, falls n = m
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Auch hier kann man mit groferem mathematischen Aufwand nachweisen, dass {Gy, }nez auch
vollsténdig ist. Interessant ist iibrigens hier der Zusammenhang zum Teil a) dieses Beispiels iiber
die Euler’sche Formel:

™ = cos (nt) + isin (nt).

Fiir andere Zeitintervalle [0,T], T > 0, kann iibrigens

.27
Gp(t) = —=emT! te[0,T], nez,
)= = 0.7
als ONB von L2([0,77], C) verwendet werden, wie eine einfache Substitution zeigt. <&

Satz 11.1.8 (Hauptsatz fiir Orthonormalbasen) Sei (H, (-,-)) ein Hilbertraum und {xy }nen
ein (unendliches) Orthonormalsystem in H. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. {xp}nen ist vollstindig.

2. Jedes y € H lisst sich in eine Fourierreithe entwickeln:
(o]
Z Y, Tn)

3. Es gelten die Parseval-Identitdten: Fiir alle y,z € H ist

oo

<y7 Z> = Z <y7x7l> (van>

n=0

und insbesondere

lyll* = ZI Yo )]

11.2 Diskrete Fouriertransformation

Aus dem vorherigen Beispiel wissen wir somit aufgrund des Satzes 11.1.8, dass jedes F €
L2([0,27],R) darstellbar ist als Fourierreihe

00 2
F=(FFy), F01+Z Z(F7Fn7j>2 I g,
n=1 j=1
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d.h. genauer gesagt als

27 1 1 o 27 1 1
F(t) = /0 F(s)m ds W +n:1 {/0 F(s)\/—% cos (ns) dsﬁ cos (nt)
21 1 ) 1 )
—i—/o F(s)\/—% sin (ns) ds 7= sin (nt)] , tel0,2n]. (11.2)

Ubrigens kann man, wegen der Definition der LP-Riaume, nur davon ausgehen, dass F und seine
Fourierreihe fast iberall gleich sind. Das ist aber im Folgenden von untergeordneter Bedeutung.

Da man die Funktionen sin (nt) und cos (nt) als Wellen unterschiedlicher Frequenzen ansehen
kann, bedeutet (11.2) eine Zerlegung des “Signals” F' in einzelne Wellen. Die Koeffizienten
(F, F,_j)2 entsprechen dann den Amplituden. Dieses so genannte Fourierspektrum erlaubt ei-
ne Analyse von F. Man erfihrt beispielsweise, ob vor allem hoch- oder niedrigfrequente Anteile
in F' enthalten sind.

Analoges gilt fiir F' € L2([0,2x], C):

d.h.
1 I por . .
F(t) = — / F(s)e "™ ds e te [0, 27].
2 e —oo 0

Die Folge aller Koeffizienten ((F, F}, j))n,; bzw. ((F,G,)), einer Funktion F' nennt man die dis-
krete Fourier-Transformierte von F. Die Zuordnung F — ((F, F}, j))nj bzw. F' = ((F,Gpn))n
heifit diskrete Fourier-Transformation. Im Englischen wird dies namentlich nicht unterschie-
den, beides heifit discrete Fourier transform. Die Transformation ist injektiv, da F' mittels
der Fourierreihe aus der Transformierten wieder rekonstruiert werden kann. Es geht also beim
Transformieren keine Information verloren. Ein Beispiel zeigt Abbildung 11.1.

Da sich die diskrete Fourier-Transformation auf Funktionen auf [0, 27] bezieht, wird sie fiir 27-
periodische Funktionen verwendet, also fiir Funktionen f mit f(x) = f(x + 27) V.

In der Praxis stellt sich die Frage, wie man die diskrete Fouriertransformation effizient berechnen
kann, wenn man f nur auf einem Punktgitter 0 = 29 < 1 < ... < xxy = 27 gegeben hat.
Hierfiir schreiben wir die Fourierreihe von f € L2(]0,27],R) ein wenig um:

f(z) = % ap + Z (ay cos (kx) + by sin (kx)), = € [0,27],
k=1

wobel
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srraxr’ A *

Abbildung 11.1: Diskrete Fouriertransformierte der Funktion f(z) = COS(le)e_I2 +
sin(203;)e_0'25(m_1'5”)2 (links): das mittlere Bild zeigt die Koeffizienten a; =
1 2n f(t) cos(kt)dt, und das rechte Bild zeigt die Koeffizienten by, := 1 2n f(t)sin(kt) dt.
Die Koeffizienten spiegeln die dominanten Anteile von cos(10z) und sin(20z) und ihre

unterschiedliche Amplitudenmodulation wider.

1 21
by = — f(t)sin(kt) dt, k=1,2,....
T Jo
Ferner beschrénken wir uns auf den Fall eines dquidistanten Gitters, d.h. z; = jh; j =0,...,N;

mit h = QW’T (Schrittweite). In diesem Fall kénnen die a; und by mit einem Algorithmus sehr effi-
zient berechnet werden, den man die schnelle Fouriertransformation (fast Fourier transform,
FFT) nennt (siehe beispielsweise [8, S. 330ff]).

11.3 Die (kontinuierliche) Fourier-Transformation

Definition 11.3.1 Fiir Funktionen f € L'(R) wird die Fourier- Transformation F : f — F

wie folgt definiert:
+oo .
F(w) = fe ™t dt, weR.

—0o0
F heifst Fourier-Transformierte von f. In den Ingenieurwissenschaften ist es iblich (wie
hier), die Originalfunktion mit einem kleinen Buchstaben zu bezeichnen (hier f) und die Trans-
formierte mit dem entsprechenden Groflbuchstaben (hier F'). Weitere bei Ingenieuren tbliche
Notationen sind F(w) = F{f(t)} und die so genannte F-Korrespondenz:

f(t)o—e F(w).

Die Fourier-Transformation ist in der Tat fiir alle F' € L}(R) definierbar, denn die Dreiecksun-
gleichung fiir Integrale liefert

‘/j fee™ dt' </ ol a

o0
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“+oo
_ / ()] dE < +oo
fir alle w € R.
Beispiel 11.3.2 Sei

e t>0
f(t)._{ 0, t<0,a>0.

Die Fourier-Transformierte hiervon ist

+00
Flw) = / FB)e—t dt

—00

400 )
— / e—ate—zwt dt
0

+oo .
— / e—(a—l—zw)t dt
0

M
_ lim —(atiw)t
M—oo —(a + iw) 0
= - L lim (e i“’Me_“M) 1
a+iw |[M—oo
Da e M| = 1 gilt, folgt somit
1
Flw) =
@) a+ w
d.h. .
e, t>0 1
f(t)—{ 0. t<0 ,a>00—0F(w)—a+Z,w.

&

Es gibt verschiedene Rechenregeln, die es erlauben, die Fourier-Transformierte komplizierter
Funktionen auf die Transformation einfacher Funktionen zuriickzufiihren.

Satz 11.3.3 Seien f,g € LY(R) und F, G die zugehérigen Fourier- Transformierten, sowie o, 3 €
C, v € R\ {0}, a,Q € R. Dann gilt:

a) Linearitit: af(t) + Bg(t) o—e aF(w) + fG(w)

b) Konjugation: f(t)o—e F(—w)
¢) Streckung: f(yt)o—e L F(%)

d) Translation in der Zeit: f(t —a)o—ee “iF(w)
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e) Translation in der Frequenz: ¢¥ f(t)o—e F(w — Q)

f) Symmetrien: f gerade < F gerade
f ungerade < F ungerade
(zur Erinnerung: f gerade < f(—z) = f(z) Yz € R (2.B. f(z) = cosz), f ungerade :&
f(=x)=—=f(z) Vz €R (2.B. f(x) =sinzx))

Beispiel 11.3.4 Wir betrachten eine geddmpfte Schwingung (Amplitudenmodulation) der
Form f(t) = e=% cos Q1 fiir einen festen Parameter a > 0 und eine feste Frequenz € R. Da

cos Ot = Re 2t = (eim + e_mt)

N —

gilt, konnen wir f schreiben als
Lo e, b —ap -y
f(t)zae e +§e e , teR,

und Satz 11.3.3 e) verwenden. Hierzu bendétigen wir

F (e—a\ﬂ) = /+OO et e=iwt gy

— 00

0 00
_ / e(a—iw)t dt + / e—(a-l-iw)t dt
—00 0
0 1 M
_ lim e(a—iw)t + lim —— e—(a—i-iw)t
M—oo @ — iw v M—oo —(a+iw) 0
B 1 1 atiw+t(a—iw)  2a
N a—iw+a+iw_ a? + w? Ca? Fw?

Mit Satz 11.3.3 a) und e) ist damit

a a
_a2+(w—Q)2+a2+(w+Q)2'

Ein weiterer interessanter Zusammenhang ergibt sich fiir differenzierbare Funktionen.
Satz 11.3.5 Sei f € L'(R) N CM(R), so dass f' € L*(R). Dann gilt

f'(t)o—eiwF(w).
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Die Fourier-Transformation macht also aus einer Ableitung eine Multiplikation.
Beweis: Partielle Integration liefert

+o0 . b .
[ rwetta = m [ pwea

o a,b—oo J_

— lim ( fe et |” — _ba F(t)(—iw)e™ it dt>.

a,b—o00

Da fj;o |f(t)] dt < +oo, muss lim; 1o f(t) = O gelten. Folglich erhiilt man (wegen |e~™!| = 1
Vw,t € R)
F(f') = iw F(f).

Korollar 11.3.6 Sei f € C™(R)NLY(R), so dass f',..., f € LY(R). Dann gilt:
F (t) o—e (iw)" F(w).
Der Beweis ist eine einfache vollstéindige Induktion, da f( = (f(»=DY  also
FO (1) o—eiwr { D (0)} .
Satz 11.3.7 Sei f € LY(R) aufR stetig differenzierbar bis auf die Unstetigkeitsstellen 1, ..., .
Ist f' € LY(R), so gilt

n

F(t)o—siw Fw) = S [f (met) — f (=) e,

k=1
wobei
f () = hli{(r)grf(ﬂc +h), f(m—):= hli?&rf(Tk —h).
Beispiel 11.3.8

a) Wir wissen bereits, dass

e >0 1
t) = T o—e F(w) = .
F(®) { 0, t<0 ya>J () a+ iw
Also erhalten wir (7 = 0 ist die einzige Unstetigkeitsstelle)
—ae~ ™, t>0 iw - iw
() = ae ’ o—eF — _ —avO_O —szzi_l
7 { 0, t<0 Q o e e @t iw

. a

C atiw’

Dies héitte man fiir dieses Beispiel natiirlich auch mit der Linearitéit ermitteln konnen.
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b) Die partielle Differentialgleichung

1 02
Amf("nvt)_c_g@f(znvt) =0,

wobei ¢ € R\ {0} eine Konstante ist und A, = S22 9° der Laplace-Operator ist,

i=1 922
beschreibt Wellenphénomene und wird daher Wellengleichung genannt. Man kann sie
etwas vereinfachen, indem man die Zeitableitung durch eine Fouriertransformation (bzgl.
t, bei festem x) beseitigt:

AuF(2,w) — Cl2 (iw)2F (2, w) = 0,

d.h.
w2
A F(z,w) + = F(z,w)=0.
Die erhaltene Gleichung heifit Helmholtzgleichung.
O

Es gibt drei weitere Sétze, die zu den grundlegenden Eigenschaften der Fourier-Transformation
zéhlen.

Satz 11.3.9 (Parseval-Plancherel-Gleichung, Energiegleichung) Fiir alle f € L'(R) und
thre zugehorigen Fourier-Transformierten F gilt

+oo

F)? dw = / PP dt,

—00 — o0

1 [T
o

d.h. |Fllr2m) = V27 || fllL2m)-

Satz 11.3.10 (Inverse Fourier-Transformation) Alle Funktionen f : R — C, die die fol-
genden Eigenschaften haben

a) f€L'(R),

b) in jedem Intervall [a,b] C R (a,b € R) ist f (bis auf héchstens endlich viele Ausnahmestel-

len) differenzierbar,

¢) fir alle t € Rist f(t) = 3(f(t=) + f(t+)),
konnen aus ihrer Fourier-Transformierten F' rekonstruiert werden:
1 [t

T or

f(t) F(w)e™'dw =: FH{F(w)} VteR.

—00
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Hierzu noch drei Anmerkungen:

e Voraussetzung b) bedeutet beispielsweise, dass es nicht erlaubt ist, dass f nur auf R\
{|n = 1,2,...} differenzierbar ist, da z.B. [0,1] (und jedes andere Intervall der Form
[0,0], b > 0) unendlich viele Ausnahmestellen beinhalten wiirde.

e Voraussetzung c) wird u.a. von allen stetigen Funktionen f erfiillt, da fiir diese an allen

t e R gilt: f(t+) = f(t—) = f(t).
e Beachten Sie, dass
1
-1
F = — F(—
FHF@Y =5 {5 P
gilt.
Der folgende Satz wird im Deutschen auch (Nyquist-Shannon’scher) Abtastsatz genannt.

Satz 11.3.11 (Nyquist-Shannon Sampling Theorem) Sei f € L(R) gegeben, so dass fiir
die Fourier-Transformierte F gilt: F(w) = 0 fir alle w € R\ [-Q,Q] mit Q > 0. Ferner sei F
(mit hochstens endlich vielen Ausnahmestellen) stetig auf R. Ist nun eine Schrittweite h gegeben,
die hinreichend klein ist, so dass 27” > 2Q gilt, so ist f allein durch die Werte an den Stellen

f(kh), k € Z, gegeben:

“+oo
fty="3" f(kh)sinc [% (t—k:h)] VteR, (11.3)

k=—o00

wobei

sine - falls © # 0

SINCT ‘= S1T ‘= { 17 falls =0

die so genannte Spaltfunktion ist.

Den Wert (ws :=) 27“ nennt man hierbei auch die Abtastfrequenz.

Was der Abstastsatz bedeutet, wird klar, wenn man iiberlegt, was passiert, wenn man f nicht fein
genug misst, wenn also die Abtastfrequenz zu klein ist: wg < 2 (d.h. wenn die Messabstéinde
h zu grof sind). Dann muss f nicht mit der rechten Seite in (11.3) iibereinstimmen, die wir hier
mal f(t) nennen. Es gilt dann an den Messpunkten {jh};ez:

+o0
FGh) = Y f(kh)sine |2 (jh = kh)]

k=—00

+oo
= ) f(kh) sinc[r(j — k)]

k=—o00 _
=0,

= f(h).
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Somit sind f und f allein aufgrund der Messwerte nicht unterscheidbar. Wir wissen also zu
wenig iiber die gemessene Funktion. Sehen wir uns die Fourier-Transformierten F' und F von f
und f genauer an. Man kann zeigen, dass

m, falls lw| <1
sincto—e ¢ T, falls |w| =1
0, falls jw|>1
gilt, so dass nach Satz 11.3.3 d) gilt:
‘ m, falls lw| <1
sine (t — k) o—e e~ Wkm 5, falls jw|=1
0, falls |w|>1
Mit Satz 11.3.3 ¢) erhilt man dann
- - no w, falls |w| < T
sinc [ﬁ (t — k‘h)] = sinc <E t— kw) o—e — g Wwhkh 5, falls |w| =%
T 0, falls|w|>7F

Damit ist klar, dass F(w) = 0 fiir |w| > & = Luwg gilt. Unsere nur scheinbare Darstellung f von
f hat also ein Frequenzspektrum, das auch fiir %ws < |w| < Q verschwindet und nicht nur (wie
bei f) fir |w| > Q. Die Frequenzanteile (die “Energie”), die f in diesem Bereich hat, werden
bei der falschen Darstellung f in den Frequenzbereich [—%, 5| verlagert. Es handelt sich also
wirklich um zwei verschiedene Funktionen, die durch die Messungen nicht unterscheidbar sind.
Dieses Phénomen wird als Aliasing bezeichnet (siche Abbildung 11.2).

Fazit: Ein Signal, das keine Frequenzen oberhalb € hat (bandlimitiertes Signal), kann aus
diskreten Werten rekonstruiert werden, solange in Zeitabstéinden kleiner als & gemessen wird
(und zwar theoretisch unendlich lang). Langere Abstéinde kénnen zu Fehlinterpretationen fiihren.
Bei einer Fouriertransformation (FT) beziiglich des Orts anstatt der Zeit wird oft k statt w als

Variable der Transformierten geschrieben, also

+o0 .
F(k) = F{f(x)} = fla)e™™ du

und
1 [T

T o

flx)=F YF(k)} F(k)e™*™ dk.

—00
Zum Abschluss sei noch auf Tabelle 11.1 verweisen, wo verschiedene Fouriertransformierte auf-
gefiihrt sind.
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Abbildung 11.2: Beispiel fiir ein Aliasing: Beide Bilder zeigen eine Ziegelwand, jedoch mit unter-
schiedlichen Abtastfrequenzen, d.h. Pixeln pro Léngeneinheit. Die Struktur der Wand ist peri-
odisch, so dass nach dem Abtastsatz eine korrekte Wiedergabe zwar moglich ist, hierfiir jedoch
eine gewisse Mindest-Abtastfrequenz erforderlich ist, was im linken Bild erfiillt wird. Rechts sind
die Abtastpunkte jedoch zu weit voneinander entfernt, wodurch ein falscher Eindruck entsteht.
Ein Anteil mit einer niedrigeren Frequenz, also einer grofleren Wellenlénge, entsteht. (Bildquelle:
Wikipedia)

f(®) F(w)
€_at, t>0 0 1
0, t<o0'*” ot
)
€_a|t|, a>0 w22—.;:¢2
1 t2 —aw?
o XD <—@>, a>0 e
Y T
tQ—FLaZ ,a>0 —ime~*lsign w

sin (at?), a>0 ﬁ(ﬁ—;—i—%)
COS (at2),a>0 ﬁ(j—;—%)

{(1): miz ,a>0 2 a sinc (aw)

Tabelle 11.1: Auswahl verschiedener Fourier-Transformierter.



Kapitel 12

Gewohnliche Differentialgleichungen

Wir haben bereits in Abschnitt 6.6 separable gewdhnliche Differentialgleichungen behandelt. Sie
sollten diesen Abschnitt noch einmal wiederholen, bevor wir fortfahren.

12.1 Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung

Fine lineare Differentialgleichung 1. Ordnung hat die Form

v +a(z)y = f(z) (12.1)

(genauer: y'(z)+a(x) y(x) = f(x)), wobei a und f gegebene Funktionen sind und die Funktion y
gesucht ist. Im Fall f = 0 nennt man die Differentialgleichung homogen, ansonsten inhomogen.
Der homogene Fall ldsst sich als separable Differentialgleichung behandeln:

L= @y,
1 dy = —a(zr)de,
/ldy = —/a(m) dz,
Y
Injy|+Cy = —/a(az) dz

y(z) = Coexp (- / alz) dx).

Es ldsst sich leicht nachpriifen, dass dies in der Tat eine Losung der homogenen Gleichung ist:

J(5) = Cpexp (— [ atw) dx) i [— [ ate) dx}

= y(z) - [-a(2)].

343
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Satz 12.1.1 Die allgemeine Lisung von y' + a(x)y = 0 mit stetigem a ist
y(x) = C exp (—/a(az) dx) , C &R konstant.

Beispiel 12.1.2 Wir betrachten die Gleichung

x
5 y=0.

!
y+1+a:

Die allgemeine Losung ist:

X
y(ﬂf) = Cl exXp <— / m dx>
1 2z
= Crew <‘§ [iia df”)

= Cjexp <—% In (1 + :132) + C2>

-1
2

= Cszexpln (1 + 332)
1

Cy ——.
ViEe=

Eine Probe ist nicht notwendig, kann aber nie schaden:

y(z) = Cs (—%) (1+4%) 72 2

(14 22)

1 x
= C = .
3(1—|—a:2)% < 1+x2>

—_———
=y(x)

[SI[oY

Inhomogene lineare Differentialgleichungen 16st man mit einem Prinzip, das man Variation der
Konstanten nennt:

1. Bestimme zunéchst die allgemeine Losung y, des homogenen Problems (nach Satz 12.1.1).

2. Betrachte die Konstante C in y, nun als Funktion C(z) und setze die verdnderte Losung
in die inhomogene Gleichung ein.

3. Bestimme ein C(x), das die neue Gleichung 16st, und damit eine spezielle (“partikulére”)

inhomogene Losung
yp = C(z) exp <—/a(3:) d:E> .
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4. Die allgemeine inhomogene Losung hat die Form

Yn +yp7

also “allgemeine homogene Losung + partikuldre inhomogene Losung” (vgl. lineare Glei-
chungssysteme).

<&

Beispiel 12.1.3 Sehen wir uns
x

1+

an. Wir kennen bereits die allgemeine homogene Losung;:

Y +

2 Y=z

1
hz) =C—.
yn(x) T
Der Ansatz der Variation der Konstanten ist nun
1
VIta?
Wir setzen den Ansatz in die inhomogene Gleichung ein:
x L C(z)
(1+22)? 1+ 22 1+ 22
& C(x) = zv1+a2

y(z) = C(z)

1
V1+ 22

C'(x) + C(x) (—

Es gilt (1 + 22 =: )

/w\/1+x2dx = %/2x\/1+x2dx

= /\/Zdt
2

3
- —-12 4+ const
3

(1 + 3:2)% + const.

WIRrNI R N

Der Zusatz “4 const” muss uns nicht interessieren, da wir nur eine Lésung brauchen. Wir wihlen

Cla) == (1+22)3

W =



346 KAPITEL 12. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

und somit die partikuldre Losung

1
(@) =5 (1+2%).
Also ist die allgemeine inhomogene Losung;:
1 1
z)=C + = (1+2?), C &R konstant.
=t

12.2 Exakte Differentialgleichungen

Sei V beispielsweise ein Potential im R? (z.B. ein elektrisches Potential). Dann gibt es Linien
(Aquipotentiallinien), lings denen V' (x,7) = const gilt (siche z.B. Abbildung 12.1).

Abbildung 12.1: Einige Aquipotentiallinien des Potentials V (z,y) = 22 + 2y%.
Stellt man eine Linie oder zumindest ein Stiick davon als Graph y(z) dar, so gilt
V(x,y(x)) = const

und damit nach der Kettenregel

Ox
(v oy | o,
oz " dy oy(z) | 7

ox
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also
oV(z,y)  OV(z.y) Oyx)

ox dy ox

Eine Differentialgleichung der Form (12.2) nennt man exakt. Es stellt sich die Frage, wie man
einer Gleichung

= 0. (12.2)

A(z,y) + B(z,y)y' =0 (12.3)

ansieht, ob sie exakt ist. Dies ist ein Problem, das wir bereits in Mathe II gel6st haben, denn
wir suchen eine Stammfunktion V, die A = %—‘; und B = %—‘y/ erfiillt. Also muss die Integrabi-
litdtsbedingung (siehe Satz 7.9.9 und Satz 7.9.15) gelten:

0A 0B
oy Ox
Bei einer Gleichung der Form (12.3) wird nun wie folgt vorgegangen:

1. Priife auf Exaktheit mit Hilfe der Integrabilitdtsbedingung und fahre bei positivem Ergeb-
nis fort.

2. Bestimme eine Stammfunktion V' (wie gehabt).

3. Lose V(x,y) = const (sofern moglich) nach y auf.

Beispiel 12.2.1

a) Betrachten wir das Anfangswertproblem

2z siny + 22 cosy iy =0, y(1) =

N

Also ist A(z,y) = 22 siny und B(x,y) = 22 cosy. Da
0A

— = 2x cosy,

Oy

= 2x cosy,

9B
ox

ist die Integrabilititsbedingung erfiillt. Ferner sind A und B auf dem ganzen R?, der
sternformig ist, definiert. Also gibt es eine Stammfunktion. Wir bestimmen sie:

V(z,y) = /2:E siny dz = 22 siny + C1 (y),
V(z,y) = /x2 cosydy = 22 siny + Cy(x).

Somit ist
V(x,y) = 2° siny
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eine Stammfunktion (—V wére das Potential). Wir suchen Losungen mit dem Ansatz

2% siny(x) = C, C € R konstant. (12.4)

- & @)

Dies ergibt
siny(x) =
y(z) 2

und schliellich
y(z) = arcsin = & # 0.
Mit der Anfangsbedingung y(1) = %, also arcsinC' = 7, erhalten wir C = sin § = %
Also ist
(z) = arcsin !
Yy V32 22 .

Zu kliren ist noch der Definitionsbereich. Da sinp € [—1,1]V ¢ € R gilt, ist der arcsin nur

auf [—1,1] definiert. Also muss

1 1
<le V2rl>1 e 22> —
< > > 75

V2 12

gelten. Da die Anfangsbedingung eine Losung fiir positives = fordert, erhalten wir somit

1
& | 2 —=
"= 7

() = aresin — >
a;:arcsm—, r =z —=.
Y /222 )

Ubrigens hitte man die Anfangsbedingung bereits in (12.4) einbauen koénnen und wire

zum gleichen Ergebnis gekommen. Rechnen Sie es selbst nach! !
b) Die Gleichung
z?e¥ + 2z eVy =0

ist nicht exakt, denn
0
— (2 eY) = 26Y.
ox (22 ¢”) ¢

— (m2ey) = 2%,

Iy
c) Die Gleichung
e"sinz + e¥(cosy)y =0
ist exakt, da

o . B
— (e*sinz) =0= —— (Y cosy).
(e sine) = 0= £ (¢ cosy)

'Aus (12.4) wird mit der Anfangsbedingung y(1) = 7 die Gleichung z” siny(x) = 1% sin 7 (wir kennen prak-

2 % Das Auflésen fiihrt zum gleichen Ergebnis.

tisch einen Punkt auf der Aquipotentiallinie), also z? siny(z) =
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Als Stammfunktionen kann man hier

sinxz — coszx sin cos
V(z,y) = 5 e’ i —i2_ Y ey

ermitteln, jedoch ist ein Auflésen von V(z,y) = const nach y (oder ) ein hoffnungsloses
Unterfangen.

<&

In manchen Fillen ist eine Auflésung y(z) nicht moglich, jedoch eine Notlosung x(y).

12.3 Lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung mit konstanten
Koeffizienten

Wir betrachten hier Gleichungen der Form
y' +ay +by = f(z), (12.5)

wobei a,b € R gegebene Konstanten sind und f eine gegebene Funktion ist. Es gelten hierfiir
die folgenden Aussagen:

Satz 12.3.1 (Superpositionsprinzip) Fir (12.5) gilt im homogenen Fall (f = 0): Linear-
kombinationen beliebiger Lisungen sind wieder eine Losung.

Satz 12.3.2 Ist (12.5) homogen, so ist die Lisungsmenge stets zweidimensional. Zwei Funktio-
nen y1, s, fir die gilt, dass

Yy = ciy1 + c2y2, c1,c2 € R beliebig,

alle Lésungen von y” + ay’ + by = 0 beschreibt, nennt man ein Fundamentalsystem der
Gleichung.

Satz 12.3.3 Die allgemeine Lisung der inhomogenen Differentialgleichung (12.5) hat die Form

allgemeine homogene Losung + partikuldre inhomogene Lisung.

Die Vorgehensweise &hnelt also der bei linearen Differentialgleichungen 1. Ordnung. Jedoch
wird die allgemeine homogene Lésung anders bestimmt. Hierfiir verwendet man den Ansatz
y(z) = e’ mit noch zu bestimmender Konstante \. Aus

' +ay +by=0 (12.6)

wird dann
MM 1 aXe 4 b = 0
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und somit
M 4ar+b=0 (12.7)

Man nennt die linke Seite von (12.7) das charakteristische Polynom der Differentialgleichung.
Wir wissen alle, dass es hierfiir verschiedene Arten von Losungen geben kann. Davon hiangt auch
die Losung von (12.6) ab.

Satz 12.3.4 Je nach der Art der Lisungen A\ und Ay von (12.7) ergeben sich die folgenden
Fundamentalsysteme fiir (12.6):

a) Ist A1, A2 € R mit Ay # Aa, so sind yy(x) = eM® und yo(x) = 22,

b) Ist \y = A2 (und damit zwangsliufig auch A1,y € R), so sind y1(z) = eM* und yo(x) =
reM?,

c) Ist \i, 2 € C\R, also \j2 =a+tif; a € R, B € R\ {0}, so sind yi(z) = e** cos(fz) und
ya2(z) = e* sin(fz).

Stellen Sie die drei Fille mit Hilfe von a und b dar! 2

Beispiel 12.3.5 Wir betrachten einen Schwingkreis, d.h. einen Schaltkreis mit einer Spule
der Induktivitiat L, einem Kondensator mit der Kapazitdt C' und einem Ohm’schen Widerstand
R (siehe Abbildung 12.2).

Abbildung 12.2: Schwingkreis

Hierfiir gilt (U: angelegte Spannung, Q: Ladung):

. . 1

2Wegen Ao = —% +,/% — b gilt: Fall a) & & > b, Fall b) & % = b, Fallc) & % < b (dann ist a = — %,
B=\b-%)
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also R 1 N

OrTet =1
Wir untersuchen zunichst den homogenen Fall. Sei also U = 0 und ferner Q(0) # 0 (die Span-
nung wird abgeklemmt, und ein Kurzschluss wird erzeugt). Das charakteristische Polynom ist

R 1
2 JE— _
A —i—L)\—i-LC.

R R2 1 R 1 /R? 4
Ma2= o T\ qE 1o~ o TV o
R2

Wichtig fiir die Wahl des Fundamentalsystems ist die Diskriminante D := 75 — L4—C. Es liegt
somit keine Schwingung vor, wenn

Die Nullstellen sind

R? 4

> — > __
D20 12 = LC
L

R2>4=

<— 245

/L

<— R>24/—=

- C

gilt. Dies nennt man den “Kriechfall”, der Widerstand ist zu grof}. Es gilt:

Q(t) = C1eM! 4 e, falls D > 0,
Q) = CreMt 4 CoteMt, falls D = 0.

Beachten Sie, dass A1, Ay < 0 gilt. Die Ladungen nehmen also exponentiell ab. Der Strom kommt
sehr schnell zum Erliegen.
Fine Schwingung liegt aber bei D < 0 vor. Dann gilt:

Qt) = e2rt (Cy coswt + Cy sinwt)

mit der Kreisfrequenz
1 R?
LC 4L
Dies ist die Eigenfrequenz des Schwingkreises. Interessant ist auch der Spezialfall ohne Ohm’schen
Widerstand (supraleitender Schwingkreis). Dann gilt:

w =

. 1
Q(t) = Cy cos(wt) + Cysin(wt), w = ic
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Ein Ohm’scher Widerstand senkt also die Frequenz. Da fiir die Schwingungsdauer T' gilt (f:

Frequenz)

1
w ] T s

ergibt sich
T=— <« T=27vLC  Thomson-Gleichung
w
&

Eine partikuldre inhomogene Losung kann man auf verschiedene Arten bestimmen. Ein Weg ist
folgender: Fiir bestimmte rechte Seiten wahlt man bestimmte Ansatzfunktionen. Dies geht wie
folgt:

Verfahren 12.3.6 (Ansatz vom Typ der rechten Seite) Fir die Differentialgleichung
y' +ay +by = f(z)

mit charakteristischem Polynom x()\) := A% 4 aX + b wdihlt man die folgenden Ansatzfunktionen
in Abhdngigkeit der vorliegenden rechten Seite f:

a) Ist f(x) = p(x)e?™, wobei p ein (komplexes) Polynom vom Grad < m ist und v € C
konstant ist, so setzt man
yp(x) = 2* P(2)e®

an, wenn 7y eine k-fache Nullstelle von x ist (k € {0,1,2}), wobei P ein zu bestimmendes
Polynom vom Grad < m ist.

b) Ist f(x) = e’ (p(x)cos(ox) + q(x)sin(ox)) fir Konstanten v,0 € R und reelle Polynome
p und g vom Grad < m, so wird

Yp(x) = Re (.Z'kp(x)e(“/‘l'io)m)

als Ansatz verwendet. Hier ist wieder P ein zu bestimmendes (komplexes) Polynom vom
Grad < m und k die Vielfachheit von v + ic als Nullstelle von x.

Beispiel 12.3.7 Wir betrachten den inhomogenen Fall beim Schwingkreis mit einer angelegten
Spannungsquelle:

. R . 1 Uy - -~
Q+ T Q + ic Q= T Cos (wt) , @ > 0 konstant. (12.8)

Man spricht hierbei auch von einer “erzwungenen Schwingung”.
Das charakteristische Polynom ist
1

R
_ 2 o o
x(A) =X +L/\+LC’
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In der Notation von Verfahren 12.3.6 b) ist

Y%
L )

vy=0, p= c=w, ¢=0.

Wir untersuchen zunichst den Sonderfall x(i©) = 0, d.h. —&2 + £ + % =04 R=0und
&2 = %, also im Fall ohne Ohm’schen Widerstand, wenn mit der Eigenfrequenz selbst angeregt
wird (w = @).

Wir verwenden nun den Ansatz
Qp(t) =Re (the(OH‘D)t) , P € R konstant.

Da die Einschrankung auf den Realteil unpraktisch ist, fithrt man eine so genannte Komplexi-
fizierung der Gleichung durch:

aus ji(x) = &7 (p(z)cos(ox) —|— q(z)sin(ox))
wird f(z) = (p(a) — iglz)) 0+,

In unserem Fall heifit das, wir versuchen, die Differentialgleichung

L U o
Q+LCQ_

T e
mit dem Ansatz N
Qp(t) = tPe™!

zu losen. Einsetzen ergibt

.N . 1 .~ U
2}ﬁ@ewﬂ-+tf>ua02e“”4-22§tf%%“ = jge“”

1 Uy

P|-*+ —|+2Piv = —

= [w +LC’]+ W i

—_——
=0
Uo
&S P o=
2L

Somit kommen wir auf die reelle Losung (& = w)

Qp(t) = Re <t ,UO ei“’t>
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Damit ist die allgemeine inhomogene Losung der urspriinglichen Gleichung (12.8), falls R = 0

1.

und @ = Ic:

Ui
Qt) = % tsinwt + C cos wt + Co sin wt.
w

Sehen wir uns ein Beispiel fiir eine Anfangsbedingung an:

Q0)=0 = C;=0
QO =Q) = Q) = —0 (sinwt + twcoswt) + Cowcoswt| = Q5
2Lw =0
= CQ w = Q6
= Q)= <f t+ QO) sinwt Resonanzkatastrophe
—_————

— 00 (t—00)
bei Ug>0

Im anderen Fall (x(iw) # 0) verwendet man die komplexifizierte Gleichung

G+ 20+ 55Q="1e

und den Ansatz
Qp(t) = tOPet,

Dies ergibt

Yo it

R 17 .
P[(Z’@)z—l-—lw—l-—} et = -

L LC
Uo

P= :
< L(-a2+ fio+ £2=)

Also ist eine partikulidre Losung von (12.8) im Fall x(iw) # 0 gegeben durch

UO ot
t) = Re et .
@lt) <L(—@2+%m+%) >

Ohne Ohm’schen Widerstand ergibt dies

Uo - Uo N
——— 1 Coswt = cos wt.
—L&2 + X

Qp(t): L L(—JJ2+—>
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Sos Sos

QM
QM
1
°

QM
o
QM

QWM
o
QWM

Abbildung 12.3: Losungen fiir die Gleichung des Schwingkreises mit den Anfangsbedingungen
Q) =1, Q(O) = 0. Zu sehen sind die folgenden Fille: homogen, L = 1, C' = 1, R = 4 (links
oben); homogen, L =1, C' =1, R = 2 (rechts oben); homogen, L =1, C =1, R = 0.5 (2. Zeile
links); homogen, L = 1, C' = 1, R = 0 (2. Zeile rechts); inhomogen, Uy = 10, © = 1, L = 1,
C =1, R=0 (3. Zeile links); Uy =10, o =2, L =1, C =1, R = 0 (3. Zeile rechts); Uy = 10,
w=10, L=1,C =1, R=0 (unten links) und Uy =10, © =10, L =1, C =1, R = 1.5 (unten
rechts).
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Je weiter @ von der Eigenfrequenz entfernt ist, desto geringer ist also die Amplitude (siehe auch
Abbildung 12.3). &

Eine weitere Moglichkeit, eine partikuldre Lésung zu bestimmen, ist auch hier die Variation
der Konstanten:

e Bestimme ein Fundamentalsystem 1, yo

e Setze C1(z)y1(x) + Ca(x)yz(x) fiir die inhomogene Gleichung an und fordere zusétzlich
Ci(@)yi () + Cy(2)ya(z) =0

e Finde geeignete C7 und Cy aus

1 ) 1

Ci(z) = W@ ya(2) f(z),  Ca(2) = == yn(2) f(2),

wobel W(x) = y1(x)y)(x) — y2(x)y) (z) die Wronski-Determinante ist.

12.4 Die Laplace-Transformation

Neben der Fourier-Transformation bietet die Laplace-Transformation ebenfalls eine Moglichkeit,
eine Differentialgleichung durch Umwandlung in eine algebraische Gleichung zu 16sen. Deswegen
kommt hier ein kurzer Crashkurs im Laplace-Transformieren.

Definition 12.4.1 Sei f : R — R eine gegebene Funktion, so dass

F(s) = L{f(t)} = /OOO e St f(t)dt (12.9)

fiir mindestens ein s € R konvergiert. Dann heifit F(s) die Laplace-Transformierte und
f heifst Laplace-transformierbar. Analog zur Fourier- Transformation unterscheidet man die
Rolle von Grof- und Kleinbuchstaben, nennt die Abbildung f — F die Laplace-Transformation
und benutzt die Notation der L-Korrespondenz

f(t)o—e F(s)

Die Menge aller s € R, fiir die (12.9) konvergiert, nennt man den Konvergenzbereich Krp
von F'.

Satz 12.4.2 (Rechenregeln der Laplace-Transformation) Seien f,g : Rar — R Laplace-
transformierbar sowie o, 3 € R, v € RT, s € KpNKqg. Dann gilt fiir die Laplace- Transformierten:

a) Linearitit: af(t) + Bg(t) o—eakF(s) + SG(s)
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b) Streckung: f(yt)O—O%F (%)

c) Dimpfung: e 7t f(t)o—e F(s + )

d) Transformation der Ableitung und des Integrals: Ist f € C(”_l)(R+), fO= diffe-
renzierbar und ferner f, f',..., f™ Laplace-transformierbar, dann gilt

n—1
F) e s"F(s) = > s R B (04
k=0

| #nar o—e PG
0

e) Ableitungen oder Integrale als Transformierte:
(1) o (1" ()
ds™

Ist zusitddich t — L8 Laplace-transformierbar, so gilt auflerdem

f(#) =

Beispiel 12.4.3 Sei f(t) = e®, t € RS, a € R. Dann gilt

L {eat} _ / e—steat dt = / e(a—s)t dt
0 0

1 ola—s)t

a—s

e - s#a
00, s=a

1
_ = s>a.
oo, s<a

Nach Satz 12.4.2 gilt damit beispielsweise auch

1 1 (
cosht = = (et + e_t) o—e D2 W R ey
2 +00, s<1
1
te o—e { a2 50
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f(t) L{f ()}
1 %, s>0
e ﬁ, s>a
cosh(at) o 8 >
sinh(at) ==, 5 > |af
cos(at) Ty >0
sin(at) o4, 5>0
0, t<
H(t—a):= a,a>0 el s>0
1, t>a
G- aH{—a)a>0 | eL{g(t)}

Tabelle 12.1: Beispiele fiir Fourier-Transformierte. Die Funktion H heif3t Heaviside-Funktion.

Tabelle 12.1 zeigt einige ausgewihlte Laplace-Transformierte.

Mittels Laplacetransformation koénnen lineare Differentialgleichungen beliebig hoher Ordnung
behandelt werden (zumindest im Fall konstanter Koeffizienten). Das Verfahren lauft wie folgt
ab:

1. Wende die Laplace-Transformation auf das Anfangswertproblem fiir die Funktion x(¢) an.
2. Lose die algebraische Gleichung fiir X (s).
3. Riicktransformiere X (s) zu z(t).

Dass trotzdem bei weitem nicht alle Anfangswertprobleme damit gelést werden konnen, liegt
daran, dass oft die Transformierte bzw. die inverse Transformierte nicht bestimmt werden kann.
In der Mathematik wird diese Methode eher als Randerscheinung angesehen, da nur relativ
wenige Differentialgleichungen damit gelost werden kénnen. In den Ingenieurwissenschaften ist
die Technik hingegen relativ beliebt, was daran liegen mag, dass sie gerade bei einigen wichtigen
Anwendungsbeispielen erfolgreich ist.

Beispiel 12.4.4 Wir betrachten das Anfangswertproblem
Z+4x =coswt, w>0fest, x(0)=1, z(0)=-2

einer ungeddmpften Schwingung. Dass sie ungeddmpft ist, erkennen wir an der Abwesenheit des
&-Terms, was beispielsweise beim Schwingkreis fiir einen verschwindenden Widerstand stand.
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Bei mechanischen Schwingungen stellt dies analog eine Reibungsfreiheit dar. Wir wenden zuerst
die Laplace-Transformation an. Nach Satz 12.4.2 d) wird aus der linken Seite

i+ dzo—es*X(s) — (s'x(0) + s"#(0)) +4X(s) = s*X(s) — s + 2+ 4X(s).

Tabelle 12.1 hilft bei der rechten Seite, so dass wir schlielich die transformierte Gleichung

9 B s
erhalten. Diese lasst sich leicht nach X auflésen:
o 2 -1 S

Die Riicktransformation ist das Hauptproblem. Mit Tabelle 12.1 finden wir zumindest

in(2t) o—e —2
> 244"
s
2t) o—e ———
cos(2t) s2+4
Fiir die Transformierte i sehen wir uns an, dass

P+ D7+ )

cos(2t) o—e ﬁ und  cos(wt)o—e ﬁ
gilt. Subtraktion und Hauptnennerbildung liefert die Funktion
s(s?+w?) —s(s?+4) s(w?—4)
(s2+4) (s +w?)  (s2+4)(s2+w?)

als Transformierte von cos(2t) — cos(wt). Also gilt

S

[cos(2t) — cos(wt)]o—e EET ek

w2 —

Die gesuchte Losung ist folglich

x(t) = [cos(2t) — cos(wt)] — sin(2t) + cos(2t).

w?—4

Priifen Sie es nach: Die Funktion erfiillt tatsdchlich das Anfangswertproblem. O
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12.5 Lineare Differentialgleichungssysteme 1. Ordnung und li-
neare Differentialgleichungen héherer Ordnung
12.5.1 Vorbemerkungen

Wir betrachten hier nur Gleichungen mit konstanten Koeffizienten.
Unter einem linearen Differentialgleichungssystem (1. Ordnung) versteht man ein System

i‘l = a1171 + a12x2 + -+ A1nTn + bl(t)

Tp = apiT1 + ap2r2 + - + appTn + bn(t)

fiir n unbekannte Funktionen x1, ..., z,. Kiirzer kann man das schreiben als
T = Az + b(t), (12.10)

wobei z die gesuchte vektorielle Funktion ist (z : R — R™), b : R — R” eine gegebene Funktion
ist und A eine gegebene n x n-Matrix ist.
Eine lineare Differentialgleichung hoéherer Ordnung hat die Form

Y™ = a1y "D L i+ oq g+ aoy + B(t),

wobei y : R — R gesucht ist und ag,...,a,-1 € R, 8 : R — R gegeben sind. Eine solche
Gleichung kann in ein System der Form (12.10) umgewandelt werden. Hierfiir setzt man

T1:=Y, To:=79Y, ..., Lp:i= y(n_l).
Dann gilt
T1 = T9
Ty = 3
Tp_1 = Tp
Tn = o1 +o1xa+ ...+ ap_1o, + B(1).
In der Notation von (12.10) ist somit
0 1 0 0 0
0 0
A= , b(t) =
: : . 0 :
0 0 1 0
Gp Q1 cr e e i B(t)

Es reicht damit, wenn wir uns auf die Systeme 1. Ordnung beschranken.
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12.5.2 homogene Systeme mit konstanten Koeffizienten
Naiv betrachtet konnte man auf die Idee kommen, dass

T = Ax

gelost wird durch
x(t) = e - const.

Doch A ist nun eine Matrix. In der Tat kann man dies aber mathematisch umsetzen.

Definition 12.5.1 Fiir eine beliebige Matriz A € R™"™ definiert man die Matrizexponenti-
alfunktion als
= 1
A _ = Ak
e’ = Z X A",
k=0

wobei die Konvergenz komponentenweise zu verstehen ist.

Damit ist entsprechend

=1 >tk
M=) g A=) A
k=0 k=0

Satz 12.5.2 (Eigenschaften der Matrixexponentialfunktion) Fir A, B € R™*"™ gilt:
a) "4 = E, (n x n-Einheitsmatriz),
b) (eA)_l =e 4,
c¢) Wenn AB = BA gilt (A und B “kommutieren”), dann gilt

AHB _ AB
d) $ett =Aett VteR.
Satz 12.5.3 Die allgemeine Lisung des Systems

&= Ax, AcR"™" konstant,

st gegeben durch
z(t) = e'te, ¢ e R" beliebiger konstanter Vektor.
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Beispiel 12.5.4 Wir sehen uns
y+9 =0 (12.11)

an. Das zugehorige System erhélt man mit
T =y, x2=19

als

Die allgemeine Losung ist damit

oot 0 1)

Um die Matrixexponentialfunktion zu berechnen, brauchen wir eine Formel fiir die Potenzen der
auftretenden Matrix. Es gilt

4 = (-09 (1)>
AT = (—09 (1)>
A = <_09 _09
= (e 0 ) (S >:<(_3)2 o )

A= <(_3)2 <_09>2><—09 3>:<<—09>3 (_3)2>'

Dies fiihrt zu der Vermutung, dass die folgenden Formeln fiir die geraden und ungeraden Poten-
zen gelten:

AP = ( (_g)n (_%)n > APt = ( (_9(;”“ (_g)n > Vn=0,1,2,... (12.12)

Dies lasst sich mit einem einfachen Induktionsbeweis belegen:

Den Induktionsanfang haben wir bereits oben durchgefiihrt (n = 0 und damit die Einheitsmatrix
Ey = A% und A = A! reichen hierfiir bereits). Es folgt die Induktionsannahme: Fiir ein n € N
gelten die Formeln in (12.12).
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Schliefilich folgt der Induktionsschritt: Fiir die néchste gerade Potenz gilt - nach Induktionsan-
nahme - dass

A2 — A2l Y = < (—9(;"+1 (_(g)))“ > ( —09 é > B ( (—93”“ (—9(;"“ > ’

und fiir die néchste ungerade Potenz folglich

e (O8N0 ) (G Y

Damit wire (12.12) bewiesen. Also gilt fiir die allgemeine Losung unseres Differentialgleichungs-
systems

z(t) = ZEA'CC
k=0

= Y —Akc—i— Z %Ak

k=0
k gerade k ungcradc

- t2 2n t2n+ 2n+1
A A
<>+Z2m ‘
n=0

B 0 $2n (_9)n 0 0 $2n+1 0 (—9)”
- > (T wﬁ”gmm@wH0>c

n=0
o t2n W30 — n 0 3
= nz_% o Y ( 0 3 > C*; i Y < g2 g > ¢

C.

_ < cos(3t) %Sin(?ﬂf))
—3sin(3t) cos(3t)

Wir interessieren uns ja eigentlich nur fiir 1 = y. Also ist

y(t) = ¢y cos(3t) + %2 sin(3t).

Ubrigens haben wir schon eine andere Methode fiir (12.11) kennengelernt. Rechnen Sie selbst
nach, dass dies zum gleichen Ergebnis fiihrt! 3 O

3Das charakteristische Polynom ist x(\) = A2 + 9 mit den Nullstellen A1,2 = £3i. Satz 12.3.4 liefert den Rest.
Da c2 € R beliebig ist, ist es egal, ob man c2 oder % schreibt.
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Bemerkung 12.5.5 (Matrixexponentialfunktion symmetrischer Matrizen)

Bei einer symmetrischen Matriz gibt es einen eleganten Weg, die Matrizexponentialfunktion zu
berechnen. Man bedient sich hierbei der Hauptachsentransformation (Satz 2.7.4). Zur Erinne-
rung: Man konstruiert eine orthogonale Matriz B, deren Spalten eine ONB aus Eigenvektoren
darstellen. Dann ist

A0 .0
BTap=| % =,

. 0

0 ... 0 A

wobei N1, ..., N\, die Eigenwerte von A sind (gezihlt nach der algebraischen Vielfachheit). Da B
orthogonal ist (BT = B™1), gilt somit

A= BABT.
Folglich ist
k Faktoren
A¥ = (BAB")(BABY)...(BAB")(B ABT)
N—— N——
—E, =E,
— BA*BT,
wodurch
et = i t (BAkBT> ~ B i t* k) BT
- k! B k!
k=0 k=0
[ Ao 0
o k .. :
= B % (_) ' ' BT
]{;:0 . . c. .
I 0 0 A
eMt 0
- 5| "’ BT
S
0 0 et

gilt.
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Beispiel 12.5.6

a) Das System
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(/'Ul = 2331 — X2

To = —T1+ T2

gehort zur Matrix

Dies ist die

A:<_21 —11>.

Matrix aus dem Beispiel zur Hauptachsentransformation. Wir haben damals

ausgerechnet, dass

ist. Also ist

xz(t) =

1 ( 2 —1+\/5>

10-2y5 \1-v6 2
die Transformationsmatrix zu den Eigenwerten
3£V5
A2 = 5
die allgemeine Losung des Differentialgleichungssystems gegeben durch
—1++5 eMt 0 2 1-+5 .
10 — 2\/_ 1—- 2 0 et —14++5 2
~1++/5 2¢eM? (1 —/5)eMt .
10 — 2\f 1- 2 (—1+V5) e 2¢)et
4 At 6 2\/_) Aot 2 (1 _ \/g) (6)\115 _ €>\2t) .
10 — 2\/_ 2 >\1t )\215) (6 _ 2\/3) et + 4eret
1 3+ft (3 f) Sl (1—\/3) (eg+2ft eg%ﬁt>
_JE - c.
5—5 (1 —VB) (5F - BT (3 VB) T 42T

b) Zu dem System

Ty =@, To=x1

gehort die Matrix

=(V0)

mit den Eigenwerten A\;» = £1 und der ONB aus Eigenvektoren

w35 (1). -5 (1)
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Also erhilt man die allgemeine Losung

o o= (11 ¢ 0 11
A S W 0 et 1 -1)°¢
_ 1 1 1 et et .
2 1 -1 et —et
1l fettet e —et
T2 \et—et el4et ’
also
z1(t) = ¢ycosht+ cysinht,
xo(t) = c¢ysinht+ cycosht.

Das System gehort zu einer linearen Differentialgleichung 2. Ordnung. Welcher?* Lésen
Sie sie auf die altbekannte Art!®

<&

12.5.3 inhomogene Systeme mit konstanten Koeffizienten

Hierfiir gibt es Ansétze wie die Laplacetransformation, die wir bereits kennengelernt haben und
Techniken wie die Variation der Konstanten und die Wahl bestimmter Ansatzfunktionen passend
zur rechten Seite (“Ansatz vom Typ der rechten Seite”), wie wir dies fiir die 2. Ordnung gesehen
haben. Fiir Details sei auf die Literatur verwiesen.

4'6 = fi uew JJeyIe Tx = fi YN

Das charakteristische Polynom zu §j —y = 0 ist xX(A) = A2 — 1. Die Nullstellen sind \; 2 = £1. Dies ergibt die
allgemeine Losung y(t) (= z1(t)) = é1e’ + e ¢ und x2(t) = 1(t) = é1e’ — é2e7*. Dies ist trotzdem die gleiche
Lésung, da c1 cosht+cosinht = & (ef +e ")+ 2 (e' —e ") =1 (c1+ca)e’ + 5 (c1 —c2)e” " Mit & = 3 (c1+c2),
Co 1= % (c1 — c2) erhélt man die andere Darstellung. Die Beziehung (c1,c2) <> (é1,¢2) ist bijektiv. Damit erhélt
man in der Tat die gleichen Lésungen.



Kapitel 13

Partielle Differentialgleichungen

13.1 Vorbemerkungen und Klassifikation

13.1.1 Allgemeines und Notation

Im Gegensatz zu gewohnlichen Differentialgleichungen sind bei partiellen Differentialgleichun-
gen Funktionen mehrerer Verdnderlicher gesucht. Es treten somit partielle Ableitungen in der
Gleichung auf. Ein Beispiel ist die lineare Transportgleichung

ou ou
— — =0. 13.1
5 Tal@) 5 (13.1)
Hierbei ist a eine gegebene Funktion des Orts und w ist die gesuchte Funktion des Orts und der
Zeit.
Bei einer partiellen Differentialgleichung verwendet man oft die Kurzschreibweise einer Ableitung
mittels Indizes, also u; := %, Ugy = 8% a% u usw. Die lineare Transportgleichung kann man
damit auch schreiben als

ut + a(z)ugy = 0.

13.1.2 Randbedingungen

Bei gewohnlichen Differentialgleichungen bené6tigt man Anfangsbedingungen, um eine eindeu-
tige Losung zu erhalten. Da bei partiellen Differentialgleichungen mehrere Variablen vorliegen,
braucht man u.U. fiir alle eine Bedingung. Deswegen treten hier so genannte Randbedingun-
gen auf. Beispielsweise konnte ein Problem wie folgt aussehen:

Sei Q0 := {x € R?| |z| < 1} die Einheitskreisscheibe. Gesucht ist u € C@(Q x R), so dass

1
Ugg + Uy — 0_2 U — 0 in Q (Vt) (132)
u(z,y,0) = Flz,y) V(z,y) €N

367
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u(z,y,t) = Gz,y,t) V(zr,y) €N Vt,

wobei 0f) der Rand von 2 ist und die Funktionen F' : Q@ — R und G : 02 x R — R gegeben
sind. F' gibt Anfangswerte von v vor und G Randwerte.

In diesem Fall wird die gesuchte Funktion selbst am Rand vorgegeben (Dirichlet-Randbedingung).
Man kann stattdessen auch ihre Ableitung - oder z.B. die Normalkomponente derselben - am
Rand vorgeben (Neumann-Randbedingung). Ein Beispiel haben wir schon in Abschnitt 10.2
kennengelernt.

13.1.3 Ordnung

Unter der Ordnung einer partiellen Differentialgleichung versteht man die hochste auftretende
Ableitungsordnung, wobei es egal ist, ob die Ableitungen gemischt sind oder sich alle auf die
gleiche Variable beziehen. So ist (13.1) eine Gleichung 1. Ordnung, wihrend beispielsweise (13.2)
und

Upy + Uy — U =0

beide Gleichungen 2. Ordnung sind.

13.1.4 Quasilineare Differentialgleichungen 2. Ordnung
Im Fall zweier Variablen x und y handelt es sich hierbei um Gleichungen der Form
Atzy + 2Bugy + Cuyy = F.

Hierbei sind A, B, C und F' Funktionen, die nicht nur von x und y, sondern auch von u, u, und
u, abhéngen diirfen. Man unterscheidet dabei folgende Typen von Gleichungen: Die Gleichung
heifit auf einer Teilmenge D des Definitionsbereichs G der gesuchten Funktion

a) elliptisch, wenn AC — B? > 0 auf D gilt,
b) parabolisch, wenn AC — B? = 0 auf D gilt und
c¢) hyperbolisch, wenn AC — B? < 0 auf D gilt.

Beispiel 13.1.1
a) Die Laplace-Gleichung Au = 0, d.h. (im R?)
Ugy + Uyy = 0

spielt bei der Gravitation und der Elektromagnetik eine wichtige Rolle. Hier ist A = 1,
B =0und C = 1. Wegen
AC—-B*=1>0

ist sie damit auf dem ganzen R? elliptisch.
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b) Die eindimensionale Wellengleichung
Ugxe — 0_2 ug =0
haben wir auch schon kennengelernt. Wegen A=1, B=0, C' = —C% und

1
C

ist sie hyperbolisch im ganzen R?.

c) Als Diffusionsgleichung bezeichnet man die Gleichung

1
um——2ut:0.
c

Hier gilt A=1, B=C=0, F(u;) = C% ug (t ist hier die 2. Variable statt y). Wegen
AC - B*=0
ist die Diffusionsgleichung in ganz R? parabolisch.
d) Fiir die Tricomi-Gleichung
Uyy — YUge =0
haben wir A(y) = —y, B=0, C =1 und
AC — B? = —y.
Damit ist die Gleichung
(i) auf {(z,y) € R?|y > 0} hyperbolisch
(i) auf {(x,y) € R?|y = 0} parabolisch
(iii) auf {(z,y) € R?|y < 0} elliptisch.

&
13.2 Die Wellengleichung
Wir sehen uns zunéchst die eindimensionale Wellengleichung an:
1
Usg — 5 Ut = f(x,t). (13.3)

Es geht also um die Ausbreitung einer Welle langs einer Geraden mit der konstanten Geschwin-
digkeit ¢ > 0.
Hierbei bedienen wir uns des folgenden Satzes:
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Satz 13.2.1 Fir eine lineare partielle Differentialgleichung 1. Ordnung
n
Zaj(:n)uxj +c(x)u = f(x), ze€GCR",
j=1
bzw. 2. Ordnung
n n
Zaj(x)umj + Z bei(z)ug, , + c(x)u = f(z), =€ GCR",
J=1 k=1

gilt:

a) Linearkombinationen beliebiger homogener Léisungen (f = 0) sind wieder eine homogene
Lésung (Superpositionsprinzip).

b) Die allgemeine inhomogene Lésung hat die Form
allgemeine homogene Losung + partikuldre inhomogene Lisung.

Fiir (13.3) suchen wir nun eine Losung in der vereinfachten Form u(x,t) := g(x — ct) fiir eine
unbekannte Funktion g : R — R. Dies ist nur ein Ansatz. Wir wissen zunéchst nicht, ob er
von Erfolg gekront ist. Um dies zu iiberpriifen, setzen wir ihn in (13.3) ein. Es gilt nach der
Kettenregel

I A S VI
Ugy = oz O g(ﬂj‘ Ct) ~ oz g (:E Ct) =g (:E Ct)v
0

O ga—ct) = g/ et) (~0) = g"(x ) -

und somit 1
Upyr — o) Ut = 0.
c

Damit liefert jedes g € C) (R, R) auf diese Art eine homogene Losung. Analog kann man zeigen,
dass der Ansatz u(x,t) := h(x + ct) ebenfalls stets funktioniert. Rechnen Sie es nach!! In der
Tat kann man sogar zeigen, dass es sonst keine homogenen Losungen gibt.

Satz 13.2.2 (D’Alembert-Lésung der 1-D-Wellengleichung)
Die allgemeine homogene Lisung von (13.3) hat die Form

u(z,t) = g(x — ct) + h(zx + ct)
mit beliebig wihlbaren g,h € C?(R,R).

1
'83(;10 + a:)”q =#n ‘(P + a:)”q — zap
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Bemerkung 13.2.3 Wenn man eine Welle beobachtet, fixiert man meist einen bestimmten
Zustand und verfolgt diesen. So richtet man seinen Blick bei einer Wasserwelle iblicherweise
auf einen Wellenberg und sieht, wie er wandert. Abstrakt betrachtet ist der Berg ein Mazimum
von g (oder h). Noch abstrakter betrachtet orientieren wir uns hierbei eigentlich nur an einem
bestimmten Funktionswert. Das heif$t: Zu einem festen Zeitpunkt t1 stellen wir fest, dass bei x1

die Welle die Hohe g(x1,t1)
anderen Zeitpunkten to > t1
Losungstypen

(bzw. h(x1,t1)) hat. Wenn wir die Welle beobachten, suchen wir zu
die gleiche Hohe, die nun in xo vorliegt. Also gilt jeweils fiir beide

g(x1—ct1) = g(xg—cta) h (5:1 + cfl) =h (5:2 + cfg)
xr1 —cty = X9 — cly T+ Cfl = To + Ct~2
< C (tg—tl) = X9 — I C (tl—t2):3~32_§71
>0 >0 >0 <0

Die beiden Losungstypen unterscheiden sich also nur durch die Richtung, in die sie laufen.
g(x — ct) steht fiir eine Welle, die in positive x-Richtung liuft, und h(x + ct) fir eine, die
entgegengesetzt lduft. Die Geschwindigkeit ist dabei stets c.

Fiir eine partikulére inhomogene Losung fiithren wir, inspiriert durch obige Resultate, die Sub-
stitution a := & — ¢t, b := x + ¢t in U(a,b) = U(z — ct, © + ct) := u(z,t) durch. Dies ergibt in

(13.3)
" 0 8_U+8_U _82U+282U+82U
o 92z \Oa  Ob)  0a? dadb ~ Ob?’
_2 8_U(_)_|_8_U —62_U2_82_U2_|_82_U2
T et \ad VY T ) T a2 T Taan” T a0
1 U
tae g Uit Dadb’
Fiir die rechte Seite miissen wir zunéchst « und ¢ in Abhéngigkeit von a und b darstellen:
1 1
Damit haben wir die Gleichung
0?U B lf a+b b—a
dadb 4 2 7 2 )’
fiir die man eine Losung als
1 a+b b—a
U(a,b)—Z//f< 5 2 >dadb
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erhélt. Durch Riicksubstitution erhélt man eine partikuldre Losung up.

Beispiel 13.2.4 Die Wellengleichung

- — =sint 13.4
Ugy 2 Uy = SIN ( )
sei mit den Anfangsbedingungen
u(z,0) = e’
1
ut(z,0) = 1+ 22

gegeben.

Fiir eine partikuldre Losung berechnen wir (da wir nur eine Losung brauchen, verzichten wir
ausnahmsweise auf das “+ const”)

Ula,b) = i//sin (Z‘—(j‘) dadb
1 b—a
= 1/20 COS (2—C> db
= Zsin <b—a>7
2c

up(z,t) = *sint.

also

Damit ist die allgemeine Losung von (13.4) gegeben durch
w(z,t) = g(a — ct) + h(z + ct) + Psint; g, h e C?(R,R).

Wegen
ug(w,t) = —cg' (v — ct) + ch'(z + ct) + * cost

ergeben die Anfangsbedingungen

g(x) + h(zx) = e fiir alle z, (13.5)
1
—cqd' (z) + bl (z) + & = T2 fiir alle z. (13.6)

Aus (13.6) folgt (7 = const)

1
1+ 22

— ¢ dx = arctanz — ?x + 7.

clh(a) ~ g(a)) = [
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Division durch ¢ und Addition von (13.5) ergibt
o2 1 gl
2h(z) =e +E arctan:z:—ca:%—g.

Folglich gilt

1 1
g(x) = e — h(z) = 3 e — % arctan x + gx - 210 .
Also ist die gesuchte Losung
1 1
u(z,t) = = <e_(x_0t)2 — — arctan (z — ct) + c¢(z — ct) — 1

2 & c
1

e @)’ 4 2 arctan (z + cf) — o(x + ct) + 1) + cZsint
c c

1 1
= 3 (e_(x_Ct)Q — = arctan (z — ct) — 2¢%t
c

1
Lem@te)® 1 7 arctan (x + ct)> + Zsint.
c
&

Beispiel 13.2.5 Ein klassisches Beispiel ist eine schwingende Saite, die mit einer 1-D-

Wellengleichung beschreiben wird:

1

Die Saite sei hierbei auf dem Intervall [0, L] eingespannt. Als Anfangsbedingungen haben wir
hier

u(xz,0) = f(z), (Form der Saite am Anfang)
ug(z,0) = g(x), (Geschwindigkeit am Anfang)

wobei f = 0 = ¢ fiir eine anfangs ruhende Saite stehen wiirde. Zusétzlich brauchen wir eine
Randbedingung, die

e cine Dirichlet-Randbedingung u(0,t) = a(t), u(L,t) = b(t)
oder
e cine Neumann-Randbedingung u,(0,t) = a(t), uy(L,t) = b(t)

sein kann. Im ersten Fall wird die Position am Rand vorgegeben (bei a = 0 = b wire die Saite
z. B. fest eingespannt), wéhrend im zweiten Fall die Spannung am Rand angegeben wird.



374 KAPITEL 13. PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Wir beschrinken uns hier auf den Fall der fest eingespannten Saite, haben also die Randbedin-

gung
w(0,t) =0 =u(L,t) (V). (13.8)

Um dieses Problem zu l6sen, benutzt man eine beliebte Technik, die wir bei dieser Gelegenheit
gleich am Beispiel erlernen kénnen: ein Separationsansatz. Hierfiir nehmen wir an, dass die
gesuchte Funktion u dargestellt werden kann als

u(z,t) = v(x)w(t).

Wir setzen diesen Ansatz in (13.7) ein und erhalten

1
v (2)w(t) — = v(z)w"(t) =0
Wir formen ein wenig um:
1
V' (x)w(t) = = v(z)w” (t)

Dieses Zwischenergebnis ist nun entscheidend: Die linke Seite hdngt nur von z ab, die rechte
Seite nur von t. Wiirde man x festhalten und ¢ beliebig veréindern, diirfte sich somit keine der
beiden Seiten verdndern. Genauso kann man t festhalten und x verédndern, ohne dass etwas
passiert. Also sind beide Seiten konstant. Es existiert somit eine Konstante v € R, so dass

V() =yv(z) und  w’(t) = yPw(t).
Die Losungen hiervon héngen vom Vorzeichen von v ab. Fiir v > 0 erhalten wir
v(z) = CreV7™ + Coe™V77, w(t) = C3eV7' 4 Cyem VY,
also
w(z,t) = C1 Cy eV @D 4 0y 0y eVTI@FeD 4 0 0y VT @) 4 0y Oy eV @),

Dies ist also (erwartungsgemifl) eine Losung vom d’Alembert’schen Typ. Mit der Randbedin-
gung (13.8) folgt hieraus aber uw = 0. Das wiire nur im (uninteressanten) Fall f = 0 = ¢ die
richtige Losung. Dies ist auch das Resultat bei v = 0. Also muss 7 < 0 gelten. Dies ergibt

v(z) = Cysin (vV=7yz) 4+ Cycos (V=yx), w(t) = Cysin (cy/=7t) + Cycos (cy/=71t) .
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Aus den Randbedingungen folgt dann
Cow(t) =0, v(L)w(t)=0.
Hieraus ergibt sich insbesondere
Cy=0 wund Cjysin(v=7L)=0.

Da 7 = 0 unwillkiirlich zu u = 0 fithren wiirde, was wir ja nicht wollen, muss also \/—7 L eine
Nullstelle des Sinus sein. L ist durch das Problem vorgegeben. Somit ergibt dies eine Bedingung
an y:

VAL =nm neN\{0} = V7 =" neN\ {0) :>’y:—<n%>2,neN\{O}.

Also ist
nmw

vp(z) = C1 psin <f :n)

eine mogliche Losung. Hierzu haben wir

wp(x) = C3.4,8in (c n—; t> + Cy p cOS (c n—; t) .

Wegen des Superpositionsprinzips, das auch hier gilt, hat die allgemeine Losung also die Form
ad nmw nmw nmw
u(z,t) = nz_:l sin (f x) [an sin (cf t) + by, cos (c T t)] .

Der Summand fiir n = 1 steht dabei fiir die Grundschwingung und alle anderen fiir die
Oberschwingungen.
Wir miissen noch die Anfangsbedingungen einbauen. Diese ergeben

isin(n—;:E) b, = f(x),

n=1
[e.e]
Zsin(mx) ey = (x)
2 I 7 On g\x).

Somit kénnen die Koeffizienten a,, und b,, aus den diskreten Fourier-Transformierten von f und
g berechnet werden. &

Wir wenden uns nun der (homogenen) zweidimensionalen Wellengleichung zu:

1

Au— —uy =0, c¢>0 konstant, (13.9)
c
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wobei im hier betrachteten 2-D-Fall
AU = Ugy + Uyy

gilt. Auch hierzu losen wir das zugehorige klassische Anwendungsbeispiel.

Beispiel 13.2.6 FEine rechteckige schwingende Membran der Abmessungen 0 < x < a,
0 <y < b gehorcht der 2-D-Wellengleichung

1
Au——zuttzo.
C

Am Rand sei sie fest eingespannt, was den Randbedingungen
u(0,y,t) = u(a,y,t) = u(x,0,t) = u(z,b,t) =0
entspricht. Fiir die Anfangsbedingung lassen wir allgemein
w(@,y,0) = f(z,y), w(z,y,0)=g(z,y)

zu. Die Strategie zur Losung dieses Anfangswertproblems ist im Grunde analog zum 1-D-Fall.
Wir starten mit einem Separationsansatz

u(@,y,t) = vi(z)v2(y)w(t).
Einsetzen in (13.9) ergibt

Vi (@)va(y)w(t) + vi(@)vg (y)w(t) — Cig vi(@)va(y)w () = 0,

woraus wir, durch Division durch vjvow (auerhalb von Nullstellen),

(@) vely) 1 w'(t)

vi(r)  vay) e w(t)

(13.10)

herleiten. Da die rechte Seite nur von ¢ abhéngt und die linke Seite unabhéngig von ¢ ist, miissen
folglich beide Seiten konstant beziiglich ¢ sein. Es existiert somit ein A € R, so dass

w” (t) = APw(t) (13.11)
gilt. Aus der Tatsache, dass die linke Seite von (13.10) auch konstant beziiglich ¢ ist, folgt ferner,

dass
vy (2) _vy(y)
@) A 0wy) (13.12)
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Da die linke Seite von (13.12) nur von x abhéngt und die rechte Seite nur von y abhéngt (sie soll-
ten jetzt ein Déja-vu-Erlebnis haben; sonst miissen Sie noch mal ein paar Seiten zuriickbldttern),
sind beide Seiten konstant. Es existiert ein u € R, so dass

W) = (o), -2 E‘;’i o (13.13)

Sehen wir uns die Randbedingungen an: Da u(0,y,t) = 0 = u(a,y, t) fir alle y und alle ¢ gelten
muss, ist dies (von den Féllen vy = 0 oder w = 0 mal abgesehen) nur durch v1(a) = v1(0) = 0 zu
bewerkstelligen. Bei p > 0 wiirde dies wieder unwillkiirlich zu v; = 0, also u = 0, fithren. Also
kénnen wir von p < 0 ausgehen. Somit ist

vi(z) = Cysin (vV=pz) + Cocos (V—px).
Aus vi(a) = v1(0) = 0 folgt damit
Coy=0 wund Cjsin (\/—_,ua) = 0.
Dies fiihrt, weil wir wieder u = 0 verhindern wollen, zu
V—pa=nm, neN\{0},

also
vi(x) = C;sin (E a:) , n €N\ {0} beliebig.
a

Analog erhalten wir aus (13.13) und den Randbedingungen, dass
= (C5sin (Wy) + Cy cos <My)
unter der Annahme A\ — p < 0, wobei Cy = 0 und /uu — Ab=mm, m € N\ {0}, also
va(y) = Cssin <% y) , m € N\ {0} beliebig,

gilt. Da wir nun A < g < 0 haben, ist automatisch auch die andere Konstante A in (13.11)
negativ. Also ergibt sich

w(t) = C5sin (\/—_/\ ct) + Cg cos <\/—_)\ct) ,

wobei wir gesehen haben, dass p — A = (—) dh. A=p— (M) und —p = ( ) Somit ist

—A= (%)2 + (%)2. Folglich erhalten wir die allgemeine Losung des Problems der rechteckigen
schwingenden Membran

nm mm . n? m?
u(:E, Y, t) = sin (7 ZE) sin (T y) An,m S11 p + b_2 Tt
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Aus den Anfangsbedingungen ergeben sich die Bedingungen

Z sin (Tx) sin (my) bom = f(x,y),
n?2 m?2

i sin(ﬁx)sin(%y) Anm, ﬁ—l-ﬁﬁc = g(z,y)

a
n,m=

fir die Koeffizienten ay,, und b,,,, die sich leicht aus den zweidimensionalen diskreten
Fourier-Transformierten von f und g bestimmen lassen (was hier nicht behandelt wurde,
aber leicht aus dem 1-D-Fall iibertragen werden kann). &

13.3 Laplace-Gleichung
Die Laplace-Gleichung, die auch Potentialgleichung genannt wird, hat die Form
Au=0.

Ihre Losungen nennt man harmonische Funktionen. Mit der Eindeutigkeit der Losung der
zugehorigen Dirichlet- und Neumann-Randwertprobleme haben wir uns bereits in Abschnitt 10.2
beschiiftigt. Es ist empfehlenswert, dies bei dieser Gelegenheit noch einmal nachzulesen.

Beispiel 13.3.1
a) Fiir einen festen Punkt y € R™, n > 3, ist die Funktion

1
|z —y[n=2"

fz) = z € R"\ {y},

harmonisch. Dies sieht man wie folgt:
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2 n—2)n - T
= g—;%:(x) - ! 22) (jl (z; yj)z) 2 (g, — yi)?
—(n—2) ( (z; yj)z) 1
j=1
= (n—2) [n o —y| 7" (o — ) — |2 — y|_n]
Af(x) = -5 (@
= (=2 ) (nle—ol " (- ) el )
k=1

= = nlar—y[ Y (o - ) —nle - y!‘”)

k=1

=lz—y|?

b) Fiir einen festen Punkt y € R? ist die Funktion

f@)=Inlz-y|, zeR\{y}

harmonisch. Auch das ldsst sich leicht nachrechnen:

1

f) = In [(331 —y1)” + (22 — 112)2} ’
= (‘?—@i B [(5171 - yl)z + (:E2 - y2)2] o % [(:El B y1)2 + (:172 B y2)2] o 2 (xk B yk)

= [(:m —y1)® + (22 — yz)z] B (Tk — yk)

i]; = 2z — y]_4 (zp — yk)z — |z — y‘—z (analog zu oben)

Oxy,

A - O
= Af(z) = kZ::l 922
2

= 2\x—y]_42(xk—yk)2—2‘$_y’_2

k=1
= 0.
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&

Die Funktionen der obigen Beispiele nennt man die Fundamentallésungen der Laplace-
Gleichung. Mit ihrer Hilfe konstruiert man die Potentiale

V(x) :/ Q(iy)_z dy, z € R", bzw. V(z) :/ o(y) In|z —y| dy, = € R?,
G lz—yl G

wobei G eine beschrinkte, zusammenhingende Menge ist. Unter geeigneten Voraussetzungen
an die Belegungsfunktion p (und die Menge G) kann man den Laplace-Operator A mit der
Integration vertauschen, so dass (der Index z zeigt, dass bzgl. z1,...,2, und nicht y1,...,y,
differenziert wird)

AV (x) = Ax/

dy:/Ax... dy=0 VzeR"\G
G G

Wir betrachten nun das folgende Dirichlet-Problem:

gegeben: F' € C(0%), wobei X eine (offene) Kreisscheibe um 0 mit Radius o > 0 ist und
0% dessen Rand ist.

gesucht: v € C?) (X UIY) mit
Au = 0 inX
u = F aufoX.

Es bietet sich an, dieses Problem in Polarkoordinaten zu lésen. Hierfiir brauchen wir zunéchst
eine Darstellung des Laplace-Operators in Polarkoordinaten.

Satz 13.3.2 Beziiglich den Polarkoordinaten x = rcosy, y = rsiny gilt

P10 12
orz2  ror  r2op’

Beweis: Sei u zweimal stetig differenzierbar. Dann gilt nach der Kettenregel

Up = UgZy + UyYr = Uy COS QY + Uy sin ¢,

Up = UgTyp + UyYp = —UgT SN P + UyT COS P.

In Matrixschreibweise ergibt das

Up \ Cos sin Uy
u, )\ —rsing rcose uy )
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Die zugehorige Matrix ist leicht zu invertieren:
ugy \ _ 1 [ rcosp —sing Uy
uy ) r \ rsing cosg Uy, )

1 .
Ugy = COSP Uz — — SINQ Uz,
r

Folglich gilt

0 1 . 1 . 0 1 .
= cosSpY = | urCcosp — — Uy, sin — —SInY — | UrCOS Y — — Uy, SIN
(p(‘)r T ¥ e ¥ , (P&p T ¥ e ¥
, 1 1
= Uypp COS <,0+—2u<psmcpcos<p—;uwsmcpcoscp
1 1 1 1
——uwsmgpcosgp—l— ursm <,0+ ugwsm <,0+ uwsmgocosgp
r
2 , 2 , 1 9 1 2
= urrcos <,0+r—2u¢81n<pcosg0—;uwsmgocosgo+;ursm <p—|—r—2u¢¢sm ©
sowie
. 1
Uyy = smtpuyr—k; COS (P Uy
.0 . 1 1 0 . 1
= sSIME_— (USSP + —U,COSY | + — COSE =— | Upr S P + — Uy COS Y
or r r dy r

= u,sinfp— — 5 U SN p cos ¢ + — uwsmgocosgp
r2

1 1 1 1
+ - ~ Ury singcos ¢ + — - Ur cos® p + 5 U cos? ¢ — —5 Uy SIN  COS @

2 2 1 1
= usin?p— —5 Up SInp cos p + — ~ Urp sin ¢ cos ¢ + — ~ Ur cos® o —|— 5 Upp cos? .
r2

Durch Summation beider Gleichungen erhélt man schliellich

A 1
u:uw—k;ur—kﬁu%p.

Wir fahren nun mit einer Technik fort, die wir bereits bei der Wellengleichung angewendet
haben: einem Separationsansatz

u(r, ) = v(rjw(p).
Damit erhalten wir aus der Laplace-Gleichung

V) () + () wle) + 5 ulr) w(e) = 0.
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Wir erkennen dann, dass in
2 V() | V() w'(e)

+r = —
v(r) v(r) w(ep)
beide Seiten konstant sein miissen. Nennen wir diese Konstante A. Auch hier ergibt sich, dass
nur ein Vorzeichen vorkommt, aber aus einem anderen Grund als bei der Wellengleichung: Wir
brauchen eine 27w-periodische Lésung w. Sonst wire u unstetig und schon gar nicht diffe-
renzierbar! Somit muss A in

(13.14)

!
w = —A\w

nicht-negativ sein. Um dies zu verdeutlichen, schreiben wir A = a2, o € ]R(J{ . Also hat w die
Form

w(p) = C1 cos (ayp) + Cosin ().

Das garantiert aber noch nicht die 27-Periodizitdt. Wir brauchen
w(p) = Cq cos (np) + Casin (ny), n € N beliebig.

Fiir A = 0 miissten wir iibrigens w(¢) = C; + Cat ansetzen, woraus wegen der Periodizitét
Cy = 0 folgen wiirde. Dies entspricht der obigen Losung fiir n = 0.
Aus (13.14) erhalten wir ferner

20" + v’ —n?v =0. (13.15)

Dies ist eine lineare gewohnliche Differentialgleichung 2. Ordnung - allerdings nicht mit konstan-
ten Koeflizienten, wie wir es bisher hatten. Sie gehtrt zu den Euler’schen Differentialglei-
chungen , die allgemein die Form

ana:"y(") + an_lx”_ly(”_l) +.. o Faxy +ay =0

mit gegebenen Konstanten ag, . .., a, haben. Man 16st sie, indem man sie durch die Substitution
y(x) = f(Inz) in eine lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten umwandelt. In
unserem Fall heifit das, wir substituieren v(r) = f(Inr) und ¢ := Inr, d.h. v(r) = f(¢). Dann ist

v'(r) = Ur:g_{'%:ft%
v(r) = % (ft%) thtr—lg—ftr—g'
Aus Gleichung (13.15) wird dann
fo—fi+ fi=n*f=0

& fu anf'



13.3. LAPLACE-GLEICHUNG 383

Die allgemeine Losung ist offensichtlich
f(t)=0Cs e+ Cpe ™

fiir n # 0 und
f(t) =C3+Cyt
fiir n = 0. Durch Riicksubstitution landen wir bei

B 037‘"—1—047‘_", ’I’L#O
U(T)_{ Cs+Cylnvr, n=0 "

Da die Losung auch bei » = 0 existieren muss, scheidet jeweils der zweite Teil des Fundamen-
talsystems aus, was Cy = 0 bedeutet. Also ist v(r) = C3 7™ und insgesamt

u(r,p) =ag+ > ooy 1" (an cos (ny) + by, sin (ncp)) (13.16)

Wir haben noch nicht die Dirichlet-Randbedingung eingebaut. Es muss
u(o,¢) = Fp) Ve [0,27]

gelten. Auch hier liefert die diskrete Fourier-Transformation die Koeffizienten: F' kann geschrie-
ben werden als

F(p) = AO + i (A cos (ny) + By, sin (mp))

mit ) )
1 4 1 g
A, =— F(t)cos(nt)dt, B, =— / F(t)sin (nt) dt.
T Jo T Jo
Folglich gilt
A Ay n
ag = 0, an=—, bpy,=— Vn>1
2 O—?’L n

Wir setzen dieses Ergebnis in (13.16) ein:

1 27r

u(r,p) = o /) dt+2( )

1 2m
— [/ F(t) cos(nt) dt cos(nep)
T
2m
+ / F(t)sin(nt) dt sin(ne }
0

Wir vertauschen nun die Reihe mit der Integration. Dies ist nicht trivial, aber wenn f nicht
allzu skurril ist, dann ist das erlaubt.

u(r, ) = ;ﬂ /27r

1+2 Z ( > (cos nt) cos(ny) + sin(nt) sm(mp))] dt.
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Das ldsst sich mit einem Additionstheorem vereinfachen:

) =g [0 123 (1) o (- 0) |

Es ist moglich (und das ist der eigentliche Clou), eine geschlossene Darstellung fiir die Reihe
herzuleiten. Mittels Euler-Formel und geometrischer Reihe erhélt man n&mlich:

1—|—22< ) cos( t—gp))
= Re 1+2§:(£) em(t_“o)]

I 1
— Re _1+2<71_§ei(t_@) —1)]

_ T Gilt—p)
= Rell4+2—2———

o — reilt=y)
o+ reit=)
o+r cos(t —p

= Re

+ irsin(t — ¢

= Re
ir sm( ®

) )
o—rcos(t—p) — )
02 —r2cos?(t — @) — r2sin?(t — )
2
(O’ —rcos(t — 90)) +r2sin?(t — @)

o2 — 2

02 —20rcos(t — @) + 12"

Wir erhalten damit eine Formel zur Berechnung der Losung v aus den Randwerten F:

1 27 0,2 _ 7,2
F(t dt. 13.17
ulr¢) = o / ®) 0% — 2071 cos(t — ) + 12 ( )

Man nennt sie die Poisson’sche Integralformel.

Zum Abschluss noch zwei grundlegende Sétze iiber harmonische Funktionen, die zur Allge-
meinbildung jedes/-r Ingenieurs/-in und jedes/-r Mathematikers/-in gehoren sollten. Sie gelten
auch in hoheren Dimensionen, nicht nur im R2.
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Satz 13.3.3 (Mittelwertsatz fiir harmonische Funktionen) Die Funktionu € C?(QG) sei
harmonisch, wobei die Kreisscheibe K (xo,y0) mit Zentrum (zo,yo) und Radius o > 0 ganz in
G C R? enthalten sei. Dann ist u in (xq,yo) durch die Werte am Kreisrand gegeben:

1

— uds.
2mo 0K p(z0,%0)

u (20,Y0) =

Beweis: u ist die eindeutige Losung u = @ des inneren Dirichlet-Problems

At = 0 in K, (xo,%0)

@ = u auf 0K, (xo,yo)-

Wir verschieben das Koordinatensystem nun, so dass der Ursprung im Kreismittelpunkt liegt.
Dann liefert die Poisson’sche Integralformel mit » = 0 den Rest (denken Sie an den Faktor p,
der sich im Kurvenintegral ergibt). ]

Satz 13.3.4 (Maximumprinzip) Sei G C R? abgeschlossen (d.h. der Rand ist enthalten),
beschrinkt und zusammenhingend. Ist u € C?)(G) harmonisch und nicht-konstant, dann nimmit
u sein Mazimum und sein Minimum auf dem Rand 0G an.

Beweis: Wir betrachten hier das Maximum. Das Minimum kann man analog als Maximum von
—u behandeln. Der folgende Beweis ist indirekt: Wir nehmen an, dass es einen Punkt (zq, yo)
im Inneren von G gibt, wo

’LL(JE(],yo) = max U(!E,y) =M
(z,y)ed

gilt. Da u nicht-konstant ist, muss es einen Punkt (z2,y2) geben, so dass u(za,y2) < M. Da
auflerdem G zusammenhéngend ist, muss es einen reguliren Weg 1 von (zg,%0) nach (x2,ys2)
geben, der ganz in G enthalten ist (siche Abbildung 13.1). Auf dem Weg von (z¢,y0) nach
(z2,y2) sei (x1,y1) der letzte Punkt, in dem noch u den maximalen Wert annimmt (aufgrund
der Stetigkeit von u muss es ihn geben). Es ist nicht ausgeschlossen, dass dies (x¢, yo) sein kann.
Aber es ist sicher, dass (x1,y;) nicht gleich (x9,ys) ist. Folglich kénnen wir eine Kreisfliche
Ky(21,y1) konstruieren, so dass (x2,y2) nicht im Kreis liegt, der Kreis aber ganz in G liegt.
(Das ist wichtig; hier geht ein, dass (xg,yo) nicht am Rand liegt!) Da auf dem Teil des Weges 1)
hinter (x1,y1) bekanntermafien u < M gilt, gilt dies auch auf dem Schnittpunkt dieses Wegstiicks
mit dem Kreisrand 0K, (z1,y1). Wegen der Stetigkeit von u gilt damit auch v < M auf einem
Teilstiick positiver Lange von 0K,(x1,y1). Mit Satz 13.3.3 erhalten wir damit

1

— uds < M.
210 JoK y(w1y1)

u(r1,y1) =
N——

=M
<M2mp

Dies ist ein Widerspruch. ]
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Abbildung 13.1: Illustration fiir den Beweis von Satz 13.3.4.

13.4 Einschub: Distributionen und noch mal Funktionalanalysis

Distributionen sind ein bewéhrtes Hilfsmittel, um partielle Differentialgleichungen zu behandeln,
u.a. weil sie eine so genannte schwache Formulierung der Gleichung erlauben.

Definition 13.4.1 Die Menge D(R™) bestehe aus allen Funktionen o € C(®)/(R™), die nur auf
einer beschrinkten Menge von Null verschieden sind. Ihre Elemente heiffen Testfunktionen.

Beispiel 13.4.2 Die Funktion

1
olz) =4 P <|~’U|2—1> » lel<1 , z€R"
0, |z| > 1

ist ein Beispiel fiir eine Testfunktion. Sie ist auflerhalb der Kugel K (0) gleich Null. Auflerdem
ist sie beliebig oft differenzierbar. Letzteres nachzupriifen wird als Ubungsaufgabe iiberlassen.
Hierfiir muss gezeigt werden, dass alle Ableitungen von ¢, die im Inneren der Kugel gebildet
werden, im Limes |z| — 1 verschwinden. &
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Definition 13.4.3 Unter einer Distribution (auch verallgemeinerte Funktion genannt)
versteht man eine Abbildung F : D(R™) — R, die

1. linear ist, d.h.
Fp+ ) = \F(0) + nF() YA peR Vo € DRY),
2. und stetig ist, d.h. fiir jede konvergente Folge v, — ¢ in D(R™) gilt:

lim F (o) = F(gp)-

Die Menge aller Distributionen wird mit D*(R™) bezeichnet.

Was “p,, — ¢ "bedeutet, lassen wir hier mal auer Acht: Fiir Details sei auf [13] verwiesen.
In diesem Zusammenhang gibt es einen interessanten Satz.

Satz 13.4.4 (Riesz’scher Darstellungssatz) Sei (H,(-,-)) ein Hilbertraum und F : H — R
eine beliebige lineare und stetige Abbildung. Dann existiert genau ein Element g € H, so dass

F(f)=(f9) VfeH
gilt.

Leider ist dieser Satz nicht auf D*(R") anwendbar. Zwar kann man D(R") ein L2-Skalarprodukt
“verpassen”, jedoch ist der entstehende Funktionenraum nicht vollstindig, also kein Hilbert-
raum. Trotzdem gibt es manche Distributionen, bei denen es so eine Darstellung gibt.

Definition 13.4.5 Eine Distribution F € D*(R™) heifit reguldr, wenn es eine Funktion F :
R™ — R gibt, so dass

Fo) = [ e@PF@) s (= (o Fliagn) Vo€ DR
gilt. Ansonsten heifit sie singuldr.

Beispiel 13.4.6
a) Die Distribution F € D*(R) mit

ist regulér, da

gilt, wenn
1, t>0
H(t)._{()’ i

die Heaviside-Funktion ist. F heifit entsprechend Heaviside-Distribution.
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b) Die Dirac’sche Delta-Distribution §,, € D*(R") mit zg € R" ist definiert durch
8o () == @ (z0) Vo€ D(R").

Sie ist singulér (auch wenn manche Anwender abenteuerliche Vorstellungen von Funktio-
nen haben, die sie darstellen).

O
Fiir Differentialgleichungen ist vor allem die folgende Definition wichtig:
Definition 13.4.7 Sei F € D*(R"™) eine Distribution und D = (,g% aiaann ein Differential-
1 n

operator. Eine Distribution G € D*(R™), fir die
G(p) = (-1 F (Dy) Ve DR

gilt, nennt man die Ableitung der Distribution F. Man schreibt DF = G.

Beispiel 13.4.8
a) Sei F € D*(R) eine regulire Distribution. Also gibt es ein F': R — R, so dass
+o0o
Fo= / e(t)F(t)dt Ve e DR).
Ist F' (im konventionellen Sinne) differenzierbar, so erhédlt man mittels partieller Integration
d +oo 400 +oo
(57)em-7)=- [ voroa=-—oro] "+ [ eoro

—00 —00

Aufgrund der Definition von D(R) gibt es ein Intervall [a, b], auBBerhalb dessen ¢ verschwin-
det. Also gilt lim— - (p(t)F(t)) = 0. Folglich erhalten wir

(57)e= [ ewrwa

o0

d.h. F” ist eine Funktion, die (die regulire Distribution) % F darstellt.

b) Wir betrachten die Heaviside-Distribution. Die zugehorige Heaviside-Funktion ist nicht auf
ganz R differenzierbar. Jedoch gibt es eine Ableitung im distributionellen Sinne. Aus

Fop= /Ooogp(t)dt
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und
d d
(&%) = = (57)
= - / ¢ (t)dt
0
M
- )
= ¢(0)
folgt, dass die Dirac’sche Delta-Distribution dg die Ableitung der Heaviside-Distribution
ist.

<&

Das Konzept der distributionellen Ableitung erlaubt damit in der Tat eine Verallgemeinerung des
klassischen Ableitungsbegriffs. Der Nutzen bei partiellen Differentialgleichungen ist folgender:
Beispielsweise aus

Uy — Ut = 0 (13.18)

kann man

///Rs <8f§9y u(@,y,t) - %“(957?/7’5)) o(x,y,t)d(z,y,t) =0 VYo eD (R3)

und mittels distributioneller Ableitung

///]R3 w9 1) <3f§?y Py ) + % 90(“7?/7'5)) d(z,y,t) =0 (13.19)

herleiten. Hierbei nennt man (13.19) die schwache Formulierung von (13.18). Dies liegt daran,
dass aus (13.18) stets (13.19) mittels partieller Integration hergeleitet werden kann. Jedoch gilt
die Umkehrung in aller Regel nicht, da u fiir (13.19) nicht einmal differenzierbar sein muss.
Trotzdem erweist es sich manchmal (vor allem, aber nicht nur, in der Numerik) als hilfreich, die
schwache Formulierung zu 16sen.

13.5 Die Poisson-Gleichung

Die Poisson-Gleichung ist im Grunde nichts anderes als das inhomogene Gegenstiick der Laplace-
Gleichung;:
Au = f.

Fiir die Poisson-Gleichung verwendet man eine Technik, die typisch fiir elliptische partielle Dif-
ferentialgleichungen ist: das Losen mittels Green’scher Funktion.
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Definition 13.5.1 Sei B C R"™ ein Gebiet. Unter einer Green’schen Funktion (fir den
Laplace-Operator) versteht man eine Funktion (x,y) — G(z,y), die fir alle x € B und alle
y € B mit x # y definiert ist und folgende Eigenschaften hat:

a) lim, ¢ G(z,y) =0V{€0BVyeB
b) AG(x,y) =60, Yy € B im distributionellen Sinne.

Satz 13.5.2 Sei B C R" ein Gebiet und G die zugehdrige Green’sche Funktion fiir den Laplace-
Operator. Dann ist die Losung des Dirichlet-Problems

Au = f inB (f € C(B) gegeben)
u = 0 aufdB

gegeben durch
u@) = [ F0)G@ay VoeB.

Beispiel 13.5.3 Fiir den Fall B = R? ist die Green’sche Funktion gegeben durch

1 1

Dies ergibt, dass das Potential

1
V(z)= /Bf(y) de

die Poissongleichung
AV = —Axf

erfiillt. Wir rechnen nach, dass G wirklich die Green’sche Funktion ist. Zu Eigenschaft a) wére zu
sagen, dass der R? keinen Rand besitzt. In diesem Fall ist die Bedingung also so zu interpretieren,

dass
lim G(z,y) =0 VyeB

|z|—o0
gelten muss, was offensichtlich erfiillt ist.
Wenden wir uns Bedingung b) zu. Es ist also (nach Definition der distributionellen Ableitung)
zu zeigen, dass

1
- — A, = D (R3
/R3 gy p(x)dz = p(y) Ve ecD(R)

gilt. Mit der Substitution Z := x — y erhélt man

: r T = 3
_/Rg mAW(Hy)dx—w(y) Vo eD(RY).
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Ferner ergibt ¢(Z) := (& + y), dass

1
— A;p(3)dE = ¢ 5eD(R?
[, G Aee@ai = 50) veeD (®)
gezeigt werden muss. Es reicht daher, den Fall y = 0 zu betrachten. Wir wissen bereits, dass
A, |71| = 0 fiir alle z # 0 gilt.

Wir wenden nun die 2. Green’sche Formel auf R?\ K(0) an, wobei K (0) wie iiblich eine Kugel
um 0 mit Radius R > 0 ist. Wir erhalten

L L Ap(a) ) do = RGN NS W PRGN
/RS\KR(O) (w(x)\Ax ], el e )> ‘ /8KR(0) # )8n(:17) - f] an (©)d0(@).

=0

Das Herausnehmen der Kugel ist notwendig, da |71| nicht in # = 0 definiert ist. Ubrigens ist n
wieder die #uflere Einheitsnormale, die hier in Kz(0) hinein zeigt. AuBerdem haben wir hier
benutzt, das am “Rand des R3” also fiir |#| — oo, die Testfunktion mit all ihren Ableitungen
gegen Null strebt.

Sehen wir uns das verbleibende Randintegral genauer an: Zunéchst ist

1 T T 1 1
—=n(r) Vy—=—— |- ]| =75 == VzecdKgr(0).
@) o - LS Ve g = T < |:c|3> WP T R &(0)

Also gilt
1

o 1
Am@wwam@ﬁﬁmﬂ=ﬁgmwmﬂm&my

Den zweiten Teil des Oberflichenintegrals kénnen wir abschitzen mit

[ wow
o

Kn() |2 On

/8 L (Vo(x)) dO(x)

—n
K Rr(0) R
1
< 3 In| |Vp(z)| dO(z)
OK (0) ~~

1
— max |Vo(y)| dO(z
7 o R V0] 00()

IN

1 —
= Zléz]%gg\Vgp(y)\ rRr? B0

Das Maximum von V¢ existiert hierbei, da V¢ nur auf einer beschrinkten Menge von Null
verschieden ist und stetig ist (siche Satz 7.2.9).
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Es bleibt also (diesmal mit Vorfaktor ﬁ) im Limes R — 0+

1
7 7100

1
— A dr = li
/Rs 47 |x| ple)de R0+

Wegen der Monotonie des Integrals gilt

| mine)d0@ < o [ e)dow) < o [ max () d0()
— X
ATR? ok p(0) lvI=R T ATR? Jok 0 T ATR? ok p0) lvI=R

. 1 /
< min < 2)dO(z) < max .
min ev) < e ko) #()dO(@) < max o (y)

Im Limes R — 04 gehen sowohl die linke als auch die rechte Seite aufgrund der Stetigkeit von
¢ gegen (0). Somit gilt dies auch fiir den eingeschlossenen Term in der Mitte. Folglich haben
wir

1
— A dx = ¢(0).
L, gy At da = 0
Beispiel 13.5.4 Wir betrachten das folgende Problem

Au = 4 in K;(0)
u = cosVUsing auf 90K;(0).

Diese Losung setzt sich aus zwei Funktionen zusammen: v = v 4+ w, wobei

Av = 4 in K;(0) Aw = 0 in K;(0)
v = 0 auf 9K;(0) w = cosvsing auf 0K;(0).

w bekommt man mit der 3D-Version der Poisson’schen Integralformel, die man in der Literatur
nachlesen kann. v erhélt man mittels Green’scher Funktion:

4
viz) = —dy
(=) /Kl(O) —4n|r — y|

1 1
H Y e
T JK1(0) |z — y



Kapitel 14

Funktionentheorie

14.1 Die komplexe Ableitung

Unter dem Begriff Funktionentheorie versteht man eine Analysis fiir komplexe Funktionen. Wir
haben bereits Funktionen f : R — C behandelt, wie z.B. f(t) = . Diese lassen sich wie reelle
Funktionen behandeln, wenn man beachtet, dass i = —1 gilt. In der Funktionentheorie geht
es aber um Funktionen f : C — C oder allgemein f : D — C mit D C C. Erinnern Sie sich
daran, dass wir C aus dem R? konstruiert haben. So kann man Funktionen f : C — C auch als

Funktionen vom R? in den R? auffassen: f :R? — R? mit

f(z,y) == (Re f(z + iy), Im f(z + iy))"

wire eine solche Entsprechung. Wir kénnen also Beziige zur reellen Analysis mehrerer Verénder-
licher aufstellen. In der Tat lassen sich die Begriffe der Konvergenz und der Stetigkeit direkt
iibertragen. Bei der Differentiation gibt es jedoch einen kleinen aber feinen Unterschied. Wir
definieren zunéchst die Ableitung.

Definition 14.1.1 Sei G C C ein Gebiet und f : G — C eine gegebene Funktion. Dann heifit
f in zg € G komplex differenzierbar, wenn der Limes

% (20) == f' (20) = lim f (20 + h}z — f (20)

(heC)

existiert. Ist f in allen zg € G komplex differenzierbar, so nennt man f analytisch oder auch
holomorph (in G).

Fiir die komplexe Ableitung gelten die gleichen Regeln wie fiir die reelle (Linearitéit, Produkt-
regel, Quotientenregel, Kettenregel). Auflerdem lassen sich viele Ableitungen elementarer Funk-
tionen auf den komplexen Fall erweitern, wie Tabelle 14.1 zeigt. Fiir zwei Funktionen in dieser
Tabelle besteht jedoch Klirungsbedarf.

393
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f(z) f'(2)

e? e?, zeC
sin z cosz, z€C
COS z —sinz, z € C
sinh z coshz, z € C
cosh z sinhz, z € C

2", neN nz"t zeC
Lnz 1 2eC\Ry
Vz ﬁ, ze C\Ry

Tabelle 14.1: Auswahl verschiedener komplexer Ableitungen.

Bemerkung 14.1.2

a) Der komplexe Logarithmus soll eine Umkehrfunktion der komplexen e-Funktion dar-

stellen (die threrseits auf die tbliche Weise als Potenzreihe definiert ist). Hierbei bezieht
man sich auf die Polardarstellung

2= |z]e", —T <<,

und definiert
Lnz:=In|z| + ip. (14.1)

Dieser Definition liegt eine gewisse Willkiir zugrunde, denn fiir ein eindeutiges Argument
p = arg z reicht es, irgendein beliebiges halboffenes Intervall der Linge 2w zu wdhlen. Man
erhdlt dann jeweils andere Funktionen als Logarithmus, die man die Zweige des Loga-
rithmus nennt. Die hier gewdhlte Variante (14.1) heiffit Hauptwert des Logarithmus.
Ubrigens: Der komplexe Logarithmus ist zwar — wie der reelle — eine Umkehrfunktion der
e-Funktion, genauer der eingeschrinkten e-Funktion exp : {z € C|Imz €] — m, 7|} — C,
da fiir z = |z|e¥ =2 + iy, o €] — 7, 7], x €R, y €] — 7, 7| gilt:

ean _ eLn|z|ei<p _

Lne* = Ln |e*|+iarge” =Ln ‘ezﬂy‘ +iarge® ™ = x + iy,

|2le’? = z,

jedoch gelten im Komplexen die Logarithmengesetze nicht!

b) Auch bei der Wurzelberechnung benutzt man eine Polardarstellung. Wir legen auch hier

(erneut véllig willkiirlich) '
z=|z|e", —-m<e<m,
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als Polardarstellung fest und wdihlen (auch hier herrscht Willkiir) die folgende der beiden
Quadratwurzeln aus: '
Vzi=/]z]e' 2.

Ubrigens kann man in der Ebene das Potential einer Punktladung im Punkt zy darstellen als
komplexe Funktion

f(z) =Ln (z — 2g) .
Nicht alle Funktionen sind komplex differenzierbar, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 14.1.3 Sie f(z) = Z die Funktion der komplexen Konjugation. Wir schreiben z =
21 4+ 120, h = h1 + iths; 21, 22, h1, ho € R; und erhalten

i z1+h1—i(z2+h2)—(z1—i22)
= lim -
h—0 hl + ZhQ
lim 7}11 — thy
h—0 h1 + ’ihQ '

lim

z+h—%
h—0 h

Dieser Limes existiert jedoch nicht, da man beispielsweise durch Annédherung auf der imaginéren
Achse (also h = 0+ iha, hg — 0) den Quotienten —1 und bei Annéherung auf der reellen Achse
(h = hy +1i0, hy — 0) den Quotienten 1 erhilt. Somit ist f nirgends in C differenzierbar. <&

14.2 Integration

In der komplexen Ebene sind vor allem Kurvenintegrale von Interesse. Auch bei ihnen profitieren
wir davon, dass wir schon wissen, wie das im R? geht.

Definition 14.2.1 Sei G C C ein Gebiet, f : G — C eine stetige Funktion und v : [a,b] — G
eine (stiickweise) stetig differenzierbare Kurve. Dann nennt man

b
2)dz = Y(t)d
/7 £(2) / £ (1) 4(8) dt

das (Kurven-)Integral von f lings .

Beispiel 14.2.2 Wir integrieren die komplexe Funktion f(z) := (z —a)™ mit a = a1 +iay € C,
n € Z, lings der Kreislinie um @ mit Radius » > 0. In R? hétten wir die Kurve parametrisiert
durch

T =ay+rcosp, y=as+TSsinp, ¢ € [0,2x].

Da x fiir den Realteil und y fiir den Imaginérteil steht, wird im Komplexen daraus die Kurve

Y(p) = a+rcosp +irsing =a+re?, e 0,2n).
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Damit kénnen wir das Integral berechnen:
2w Cn )
j{ (z—a)"dz = / (re'?) " rie’? de
0Ky (a) 0
2w
— Tn+1i/ 6(n+1)i<p d(p
0

2
1 n+1)1
n+1 n—+1€( )eo‘o ;o n#F -1

P2 1de, n=-1

= r

Also gilt
j{ (z—a)"dz:{ 0’. n# -1 VaeC VYneLZ.
0K, (a) 2, n=—1
Dieses Integral nennt man das Fundamentalintegral. &

Bemerkung 14.2.3 Wir legen fiir den Rest dieses Skripts fest, dass geschlossene Kurven immer
in positiver Umlaufrichtung durchlaufen werden, d.h. in Umlaufrichtung liegt die umschlos-
sene Fliche (das “Innere” der Kurve) stets links.

14.3 Der Hauptsatz iiber holomorphe Funktionen und der Cau-
chy’sche Integralsatz

Es gibt einen fundamentalen Zusammenhang zwischen einzelnen Bereichen der Funktionentheo-
rie, der u.a. den Unterschied zwischen komplexer und reeller Ableitung verdeutlicht.

Satz 14.3.1 (Hauptsatz iiber holomorphe Funktionen) Sei G C C ein Gebiet und f :
G — C eine Funktion. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.

a) f ist holomorph in G.
b) f ist in jedem zy € G einmal komplex differenzierbar.

c) f ist in jedem zy € G reell differenzierbar und es gelten die Cauchy-Riemann’schen
Differentialgleichungen : Fiir f(x + iy) = u(x,y) + iv(x,y) gilt:
ou Ov ou v

dx 0y’ 9y Oz
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d) f istin jedem zp € G in eine Potenzreihe entwickelbar.

e) Zu jedem zy € G emistiert ein Kreis K, (,)(20), in dem es eine holomorphe Funktion F mit
F' = f gibt (lokale Stammfunktion).

f) Fiir jedes in G gelegene abgeschlossene Dreieck /\ gilt

/Emf(z)dz:o.

Beispiel 14.3.2 Wir haben bereits gesehen, dass f(z) = Z nicht holomorph ist. Mit f(z+1iy) =
x—1iy, u(z,y) := z, v(x,y) := —y testen wir die Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen,
die tatsédchlich verletzt sind:

ou ] ov ou ov

A A TR T

Satz 14.3.3 (Cauchy’scher Integralsatz) Sei G C C ein Gebiet “ohne Loch” und f : G — C
eine holomorphe Funktion. Dann gilt fiir jede geschlossene Jordankurve v in G, dass

ﬁf(z)dz =0.

Satz 14.3.4 (Cauchy-Integralformel) Sei G C C ein Gebiet “ohne Loch” und f : G — C
eine holomorphe Funktion. Ist v eine geschlossene Jordankurve in G, so gilt fiir alle z im Inneren
von 7y, dass

fz) = % jé Cf (_oz dc. (14.2)

Satz 14.3.5 Sei G C C ein Gebiet “mit Lochern” und f : G — C eine holomorphe Funktion.
Dann gilt fiir je zwei geschlossene Kurven vy, und vy in G, die dieselbe Ausnahmemenge in
gleicher Richtung einmal umlaufen, dass

(2)dz = ﬁ £(2)dz.

7
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Beispiel 14.3.6

a)

Die Bedingung “ohne Loch” im Cauchy’schen Integralsatz ist wichtig, wie das Fundamen-
talintegral zeigt: Fiir m = —1 ist f(z) = (z — @)™ nicht auf Kr(a) definierbar. In der Tat

gilt dann auch
1
7{ dz = 2mi # 0.
OKpg(a) # — @

1
ot
y 2 +1

fiir eine beliebige Kurve ~y, die weder durch ¢ noch durch —i¢ verlduft. Mit ~i,; bezeichnen
wir die von  umschlossene Fliche (das “Innere” von ) und mit eyt den entsprechenden
Auflenbereich. Partialbruchzerlegung liefert
11 1 1
241 2iz—i 2z+i

Nach Satz 14.3.5 gilt, wenn ¢ im Inneren von + liegt,

Wir suchen

zZ—1 Z—1

1 1
7{ dz = 7{ dz =27 (mit beliebigem R > 0).
v OKR(i)

Ist ¢ nicht im Inneren von -, so verschwindet das Integral wegen des Cauchy’schen Inte-

gralsatzes. Analoges gilt fiir z-li-i‘ Also gilt

1 T, 1€ Yint und — % € Yext
- dz = —T, € Yext Und — & € Yint
z=+1 . o

v 0, 2, —% € Yipg oder 4, —i € Yext

14.4 Taylor- und Laurent-Reihe

Satz 14.4.1 Sei G C C ein Gebiet und f : G — C holomorph. Dann ist f in jedem Kreis
Kg(z0), der ganz in G liegt, in eine Taylor-Reihe

> £(k) (54
f(z):Zngo)(z—zo)k Vz e Kg(20)
k=0

entwickelbar. Ferner gilt fiir die Ableitungen von f:

fM(z) = n! }[ (g&dg VneNy VzeK,(2) Yoé€lo,R[ (14.3)
0K (z0)

= o — Z)n+l
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Die Formel (14.3) ist offensichtlich eine Verallgemeinerung von (14.2).

Taylor-Reihen kennen wir bereits aus der reellen Analysis. Fiir Funktionen, deren Potenzreihen
wir kennen, wie exp, sin, cos, sinh, cosh, stimmen sie mit eben jenen Potenzreihen iiberein.

Im Komplexen gibt es eine allgemeinere Form der Taylor-Reihe, die so genannte Laurent-Reihe.
Sie erlaubt es, “Locher” im Definitionsbereich zuzulassen.

Satz 14.4.2 Sei K, r(z) := {z € C|r < |z — 29| < R} ein Kreisring und f : K, r(z9) — C
eine holomorphe Funktion. Dann lisst sich f in K, r(z9) in eine Laurent-Reihe entwickeln:

+oo
f(z) = Z en (2 —20)" Vze K g(20),
wobei
Cn 1 %d{ VneZ Yo€|rR]

2mi Jor,(0) (¢ — 20)
Die Laurent-Reihe teilt man in zwei Teile auf:

-1

+o0o
f(z) = ch (z—20)" + Z en (2 —20)"
n=0

n=—oo

Nebenteil Hauptteil

Sehen wir uns den Zusammenhang zur Taylor-Reihe an. Ist f sogar auf Kr(zp) holomorph und
damit in eine Taylor-Reihe entwickelbar, so gilt nach Satz 14.4.1

f(n) (20)

Vn>0.
n!

Cp =

Da man zeigen kann, dass Laurent-Reihen bei vorgegebenem Entwicklungszentrum z eindeutige
Koeffizienten ¢,, haben, muss in diesem Fall die Taylor-Reihe mit der Laurent-Reihe iiberein-
stimmen, deren Hauptteil somit verschwindet. Also gilt

¢, =0 Vn < 0.
Interessant ist die Laurent-Reihe also gerade dann, wenn es zwingend erforderlich ist, den inneren

Kreis K, (z0) herauszunehmen.

Beispiel 14.4.3

a) Fir f(z) = ﬁ ist die Laurent-Reihe in K, (i) mit beliebig gewédhlten 0 < r < R
einfach, denn f(z) = — ist bereits die Laurent-Reihe. Es gilt

Rk

c_q4 =1, cn=0 Vn#—4.
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b) Fiir f(z) = e* kennen wir die Laurent-Reihe alias Taylor-Reihe in Kr(0), R > 0 beliebig:

z 1 n
e :Z ke VzeC.
n=0
Also gilt fiir g(z) = eTH:
o = 3 ()
— 1
= Z E(z—i—z)_"
n=0
0

> (_jn)! (z = (=2))™ fiir |z 4] > 0.

m=—0oQ

Also erfiillen die Laurent-Koeffizienten von g bei Wahl des Entwicklungszentrums —i:

cmn = 0 Vm>0,
Cm = 1 Vm <0.
(=m)!

¢) Stammbriiche kénnen auch mit einem anderen Zentrum als der Nullstelle des Nenners
entwickelt werden. Kehren wir zuriick zu f(z) = ﬁ und entwickeln um 2y # 7. Wir
benutzen hierfiir die altbekannte geometrische Reihe, die auch komplex giiltig ist:

1 [e.e]
T :sz fiir alle z € C mit |z| < 1.
[
Es gilt
1 1
z—1i  (z—20)— (i — 20)

1 1
a 2—201——;‘:22‘2)'

Gilt |i — z0| < |z — 20[, so kénnen wir mit der geometrischen Reihe fortfahren:

11 f: i—z20\"
z2—1 z—2 zZ— 2

k=0
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Analog erhilt man fiir |i — 2| > |z — 2|, dass

1 1 1 11 i z—2\"
z—i (z—20)—(i—20) i—20 =2 _—1  i—2 i— 2o

1—20 k=0

Beachten Sie, dass z hier die Variable ist. Damit erhalten wir die Laurent-Reihen

1 > 1
. k .
= 1—2z29) ————, falls |z — 29| > |7 — 2
zZ—1 kZ:O( ) (Z_zo)k—l—l | | | |
1 = 1
= =Y ———— (z—2)", falls |z — 2| <|i— 2.
=0 k=0 (Z—Zo)k—Irl

Letztere ist gleichzeitig eine Taylor-Reihe.
Gesucht ist allerdings die 4. Potenz der Reihen. Da

d 1 1
dzz—i (2 —0)
e 1 5 1
dz2 2z —i (z —1)3"’
@ 1 1
d3 z—i (z—i)

gilt, erhalten wir im Fall |z — zg| > |i — 2o|, dass

1 1 =, d? —k—
R
= Dl ) (k- (k- 2) (k- 8) (2 - )
k=0

(i — 20)" (k + 1)(k + 2)(k +3) (z — z9) "%

I
| =
WE

B
Il

0

—_

= - i— 2 1 i— 2 2 1
= (z—z0)4+4( 0) (z—z0)5+10( 0) (z—ZO)G—i_'“

Der andere Fall ist analog (und einfacher).

c) f(z) = 221_2 ist ein Beispiel fiir eine rationale Funktion. Solchen Funktionen riickt man

zunédchst mit einer Partialbruchzerlegung zuleibe:

1 1 -1 1

22—z 2(z-1) =z z-1
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Damit haben wir wieder Stammbriiche. Analog zum Teil b) erhalten wir

oo

1 n .
o1 = —ngzoz fir |2 < 1,
1 1 1 1< /1\" & 1
= - == - = — fii >1,
z—1 z1-1 Z;::O<Z> ;Z:Oznﬂ ir |2]

so dass man folgende Laurent-Reihen fiir f mit Entwicklungszentrum zy = 0 aufstellen
kann:

(i) fir 0 < |z] < 1ist

(ii) fiir 1 < |z| ist

1 1 00 o 00 o 00 -
5 :___’_E:an:E:an:E:Zn.
7=z z n=0 n=1 n=2

Natiirlich sind auch Entwicklungen um andere Zentren moglich.

&

Beachten Sie, dass in C immer eine Zerlegung des Nenners einer rationalen Funktion in Linear-
faktoren moglich ist. Daher ergibt die Partialbruchzerlegung stets eine Linearkombination von
Stammbriichen, die jeweils wie in Teil b) des Beispiels behandelt werden kénnen.

Im buchstéblichen Mittelpunkt von Laurent-Reihen stehen Punkte, in denen die betrachtete
Funktion nicht definiert ist. Solche so genannten Singularitéiten stellen einen eigenen Zweig der
Funktionentheorie dar.

Definition 14.4.4 Sei f eine komplexe Funktion.

a) Fin Punkt zy € C heifit Singularitit (singuldrer Punkt) von f, wenn [ oder f' nicht
in zo definiert ist.

b) Eine Singulariit zo von f heifit isoliert, wenn ein r > 0 ezistiert, so dass f in der
punktierten Kreisumgebung K,.(zy) \ {z0} holomorph ist.
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14.5 Der Residuensatz

Definition 14.5.1 Sei G C C ein Gebiet mit zo € G und f : G\ {20} — C eine holomorphe
Funktion. Dann wird der Koeffizient c_1 der (unter diesen Bedingungen zwingend existierenden)
Laurent-Rethe mit Zentrum zo das Restduum von f in zy genannt:

1

Res (f,20) ==c_1 = 501 D ( )f(C) d¢. (14.4)

In (14.4) muss o hinreichend klein sein, damit K,(z0) \ {20} C G.

Satz 14.5.2 (Residuensatz) Die Funktion f habe auf dem Gebiet G C C die isolierten Sin-
gularititen ay,...,a, und sei auf G\ {a1,...,an} holomorph. Ferner sei 7 eine geschlossene
Jordankurve, die in G\ {a1,...,a,} verliuft und die Punkte ay,...,a, umschlieft. Dann gilt:

j{f(z) dz = ZWiZn:Res (f,ak).
v k=1

Man macht {ibrigens keinen Fehler, wenn man versehentlich eine Nicht-Singularitét a; benutzt,
da dann f in einem hinreichend kleinen Kreis K,(ay) in eine Taylor-Reihe entwickelt werden
kann, wodurch Res (f,ar) = 0 gilt.

Beispiel 14.5.3 Ein einfaches Beispiel ist das Fundamentalintegral:
f(z)=(E—-a)"

ist bereits selbst eine Laurent-Reihe mit Entwicklungszentrum a. Es gilt somit

Cn = 6n,m7

d.h.
Res (fv (I) = 5—1,m7

wobei im Fall m > 0 der Punkt a gar keine Singularitéit ist und
j{(z—a)mdz:o VmeN
.

schon allein aufgrund des Cauchy’schen Integralsatzes gilt.
In Ubereinstimmung mit den fritheren Betrachtungen liefert der Residuensatz

0, meZ \{-1}
%(z—a)mdz: 2mi -1, m=—1, a € Vin
gl 0, m=—1,a € Yext
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Der Hauptnutzen, den Anwender (innen) aus dem Residuensatz ziehen, besteht in der Berechnung
reeller uneigentlicher Integrale. Wie dies geht, sehen wir uns an ein paar Beispielen an.

Beispiel 14.5.4 Fiir ein uneigentliches Integral einer rationalen Funktion, deren Nen-
ner keine reelle Nullstelle hat , wie z.B. f_Jr;o T J}IQ dz, konstruiert man einen Halbkreis um 0
mit “groffem” Radius R in der oberen Halbebene (sieche Abbildung 14.1). Mit “grof” ist hierbei

A Im

Re

Y

—RI-,: 7 [-R,R] ‘ R

Abbildung 14.1: Kurve vy mit Teilkurve hr und Singularitdten.

gemeint, dass alle Singularititen der oberen Halbebene aq,...,ay im Inneren des Halbkreises
liegen miissen. Die entsprechende Hélfte der Kreislinie bezeichnen wir hier mit hr und die zu-
gehorige geschlossene Kurve, die man durch Ergéinzen des reellen Intervalls [— R, R| erhilt, als
~vgr- Die Beispielfunktion f(z) = H—lzg hat die Singularitdten

zZ1 = i, z29 = —i,

wovon z; nur relevant ist, da —¢ in der unteren Halbebene liegt (siche auch Abbildung 14.2).

Im

| . T
R .-"| [FR,R] ;R

Abbildung 14.2: wie Abbildung 14.1, aber fiir das konkrete Beispiel f(z) = ﬁ
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Das Kurvenintegral fm f(z)dz lisst sich mit dem Residuensatz berechnen:

N
f(z)dz = QwiZRes (f,ak).
k=1

TR

In unserem Beispiel bestimmen wir zunéchst die Laurent-Reihe. Es gilt:

1 1 1 1 1 1

) =177= (z—i)(z+i) 2iz—i 2iz+i

}1{ f(z)dz = 2mi Res (f, 1)
R

gilt, brauchen wir eine Laurent-Reihe mit Zentrum ¢. Da aber ZL_H in einem hinreichend kleinen
Kreis um 7 holomorph ist, gilt

, 1 1 . 1
Res (f,7) = Res <— ,z>—%.

2t z—1

Folglich gilt

1 1
j{ 2dz:27rz'-—,:7r.
ml—l—z 21

Nun sieht man sich die einzelnen Teile des Integrals an:

1 1 L |
——dz= ——dz+ ﬁdgc
'YR1+z hR1+Z R +x

und lisst R — oo streben. Mit der Parametrisierung z = Re'¥, ¢ € [0,7] behandelt man das
Integral lings hr. In unserem Beispiel erhalten wir

1
[
hR1+Z

Rie® dgp‘

g 1
/0 1+ R2e2i¢
™
R
B )
/0 1+ R2eZie] °7

Den kleinsten Wert des Nenners erhélt man bei ¢ = 3, wo R%e?% = —R? gilt. Also gilt (fiir
hinreichend grofie R, z.B. R > 2)

1 T R Rr
do| < [ -2 dp= T .
/hR1+z2 Z‘—/O I~ TR n
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Verschwindet aber th f(z)dz im Limes R — oo, so bleibt (allgemein)

“+oo

N
QWiZRes (f,ar) = f(z)dx
k=1 &

+o0o 1
/ —2d$:ﬂ'.
oo 142

Dieses Integral kann man iibrigens auch auf die konventionelle Art ausrechnen. Wie?! &

und in unserem Beispiel:

Nicht immer sind Residuen so einfach zu berechnen wie in obigem Beispiel. Bei rationalen
Funktionen f(z) = % kann man Res (f, z0), wenn zy eine einfache Nullstelle des Nenners ist

(d.h. h(z9) =0 und h'(zy) # 0) und keine Nullstelle von g ist, wie folgt berechnen:

9(2) 9 (20)
— = . 14.
R (75 0%0) = e (149)
Dies lasst sich wie folgt einfach beweisen: Da zg nur einfache Nullstelle von h und keine Nullstelle
von g ist, hat die Laurent-Reihe um zy die Form

f(z) = Z (2 — 20).
k=-—1
Also gilt:
l- _ — l _ k+1
Jim (2 - 20) f(2) Jim k;1 ¢k (2 = 20)
= c¢_1=Res (f,20).
Auflerdem gilt
lim (z — 2p) f(2) = lim 9(2)
z—20 z—zo h(z)
z2—20
i 9
Moo A RG)—hGo)
z—20

1imz—>zo g(z)

hmz—>zo h(zg:}zléZO)
_ 9(x)
h' (Z(]) .
! z ¢ _ 77 g1 oo
°= (I_) -t oo+‘33u’e’.19.1’8 =Tpig— )
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Beispiel 14.5.5 Wir betrachten

(L’2

fe) =1

Die Singularititen sind (wie man komplexe Nullstellen bzw. komplexe Wurzeln berechnet, haben
wir schon in Korollar 3.3.3 gesehen)

z1=€7, zg=¢"17, z3=¢€'317, z =617,

k]
N[
N

wobei z1 und 23 in der oberen Halbebene sind. Wir iiberpriifen zunéchst, dass

2 ™ 2,24
z Ree**¥ :
d == 7Ru0d
/hk1+z4 ‘ o 1+ Rietie Y
T R2
< ——— - Rd
< / L
R37
- 1—R4Rjooo

gilt. Also erhalten wir (unter Verwendung von (14.5))

+00 x2 ‘ 22 . 22 3
/_OO mdl’ = 27TZ<R€S <1+Z47€Z4>+RGS <m,el4ﬂ>>

_ (1 —iZ 1 —is T
= 2m<4 4+4e )
1 (V2 V2 V2 V2
= —-m|l——"1— - ——7—
2 2 2 2 2
V2
= —m.
2

Ubrigens kann man auch die untere Halbebene statt der oberen Halbebene verwenden. Dies ist
vor allem sinnvoll, wenn in der unteren Halbebene weniger Singularitdten liegen. In unserem
Beispiel ist dies gleich. Zur Erlduterung gehen wir hier auch noch den Alternativweg iiber die
untere Halbebene (siehe Abbildung 14.3)

Zu beachten ist hierbei folgendes: Wir haben vereinbart, dass die Kurven immer im Gegenuhr-
zeigersinn durchlaufen werden, d.h. so, dass das Innere im Umlaufsinn links liegt. Dann hétten

wir hier aber das Teilstiick
—R 2
x
[
+r 1+
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22
1424°

Abbildung 14.3: alternativer Integrationsweg fiir f(z) =

Wir miissen deswegen den Umlaufsinn des Wegs und somit auch das Vorzeichen des Integrals
umdrehen!
Wir erhalten

2w 2,21
R#e”'? i
L - P17
/ﬂ T+ Ricii Rie'” dop

2w 3
R
<
= /,T e

R37
—_
1-— R4 R—o0

2
z
—dz
/BR 14 24

und folglich

+oo 332 2
/ 2 __dr = lim / = _dz
oo 1+=x R—oo J5,. 1+ 2
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Die Formel (14.5) lédsst sich noch verallgemeinern:
Hat f in zy einen m-fachen Pol (d.h. die Laurent-Reihe beginnt bei k = —m, was z.B. der Fall

ist, wenn f von der Form f(z) = Z%Z mit holomorphem ¢ in zg, g(zp) # 0, und holomorphem h
in 2y, wobei h(zg) = B/ (20) = ... = K™ D (z) = 0, K™ (29) # 0), s0 gilt
Res (f,z0) = ! lim dn [(z —20)" f(2) (14.6)
00 (m—1)! 2—z dzm—1 0 . )

Beispiel 14.5.6 Wir suchen das Fourier-Integral

+o00 1 . +0o0 ezwt
N oo (14 12)

Wir wihlen die obere Halbebene, wo die doppelte Nullstelle des Nenners (und damit der doppelte
Pol) zp =i liegt. Fiir das Halbkreisintegral erhalten wir

elu}Z
[
hr (14 Zz)

/7r eiw(R cos p+iRsin p) 1 Rieigo d(p
0 (1 + R2e2i¢)?

/ﬂ e—szincp R d(p
0

— 2R 5 e—szingpd(p‘
(1-R?)" Jo

IN

Es ist eine einfache Analysis-Ubungsaufgabe, zu zeigen, dass
. 2

sing > — Ve [O,—]
0

gilt (priifen Sie es nach!?). Damit erhalten wir

/ 4
he (14 22)

ISIE]

2R / e_wRQTip d(’p
0

(1- R2)*
2R
- 5 (~5o7) (@ -1)
(1 - R2?) 2wR
R
w (1 _ RZ) R—oo
*Sei f(p) = sing — 2 ¢. Dann erhilt man die Extrema auf ]0, Z[ durch: f'(p) =0 < cosp = 2, f"(p) =

—sinp < 0 Vo €]0, 5[ Also treten Minima nur als Randminima auf. Es gilt f(0) = 0, f(3) = 0 und folglich
flp)=20Vee0 5]
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da w > 0. Dies fiihrt - wie gehabt - zu dem Ergebnis

+oo eiwt eiwz
/ ——— dt = 27i Res <721>
—oo (1+12) (14 22)

Mit (14.6) erhalten wir wegen 22 + 1 = (2 —i)(z + i), dass
iwz 1 N2 jiwz
Res <672Z> _ Ly 4 (T
(1+22) Ie—idz \ (14 22)

w4 <L>
Czmidz \ (2 40)?

y iwe? (z + )% — e?2(z + 1)
= lim
z2—1 (Z + i)4

= lim [( W 2 >ei”2]
—i [\ (2412  (z2+1)3

_ w 2 —w

_ <4_ - 8_) c

1
= —1 (lw—+1i)e ™

1
= 1 i(w+1)e ™.

Damit kommen wir zum Endergebnis
+o0o ezwt T
——dt==(w+1)e ™, w>0.
O

Sieht man sich die obigen Beispiele genauer an, so kommt man zu dem Schluss, dass in den
folgenden Fillen analog gezeigt werden kann, dass jeweils das Halbkreis-Integral (in der obe-
ren Halbebene) fiir R — oo gegen Null konvergiert (f erfiille jeweils die Voraussetzungen des
Residuensatzes).

1. lim, o 7 f(re®) = 0 fiir alle € [0, 7].

2. f hat die Form f(z) = €“?*F(z) mit w > 0 und die Funktion g(z) := 2F(z) ist auf
{z € C||z| > R und Imz > 0} (fiir ein hinreichend grofes, festes R) beschrinkt.

In diesen Féllen miissen wir nicht mehr das Halbkreisintegral untersuchen und kénnen direkt
schliefen, dass

+00 N
/ flx)de = 27TZ'Z Res (f, zk)

—o° k=1
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gilt, wenn z1, ..., zy die Singularitdten von f in der oberen Halbebene sind.

Fiir die untere Halbebene lassen sich analoge Aussagen formulieren. Bei Fourier-Integralen (d.h.
im 2. Fall) ist dabei zu beachten, dass fiir w > 0 der Weg iiber die obere Halbebene genommen
werden muss und bei w < 0 iiber die untere Halbebene gegangen werden muss.
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beschrankt, 21, 30, 128, 161, 233 Cosinus, 145

nach oben, 21 Cosinus hyperbolicus, 145

nach unten, 21, 30 Coulombkraft, 228
Bestapproximation, 123 C.p.v., 214
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bestimmte Divergenz, 155 CSB-Ungleichung, 64
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Beweis 0ij, 64

indirekter, 14 D’Alembert-Losung, 370
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lower, 21 Definition
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einer Differentialgleichung, 350 Differentialgleichungssystem
CHW, 214 lineares, 360

continuous, 159 Differentialrechnung
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komplex, 393 e-Funktion, 142
partiell, 235 Ebene, 75, 76
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Diffusionsgleichung, 369 echte Teilmenge, 15
dim, 55, 57 EDP, 325
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Dirichlet-Problem, 325 Eigenvektor, 105, 110, 111
dufleres, 325 Orthonormalsystem, 115
inneres, 325 Eigenwert, 105, 110, 111, 119
Dirichlet-Randbedingung, 368 reeller, 115
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diskrete Fourier-Transformation, 334, 375, 383 aufere, 298
2D, 378 Einheitssphére, 259
diskrete Fourier-Transformierte, 334, 375, 383  Einheitswurzeln, 153
2D, 378 EinschlieBungssatz, 133, 179
Diskriminante, 351 elektrostatisches Potential, 325
Distribution, 387 Element, 11
Ableitung, 388 Eliminationsverfahren, 86
regulédre, 387 Ellipse, 118, 300
singulére, 387 elliptische Integrale, 302
Distributivgesetz, 20, 45, 66 Energiegleichung, 339
fiir Matrizen, 85 ENP, 326
unendliches, 139 entweder ... oder, 12
divergente Folge, 128 Entwicklungssatz, 66
Divergenz, 267 Entwicklungssatz fiir Determinanten, 97
domain, 16 Entwicklungszentrum, 148
Doppelintegral, 292 erweiterte Koeffizientenmatrix, 90
Drehung, 115 Erzeugendensystem, 53
Dreiecksungleichung, 31, 62 Euklidische Norm, 63
fir Riemann-Integrale, 192 Euklidisches Skalarprodukt, 58, 63
Dreifachintegral, 318 Euler’sche Differentialgleichung, 382
Euler’sche Formel, 148
3,13 Euler’sche Zahl, 133
3, 13 exakte Differentialgleichung, 347
ej, 55, 59 Existenz, 13
e’, 228 Exponentialfunktion, 19, 142
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Funktionalgleichung, 142
Exponentieller Zerfall, 144
Exponentielles Wachstum, 143
Extremum, 179, 253

F-Korrespondenz, 335
Fakultat, 33
fast iiberall, 290
fast Fourier transform, 335
Fermat-Kriterium, 253
FFT, 335
Fixpunkt, 113
Flachenelement, 292
Flachenintegral, 292
Flachennormale, 304
Fléchenstiick
reguléres, 303
Fluss, 313
Folge, 33, 230
bestimmt divergente, 128
divergente, 128
konvergente, 126
Konvergenz, 230
rekursive, 127
unbestimmt divergente, 128
Formeln von De Moivre, 151
Fourier-Transformation
diskrete, 334, 375, 383
diskrete, 2D, 378
inverse, 339
kontinuierliche, 335, 409
schnelle, 335
Fourier-Transformierte
diskrete, 334, 375, 383
diskrete, 2D, 378
kontinuierliche, 335, 409
Fourierentwicklung, 65, 69
Fourierreihe, 333
Fourierspektrum, 334
Fubini

INDEX

Satz von, 303, 319
fiir alle, 13
Fundamentalintegral, 396, 403
Fundamentallosungen der Laplace-Gleichung, 380
Fundamentalsatz der Algebra, 40
Fundamentalsystem, 349
Funktion, 142
Ableitung, 163, 235, 237-240, 245
hohere, 171
komplexe, 393
Tabelle, 171
Umkehrfunktion, 169
analytische, 393
beschrankte, 161
bestimmte Divergenz, 155
differenzierbare, 163, 172, 235, 240
gerade, 145
Graph, 223
Grenzwert, 155
Grenzwertsitze, 157
holomorphe, 393
Hyperbel-, 145, 205
Konvergenz, 155
monotone, 161, 173, 190
partiell differenzierbare, 235
rationale, 159, 207
skalare, 223
Stammfunktion, 196
stetig differenzierbare, 175, 237
stetige, 159, 172, 190, 231
total differenzierbare, 238
trigonometrische, 145
unbestimmte Divergenz, 155
ungerade, 145
vektorwertige, 223
verallgemeinerte, 387
Funktionaldeterminante, 311, 322

Gaufl
Satz von, 298, 301, 324
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Gauflklammer, 156
Gaufy’sche Zahlenebene, 38
Gauf’sches Eliminationsverfahren, 86
Gauf3-Jordan-Verfahren, 101
Gebiet, 287
Gebietsintegral, 292
genau dann, wenn, 13
geometrische Reihe, 134, 140
geometrische Vielfachheit, 109, 112
Gerade, 74, 75

Koordinatendarstellung, 75

Normalenform, 75

Parameterdarstellung, 74
gerade Funktion, 145
Gesamtwiderstand, 43
geschlossene Kurve, 279
geschlossener Weg, 279
gewohnliche Differentialgleichung, 217
Gleichungssystem

lineares, 82, 85
globales Maximum, 179
globales Minimum, 179
Grad, 49
Gradient, 239, 268
Gradientenfeld, 270, 274, 287
Graph, 16, 17, 223
Grassmann-Identitét, 66
Gravitationskraft, 228, 271
Gravitationspotential, 325
Green

Satz von, 298
Green’sche Formeln, 325
Green’sche Funktion, 390
Grenzwert

einer Folge, 126

einer Funktion, 155
Grenzwertsétze

fiir Folgen, 127

fir Funktionen, 157
Grundschwingung, 375
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hohere Ableitung, 171

Halbwertszeit, 144

harmonisch, 378

harmonische Reihe, 135

Hauptachsen, 118

Hauptachsentransformation, 115

Hauptminoren, 119

Hauptsatz iiber holomorphe Funktionen, 396

Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
nung, 196

Hauptsatz fiir Orthonormalbasen, 333

Hauptteil einer Laurent-Reihe, 399

Hauptwert des Logarithmus, 394

HDI, 196

Heaviside-Distribution, 387

Heaviside-Funktion, 358, 387

Helmholtzgleichung, 339

Hemisphére, 314

hermitesch, 58

Hesse’sche Normalenform, 75, 76

Hesse-Matrix, 237

Hilbertraum, 329

hinreichend, 13

Hochpunkt, 182

holomorph, 393

homogene Differentialgleichung, 343

homogenes LGS, 90

Homogenitét, 62

Horizontalteil, 71

Hyperbelfunktion, 145, 205

Umkehrfunktion, 205

i, 37

IDP, 325

if and only if, 13

iff, 13

im, 16

image, 16

imaginére Einheit, 37
Imaginérteil, 38
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eines Bruchs, 39
Impedanz, 43
impliziert, 13
implizite Funktionen
Satz iiber, 259, 261
indefinit, 118
indirekter Beweis, 14
Induktivitét, 42
induzierte Norm, 62, 63
Infimum, 21, 30
Inhalt, 290
inhomogenes LGS, 90
injektiv, 17
Innenprodukt, 58
Innenproduktraum, 58
innerer Inhalt, 290
innerer Punkt, 180
inneres Dirichlet-Problem, 325
inneres Neumann-Problem, 325
INP, 325
Integrabilitatsbedingung, 270, 274
Integral, 189, 292
Additivitat, 191, 281, 293, 318
Dreiecksungleichung, 192
elliptisches, 302
Fléchen-, 292
Fluss, 313
komplexes, 395
Kurven-, 280, 284, 395
Linearitét, 191, 284, 293, 318
Monotonie, 192, 293, 318
Oberfléchen-, 306
unbestimmtes, 197
uneigentliches, 211, 404
Volumen-, 318
Weg-, 283
Integralkriterium, 215
Integralrechnung
Mittelwertsatz der, 194
Integralungleichungen, 191

INDEX

Integrand, 189
Integrationsregeln, 191
integrierbar, 189, 190, 216
intersection, 14
Intervall, 29
Inverse, 19, 86

einer 2 x 2-Matrix, 104
Inverse Fourier-Transformation, 339
inverse Matrix, 86

2x2,104
inverses Element, 20, 45, 46
invertierbar, 19
invertierbare Matrix, 86, 95, 111
isolierte Singularitdt, 402

Jacobi-Determinante, 242, 311, 322
Jacobi-Matrix, 242

Jordan’scher Weg, 279
Jordankurve, 279

Korper, 20, 37
angeordneter, 20
teilgeordneter, 21
totalgeordneter, 20
vollstandiger, 21

Kapazitat, 42

kartesisches Produkt, 15

Kettenregel, 167, 243

Kirchhoff’sche Regeln, 42

Koeffizientenmatrix
erweiterte, 90

Kommutativgesetz, 20, 45

kompakt, 235

komplex differenzierbar, 393

komplexe Einheitswurzeln, 153

komplexe Konjugation, 38

komplexe Wurzeln, 151

komplexe Zahl, 37, 149
Argument, 149
Phase, 149
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Polardarstellung, 149
komplexe Zahlenebene, 38
komplexer Logarithmus, 394
komplexer Widerstand, 42
komplexes Kurvenintegral, 395
Komplexifizierung einer Differentialgleichung,
353
konjugierte komplexe Zahl, 38
kontinuierliche Fourier-Transformation, 409
kontinuierliche Fourier-Transformierte, 409
konvergent, 230
konvergente Folge, 126
Konvergenz, 155
beziiglich Norm, 329
einer Folge, 230
Konvergenzkreis, 148
Konvergenzradius, 148
konvex, 251
Koordinatendarstellung, 75, 76
Koordinatentransformation, 310, 322
Kreiskoordinaten, 311
Kreislinie, 68
Kreuzprodukt, 65
Kronecker-Delta, 64
Kugelkoordinaten, 68, 69, 322

Kurve, 279
geschlossene, 279
Jordan-, 279

regulére, 279
Kurvenintegral, 280, 284
komplexes, 395

LP-Raume, 330

L-Korrespondenz, 356
Léngengrad, 69
Lagrange-Funktion, 263
Lagrange-Identitét, 66
Lagrange-Multiplikator, 263
Lagrange-Multiplikator-Regel, 263
Landau-Symbol, 238, 326
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Laplace-Gleichung, 325, 368, 378
Laplace-Operator, 268
Laplace-Transformation, 356
Laplace-transformierbar, 356
Laplace-Transformierte, 356
Laurent-Reihe, 399
least-square-approximation, 123
leere Menge, 11
leere Summe, 34
leeres Produkt, 34
Leibniz-Kriterium, 137, 177
Leibniz-Regel, 171
level set, 223
LGS, 82, 85

iiberbestimmtes, 93

homogenes, 90

inhomogenes, 90

unterbestimmtes, 93
Limes

einer Folge, 126, 230

einer Funktion, 155, 231
Lin, 53
linear abhéngig, 55, 63
linear unabhéngig, 55, 60
linear-quadratisches Problem, 257
lineare Abbildung, 105
lineare Differentialgleichung 1. Ordnung, 343
lineare Differentialgleichung 2. Ordnung, 349
lineare Differentialgleichung héherer Ordnung,
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lineare Hiille, 53
lineare Regression, 123
lineare Transportgleichung, 367
linearer Teilraum, 50
lineares Differentialgleichungssystem, 360
lineares Gleichungssystem, 82, 85
Linearfaktoren, 23, 40
Linearitéat

des Flachenintegrals, 293

des Riemann-Integrals, 191
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des Volumen-Integrals, 318
des Weg-Integrals, 284
Linearkombination, 53
linksseitiger Grenzwert, 155
Ln, 394
In, 142
Loch, 397
Losung
partikulére, 90
log, 142
Logarithmengesetze, 143
Logarithmus, 142
komplexer, 394
lokale Koordinaten, 68, 70
lokale Stammfunktion, 397
lokales Maximum, 179
lokales Minimum, 179
Lorentzkraft, 65
lower bound, 21
LQP, 257

Majorantenkriterium, 136
Matrix, 82
charakteristisches Polynom, 106
Determinante, 95, 96
Diagonal-, 110
Eigenraum, 105
Eigenvektor, 105, 110, 111
Orthonormalsystem, 115
Figenwert, 105, 110, 111, 119
reeller, 115
Hauptminoren, 119
Hesse-, 237
indefinite, 118
inverse, 86
2x2, 104
invertierbare, 86, 95, 111
komplexe, 103
Multiplikation, 84
negativ definite, 118
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negativ semidefinite, 118

obere Dreiecks-, 110

orthogonale, 113

positiv definite, 118

positiv semidefinite, 118

Potenz, 84

quadratische, 82

Rang, 94

regulére, 86

singulére, 86

Spur, 109

symmetrische, 103

transponierte, 103

Rechenregeln, 104

unitdre, 113
Matrixexponentialfunktion, 361

symmetrischer Matrizen, 364
maximaler Definitionsbereich, 16
Maximierer, 182
Maximum, 21, 30, 179, 253
Maximumprinzip, 385
Maxwellgleichungen, 269
Menge, 11

abgeschlossene, 233

beschrénkte, 233

explizite Darstellung, 11

implizite Darstellung, 11

kompakte, 235

konvexe, 251

leere, 11

offene, 233

Rand einer, 291

reguldre, 291, 317

Riemann-messbare, 290, 317

sternférmige, 274

zusammenhéngende, 287
metrische Fundamentalgrofie, 303
Minimierer, 182
Minimum, 21, 30, 179, 253
Minorantenkriterium, 136
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Mittelwertsatz
der Differentialrechnung, 172
der Integralrechnung, 194
fir Flichenintegrale, 293

fiir harmonische Funktionen, 385

Momente, 321
monoton fallend, 132, 161, 173, 190

monoton steigend, 132, 161, 173, 190

monoton wachsend, 161, 173, 190
monotone Konvergenz, 133
Monotonie

des Flédchenintegrals, 293

des Riemann-Integrals, 192

des Volumen-Integrals, 318
Multiplikation, 20

skalare, 45

von Matrizen, 84

Nabla-Notation, 268
nach oben beschrankt, 21, 128
nach unten beschriankt, 21, 30, 128
natiirlicher Logarithmus, 142
Nebenteil einer Laurent-Reihe, 399
negativ definit, 118
negativ semidefinit, 118
Neumann-Problem

dufleres, 326

inneres, 325
Neumann-Randbedingung, 368
neutrales Element, 20, 45, 46

Newton’sches Gravitationspotential, 242

nicht, 12
Niveaufldche, 223
Niveaumenge, 223
Norm, 62

Euklidische, 63

induzierte, 62, 63
Normalbereich, 293, 319
Normale

duflere Einheits-, 298
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Normalenform, 75
Hesse’sche, 75, 76
Normalenvektor, 75, 76
Normalgleichung, 123
Normalteil, 69, 71, 73
normierter Raum, 62
notwendig, 13
Nullelement, 83
Nullfolge, 126, 129
Nullmatrix, 83
Nullmenge, 290, 292, 317
Nullstelle, 40
Vielfachheit, 40, 42
Nullvektor, 60
Nyquist-Shannon Sampling Theorem, 340
Nyquist-Shannon’scher Abtastsatz, 340

obere Dreiecksmatrix, 110

obere Schranke, 21

Oberflachenintegral, 306

Oberschwingung, 375

Obersumme, 188, 190, 194

oder, 12

offen, 233

Ohm’scher Widerstand, 42

ohne, 15

ONB, 64

ONS, 64

Ordnung einer partiellen Differentialgleichung,

368

orthogonal, 59

Orthogonalbasis, 59, 331, 333

orthogonale Matrix, 113

Orthogonalprojektion, 71

Orthogonalraum, 72

Orthogonalsystem, 59, 60

Orthonormalbasis, 64, 331
Hauptsatz, 333

Orthonormalisierungsverfahren, 73

Orthonormalsystem, 64, 331
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von Eigenvektoren, 115
vollstdndiges, 331

P, 48
P,, 49
Paraboloid, 224
Parallelogramm
Flacheninhalt, 66, 95
Parameterdarstellung, 74
Parametrisierung, 281, 303
Parseval-Identitiaten, 333
Parseval-Plancherel-Gleichung, 339
Partialbruchzerlegung, 207
Zuhaltetechnik, 210
partiell differenzierbar, 235
partielle Ableitung, 235, 240
partielle Differentialgleichung, 367
elliptische, 368
hyperbolische, 368
Ordnung, 368
parabolische, 368
quasilineare, 2. Ordnung, 368
schwache Formulierung, 389
partielle Integrationsregel, 199
partikulédre Losung, 90, 344
Pascal’sches Dreieck, 36, 37
Phase einer komplexen Zahl, 149
Poisson’sche Integralformel, 384
Poisson-Gleichung, 389
Pol, 48, 409
Pol,, 49, 51
Polarabstand, 69
Polardarstellung, 149
Polarkoordinaten, 68, 69, 311, 322
Polynom
charakteristisches, 106, 109
Polynomdivision, 208
positiv definit, 118
positiv semidefinit, 118
positive Definitheit, 58, 62
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positive Umlaufrichtung, 396
Potential, 270, 272, 346
Potentialfeld, 287
Potentialgleichung, 378
Potenzreihe, 148, 159, 177
p-g-Formel, 23
Pria-Hilbertraum, 58
Produkt

leeres, 34
Produktregel, 167

Leibniz-Regel, 171
Projektion, 71

Orthogonal-, 71
punktierte Kreisumgebung, 402

quadratische Form, 115, 223

quadratische Matrix, 82

quadratischer Fehler, 122

Quasilineare Differentialgleichungen 2. Ordnung,
368

Quotientenkriterium, 140

Quotientenregel, 167

R, 20
R2, 47, 51, 68
R3, 15, 66, 69
R™, 55, 58, 63, 67
Radialteil, 69, 71
Radikand, 23
Rand, 291
Randbedingung, 367
Randwertproblem, 325
Rang, 94
range, 16
rank, 94
rationale Ausdriicke
Grenzwert, 131
rationale Funktion, 159, 207
Realteil, 38
eines Bruchs, 39
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Rechenregel fiir Transponierte, 104
Rechte-Hand-Regel, 65
rechtsseitiger Grenzwert, 155
reelle Zahlen, 21
Regel
Cramer’sche, 100
von De L’Hospital, 184
von Sarrus, 98
reguldr, 291, 317
regulédr im Unendlichen, 325
regulédre Distribution, 387
regulédre Kurve, 279
reguldre Matrix, 86
regulédrer Weg, 279
reguldres Flachenstiick, 303
Reihe, 134
absolut konvergente, 137
alternierende, 137
bedingt konvergente, 137
Cauchy-Produkt, 139, 142
Divergenzkriterium, 136, 215
geometrische, 134, 140
harmonische, 135

Konvergenzkriterium, 136, 140, 215

Quotientenkriterium, 140
Rechenregeln, 138
Wurzelkriterium, 140
rekursive Definition, 33
rekursive Folge, 127
Residuensatz, 403, 405, 410
Residuum, 403, 406, 409
Resonanzkatastrophe, 354
Rg, 94
Richtungsableitung, 245
Richtungsvektor, 74, 75
Riemann-Integral, 189
Additivitat, 191
Dreiecksungleichung, 192
Linearitat, 191
Monotonie, 192
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unbestimmtes, 197

uneigentliches, 211
Riemann-integrierbar, 189, 190, 216, 292
Riemann-messbar, 290, 317
Riemann-Obersumme, 291
Riemann-Untersumme, 291
Riesz’scher Darstellungssatz, 387
rk, 94
Rolle

Satz von, 172, 173
Rotation, 267

Sandwich Theorem, 133, 179
Sarrus
Regel von, 98
Satz
iiber implizite Funktionen, 259, 261
von der monotonen Konvergenz, 133
von Fubini, 303, 319
von Gaufl, 298, 301, 324
von Green, 298
von Rolle, 172, 173
von Schwarz, 237
von Stokes, 313
von Taylor, 175, 251
Scheinwiderstand, 43
Schmidt’sches Orthonormalisierungsverfahren,
73
schnelle Fourier-Transformation, 335
Schnittmenge, 14
Schnittpunkt, 76, 78, 80
Schrodingers Katze, 13
Schranke
obere, 21
untere, 21
schwache Formulierung, 389
Schwarz
Satz von, 237
Schwerpunkt, 296, 321
schwingende Membran
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rechteckige, 376
Schwingkreis, 350
Schwingungsgleichung, 216
Separation der Variablen, 217
Separationsansatz, 374
Signum, 31
sin, 145
singulére Distribution, 387
singulére Matrix, 86
singuldrer Punkt, 402
Singularitat, 402

isolierte, 402
sinh, 145, 205
Sinus, 145
Sinus hyperbolicus, 145
skalare Funktion, 223
skalare Multiplikation, 45
Skalarfeld, 223
Skalarprodukt, 58

Euklidisches, 63
Spaltenvektor, 83
Spaltfunktion, 340
span, 53
Spann, 53
Spat

Volumen, 96
Spatprodukt, 96
1-Sphére, 68
Spiegelung, 113
Spur, 109, 279
Stammfunktion, 196, 198, 270, 272

lokale, 397

Tabelle, 198
Standard-Basis des R™, 55
stationdrer Punkt, 254, 263
steilster Anstieg, 246
sternférmig, 274
stetig, 159, 172, 190, 231
stetig differenzierbar, 175, 237
stetig fortsetzbar, 160

Stokes
Satz von, 313
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streng monoton fallend, 132, 161, 173, 190
streng monoton steigend, 132, 161, 173, 190
streng monoton wachsend, 161, 173, 190

Substitutionsregel, 200, 218
fiir Fldchenintegrale, 310
fiir Volumenintegrale, 322
Summe
leere, 34
Superpositionsprinzip, 349, 370
Supremum, 21, 30
surjektiv, 17
Symmetrie, 58
symmetrische Matrix, 103

tan, 145
Tangens, 145
Tangens hyperbolicus, 145
Tangente, 239
Tangentialebene, 240, 248, 249, 304
Tangentialteil, 69, 71, 73
tanh, 145
Taylor

Satz von, 175, 251
Taylor-Polynom, 178
Taylor-Reihe, 177, 398
Teilmenge, 15

echte, 15
Teilordnung, 21
Teilraum

linearer, 50
Teleskopsumme, 194
Testfunktion, 386
Thomson-Gleichung, 352
Tiefpunkt, 182
Topologie, 233
total differenzierbar, 238, 240
totale Ableitung, 238, 240
totales Differential, 238, 240
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Totalordnung, 20
Trégheitsmoment, 282
trace, 109
Transponierte, 103
Rechenregeln, 104
transponierte Matrix, 103
Rechenregeln, 104
Transportgleichung
lineare, 367
Tricomi-Gleichung, 369
trigonometrische Funktionen, 145
Tripel, 15

iiberbestimmtes LGS, 93
Umkehrabbildung, 17, 19
umkehrbar, 19
Umkehrfunktion, 169
Umlaufrichtung, 396
unabhéngig

linear, 55, 60
unbestimmt divergente Folge, 128
unbestimmte Divergenz, 155
unbestimmtes Integral, 197
und, 12
uneigentliches Integral, 211, 404
unendlich, 29
ungerade Funktion, 145
union, 14
unitdre Matrix, 113
unterbestimmtes LGS, 93
untere Schranke, 21
Unterraum, 50
Untersumme, 188, 190, 193
Untervektorraum, 50
upper bound, 21
Urbild, 16, 17

Variation der Konstanten, 344, 356
Vektor, 45
Vektorfeld, 223
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Vektorprodukt, 65, 66
Vektorraum, 45, 83
vektorwertige Funktion, 223
verallgemeinerte Funktion, 387
Verdopplungszeit, 144
Vereinigungsmenge, 14
Verkettung, 19
Verkniipfung, 19
Vertikalteil, 71
Vielfachheit, 40, 42

algebraische, 109, 112

geometrische, 109, 112
vollstiandig, 21, 329

ONS, 331
Volumenintegral, 318
Vorzeichen, 31

Wirmekapazitat, 195
Weg, 279

geschlossener, 279

Jordan’scher, 279

regulérer, 279
Wegintegral, 283
Weglédnge, 282
Wellengleichung, 339, 369

1D, 369

2D, 376
Wendepunkt, 181
Wertebereich, 16
Wirkwiderstand, 43
Wronski-Determinante, 356
Wurzel

komplexe, 151
Wurzelkriterium, 140

Zahl
komplexe, 37
Argument, 149
Phase, 149
Polardarstellung, 149
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reelle, 21
Zeilenvektor, 83
Zirkulation, 283
Zuhaltetechnik, 210
zusammenhéngend, 287
Zweige des Logarithmus, 394
zweiseitige Fléche, 324
zweite Ableitung, 171
Zwischenwertsatz, 161, 218
Zylinderkoordinaten, 323
Zylindermantel, 307
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