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Dieses Skript wurde fiir eine zweistiindige Vorlesung iiber partielle Differentialgleichungen
fiir Studierende der Physik im Hauptstudium erstellt. Die Vorlesung war von einstiindigen
Ubungen begleitet. Die Ubungsaufgaben sind, z.T. mit Losungen, als App. B angefiigt. In
zwei Semesterwochenstunden kann es nur darum gehen, einen Uberblick iiber wichtige Typen
von Gleichungen zu geben und wichtige Losungsmethoden einzufiithren. Die Methoden werden
i.A. an Hand von Beispielen erldutert. Es ist zu hoffen, dass diese Vorlesung den Studierenden
ermoglicht, bei schwierigeren Problemen die Literatur schnell zu verstehen und anwendbar
zu machen. Bei der Konzeption der Vorlesung wurde iiberwiegend das unten zitierte Buch
Partial Differential Equations von Carrier und Pearson benutzt.
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1 Einfiihrung und Definitionen

Warum interessieren wir uns fiir partielle Differentialgleichungen (PDG’s)? Viele physikalische Gesetze
lassen sich in Form von PDG’s formulieren. Beispiele:

o Euler-Lagrange-Gleichungen und Hamiltonsche Gleichungen in der Kontinuumsmechanik,*
o die Maxwell-Gleichungen, Wellengleichung usw. in der Elektrodynamik,

e die Schrodinger-, Klein-Gordon- und Dirac-Gleichungen in der Quantenmechanik,

e die Boltzmann-Gleichung und viele andere in der Statistischen Physik und

o die Navier-Stokes-Gleichung usw. in der Hydrodynamik.

In der Geophysik und Astrophysik, aber auch in Okologie, Sozial- und Wirtschaftswissenschaften lassen
sich ebenfalls GesetzmaBigkeiten zumindest ndherungsweise durch PDG’s beschreiben. Es ist daher wich-
tig, einen Uberblick iiber typische Formen von PDG’s und geeigneten Lésungmethoden zu gewinnen. In
dieser Vorlesung soll ein solcher Uberblick gegeben werden. Das Gewicht liegt dabei auf in der Praxis
anwendbaren Losungsmethoden, nicht auf eher mathematisch interessanten Eigenschaften, wie Existenz-
und Eindeutigkeitssédtzen. Bei der Erstellung dieses Skripts wurde besonders das in der Literaturliste
genannte Buch von Carrier und Pearson verwendet.

1.1 Definition von partiellen Differentialgleichungen

Was sind PDG’s? Zunéchst eine Erinnerung an partielle Ableitungen: Sei w(z1, 22, ..., 2,) eine (reell-
oder komplexwertige) Funktion von z1,...,z,, dann ist die partielle Ableitung von w nach z; an der
Stelle (z1,...,x,) definiert als

ou — lim (X1, i1, T+ €, T 1y ey Tpy) —u(:z:l,...,xn)7 (1.1)
o0x; e—0 €

sofern der Grenzwert existiert. In diesem Fall heifit die Funktion differenzierbar nach z;. Ist die partielle
Ableitung stetig, nennt man wu stetig differenzierbar nach x;. Oben haben wir genauer eine rechtsseitige
Ableitung definiert; ist u stetig differenzierbar, ist dies aber unerheblich.

Praktisch bildet man partielle Ableitungen wie gewthnliche Ableitungen, wobei man alle iibrigen
unabhéngigen Variablen als Konstanten betrachtet. Beispiel:

u(z,y) = xy® + ay, % =% a—Z = 2xy + a. (1.2)
Mehrfache Ableitungen wie
0%u 0%u
) A te. 1.3
Ox?’ Oxdy’ e (1.3)

sind durch hintereinander ausfithren der Ableitungen (von rechts nach links) definiert. Fiir stetig diffe-
renzierbare Funktionen kommt es nicht auf die Reihenfolge an. Wir nehmen in dieser Vorlesung immer
an, dass die vorkommenden Funktionen hinreichend oft stetig differenzierbar sind, falls nichts anderes
ausdriicklich gesagt wird.

Wir benutzen die folgende in der Theorie der PDG’s géngige Kurzschreibweise:

ou 9%u 0%y

a. TT T [ o0 Ty = 1.4
ox’ b Ox2 Yay Oxdy (14)

Uy 1=
und so weiter.

Eine partielle Differentialgleichung ist eine Gleichung, die eine Funktion u von mehreren Variablen
x1,...,%, und partielle Ableitungen dieser Funktion nach mindestens zwei Variablen enthilt.? In den
meisten Fillen ergibt sich aus dem zugrunde liegenden physikalischen Problem noch der Definitionsbe-
reich D von n-Tupeln (z1,...,z,), auf dem die Gleichung gelten soll, und geeignete Randbedingungen
fir v auf dem Rand 9D von D (und evtl. an Punkten im Inneren). Der Bereich D kann endlich oder
unendlich sein. Wir kommen darauf zuriick, was “geeignete” Randbedingungen sind.

n der Mechanik von diskreten Teilchen sind diese Gleichungen gewéhnliche Differentialgleichungen mit der Zeit als
einziger unabhéngiger Variabler.

2Enthalt die Gleichung nur partielle Ableitungen nach einer Variablen, so handelt es sich um eine gewdéhnliche Diffe-
rentialgleichung, in der die iibrigen Variablen nur als Parameter auftreten.



Beispiel (Laplace-Gleichung):

fiir Funktionen u(z,y) im Bereich
0<x<1, 0<y<oo (1.6)
mit den Randbedingungen
u(0,y) = u(l,y) =0, u(z,0) = sinwz. (1.7)

Eine Lésung einer gegebenen PDG ist eine hinreichend oft stetig differenzierbare Funktion wu, die in
jedem Punkt in D die PDG und die Randbedingungen erfiillt. In unserem Beispiel:

u=e "Ysinmx (1.8)
ist eine Losung, da
Upy = —02e ™Y sin Tz, Uyy = e ™ sin Tz, Ugy + Uyy =0 (1.9)
und auch die Randbedingungen erfiillt sind. Wir wissen aber noch nicht, ob das die einzige Losung ist!
Eventuell konnte es viele geben. Wir kommen auf die Frage der Eindeutigkeit zuriick.
1.2 Klassifikation von partiellen Differentialgleichungen
Man klassifiziert PDG’s nach einer Reihe von Kriterien:

1. Anzahl der unabhingigen Variablen

2. Ordnung der PDG: Die Ordnung einer PDG ist die Ordnung der hichsten auftretenden partiellen
Ableitung. Beispiele:

Uy +uuy, = sinu 1. Ordnung
tuy = Ugy 2. Ordnung (1.10)
Ugzza + Uppyy + Uyyyy = T°Y> 4. Ordnung

Bemerkung: Das Auftreten weiterer, niedrigerer Ableitungen ist ohne Belang fiir die Klassifikation.

3. Linearitit: Eine PDG heifit linear, wenn sie v und alle vorkommenden partiellen Ableitungen von
u in linearer Ordnung enthélt. Alle anderen PDG’s heiflen nicht linear. Beispiele:

Uy +uuy = sinu nicht linear
tuy = Uyy linear (1.11)
2,2 .
Uzgzs + Ugayy + Uyyyy = T°Y linear

Bemerkung: Nicht verwechseln mit der Ordnung!

Wir werden es meistens mit linearen PDG’s zu tun haben.

Die allgemeine Form einer linearen PDG zweiter Ordnung in zwei Variablen lautet offenbar:
Augy + Bugy + Cuyy + Dug + Euy + Fu = G, (1.12)

wobei A, B,C, D, E,D,G Funktionen von z und y aber nicht von u sind. Die Verallgemeinerung auf
lineare Gleichungen mit mehr Variablen und anderer Ordnung ist trivial. Nun trifft man weitere Unter-
scheidungen fiir lineare PDG’s:

4. Homogenitdt: Eine lineare PDG heifit homogen, wenn der von der gesuchten Funktion unabhéngige
Term (G im obigen Fall) identisch verschwindet. Andernfalls heifit sie inhomogen.

5. Art der Koeffizienten: Eine lineare PDG heifit PDG mit konstanten Koeffizienten, wenn alle Ko-
effizienten von w und ihren Ableitungen konstant sind (sic!).

Lineare, homogene PDG haben eine sehr wichtige Eigenschaft, die durch das Superpositionsprinzip aus-
gedriickt wird: Sind v und v zwei Losungen einer linearen, homogenen PDG, so ist au + bv fiir beliebige
konstate a und b ebenfalls eine Losung — aber nicht unbedingt zu denselben Randbedingungen. Der
Beweis ist elementar, z.B. fiir den Fall von Gl. (1.12): Aus

Augy + Bugy + Cuyy + Dug + Euy + Fu = 0 und, (1.13)
Avyy + Bugy + Cvyy + Dvy + Evy + Fv = 0 (1.14)



folgt durch Multiplikation mit a bzw. b und Addition die Behauptung.

Schliellich existiert fiir lineare PDG zweiter Ordnung noch eine wichtige Unterscheidung. Wir fithren
sie zunéchst fiir den Fall zweier Variabler ein, vgl. Gl. (1.12), und verallgemeinern sie spéter.

Wir definieren dazu die Diskriminante der Gleichung (1.12) als B? — 4AC. Dann unterscheidet man
drei Fille:

1. fiir B2 — 4AC > 0 heifit die PDG hyperbolisch,
2. fiir B2 — 4AC = 0 heiit die PDG parabolisch,
3. fiir B2 — 4AC < 0 heiit die PDG elliptisch.

Beachte, dass die Diskriminante i.A. von x und y abhéngt, es sei denn die Koeffizienten sind konstant.
Insbesondere kann der Charakter der Gleichung innerhalb des Definitionsbereichs wechseln. In praktisch
vorkommenden PDG’s tritt diese Situation aber kaum auf. Beispiele:

Ugy — Uyy + Uz = Y hyperbolisch
Ugg + 2Ugy + Uyy = au parabolisch (1.15)
Vi gy +2%uy, = et elliptisch



2 Die Diffusionsgleichung

Zunichst betrachten wir die PDG
U = aZUgy. (2.1)

Dies ist eine PDG mit zwei unabhéngigen Variablen z, ¢, wobei wir die zweite ¢ nennen, weil wir sie als
Zeit interpretieren kénnen. Die Gleichung ist von zweiter Ordnung, linear mit konstanten Koeffizienten
(wenn a nicht von x, ¢ abhéingt), homogen und parabolisch. Es handelt sich um die Diffusionsgleichung
oder auch Wirmeleitungsgleichung in einer Raumdimension.

Zum anschaulichen Verstédndnis der Diffusionsgleichung siche Abb. 1: Wegen

u(x — Az, t) + u(z + Az, t) — 2u(z, t) 2 [u(x — Az, t) + u(z + Az, t)

Ugy N = A2 5 —u(z,t) (2.2)

IR

beschreibt wu,, die Abweichung der Funktion gegeniiber benachbarten Punkten x + Az. Ist u grofier
(kleiner) als dieser Mittelwert, so verringert (erhoht) sich w mit der Zeit. Die Geschwindigkeit dieser

Anderung ist in der Diffusionsgleichung proportional zur Abweichung.

X- IX X X+ AX

Abbildung 1: Bei der Diffusionsgleichung fiir u(x,t) ist die Geschwindigkeit u; der Anderung von u
proportional zur lokalen Abweichung von u gegentiber der Umgebung.

Wir wollen zunéchst eine etwas allgemeinere Version der Diffusionsgleichung fiir einen physikalisch
relevanten Fall herleiten. Wir betrachten einen diinnen Metalldraht der Lénge L. Sei x die Koordinate
entlang des Drahtes. Die Leitungselektronen in einem Metall bewegen sich gleichférmig bis sie an Git-
terschwingungen oder Gitterfehlern gestreut werden. Die mittlere Zeit zwischen zwei Streuungen eines
Elektrons heifit Streuzeit 7. Den mittlere Weg, den ein Elektron dabei zuriick legt, nennt man mittlere
freie Weglénge [. Betrachtet man Zeitskalen ¢ > 7 und Léngenskalen s > [, so kann man die Bewegung
der Elektronen durch eine Diffusionsgleichung beschreiben.

Das sehen wir wie folgt: Wir denken uns den Draht eingeteilt in kurze Abschnitte der Lénge Az. Da
Az klein als angenommen wird, kénnen wir die Gesamtladung @ in dem Abschnitt bei x schreiben als

Q(z,t) = p(x, t) AAx, (2.3)

wobei p die lokale Ladungsdichte und A die Querschnittsfliche ist. Die zeitliche Anderung der Ladung
ist Q¢+ = ptAAx. Andererseits konnen unter Ausnutzung der Ladungserhaltung wir die Ladungsénderung
durch den elektrischen Strom ausdriicken: @, ist gleich dem Strom, der (in positiver Richtung) durch
den Querschnitt bei x flieBt minus dem Strom, der (in positiver Richtung) durch den Querschnitt bei
x + Ax fliefit:

Qi(x,t) = I(x,t) — I(z + Az, t). (2.4)

Wie bestimmen wir nun den Strom? Eine plausible Annahme ist, dass der Strom aus Bereichen hoher
Ladungsdichte in Bereiche niedrigerer Dichte fliefit. Das einfachste entsprechende Modell setzt den Strom
proportional zur negativen Ableitung der Ladungsdichte:

I(z,t) = —kApy(z,t), I(z + Ax,t) = —kAp,(z + Az, t) (2.5)
mit k£ > 0. Dann ist
Qi(x,t) = pe(x,t) AAx = kEA[—pa(x,t) + po(z + Az, t)] = kApga(x,t) Ax (2.6)
und schlieflich
Pt = kpae. (2.7)



p(x- AX) P(X+AX)
e
X X+ AX

Abbildung 2: Zur Motivation der eindimensionalen Diffusionsgleichung.

Das ist von der Form von Gl. (2.1). Nehmen wir zusétzlich an, dass sich die Ladungsdichte auch durch
(seitliche) Kontakte am Draht dndern kann, so dndert sich Gl. (2.6) in

Qi(x,t) = kApya(x,t) Ax + J(x,t), (2.8)

wobei J der von aufen einflieflende Strom ist. Mit j := J/AAx erhalte wir die inhomogene Diffusions-
gleichung
pt = kpge + - (2.9)

Die Diffusionsgleichung beschreibt unter analogen Bedingungen auch den Transport von anderen Teil-
chen, von Energie usw. Daher beschreibt sie auch

e Temperaturverteilung in Warmeleitern,
o Konzentrationen von Stoffen in Fluiden usw.

Typische Randbedingungen lassen sich leichter fiir den Fall der Temperaturverteilung diskutieren.
Wir betrachten also einen diinnen Stab der Lénge L, der evtl. abgesehen von den Enden thermisch isoliert
ist. Dann gehorchen die Temperatur und die innere Energiedichte der Diffusionsgleichung (W é#rmelei-
tungsgleichung)

Up = @2 Uyy (2.10)

(die Schreibweise a? soll nur ausdriicken, dass dieser Faktor positiv ist). In einem typischen Experiment
ist der Stab zu einem Anfangszeitpunkt, gew#hlt als ¢ = 0, im thermischen Gleichgewicht mit einem
Warmebad der Temperatur 7Ty, die daher auch der Stab annimmt. Die entsprechende Randbedingung,
oder besser Anfangsbedingung ist

u(z,0) =Ty fir0<ax<L. (2.11)

Zum Zeitpunkt ¢ = 0 werden die Enden des Stabes plotzlich mit Heiz-/Kiihlelementen in Kontakt
gebracht, die die Enden auf Temperaturen 7} bzw. T, halten. Dann

u(0,t) =Ty, wu(L,t)=Ty fiirt>0. (2.12)

Wie verhilt sich nun die Temperatur im Inneren des Stabes als Funktion von x und ¢?7
Alternativ kénnten wir das linke Ende auf der Temperatur T; halten, das rechte aber thermisch iso-
lieren. In diesem Fall kann durch das rechte Ende kein Warmestrom flielen, also, nach obiger Herleitung,

ug(L,t) =0 fiir £ > 0. (2.13)

Diese Randbedingung fiir den Rand = = 0, t > 0 des Definitionsgebietes enthélt die Ableitung der
unbekannten Funktion senkrecht zum Rand. Diese nennt man auch Normalenableitung.

Schliellich kénnen wir ein Ende oder beide Enden in Kontakt mit einem Wirmebad bringen, d.h.
einem Korper beliebig grofler Warmekapazitit, der sich anfangs bei einer bestimmten Temperatur im
thermischen Gleichgewicht befindet. Diese Situation ist nicht identisch mit der Einstellung einer festen
Temperatur. Typischerweise stellt sich auch innerhalb der Warmebades ein Temperaturgradient ein.

Die entsprechende Randbedingung lautet, z.B. am linken Ende,

(0, ) + aug(0,t) = b. (2.14)

Wir wollen dies hier nicht herleiten. Diese Randbedingung enthélt eine Linearkombination der unbe-
kannten Funktion v und ihrer Normalenableitung.

Allgemein unterscheidet man folgende Arten von Randbedingungen:
1. Dirichlet- Randbedingungen: die Funktion selbst ist vorgegeben,

2. Neumann-Randbedingungen: die Normalenableitung ist vorgegeben,



3. gemischte lineare Randbedingungen (auch Robin-Randbedingungen): eine Linearkombination der
Funktion und ihrer Normalenableitung ist vorgegeben.

Alle drei bilden zusammen die linearen Randbedingungen. Sie lassen sich schreiben als

Ju
au + b(’?n =c, (2.15)
wobei Ou/dn die Normalenableitung bezeichnet und a, b, ¢ (hinreichend gutartige) Funktionen von z
und ¢ sind. Fiir ¢ = 0 spricht man von linearen homogenen Randbedingungen.

Ein gegebenes Problem kann auf unterschiedliche Typen von Randbedingungen an verschiedenen
Réndern fithren. Bei der Diffusionsgleichung ist es besonders naheliegend, dass die Typen von Rand-
bedingungen verschieden sein kénnen, da die beiden unabhéngigen Variablen x und ¢ unterschiedliche
physikalische Bedeutungen haben.

2.1 Separationsansatz

Wir kommen nun endlich dazu, eine PDG explizit zu 16sen und fithren bei dieser Gelegenheit gleich eine
wichtige Losungsmethode ein, ndmlich den Separationsansatz. Dieser 148t sich anwenden bei linearen
homogenen Randbedingungen. Wir betrachten das Beispiel:

Up = @2 Uyy (2.16)
fir0<z<1lundO0<t< oo mit
u(z,0) = sinwz, (2.17)
w(0,t) = 0, (2.18)
u(l,t) = o. (2.19)

Der Separationsansatz lautet nun

Abbildung 3: Definitionsbereich einer eindimensionalen Diffusionsgleichung.

u(z,t) = X () T(t). (2.20)

Einsetzen in die PDG ergibt
X(2)T'(t) = a* X" (x) T(t). (2.21)

Die wesentliche Idee besteht nun darin, diese Gleichung durch v = XT (und aus praktischen Griinden
auch durch a?) zu dividieren
T'(t X"

) _ X'w) (2.22)
a®?T(t) X(x)
Nun héngt die linke Seite nur noch von ¢ ab und die rechte nur noch von x. Wenn beide Seiten fir alle
x, t gleich sein sollen, miissen sie gleich einer Konstanten sein. Also muss es eine Konstante C' geben,
genannt Separationskonstante, so dass

afT(’(fz) _ ¢ (2.23)
X//(x) B
Xo = © (2.24)



Diese beiden Gleichungen kénnen wir schreiben als

Tt = a*CT(b), (2.25)
X"z) = CX(z). (2.26)

Wir haben die PDG auf zwei gewdhnliche Differentialgleichungen zuriickgefiihrt. Diese sind von einfa-
chem Typ (linear, homogen, mit konstanten Koeffizienten) und wir kénnen die allgemeinen Losungen
finden. Diese héngen vom Vorzeichen von C' ab und wir machen eine Fallunterscheidung.

(1) Fiir C = A? > 0 erhalten wir (wir withlen A > 0)

T() = Ae* N, (2.27)
X(z) = BieM 4 B_e M, (2.28)

so dass Y Y
u(z,t) = Bye® NI LB ea A iAT, (2.29)

Offensichtlich konnten wir den Parameter A ohne Verlust an Allgemeinheit fallen lassen. Dies sind
exponentiell in der Zeit wachsende Lésungen.

Die Randbedingung u(0,t) = 0 erfordert offenbar By + B = 0. Aus u(1,t) = 0 folgt dagegen
Bie* +B_e™* =0= B, + B_.e ? = 0. Fiir A > 0 ergibt sich B_ = 0 und ebenso By = 0. Also
erhalten wir hier keine (nicht triviale) Lésung des Problems.

(2) Fiir C = —A\? < 0 (mit A > 0) erhalten wir entsprechend

u(z,t) = B+e_“2)‘2t+i’\x 4 B_em @ Ntmide, (2.30)

Es ist wichtig zu erkennen, dass die PDG linear und homogen ist — daher gilt das Superpositionsprinzip.
Fiir den Fall (2) koénnen wir die Lésungen zu

u(z, t) = Ae M gin Az + Be N7 cos A (2.31)

linear kombinieren. Gleichung (2.31) gibt exponentiell in der Zeit abfallende (beschrinkte) Lésungen an.
Nun miissen wir noch die Angangsbedingung u(z,0) = sin 7z erfiillen. Wir sehen aus Gl. (2.31), dass
dann

A=m, A=1, B=0. (2.32)
u(0,t) = u(1,¢t) = 0 ist ebenfalls erfiillt. Also ist die Losung
u(z,t) = e sina, (2.33)

Bemerkung: Wir konnten dieses Problem nur deshalb relativ einfach 16sen, weil die Anfangsbedingung
bei ¢ = 0 eine sehr spezielle Form hatte. Im Allgemeinen kénnen wir nicht erwarten, durch Wahl der
Parameter direkt eine Losung des Problems zu erhalten. Vielmehr versucht man, die Losung als Super-
position von Losungen mit verschiedenen Parametern zu schreiben. Diesen Lésungsweg werden wir im
néchsten Abschnitt besprechen.

2.2 Vollsténdige Funktionensysteme und Reihenentwicklung

Wir betrachten die Diffusionsgleichung mit allgemeiner Anfangsbedingung:

Up = @2 Uyy (2.34)
fir0<z<1lund 0 <t < oo mit
u(z,0) = ¢(z), (2.35)
u(0,t) = 0, (2.36)
u(l,t) = 0. (2.37)

Wenn ¢(z) keine reine Sinus-Funktion mit Nullstellen bei 0 und 1 ist, werden wir mit dem Separations-
ansatz keine Losung finden, die die Anfangsbedingung erfiillt.

Im letzten Abschnitt waren wir durch die Separation der Variablen u(z,t) = X (z)T(t) auf die
gewohnliche Differentialgleichung X" (r) = CX(x) gefiithrt worden. Dies ist ein Spezialfall einer Klasse
von gewohnlichen Differentialgleichungen, die als Sturm-Liouville-Probleme bekannt sind.

Ein Sturm-Liouville- Problem besteht aus einer gewthnlichen Differentialgleichung der Form

(py') + @+ )y=0 fira<az<b (2.38)



mit linearen homogenen Randbedingungen
cry(a) + cay'(a) = 0, c3y(b) + cay'(b) = 0. (2.39)
Hier sind p, q, v Funktionen von x, und A und cq, ..., c4 sind Konstanten. Man kann folgendes zeigen:

e Losungen existieren nur fiir gewisse Werte von A. Diese A nennt man Figenwerte, die dazugehorigen
Losungsfunktionen Figenfunktionen.

e Die Eigenfunktionen y; zu Eigenwerten \; erfiillen die Orthogonalititsbeziehung
b
/ der(z)yi(z) y;(x) =0 fir A; # Aj. (2.40)

e Die y; bilden ein vollstéindiges Funktionensystem auf [a,b], d.h. jede (hinreichend gutartige) Funk-
tion h(z) auf [a,b] 148t sich als Linearkombination der y; schreiben:

h(z) = Z kiys (). (2.41)

Unter Benutzung von Gl. (2.40) erhilt man die Koeffizienten k; durch Multiplikation mit ry; und
Integration:

b

b b
/ drr(z)y;(z) h(z) = Zkl/ dzr(z)y;(z) yi(x) = k:j/ dx r(x) y?(:z:), (2.42)

a

also

o _ Jadrr(@) yi) hiz)

: 7 (2.43)
7 der() ()
In unserem Fall hatten wir die mit den Randbedingungen vertréglichen Losungen
Xx(z) =sin \x (2.44)
gefunden. Die Randbedingung u(1,t) = 0 erfordert dariiberhinaus
A=m, 2w, 3w, 4n, ..., (2.45)

A = 0 ergibt eine verschwindende Losung, die nicht Teil eines orthogonalen Systems sein kann, negative
AJa ergeben dieselben Losungen wie positive (bis auf einen irrelevanten Vorfaktor). Die Sétze iiber
Sturm-Liouville-Probleme zeigen dann, dass die Funktionen

yn(x) = sinnrz mitn=1,2,3,... (2.46)

ein vollsténdiges, orthogonales Funktionsystem bilden.
Fiir eine allgemeine Anfangsbedingung u(x,0) = ¢(x) entwickeln wir nun ¢ in diese Eigenfunktionen,

o(x) = Z A, sinnrz. (2.47)

Gl. (2.43) zeigt, wie wir die A,, berechnen, wir fiihren es aber noch einmal explizit durch: Multiplizieren
der Gleichung mit sin mzmz und Integrieren ergibt

1 1 1
A
/ dx ¢(x) sinmmrx = Z An/ dz sinmmzx sinnrr = Am/ dx sin® mrx = Tm, (2.48)
0 - 0 0
also )
A, = 2/ dz ¢(z) sinnmz. (2.49)
0

Dies ist natiirlich gerade eine Fourier-Sinus-Transformation. Wir kommen auf Integraltransformationen
in allgemeinerem Zusammenhang zuriick.

Aus dem Separationsansatz erhalten wir aber immer Produkte von orts- und zeitabhéngigen Funk-
tionen y;(x) T;(t), die iiber den gemeinsamen Parameter \; verkniipft sind. Im vorliegenden Fall gehort
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zu dem Eigeglwzerzt )\ = nma die Separationskonstante C' = —\? = —n2?72 und die zeitabhingige Funktion
T, (t) := e ™™ @t Wir schreiben nun die folgende Funktion hin:

T, (t 2.2 2
u(z,t) = ;An Tn((())) yn(x) = ;Ane et sinnyra. (2.50)
Fiir t = 0 wird dies
u(z,0) = Z A, sinnmz, (2.51)

aber das ist gerade ¢(z), also ist die Anfangsbedingung erfiillt. Die Randbedingungen bei z =0, z = 1
sind ebenfalls erfiillt, da alle Summanden hier verschwinden. Schliesslich erfiillt © auch die PDG, da die
PDG linear und homogen ist und alle Summanden in v sie erfiillen. Damit haben wir gezeigt, dass u(x,t)
in Gl. (2.50) die PDG mit Randbedingungen 16st.

Wichtig: Fiir groflere n wird der exponentielle Abfall in der Zeit immer schneller. Wir folgern, dass
rdumlich stark oszillierende Anteil (grofies n) schneller weggeddmpft werden, als schwach oszillierende.
Nach einer Zeit der GroSenordnung (72a?)~! dominiert die n = 1 Lésung, sofern nicht A; = 0. Diese
Losung wollen wir Fundamentalmode nennen. (Im Zusammenhang mit der Wellengleichung wird sie die
Bedeutung der Fundamentalschwingung des Systems annehmen.)

Beispiel: Wir wollen sehen, wie sich das beschriebene Verfahren in einem ungiinstigen Fall verhilt
und fordern die Anfangsbedingung u(z,0) = 1. Beachte, dass die Randbedingungen nun an den Punkten
x=0,t=0und x = 1,¢ = 0 unstetig sind. Wir bestimmen die Koeffizienten

1 1
— -1)n -1
A, = 2/ d sinnrz = 2 {M} _ =t (2.52)
0 nm 0 nm
Dies ist
4 i 4
A, =4 - iir n ungerade, (2.53)
0 fiir n gerade.
Demnach ist die Losung
4 2 2 2, SINNTT
t) = — nimatt 2.54
uw == 3 . (254

n ungerade

Diese Reihe konvergiert fiir ¢ = 0 nur langsam, da sehr viele Terme notig sind, um eine kastenférmige
Funktion durch Sinus-Schwingungen anzunéhern. Fiir grofiere ¢ konvergiert die Reihe daher (fiir hinrei-
chend grofe n) exponentiell.

0.8 ¢

0.6 ¢

0.4

0.2+t

6 012 014 0:6 0:8 l
X
Abbildung 4: Léosung aus Gl. (2.54), gendihert durch die Terme n = 1,3,...,999, fir die Zeiten a*t =
0,0.01,0.02,0.05,0.1,0.2. Man erkennt, dass sich die Kurvenform immer mehr der Fundamentalmode

anndhert. Beachte auch die Fehler aufgrund des Abbruchs der Reihe.

Bemerkung: Fiir Neumann-Randbedingungen

ug(0,1) = uz(1,8) =0 (2.55)
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wihlen wir die Cosinus-Losungen. Fiir gemischte linear Randbedingungen miissen wir zwei Arten von
Losungen mitnehmen.

Bemerkung: Separation in mehreren Raumdimensionen werden wir im Zusammenhang mit der Wel-
lengleichung betrachten.

Verallgemeinerung: Inhomogene Gleichung
Wie koénnen wir Gleichungen vom Typ
Uy = a* Uy + w(z,t) (2.56)

losen? (w beschreibt z.B. Wirmequellen.) Wir suchen Lésungen fiir 0 < z < 1, 0 < ¢t < 0o, nehmen die
Anfangsbedingung

u(z,0) = ¢(x) (2.57)

und homogene lineare Randbedingungen fiir t =0 und z = 1 an.

Die Losungsmethode ist eine Verallgemeinerung der Variation der Konstanten fiir gewohnliche Dif-
ferentialgleichungen. Wie dort betrachten wir zunichst die homogene Gleichung u; = a?ug, mit den-
selben Randbedingungen. Durch Separation erhalten wir ein Sturm-Liouville-Problem fiir X (z) mit
den Eigenfunktionen y;(z) zu den Eigenwerten \;. Fiir allgemeine homogene lineare Randbedingungen
verallgemeinert man die obigen Ergebnisse leicht und erhilt die Losung

Uhom (T, 1) ZA e_kzazt (x) (2.58)

fiir die homogene Gleichung.
Wir setzen nun die Losung der inhomogenen Gleichung an als

= S L) wi). (2.59)
Zur Bestimmung der T;(t) entwickeln wir zunéichst die Inhomogenitét w nach dem orthogonalen Funk-
tionensystem y; (z),

=Y wi(t) i) (2.60)
Dazu beachten wir, dass

/abdmwa: t)y;(z Z/ dx w;(t) yi(x) y; (= )—wg()/bdmyj( ) (2.61)

wegen der Orthogonalitdt der y;. Also
b
[zt ie)

/ab dz y (z)

U = augy + Z w;(t) yi () (2.63)

w; (t) =

(2.62)

Die PDG 148t sich nun schreiben als

und die Anfangsbedingung wie oben als

u(z,0) Z Aiyi(). (2.64)

Mit dem Ansatz (2.59) ergibt dies

12



In der ersten Gleichung haben wir noch ausgenutzt, dass y; die durch die Separation gewonnene Gleichung
y!'+A2y; = 0 erfiillt. In der iiblichen Weise multiplizieren wir beide Gleichungen mit y;(z) und integrieren
iiber x, um die einzelnen Komponenten zu isolieren und erhalten

Ti(t) = —a’NTi(t) +wi(t), (2.67)
T;(0) = A;. (2.68)

Diese gewohnliche Differentialgleichung 148t sich aber formal l6sen, die Losung lautet

t
Ty(t) = e N (AZ-+ / dTeA?GQTwi(T)> (2.69)
0

(Beweis durch Einsetzen). Damit ist die Lésung schlielich
¢
u(z,t) = ZAief)‘i“ byi(x) + Z/ dr N T 0w (1) yi(z). (2.70)
i i 70

Diese besteht aus zwei Teilen: Der erste héingt nur von den Anfangsbedingungen (A;) ab, der zweite nur
von der Inhomogenitit (w;).
Beispiel: Dirichlet-Randbedingungen u(0,t) = u(1,t) = 0, Anfangsbedingung u(x,0) = 0 und Inho-
mogenitit
w(z,t) = sinwt sinwz. (2.71)

Fiir diese Randbedingungen haben wir oben die Eigenfunktionen y, () = sinnnz zu den Eigenwerten
An = nm gefunden. Die Entwicklungskoeffizienten sind A,, = 0 und

1 1
wy(t) = 2/ dxw(z,t) sinnre = 2sinwt/ dx sinma sinnra = §,1 sinwt. (2.72)
0 0
Daher?
t 2 2 t
u(z,t) = / dre™ @ = ginwr sinwx
0

 we™ Oty coswt + m2a® sin wt

= W2 + 7hgh

_ w -na®t | sin(wt — ¢) (2.73)

w? 4+ miat V2 + miat’
wobei die Phase ¢ durch

w
N
definiert wurde. u(z,t) besteht also aus einem schnell abfallenden Term und einem mit der Frequenz w
der Anregung w oszillierenden Term. Diese typische Situation ist schon von der gewthnlichen Schwin-
gungsgleichung bekannt. Der oszillierende Term zeigt eine frequenzabhiingige Phasenverschiebung ¢.
Beachte auch, dass die Diffusionsgleichung keine Resonanz liefert; die Amplitude 1/vw? + 74a? ist im-
mer endlich.

Zusammenfassung der Methode: Wir entwickeln die Anfangsbedingung und die Inhomogenitét nach
den raumlichen Eigenfunktionen und 16sen dann gewo6hnliche Differentialgleichungen fiir deren Koeffizi-
enten als Funktionen von ¢ einzeln.

sing = (2.74)

Verallgemeinerung: Inhomogene Randbedingungen

Fiir nicht homogene Randbedingungen versagt das beschriebene Verfahren, da die Randbedingungen fiir
t > 0 praktisch gar nicht eingehen — wir haben ja das Sturm-Liouville-Problem nur bei ¢t = 0 gel6st. Es
gibt aber eine einfache Transformation auf eine neue unbekannte Funktion, die die Randbedingungen in
jedem Fall homogen macht.

Gegeben sei die inhomogene Diffusionsgleichung

Uy = a* Uy + w(z,t) (2.75)

Imit Mathematica integriert
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fir 0 <z < L, 0 <t < oo mit den Randbedingungen

u(z,0) = f(x), (2.76)
u(0,t) = g(), (2.77)
w(L,t) = h(t). (2.78)

Wir fiithren nun eine neue Funktion ¢ (x,t) ein:

Wl ) = ula 1) — gt) = T [h(t) = g(0)): (2.79)
Es folgt
u(z,t) = ¢z, t) + g(t) + % [h(t) — g(t)]. (2.80)
Einsetzen in die Diffusionsgleichung ergibt eine PDG fiir v,
Yot gi+ 7 [he = g1] = s + w, (2.81)
also
by = a®hyy + wn (2.82)
mit
wi(z,t) == w(z,t) — g'(t) — % [ (t) — g (1)) (2.83)
Die Randbedingungen fiir ¢ lauten
b@,0) = fil@) = f@) - g(0) = 7 [1(0) — g(0)] (2.84)
$(0,t) = g(t)—g(t) =0, (2.85)
(L,t) = h(t)—h() = 0. (2.86)

Also haben wir das Problem auf den oben behandelte Fall zuriickgefiihrt.

2.3 Maximumprinzip und Eindeutigkeit
Wir beweisen nun einige wichtige Sétze {iber Losungen der Diffusionsgleichung:
Satz: Die reelle Funktion u(z,t) sei eine Losung der Diffusionsgleichung (a? > 0)
Up = Uy fir0<z<L,0<t<oo (2.87)

die an allen Réndern Dirichlet-Randbedingungen erfiillt (d.h. u ist auf den Riindern vorgegeben). Sei
T > 0. Dann nimmt die Funktion » ihr Maximum im Gebiet G = {(z,%)|0 <2 < Lund 0 < ¢ < T} auf
dem Rand bei ¢t = 0 oder x = 0 oder x = L an. Dieser Teil des Randes werde mit I" bezeichnet.

t
T ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
r
X (XO’tO)
G
0
0 1 X

Abbildung 5: Das Maximumprinzip sagt aus, dass das Mazimum der Funktion u auf dem dunkel mar-
kierten Teil I' des Randes des Gebietes G angenommen wird.
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Beweis (reductio ad absurdum): Angenommen, es gibt einen Punkt (zg, %) im Inneren von G oder auf
dem Rand bei t = T, so dass u(zg,to) grofer ist als die kleinste obere Schranke von w auf I'. Sei die
Hilfsfunktions

P(x,t) == ulx,t) —e(t —to) (2.88)

mit einer Konstanten € > 0. Es gilt ¢(zq, to) = u(zo,to). Da u(zg,to) um eine endliche Differenz grofier
ist als die kleinste obere Schranke von u auf T', kénnen wir € so klein wiihlen, dass ¢ (xg, to) groBer ist als
die kleinste obere Schranke von 1 auf I'. Also nimmt die Funktion ¢ ihr Maximum ebenfalls im Inneren
von G oder am Rand ¢ =T an, sagen wir am Punkt (z1,%1). An diesem Punkt gilt:

Yy = 0, (2.89)
Yoz < 0, (2.90)
vy = 0 fur t, < T, (2.91)
Y > 0 firty =T, (2.92)
also ¥; > 0 in jedem Fall. Daraus folgt aber
u = YPr+e >0 (2.94)

bei (x1,t1). Andererseits soll u aber u; = a?u,, erfiillen. Widerspruch!?

Korollar: u(z,t) nimmt auch das Minimum auf I’ an. Beweis: Mit u erfiillt auch —u eine Diffusions-
gleichung mit Dirichlet-Randbedingungen. . .

Korollar: Wenn u = 0 auf T, so folgt u = 0 im gesamten Gebiet. Beweis: v kann nirgens grofier (kleiner)
sein als ihr Maximum (Minimum) auf T

Korollar: Die Losung der Diffusionsgleichung mit gegebenen Dirichlet-Randbedingungen ist eindeutig.
Beweis: Seien u und v zwei Losungen der Gleichung, die identische Randbedingungen erfiillen. Dann
verschwindet « — v auf I und daher auch im Inneren.

Bemerkung: Wir haben nie benutzt, dass die Funktion u von zwe: Variablen abhéngt. Daher kénnen wir
dieselben Aussagen fiir die mehrdimensionale Diffusionsgleichung

uy = a® (Uge + Uyy + Uzz +...) (2.95)

auf einem beliebigen rdumlichen Gebiet (mit hinreichend gutartigen Réndern) und fiir 0 < ¢ < oo
beweisen.

2.4 Laplace-Transformation

Wir besprechen nun die Methode der Laplace-Transformation, die besonders fiir die Diffusionsgleichung
geeignet ist. Diese Methode erlaubt, die Anzahl der Variablen zu reduzieren. Geht man von zwei Variablen
x, t aus, erhélt man also eine gewdhnliche Differentialgleichung.

Zunéchst definieren wir die Laplace-Transformation: Sei f(t) eine Funktion von ¢ fiir ¢ > 0. Dann
heifit

Llf] = F, (2.96)
Fs) = /O dt et f(2) (2.97)

(fiir s > 0) die Laplace- Transformierte von f, sofern das Integral existiert. Die Umkehrabbildung (inverse
Laplace-Transformation) lautet

LTUF) = f, (2.98)
c+ioco
fit) = 2%” ds e F(s) (2.99)

c—1i00

mit einer reellen Konstanten ¢ > 0.

2Wir benotigen die komplizierte Argumentation mit ¢ um in Gl. (2.94) ein ,>“ zu erhalten.
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Beweis: Wir setzen Gl. (2.97) in (2.99) ein:

1 c+ioco 1 c+ioco %) ,
o dse® F(s) = 2—7”/C ds eSt/ dt’ et f(t)

c—100 —100 0
1 o0 ; o0 ’ . ’

— 5 _Oodo.iectezat/o dt/ e—ct e—lat f(tl)
1 e /

= — dt' 2mid(t — t')ee™ " f(t') = f(t). (2.100)
27 Jo

Hier wurde zunéchst s = ¢ 4 ¢0 substituiert und dann die Darstellung
/ dx e = 216 (k) (2.101)

der Dirac-6-Distribution ausgenutzt.?

Beachte, dass in L[f], im Gegensatz zur Fourier-Transformation, ein exponentiell abfallender und
kein oszillierender Integralkern auftritt. Um die Umkehrabbildung in der Praxis auszufiihren, benttigt
man Methoden aus der Funktionentheorie.

Beispiele:
ft) F(s)
o 1
1 / dte st = -,
0 s
% i (2.104)
et / dtel* = —_ fiir s >a,
0 _
) w
sin wt m
Im Zusammenhang mit PDG’s oft auftretende Transformations-Paare sind
f(t) F(s)
1
7 exp(—\?/4t) \/Ee_’\‘/g,
¢ s (2.105)

exp(—\?/4t) Ve Vs,

[\

.
w
~
i~}

1
erfe(\/2v/t) ZemMVE
s

wobei die Fehlerfunktion und die komplementdre Fehlerfunktion definiert sind durch

2 r 2
erf(z) := ﬁ/o dye ¥ | (2.106)

2 o 2
— dye ¥ . 2.107
— [ e (2.107)
Es gilt erf(z) + erfe(x) = 1.

Wichtig sind die Laplace-Transformierten der partiellen Ableitungen. Sei U(z,s) die Laplace-
Transformierte von u(z,t), U = L[u]. Dann findet man folgende Transformierte durch partielle Inte-
gration:

erfc(z)

Llu] - dt e *tuy(z,t) = [e_Stu(x,t)]go —/ dt (—s)e *"u(z,t) = —u(z,0) + sU(x, s),
0 ) 0

Llug] @ —su(z,0) — ug(z,0) + s~ Ulx, s),

Llug] @ Uz(z,s),

Llugz]: Uzal(z,s).

(2.108)

3In der Physik behandeln wir §(x) iiblicherweise wie eine echte Funktion. Es ist aber wichtig, sich zu erinnern, dass sie
formal nur unter einem Integral definiert ist. Sie ist bestimmt durch die Eigenschaften

6(x) =0 firz#0 (2.102)
und

[ dzsta) 1) = 50) (2.103)

fiir € > 0 und eine beliebige bei = 0 stetige Funktion f(z).
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Da die Transformation nur die Variable ¢ betrifft, &ndert sich an Ableitungen nach x praktisch nichts.
Ableitungen nach ¢ selbst werden jedoch — d&hnlich wie bei der Fourier-Transformation — durch Multipli-
kation mit der neuen Variablen s ersetzt. Dies ist die wesentliche Eigenschaft, die erlaubt, die Anzahl
der Variablen einer PDG zu reduzieren. So wird aus der Diffusionsgleichung u; = a?u,, unter Laplace-
Transformation:

—u(x,0) + sU(z,8) = a’Uyy(z, 5). (2.109)

Dies ist eine gewdhnliche Differentialgleichung fiir U als Funktion von z, da s nur noch als Parameter
auftritt. Das schwierigere Problem bei dieser Methode ist oft die Riicktransformation der Losung der
erhaltenen einfacheren Gleichung auf u(z, t).

Ebenfalls niitzlich ist der Faltungssatz fiir Laplace-Transformierte. Wir definieren die endliche Faltung
zweiter Funktionen f(7) und g(7) als

t

(f xg)(t) 12/0 dr f(r)g(t —7) E/O dr f(t — ) g(7). (2.110)

Man kann nun zeigen, dass die Laplace-Transformierte einer solchen Faltung ein einfaches Produkt der
Transformierten der Funktionen ist:

L[f =g = L[] L]g] (2.111)
oder auch £L71[L[f] L[g]] = f * g. Dies erlaubt, die inverse Laplace-Transformierte von komplizierteren
Funktionen zu bestimmen, z.B.

£t 11 (1) * (sint) /t dr si 1 — cost (2.112)
- = int) = TsinT=1— .
s 8241 o

in einer etwas unsauberen Notation.

Wir betrachten zur Erlduterung die Diffusionsgleichung auf einem unendlichen Bereich,

W = aPUgy flir —co <z <00, 0 <t < o0, (2.113)

u(z,0) = d(x) (2.114)

und wu(z,t) sei beschrinkt fiir z — +oo. Wir untersuchen also, wie sich eine strikt lokalen Storung zur
Zeit t = 0 mit der Zeit unter der Diffusionsgleichung entwickelt. Z.B. kénnte bei ¢ = 0 eine endliche
Energie an einem Punkt (oder in einem vernachliissigbar kleinen Bereich) eines langen Stabes deponiert
werden und wir betrachten die zeitliche Entwicklung der Temperaturverteilung. Oder in ein diinnes Rohr
gefiillt mit einem Losungsmittel wird bei ¢ = 0 an einer Stelle eine gewisse Menge eines Stoffes gegeben
und wir untersuchen die Konzentrationsverteilung fiir ¢ > 0.

Wir multiplizieren die PDG mit e~ und integrieren iiber ¢, d.h. wir fithren die Laplace-Transfor-
mation aus. Das Ergebnis ist

—u(2,0) 4+ sU(x, s) = a*Ups(2, 5), (2.115)
also hier
—6(2) + sU = a*Uyy (2.116)
oder auch
a*Upy — sU = —0(x). (2.117)

Dies ist eine inhomogene lineare gewdhnliche Differentialgleichung. Gleichungen dieser Art, bei denen die
Inhomogenitét eine Delta-Funktion ist, werden wir in Abschnitt 8 iiber Green-Funktionen noch hiufiger
begegnen.
Offenbar ist die Gleichung fast diberall homogen: Fiir # # 0 ist die Gleichung a?U,, = sU und die
allgemeine Losung daher
U=A,eVs/a 4 A e Voala, (2.118)

Soll U fiir x — 400 beschrinkt bleiben, so bleibt nur (a > 0)

Vsz/a ..
U— { Aje fiir z < 0, (2.119)

A_e~Vse/a fir z > 0.

Die einzige Schwierigkeit tritt bei x = 0 auf. Wir machen den Ansatz, dass U bei x = 0 stetig sein soll:

U=Aexp (-? |x|) . (2.120)
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Dann folgt

UII

U, = A?sgnxexp<€|x|>, (2.121)
)

—24 ? 0(z) exp (—? ||

—_— ——
1

+A % exp (-? |x|) : (2.122)

Uy, — sU

—2Aa /s 8(x) + Asexp (—% |x|) — Asexp (—? |x|) = —2Aa+/s6(x)(2.123)

Der letzte Ausdruck soll aber gleich —§(z) sein, also muss

1
24 =1 = A= —— 2.124
e e (2.124)
sein. Wir sehen, dass der Koeffizient zwar beziiglich der unabhingigen Variablen x eine Konstante ist,
aber sehr wohl vom Parameter s abhéngt. Das ist die typische Situation.
Damit ist die Losung fiir U:

Ulz,s) = f\/g exp (% |z|) . (2.125)

Nun miissen wir noch die inverse Laplace-Transformation ausfiihren:

1 fetioo 1 s
u(z,t) = 30 /Ciioo ds e s exp <% |x|> . (2.126)
Das Ergebnis kénnen wir einer Tafel oder der Tabelle (2.105) entnehmen. Wir fithren die Rechnung aber
noch explizit aus.

Wir withlen die Konstante ¢ = 07, d.h. beliebig klein und positiv. Der Integrationsweg ist in Abb. 6(a)
gezeigt. Der Integrand hat einen Pol bei s = 0, den der Integrationsweg auf der rechten Seite umgeht.
Dieses Integral ist schwierig, weil es nebem dem Pol bei s = 0 noch einen Schnitt enthélt, der s = 0 mit
dem Unendlichen verbindet, und der auf der Mehrdeutigkeit der komplexen Quadratwurzel beruht.

@ (b)

Abbildung 6: (a) Integrationsweg in der komplexen s-Ebene bei der inversen Laplace-Transformation.
Das Kreuz bezeichnet den Pol im Integranden und die Zickzack-Linie einen mdglichen Verlauf des Schnit-
tes aufgrund der mehrdeutigen kompleren Quadratwurzel. (b) Integrationswege in der komplezen y = /s
Ebene in Gl. (2.141). Der urspriingliche, gestrichelte Weg kann in den durchgezogenen deformiert wer-
den.

Um das Integral zu vereinfachen substituieren wir s = y2, ds = 2y dy,
1 2, 1 Y 11 2 Yy
t)=— [ dy2ye’™t — (f— ):—— dy eVt (f— ) 2.127
e t) =5 [avzyer™ s e (L) = o= o [ dyer™ exp (<L (2127)

Der Integrationsweg in der komplexen y-Ebene ist in Abb. 6(b) gestrichelt eingezeichnet. Er ergibt
sich einfach aus y = +/s. Wir kénnen jedoch den Integrationsweg in den durchgezogen gezeichneten
deformieren, da der Integrand fiir |y| — oo in den zwischen den Wegen liegenden Sektoren schnell genug
verschwindet.
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Mit quadratischer Ergédnzung im Exponenten ergibt sich

2 2
11 T T
u(z,t) = vl /dy exp [(y — %) t] exp (—m) . (2.128)

Im Integral kénnen wir aber y — |z|/2at durch y ersetzen; dies entspricht einer Parallelverschiebung des
Integrationsweges in Abb. 6(b). Die dabei eigentlich zu beriicksichtigenden Abschnittes des Weges im
Unendlichen tragen aber nichts bei, weil der Integrand schnell abféllt. Also

11 :L'2 2
u(z,t) = o7 g &P <m) /dy eVt (2.129)

und nach Substitution von y = iz/v/t:

(2,1) ! ( v )/Oo dze™™ ! ( v ) (2.130)
u(z,t) = —— exp | ———= ze¥ = ——exp|—% ). )
2man/t P 4a?t ) J_o 2a+/7t P 4a?t

—_———
VT

Also zerflieBt die Delta-Funktion fiir ¢ > 0 in Form einer Gauf8-Kurve, deren Breite proportional zu v/t
anwiichst. Das Verhalten ist in Abb. 7 gezeigt. Man iiberzeugt sich leicht, dass das Integral [ dz u(z,?)
iiber die gesamte x-Achse konstant bleibt (die Dichte u korrespondiert zu einer erhaltenen extensiven
GroBe).

0.8 ¢

0.6 |

0.4+

0.2}

-4 -2 0 2 4
X

Abbildung 7: Lisung u(z,t) der Diffusionsgleichung auf —oo < x < oo mit u(x,0) = §(z) fiir a*t = 0.1
(schmalste Kurve), 0.2, 0.5, 1, 2, 5, 10.

Beachte, dass die Losung u(x,t) fiir alle t > 0 und alle 2 > 0 verschieden von Null ist, obwohl die
Anfangsbedingung u(x,0) = 0 fiir  # 0 war. Insbesondere ist u(z,t) > 0 (wenn auch sehr klein) fiir
beliebig kleine ¢ und zugleich beliebig grofie . Das von der Stérung bei t = 0, x = 0 ausgehende Signal
breitet sich offenbar mit unendlicher Geschwindigkeit aus. Dies zeigt, dass die Diffusionsgleichung fiir
sehr grofie x/t sicherlich keine physikalisch sinnvollen Ergebnisse liefert.

Ergénzendes Beispiel

Wir betrachten noch die Gleichung

Uy = P Upy fir0<z<oo, 0<t<oo, (2.131)
u(z,0) = 0, (2.132)
w0,t) = 1. (2.133)

Weiter soll u fiir x — oo beschriankt bleiben. Beachte die Unstetigkeit der Randbedingungen bei x = 0,
t=0!
Wir fithren die Laplace-Transformation aus:

—u(2,0) + sU(x,s) = a*Upy(z, 5). (2.134)
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Wegen u(x,0) = 0 ist das aber
sU = a*Uy,. (2.135)

Thre allgemeine Losung lautet

Uz, s) = A(s) exp <§ z> + B(s) exp (? z> . (2.136)

Wegen der Beschriinktheit muss B(s) = 0 gelten. Aus u(0,t) = 1 folgt andererseits

@ | = ~—

U(0,s) = A(s) = (2.137)

und daher
1
U(xz,s) = — exp (—ﬁ $) . (2.138)
s a

Aus der oben angegebenen Tabelle oder einem geeigneten Tafelwerk erhalten wir die Losung

u(z,t) = erfe (ﬁ) . (2.139)

Diese ist wieder fiir beliebig groie > 0 und alle ¢ > 0 von Null verschieden.

0.8 ¢

0.6 ¢

0.4

0.2t

X

Abbildung 8: Ldsung u(z,t) der Diffusionsgleichung mit u(xz,0) = 0 und u(0,t) = 1 fir a = 1 und
t =0.1 (steilste Kurve), 1,10,100.

Wir wollen die inverse Laplace-Transformation von U(z, s) noch explizit ausfithren:

1 c+ioco 1
u(z,t) = —/ dse® = exp (ﬁ x) . (2.140)
s a

Wir withlen ¢ = 07. Der Integrationsweg ist in Abb. 6(a) eingezeichnet. Der Integrand hat einen Pol bei
s =0, den der Integrationsweg auf der rechten Seite umgeht.
Wir substituieren s = 32, ds = 2y dy,

LT

Yy
t) = — dy — —= 2.141
u(m, ) ) y Y eXPp ( a x) ( )

V0t —ico

Der Integrationsweg in der komplexen y-Ebene ist wieder der in Abb. 6(b) gestrichelt eingezeichnete;
wir kénnen ihn wieder in den durchgezogen gezeichneten deformieren, da der Integrand fiir |y| — oo
in den zwischen den Wegen liegenden Sektoren schnell genug verschwindet. Der Faktor 1/y kann durch
Einfithrung eines weiteren Integrals formal beseitigt werden:
1 0 100 5
== d¢ dy eV te VS, (2.142)
T Jz/a —1i00
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Mit quadratischer Ergdnzung im Exponenten ergibt sich
=2 [Tae [ ay e e (2.143)
T Jz/a —1i00
Das Integral iiber y konnen wir mittels der Subsitution y — /2t = iz auf eine Standardform bringen:
LT e e /OO driet = /OO dg e/, (2.144)
. vVt z/a

T Jz/a —0o0

Mit der Substitution ¢ = ¢/ 24/t erhalten wir schlieBlich

= % /I ZM d¢ e = erfe(z/2av?) (2.145)

nach obiger Definition der komplementéren Fehlerfunktion.

2.5 Zusammenhang mit der Schrédinger-Gleichung

Wir erinnern uns an die Schréodinger-Gleichung der Quantenmechanik. Fiir ein Teilchen der Masse m,
das sich in einer Dimension in einem Potential V' (x) bewegt, lautet die Gleichung fiir die Wellenfunktion

(1)

p? )
%T/JJFV(I)M} = Zha’l/) (2.146)
wobei g
== 4= 2.14
P=7 o (2.147)
der Impulsoperator ist. Also ist
h? )
—5— Vew + V(@)Y = il (2.148)

Diese Gleichung ist parabolisch und hat fast dieselbe Struktur wie die Diffusionsgleichung. Die wesent-
liche Anderung ist der imaginire Koeffizient von v. Wir wollen zeigen, wie genau die Losungen der
Schrodinger-Gleichung mit denen einer Diffusionsgleichung zusammen héngen.

Zunéchst teilen wir Gl. (2.148) durch i#,

Y = 10y — ib(z) Y, (2.149)

wobei a? := h/2m > 0 und b(x) := V(x)/h. Sei u(z,7) die Losung der verallgemeinerten Diffusionsglei-
chung
Ur = a*Uzp — b(x) U (2.150)

mit denselben Randbedingungen. Wir definieren eine neue Funktion
o(z,t) == u(x, it). (2.151)

Dann ist

de(x,t) =1 w =i [0PUqa(x, it) — b(z) u(,it)] = ia®Pue(z,t) — ib(z) B(x, ). (2.152)
T=it

Wir sehen, dass ¢(x,t) die urspriingliche Schrodinger-Gleichung erfiillt! Die Randbedingungen werden
ebenfalls erfiillt (falls sie keine Zeitableitungen enthalten). Wir kénnen Lésungen der Schrédinger-
Gleichung und der entsprechenden Diffusionsgleichung also einfach ineinander umrechnen, indem wir
t durch it ersetzen.

In typischen Losungen der Diffusionsgleichung hatten wir einen exponentiellen Abfall mit der Zeit
gefunden. Nach der obigen Regel erhalten wir im Schrodinger-Fall oszillierende Exponentialfaktoren
e~wnt Das ist die aus der Quantenmechanik bekannte Zeitabhiingigkeit, wie wir nun zeigen.

In quantenmechanischen Problemen werden wir natiirlich die Schrodinger-Gleichung direkt, ohne
Umweg iiber die Diffusionsgleichung, zu l6sen versuchen. Die Standard-Methode ist wieder die Separa-
tion: Im Fall von Gl. (2.148) setzen wir ¢ (x,t) = X (x) T'(t) an. Dies ergibt

2
—;— X"T+VXT = ihXT', (2.153)
m
],—L2 XII T/
otV = ih = B, (2.154)

21



wobei wir die Separationskonstante natiirlich E genannt haben, weil sie sich als die Energie der durch die
Wellenfunktion v beschriebenen Zustédnde herausstellt. Die Losung der zeitlichen Gleichung ist einfach

T(t) = e /M, (2.155)
Fiir den raumlichen Anteil erhalten wir das Sturm-Liouville-Problem

h2
——— X"+ V()X = EX 2.156
X"+ V(2) (2.156)
mit vorgegebenen Randbedingungen und das ist gerade die zeitunabhingige Schridinger-Gleichung.
Gemif der Sturm-Liouville-Theorie erwarten wir nur Losungen, d.h. Figenfunktionen X, (z), fiir ge-
wisse Eigenwerte oder hier Eigenenergien E,. Die zu E, gehorende Zeitentwicklung wird dann durch
den Faktor e~ *Frt/" heschrieben.
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3 Die Wellengleichung

In einer Raumdimension lautet die Wellengleichung
Ut = gy (3.1)

¢ > 0 kann im allgemeinen Fall von x und ¢ abhéngen, aber wir werden hauptséchlich den Fall mit
konstantem ¢ behandeln. Diese PDG ist von zweiter Ordnung, linear, homogen und hyperbolisch.

Zum anschaulichen Verstidndnis siche wieder Abb. 1: Die zweite rdumliche Ableitung wu,, beschreibt
die Abweichung der Funktion gegeniiber benachbarten Punkten x + Az. Wie in der Diffusionsgleichung
gilt: Ist u grofer (kleiner) als dieser Mittelwert, so verringert (erhéht) sich v mit der Zeit. In der Wel-
lengleichung ist jetzt aber die Beschleunigung oder riicktreibende Kraft dieser Anderung proportional
zur Abweichung.

Zur Motivation leiten wir die Wellengleichung fiir ein einfaches physikalisches System her: Gegeben
sei eine Kette von Massen Am verbunden durch Federn. Im Gleichgewicht mogen sich die Massen an den
Orten x = nAz befinden. Die Federkonstanten seien K /Az (kiirzere Federn sind hérter). Wir betrachten
Auslenkungen der Massen parallel zur Kette, d.h. longitudinale Auslenkungen, um u(x). Die Kraft auf
die Masse n bei nAx ist

AF, = 2 fu(e) —u(e — M)+ 2 [u(a+ Ax) ~u(a)] = A [u(e-+ Aa) + ule — Ar) —2u(a)]. (3.2
Mit der Newtonschen Bewegungsgleichung folgt also
Am g () = g [u(z + Az) + u(z — Az) — 2u(z)] (3.3)
oder Am u(z + Az) + u(z — Az) — 2u()
N (x)=K A7 . (3.4)

Nach Ubergang zum Kontinuum, Am — 0, Az — 0, Am/Az = const =: p, beschreibt die Gleichung
eine elastische Saite. Die Gleichung wird
K
sy = Kz, = Upp = — Ugy. (3.5)
]

Das ist die Wellengleichung mit ¢*> = K/u. Fiir transversale Auslenkungen erhilt man eine analoge
Gleichung (mit einer anderen Konstanten c?).
Typische Randbedingungen an den Enden der Saite sind:

1. fester Rand, ein Ende wird festgehalten: u = 0; allgemeiner kann die Auslenkung des Randes auch
eine vorgegebene Funktion der Zeit sein (Dirichlet-Randbedingung)

2. offener (freier) Rand, auf ein Ende wirkt keine zusétzliche Kraft: u, = 0 (Neumann-Randbedin-
gung)

3. elastische Befestigung, in diesem Fall ergibt die Elastizitétstheorie einen linearen Zusammenhang
zwischen v und u, und es gilt an dem Ende au + bu,; = 0 (gemischte Randbedingungen)

Neben Randbedingungen an den rdumlichen Réndern des Definitionsgebietes miissen wird noch An-
fangsbedingungen zu einem bestimmten Zeitpunkt (¢ = 0) festlegen. Betrachten wir folgendes Problem:
Eine Saite der Lange 1 ist fest eingespannt, d.h.

U = gy, (3.6)
u(0,t) = w(l,t) = 0. (3.7

Weiter sei die Auslenkung am Anfang vorgegeben:
u(z,0) = ¢(x). (3-8)

Ist die Losung dadurch im Wesentlichen eindeutig bestimmt?
Antwort: Nein! Denn sei

w(z,t) = sin(wct) sinwz, (3.9)
dann ist
wyy = —m2csin(wet) sinma, (3.10)
Wye = —m2sin(met) sinma, (3.11)
Wi — Wy = 0 (3.12)
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und auflerdem w(0,t) = w(1,t) = w(x,0) = 0. Daher erfiillt u + bw (b = const) ebenfalls die PDG mit
den gegebenen Randbedingungen.

Es ist leicht zu verstehen, wieso die Vorgabe von u(x,0) nicht ausreicht: Mit den gegebenen Infor-
mationen koénnen wir fiir ¢ = 0 folgende Funktionen berechnen:

® Uy, Ugy, ... durch Differentiation von ¢(x),
e uy; durch anschlieBende Anwendung der PDG .

Wir haben aber keine Moglichkeit, die Steigung wu; bei ¢ = 0 zu bestimmen! Also sollte diese eben-
falls vorgegeben werden. Dies ist analog zum Fall gewohnlicher Differentialgleichungen. Diese Art von
Argumenten wird in der Theorie der Charakteristiken ausgenutzt.

Wir betrachten zunichst den instruktiven Fall eines unendlichen rdumlichen Intervalls. Sei also

Uy = Clpy fiir —oo < x < 00, (3.13)
u(z,0) = h(x), (3.14)
ut(x,0) = p(x). (3.15)

Dieses Problem l&8t sich leicht explizit 16sen. Die Losung geht zuriick auf D’Alembert. Wir fithren neue
Variablen ein:

& = z+c, (3.16)
n = x—ct (3.17)
Dann ist
0 ¢ o  9In 0 0 0
o _ 990 omo 9 0 1
ot atoc  atag  “oc oy (3.18)
0 o 9 9n 0 0 3]
o _ 00 omao _ 9 9 1
oz 92 08 oz on _ Of ' om (3.19)
und daher
0= ug — gy = (uge — 2ugy + Upy) — ¢ (Uge + 2y + Upy) = —4Pug,. (3.20)

Die PDG lautet also in den neuen Variablen einfach
Uen = 0. (3.21)

Die allgemeine Losung dieser PDG ist
u=a(&) + B(n) (3.22)

mit beliebigen hinreichend oft stetig differenzierbaren Funktionen «, 5. Mit den Definitionen von £ und
1 lautet die allgemeine Losung also:

u(z,t) = a(z + ct) + Bz — ct). (3.23)
Wir miissen aber noch die Anfangsbedingungen beriicksichtigen:

u(z,0) = oa(z)+ 6(x) = h(x), (3.24)
u(z,0) = cd(x)—cf'(z) = p(x). (3.25)

Sei P(z) = [ dzp(x) die Stammfunktion von p(z). Dann lautet die Losung fiir o, 3:

hz) | P(x)
— K 3.26
hz)  P(x)
— _ — 3.27
Bla) = - (327)
mit einer Integrationskonstanten K, wie man leicht durch Einsetzen sieht.
Fiir u(z,t) ergibt dies schliefllich
w(a,t) = h(z + ct) + h(x — ct) N P(x+ ct) — P(x —ct)
2 2c
h(z4ct) +h(x—ct) 1 [*F
= — d
5 + 5 /z » sp(s)
t,0 —ct,0) 1 [t
_ ulz+d, );u(x t,0) 2_/ ds uy(s,0) (3.28)
CJa—ct
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t>0

(@

X

Abbildung 9: (a) D’Alembert-Lisung der eindimensionalen Wellengleichung fiir —oo < x < oo mit
u(z,0) vorgegeben und ut(x,0) = 0. Die Lisung ist fir t = 0 und fir eine Zeit t > 0 gezeigt. (b) Bereich
von x-Werten, fir die u(x,t) in demselben Problem von Null verschieden ist.

(K hebt sich heraus).
Was bedeutet diese Losung? Wir betrachten zuerst einen Spezialfall: Wird die Saite ausgelenkt auf
u(xz,0) = h(z) und losgelassen, so ist us(x,0) = 0 und

h(z + ct) + h(x — ct) .

u(z,t) = 5

(3.29)
Also verschiebt sich die Hélfte der Anfangsauslenkung ohne Verformung nach links und die Hélfte nach
rechts, sieche Abb. 9. Die Geschwindigkeit der Verschiebung ist c. Fiir allgemeine Anfangsbedingungen
beweisen wir jetzt folgenden Satz:

Satz: Sei u(z,t) eine Losung der Wellengleichung s = ¢?uy, auf —o0o < < oo mit den Anfangs-
bedingungen w(z,0) = h(z) und u(z,0) = p(z). Seien h(z) = 0 und p(x) = 0 fir = ¢ [a,b]. Dann ist
u(z,t) =0 fur alle z > b+ ¢t und fiir alle z < a — ct.

Beweis: Wir zeigen die Aussage u(x,t) = 0 fiir > b+ ct, die zweite folgt analog. Sei © = b+ct+ Az
mit Az > 0. Dann ist nach Gl. (3.28)

h(x +ct) + h(x —ct 1 frte
u(z,t) = ( ) 5 ( )+2—C/ t dsp(s)
h(b+ 2ct + Az) + h(b+ A 1 [htEettAe
2 2c b+Ax

wegen h(z) = p(z) = 0 fir z > b.

Also breitet sich ein Signal hochstens mit der Geschwindigkeit ¢ aus; im Beispiel oben haben wir gese-
hen, dass diese Schranke fiir die Geschwindigkeit tatsdchlich angenommen wird. Beachte den Unterschied
zur Diffusionsgleichung, bei der die Ausbreitungsgeschwindigkeit unendlich ist.

3.1 Separationsansatz

Die Methode der Separation und anschlieBender Entwicklung in Eigenfunktionen des sich ergebenden
Sturm-Liouville-Problems 148t sich analog zur Diffusionsgleichung anwenden. Wir betrachten nur ein
einfaches Beispiel: Eine Klarinette besteht im Wesentlichen aus einem zylindrischen, diinnen Rohr, das
am Mundstiick ndherungsweise geschlossen und am Schalltrichter offen ist. Dies fiithrt auf die PDG

Ut = CCUpy fir0<z <L, (3.31)
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u(0,t) = 0, (3.32)
ug(L,t) = 0, (3.33)
u(z,0) = h(x), (3.34)
us(z,0) = p(z (3.35)
Hier ist ¢ offenbar die Schallgeschwindigkeit in Luft.
Wir machen den Separationsansatz
u(z,t) = X(z)T(t), (3.36)
XT" = AX'"T, (3.37)
T// X//
— = — = -K. .
a7 ~ (3.38)
Die zeitliche Gleichung ist nun von zweiter Ordnung. Fiir K > 0 hat sie die allgemeine Losung
T(t) = Ay sinwt + Aj coswt = Asin(wt + ¢) (3.39)

mit w = ¢y K und einer noch unbestimmten Phase ¢. (Fiir K < 0 kénnen wir zeigen, dass keien Lsung
fiir die gegebenen Randbedingungen existiert.)
Die rdumliche Gleichung hat die allgemeine Losung

X (2) = By sin(VKz) + By cos(VKz). (3.40)

Die Randbedingungen erfordern

X(0) = By =0, (3.41)
X'(L) = BiVKcos(VKL)— ByVKsin(VKL) = 0. (3.42)

Also
cos(VKL) =0 = VKL= (2n+1)7. (3.43)

Die Losungen fiir X (x) lauten demnach

x

X, (2) = sin [(2n +1)r Z} . (3.44)

Nach der Sturm-Liouville-Theorie bilden diese Funktionen ein vollsténdiges, orthogonales System auf
[0, L]. Aulerdem finden wir die Eigenfrequenzen

w=2n+ )7 % (3.45)

Nur die ungeradzahligen Frequenzen treten auf; dies ist fiir den charakteristischen Klang einer Klarinette
von entscheidender Bedeutung.

Die mit den Randbedingungen vertragliche Losung 148t sich als Reihe in den Eigenfunktionen schrei-
ben:

u(x,t) = Z Cp, sin [(Qn + )m %t + (;5} sin [(Qn + )m %} , (3.46)

us(x,t)

Z(Qn + ) % C,, cos [(Qn + )7 %t + qf)} sin [(Qn + )7 %} . (3.47)

n

Einsetzen von ¢ = 0 in der Losung ergibt
u(,0) = h(x) = Y CpsingX,(v), (3.48)

u(x,0) = px) = Z(Qn + U)m % C, cos ¢ X, (). (3.49)

n

Die Anfangsbedingungen kénnen wir erfiillen, indem wir sie nach diesen Eigenfunktionen entwickeln:

h(z) = > HyXn(x), (3.50)
plx) = > PuXu(x). (3.51)
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Vergleich ergibt

H, = Cpsing, (3.52)
P, = (2n+ 1w % C, cos . (3.53)

Wir erhalten die Koeflizienten wie iiblich:
L L
/ de X (z) h(z) = ZH,L/ dz X (2) X ()
0 n 0
L
= H, / dx X2 (), (3.54)
0
L L
/ dx X () plx) = ZP”/ dx X (x) X (x)
0 n 0

L
= Pm/o dx X7 (x). (3.55)

Danach konnen wir Gleichungen (3.52) und (3.53) nach C, und ¢ auflésen. Damit ist die Losung fiir
gegebene h(zx), p(z) bestimmt.

3.2 Koordinatensysteme

Wir wollen anhand der Wellengleichung
U = 2 (Ugy + Uyy + 7)) = AV3u (3.56)

die Separation in mehreren Raumdimensionen erldautern. Die Rechnung fiir die Diffusionsgleichung und
die Schrodinger-Gleichung verlduft analog. In Fallen mit rechteckigen Réndern

o < T < i,

(3.57)
Yo < ¥y < Y-
ist offensichtlich, dass wir den folgenden Separationsansatz versuchen wiirden:
w(z,y,...,t) =X(@)Y(y) - T(t). (3.58)

Bei anderen Geometrien miissen wir zundchst geeignetere Koordinaten einfithren. Dafiir betrachten wir
die zwei wichtigsten Beispiele:

Ebene Polarkoordinaten

Ein typisches Beispiel sind die Schwingungen eines Trommelfells des Radius ro. Hier ist w(z,y,t) die
transversale Auslenkung. In kartesischen Koordinaten,

Upr = ¢ (Ugz + Uyy), (3.59)
ist die Formulierung der Randbedingungen ziemlich kompliziert:
u(z,y,t) =0 fiir 22 + y2 = 2. (3.60)
Die natiirlichen Koordinaten sind hier ebene Polarkoordinaten r, ¢ mit

T = 7rcCoso, (3.61)
y = rsing, (3.62)

in denen sich die Randbedingung vereinfacht zu
u(r =ro, ¢, t) = 0. (3.63)

Jedoch erhalten wir eine zwei Randbedingung fiir die ¢-Abhéngigkeit einfach aus der Bedingung, dass
u stetig sein soll. Dies erfordert, wenn wir ¢ auf [0, 27| einschréinken,

u(r, ¢ = 2m,t) = u(r,¢ = 0,1), (3.64)
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d.h. periodische Randbedingungen. Fiir die partiellen Ableitungen gilt

g _ Or 0 00 d sing 0
oe ~ wor oxos - %o T+ 06 (3.65)
0 ar 0  0¢ 0 ) 0 cos¢ O
= = =42 _ — — 3.66
oy dy Or * Oy ¢ sing or * r  O0¢ ( )
und daher o2 52 52 5 52 5 5 52
1 1 1 1
2_ 00 oo _ o Lo Lo Lo/ O Lo
V= ox? + oyz  Or? + r Jr + r2 9¢2  r Or (T 87") + r2 0¢2’ (3.67)
Die PDG lautet also ) )
c
Ut = -~ (rur)r + — ugg (3.68)
oder
r2ug = Ar(ruy )y + gy (3.69)
mit der Randbedingung
u(r =19, 0,t) =0 (3.70)
und allgemeinen Anfangsbedingungen
u(r,¢,0) = h(r,9), (3.71)
’U/t(T, (bv 0) = pr ¢) ( 72)
Wir 16sen diese PDG mit dem Separationsansatz:
u(r,¢,t) = R(r)®(¢)T(t), (3.73)
rP?ROT" = cr(rR)®T + 2RY'T, (3.74)
T// B (,,,R/)/ (p// B
2T ~ R 7% -k (8.75)

Die linke Seite héngt nur von ¢ ab, die rechte nur von r und ¢, so dass beide gleich einer Konstanten
sein miissen. Daher ist fiir K > 0
T(t) = Asin(wt + ) (3.76)

mit einer noch freien Phase a und w = ¢v K. Wieder existieren keine Losungen fiir K < 0.
Die rdumliche Gleichung schreiben wir etwas anders,

r(rR"Y 9 0l
— + Kr*=——. 3.77
i + Kr cp (3.77)
Jetzt hingt die linke Seite nur von r und die rechte nur von ¢ ab. Beide miissen also wieder gleich einer
Separationskonstanten sein, die wir L nennen. Die Winkelabh#ngigkeit ist einfach: ®”’ = —L®. Wegen

der Stetigkeit von u muss aufilerdem gelten ®(27) = ®(0). Die Losungen fiir L > 0 sind
®(p) = Be'™?, m=0,+1,+2,..., (3.78)

und L = m?. Fiir L < 0 erhilt man keine in ¢ periodischen Losungen. Man kann die komplexen Losungen
zu +m zu reellen linear kombinieren,

O(¢p) = By cosmeo + By sinme, (3.79)
wobei hier sin und cos auftreten, da wir periodische Randbedingungen erhalten:
®(0) = ¢(27). (3.80)

Wir konnen auch schreiben
®(¢) = Bsin(me + §) (3.81)

mit einem Winkel G, der die Drehung der Funktion um den Ursprung beschreibt.
Schliellich lautet die Gleichung fiir die radiale Funktion:

r(rR") + Kr*R = m*R (3.82)
mit R(rg) = 0. Wir substituieren » = p/v/K und erhalten

plpR (p)]" + (p* =m*)R(p) = 0 (3.83)
= p*R'+pR +(p*—-m*)R = 0. (3.84)
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Die ist die Besselsche Differentialgleichung mit der allgemeinen Losung

R(p) = aJm(p) + bYm(p)- (3.85)

Die Bessel-Funktionen erster Art, J,,(p), und zweiter Art, Yy, (p), oszillieren mit fiir £ — oo verschwin-
dender Amplitude. Fiir x — 0 geht Jy gegen eins, alle anderen J,,, verschwinden und alle Y,,, divergieren.
Im Fall eines Trommelfells sind sicherlich nur endliche Auslenkungen sinnvoll, d.h. b = 0.

Die Randbedingung R(rg) = 0 erfordert, dass vKro eine Nullstelle von .J,, ist. Sei CZ-(m) die i-te
Nullstelle von J,,(z) fiir > 0. Dann gilt

(m) (m)
VE=S o4 C (3.86)
To To

Es existiert kein geschlossener Ausdruck fiir die (i(m).
Die allgemeine Losung ist schliellich

u(r, ¢, t) = ; Z A sin(wimit + i) sin(me + Bmi) Im (Q(m) %) (3.87)
mit (m)
_ Cim ¢
Wi = — (3.88)

Fiir t = 0 bilden die Summandenfunktionen ein vollstindiges Orthogonalsystem, weil die ®(¢) offen-
sichtlich eines bilden (Fourier-Reihe auf [0,27]) und weil die R(r) die Losungen eines Sturm-Liouville-
Problems sind. Daher kénnen wir die Anfangsbedingungen wieder in diese Funktionen entwickeln, wobei
die Integrale nun natiirlich iiber r, ¢ zu fiihren sind.

Die Ergebnisse fiir die Figenmoden sind jedoch auch fiir sich genommen interessant. Wir sind jetzt
in der Lage, das gesamte Frequenzspektrum w,,; eines idealen Trommelfells auszurechnen. Dabei beob-
achten wir, dass die Frequenzen nicht alle Vielfache einer Grundfrequenz sind, im Gegensatz zu einer
schwingenden Saite oder Luftsdule. Aus diesem Grund gibt eine Trommel keinen ,,sauberen Ton“ von
sich, sondern eher ein , Gerdusch*.

Zur Darstellung der Schwingungsmoden im Raum (r, ¢) bietet es sich an, die Knotenlinien zu zeich-
nen, d.h. die Linien mit u(z,®,t) = 0, an denen das Trommelfell in Ruhe bleibt. Abbildung 10 zeigt
qualitativ die einfachsten Eigenmoden. Alle nicht rotationssymmetrischen Moden (d.h. mit m > 0) re-
préasentieren jeweils eine ganze Klasse von entarteten Moden derselben Frequenz aber unterschiedlicher
Phase G,;.

(0,1) 0,2 0,3 (1,1)

1
<

O
©

1,2 (2,1) (2,2 (31)

T
&

Abbildung 10: Knotenlinien der einfachsten FEigenmoden eines runden Trommelfells jeweils mit den
charakteristischen Zahlen (m,i). Beachte, dass m die Anzahl der radialen Knotenlinien und i — 1 die
der kreisformigen angibt.

Sphérische Polarkoordinaten

Bei dreidimensionalen Problemen mit radialer Symmetrie transformiert man sinnvollerweise auf sphéri-
sche Polarkoordinaten oder Kugelkoordinaten r, 6, ¢ mit

z = rsinfcos o, (3.89)
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= rsinfsing, (3.90)
= rcosf. (3.91)

Das typische Beispiel ist die quantenmechanische Losung der Schrédinger-Gleichung fiir das Wasserstoft-
atom. Diese Losung wiederholen wir hier nicht. Wir geben nur an, dass in Kugelkoordinaten gilt

1 0 0 1 0 0] 1 02
2_+ 0 20 Y anp L i
Vi=aa <T 67“) * 2o 90 <Sm9 ae) t o 2sn?g 052 (3:92)
Der Separationsansatz lautet
u(r,0,,t) = R(r) ©(0) ®(¢) T'(t). (3.93)

Bei radialer Symmetrie der Gleichung (nicht unbedingt der Anfangsbedingungen!) sind die Eigenfunk-
tionen der Winkel die bekannten Kugelfidchenfunktionen

Vin(6.0) = | 2! Eﬁ . Z; P (cos6) (3.94)

mit den Zugeordneten Legendre-Funktionen

-1 +m dl+m
( 2l)l| (1 o z2)m/2

Die Y, erfiillen die Orthogonalitéitsrelation

PM(x) = (1 -2 (3.95)

dxltm

2m ™
/ dé / d0 sin0Y;", (0, 6) Yirm: (0, 6) = 611/’ (3.96)
0 0

Diese kann man wieder ausnutzen, um beliebige Anfangsbedingungen fiir v und u; zu erfiillen.

3.3 Integral-Transformationen

Wir hatten in Abschnitt 2.4 bereits die Laplace-Transformation, hier fiir die Variable ¢, eingefiihrt.
Jetzt wollen wir die fiir die Losung von PDG’s wichtigen Integral-Transformationen auflisten, wobei die
Transformierte einer Funktion f jeweils mit F' bezeichnet ist:

1. Fourier-Sinus-Transformation

Fw) = % /OOO dt sinwt f(t) (3.97)
@) = /00 dw sinwt F(w) (3.98)
0
2. Fourier-Cosinus-Transformation
Flw) = %/OOO dt coswt f(t) (3.99)
@) = /000 dw coswt F(w) (3.100)
3. Fourier-Transformation
F(k) = /Oo dx e f () (3.101)
flz) = % _O; dk e F (k) (3.102)

Die hier angegebene Konvention fiir die Verteilung der Vorfaktoren ist in der Physik iiblich. In der
Mathematik verwendet man eher die symmetrische Definition mit Faktoren 1/+/27 in Transforma-
tion und Umkehr-Transformation. Es ist in der Physik iiblich, bei Transformationen nach der Zeit
die Vorzeichen in den Exponenten umgekehrt zu definieren.

4. Fourier-Sinus-Reihe

F, = %/OL dz sin (mr%) f(z) (3.103)
flx) = iFn sin (mr%) (3.104)
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5. Fourier-Cosinus-Reihe

F, = %/OL dx cos (nﬂ' %) f(z) (3.105)
flx) = % + i F,, cos (nﬂ' %) (3.106)
n=1

6. Laplace-Transformation

F(s) = /Oodte*“f(t) (3.107)
(i ct+i00
fit) = ool ds e F(s) (3.108)
7. Hankel-Transformation
F,(k) = /0 drr Jn(kr) f(r) (3.109)
flry = /Oodkk:Jn(kr)Fn(k) (3.110)
0

Im Prinzip konnen wir diese Transformationen fiir eine zeitliche oder eine rdumliche unabhéngige Va-
riable anwenden oder auch fiir mehrere Variablen.

Der Zweck einer Integral-Transformation einer PDG ist, die Anzahl der unabhéngigen Variablen zu
reduzieren — im Idealfall wird die PDG auf eine gewohnliche Differentialgleichung oder sogar auf eine
algebraische Gleichung reduziert. Das wird dadurch erreicht, dass die Ableitung nach der in der Transfor-
mation auftretenden Variablen auf eine Multiplikation abgebildet wird. Fiir die Laplace-Transformation
haben wir das bereits gezeigt, fiir die verschiedenen Fourier-Transformationen ist es hinlénglich be-
kannt. Die Berechnung verwendet jeweils partielle Integration. Fiir die Hankel-Transformation sind die
Ausdriicke nicht so einfach, da sie Transformationen mit verschiedenen n verkniipfen.

Welche Transformation jeweils angemessen ist, hangt zunéchst vom Definitionsintervall der Funktion
und evtl. von ihrer Symmetrie ab:

e endliches Intervall: Fourier-Sinus/Cosinus-Reihe
e halbunendliches Intervall: Fourier-Sinus/Cosinus- oder Laplace- oder Hankel-Transformation
o reelle Achse: Fourier-Transformation

— periodische Funktion: Fourier-Sinus/Cosinus-Reihe

— gerade oder ungerade Funktion (d.h. wohlbestimmte Paritdt): Fourier-Sinus/Cosinus-Reihe
(manchmal ist es aber einfacher, die volle Fourier-Transformation zu verwenden)

Die Integral-Transformationen entwickeln eine Funktion in gewisse orthogonale Funktionen. Auf solche
Entwicklungen waren wir auch vom Separationsansatz iiber das sich ergebende Sturm-Liouville-Problem
gefithrt worden. Wir fassen die wesentlichen Gemeinsamkeiten und Unterschiede zwischen den beiden
Methoden zusammen:

Separation und Sturm-Liouville-Theorie Integral-Transformation

Gleichungen 2. Ordnung beliebige Ordnung

vollstidndige Separation (eine Variable) erfor- auch in mehreren Variablen

derlich

Separation muss Sturm-Liouville-Gleichung keine Einschrinkung

ergeben (insb. zweiter Ordnung)®

Funktionensystem ergibt sich Funktionensystem vorgegeben; wenige Stan-
dard-Systeme

Losung i.A. als Reihenentwicklung, Summati- Riicktransformation evtl. schwierig
on selten analytisch moglich

Wir haben bereits Beispiele kennengelernt, in denen das Sturm-Liouville-Problem auf das Funktionen-
system fiihrt, nach dem eine der Integral-Transformationen entwickelt:

17.B. ist die zeitliche Gleichung fiir die Diffusionsgleichung nicht von dieser Form.
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o Diffusionsgleichung auf [0, 1], homogene Dirichlet-Randbedingungen: Fourier-Sinus-Reihe,

e Wellengleichung fiir kreisformiges Trommelfell, homogene Dirichlet-Randbedingungen: Hankel-
Transformation (Radialgleichung).

Wir betrachten ein Beispiel mit Transformation nach den rdumlichen Variablen, nachdem wir schon in
Abschnitt 2.4 Transformationen nach der Zeit kennen gelernt haben. Gegeben sei die Wellengleichung
in drei Raumdimensionen mit einer lokalen Auslenkung in den Anfangsbedingungen:

uyy = (Uge + Uyy + Usz) fiir —oco < x,y, 2 < 00, (3.111)
u(r,0) = d(z)d(y)d(z) =d(r), (3.112)
us(r,0) = 0. (3.113)

Wir verwenden die Fourier-Transformation nach r = (z,y, 2):
U(k,t) = /d3re*ik'ru(r,t). (3.114)
Die Transformation des Gradienten Vu ergibt mittels partieller Integration
/dgr e ®T Vu(r,t) = —/dg’r (Ve ™) u(r,t), (3.115)
wobei wir angenommen haben, dass u fiir grofie |r| hinreichen schnell abfillt. Dies ist aber
o= +ik/d3r e T y(r,t) = ik U. (3.116)
Die Anfangsbedingungen transformieren wir ebenfalls:

Uk,0) = /d%(“”é(r) =1, (3.117)
Ui(k,0) = 0. (3.118)

Die Gleichung lautet also Fourier-transformiert

U’ = -k, (3.119)
Uk,0) = 1, (3.120)
U'(k,0) = 0, (3.121)
wobei k := |k|. Es handelt sich jetzt um eine gewshnliche Differentialgleichung, in der k nur als Parameter

erscheint. Die allgemeine Losung ist einfach
U(k,t) = Asinckt 4+ B cos ckt. (3.122)

Die Anfangsbedingungen ergeben

U(k,t) = cosckt. (3.123)

Schliellich miissen wir die Losung zuriick transformieren, was am besten in Kugelkoordinaten fiir k
auszufiihren ist, wobei der Winkel 6 gegeniiber r gemessen wird,

1 , 1 .
u(r,t) = / dk e™T cosckt = —— / dk df de k? sin 0 ™" <°%9 cos ckt
(2m)? (2m)?
1 .
= @ / dk df k? sin 6 e*" <59 cos ckt. (3.124)

Mittels der Substitution v = cosf, dv = —d6 sin§ wird dies

1 [ 1
u(r,t) / dk k? / dv e cos ckt
0

2
—1

1 o] ikr _ _—ikr
- / dkk2 S cosckt
2m)2 Jo ikr

A
©
3

Z

—~
—_

= 271_%/0 dk k sin kr cos ckt (3.125)
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k2

Dieses Integral ist formal nicht konvergent. Wir fithren einen konvergenzerzeugenden Faktor e~ ein
und schicken am Ende A — 0T. Dieses Verfahren fiihrt nicht immer auf das richtige Ergebnis, d.h. wir

miissen unser Resultat durch Einsetzen iiberpriifen. Wir erhalten

u(r,t) = / dk k sinkr cos ckt e’
0

im 5
A—0+ 2m2r

m —— Y
ADO+ 2727 8A3/2 AN

= 0 fiir r # ct,

L T ((r —ct) exp {M} + (r+ct) exp [

z7)

(3.126)

da die Exponentialfunktionen fiir A — 07 hinreichend schnell verschwinden. Also muss u(r,¢) propor-

tional zu §(r — ct) sein. Wir machen den Ansatz
u(r,t) = f(r)é(r — ct).

Dann ist

/d3r u(r,t) =4 /OO drr® f(r)6(r — ct) = 4nc*t? f(ct).
0

Andererseits gilt fiir unsere Losung

Gleichsetzen ergibt

1
t) =
Jet) 4mc?t?
und damit die Lésung
1
u(r,t) = - o(r — ct).

(3.127)

(3.128)

(3.129)

(3.130)

(3.131)

Die Losung ist eine sich ausbreitende Kugelwelle, deren Amplitude wie 1/7? abnimmt, d.h. umgekehrt
proportional zur Oberfliche der Kugel. Bachte, dass hinter der Wellenfront wieder u(r,t) = 0 ist.
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4 Die Poisson-Gleichung und die Laplace-Gleichung

Die Poisson-Gleichung lautet

V22U = Uy + Uyy + ... = f(T). (4.1)
Ist die Gleichung homogen, d.h. f = 0, so nennt man die Gleichung
Viu =0 (4.2)

Laplace-Gleichung. Offenbar ist die Poisson-Gleichung von zweiter Ordnung, linear und elliptisch. Sie
repréasentiert damit die dritte Klasse von linearen PDG’s zweiter Ordnung.

Die Gleichungen sind aus der Elektrodynamik gut bekannt. Dort fithrt man zur Lésung der Maxwell-
Gleichungen das skalare Potential ¢ und das Vektorpotential A ein. Dann folgt aus den Maxwell-
Gleichungen, dass das skalare Potential die Poisson-Gleichung

V2¢p = dnp (4.3)

erfiillt, wobei p die Ladungsdichte ist.

Poisson- oder Laplace-Gleichungen ergeben sich auch fiir stationdre Lésungen von Diffusions- oder
Wellengleichungen: Betrachte z.B. einen Korper, der sich anfangs im thermischen Gleichgewicht befindet.
Ab dem Zeitpunkt ¢ = 0 werden nun bestimmte Energiestromdichten durch die Oberfliche vorgegeben,
z.B. durch Bestrahlung mit Licht, Kiihlung etc. Diese Strome sollen nicht {iberall auf der Oberfléche
gleich sein. Wir kénnen auch auf Teilen der Oberfliche stattdessen die Temperatur fiir ¢ > 0 vorgeben.
Die resultierende Temperaturverteilung u(r, t) wird durch eine Diffusionsgleichung

uy = a*V3u (4.4)

mit i.A. komplizierten Randbedingungen beschrieben. u(r,t) wird nun eine komplizierte Zeitentwick-
lung durchmachen, aber schliellich, fiir ¢ — oo, in einen stationdren Zustand iibergehen. Dieser ist
charakterisiert durch u; = 0 und daher

V2u = 0. (4.5)
Der stationére Zustand gehorcht also der Laplace-Gleichung. Es ist wichtig zu bemerken, dass im stati-
ondren Zustand durchaus Strome flielen konnen.

Da sich Poisson- und Laplace-Gleichungen in der Physik typischerweise fiir stationdre Phdnome-
ne ergeben, beschreibt keine der unabhéingigen Variablen die Zeit und es hat daher keinen Sinn, von
Anfangsbedingungen zu sprechen; alle Rénder des Definitionsbereichs sind von derselben Art.

Wir erinnern noch an die Typen von linearen Randbedingungen:

e Dirichlet: Funktion u (oder Dichte) vorgegeben,
e Neumann: Normalenableitung du/dn (oder Stromdichte) vorgegeben,!

e gemischt: Linearkombination au + bdu/dn vorgegeben.

Wenn Neumann-Randbedingungen auf dem gesamten Rand gelten, muss noch eine Konsistenzbedingung
erfiillt sein, wie wir jetzt zeigen: Nach dem Gaufi’schen Satz gilt fiir das (n-dimensionale) Volumenintegral
{iber die Poissiongleichung V?u = f,

/d"rf(r):/d"rv%:/ dsﬁ~VuE/ ds 24 (4.6)
v 1% v ov  On

Hier ist V' das n-dimensionale Volumen und 9V sein (n — 1)-dimensionaler Rand. 1 ist der Normalen-
einheitsvektor auf OV an der Stelle r und du/dn ist die Normalenableitung. Der erste Ausdruck der
Gleichung (4.6) ergibt sich aber aus der Inhomogenitét in der Poisson-Gleichung und der letzte aus den
Neumann-Randbedingungen. Sind sie nicht identisch, so existiert keine Losung.

Beispiel: Betrachte die Poisson-Gleichung

Uy +Uyy = [flz,y) fiir den Kreis 22 + 32 < 1, (4.7)
% = cx fir 22 + 4% = 1. (4.8)

Die Konsistenzbedingung lautet

/dQTf/O%quz/O%dqﬁ cos¢p =0, (4.9)

wobei Polarkoordinaten verwendet wurden. Also nur wenn das Integral iiber f verschwindet, ist dieses
Problem losbar.

! Die Normalenableitung ist definiert durch du/dn := f- Vu, wobei fi der nach auBen weisende Normaleneinheitsvektor
auf dem Rand ist.
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4.1 Harmonische Funktionen
Eine Funktion u, die die Laplace-Gleichung
Viu =0 (4.10)

im Bereich D erfiillt, nennt man harmonisch auf D. Diese Definition gilt fiir jede Zahl von unabhéngigen
Variablen n > 2. Harmonische Funktionen haben zahlreiche niitzliche Eigenschaften, von denen wir nun
einige diskutieren.

Satz: Sei u eine harmonische Funktion auf D und sei S eine beliebige geschlossene Hyperflache in D
einschlieBlich des Randes.? Dann ist 5
/ ds £2 = 0. (4.11)
s on

Dies folgt sofort aus der Konsistenzbedingung (4.6). Bemerkung: Fiir zwei Variablen ist S eine Kurve.

Satz (Mittelwertsatz fiir harmonische Funktionen): Sei u eine harmonische Funktion auf D und sei r
ein Punkt im Inneren von D (nicht auf dem Rand). Sei

C(r,p) := {r'“r' —r|=p} (4.12)

eine Hypersphire mit Mittelpunkt r und Radius p,? die vollstéindig in D liegt. Sei

(4.13)

der Mittelwert von u auf C(r, p). Dann ist
u(r) = Ul(r, p). (4.14)

Also ist eine harmonische Funktion an jedem Punkt gleich ihrem Mittelwert {iber jede Hypersphére
(Kreis, Kugel...) um diesen Punkt, sofern dieser Mittelwert existiert.

Beweis: Wir leiten U(r, p) nach p ab:

dQ u(r)
Upy(r,p) = 9 /7 (4.15)

p /dQ

Hier ist d2 = ds/p"~! ein Raumwinkelelement (in zwei Dimensionen: d¢, in drei Dimensionen d¢ df sin 6
usw.). Die Integrale erstrecken sich iiber die Einheitshypersphére (Einheitskreis, Einheitskugel usw.) in

n Dimensionen. Dann ist 19
/dQup(r) /dQ - 8—“
LI o, (4.16)

Vel = [w [

nach dem vorigen Satz. Daher ist der Mittelwert U(r, p) unabhiingig von p. Da aber

lim U(r, p) = u(r), (4.17)

p—0
da u(r) stetig ist (sogar zweimal stetig differenzierbar), folgt
Ul(r, p) = u(r). (4.18)

Satz (Maximumprinzip fiir harmonische Funktionen): Sei u eine harmonische Funktion auf D, die nicht
konstant ist, dann nimmt v das Maximum auf dem Rand 9D an.

2In den Sitzen iiber harmonische Funktionen wird nirgends angenommen, dass der Rand von D zusammenhingt, dass
also D selbst einfach zusammenhéngend ist. D kann Lécher haben. In jedem Fall muss der gesamte Rand beriicksichtigt
werden.

3Fiir zwei Variablen ist C(r, p) ein Kreis.
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Beweis (reductio ad absurdum): Nehmen wir an, u nimmt ihr globales Maximum an einem Punkt rg im
Inneren von D an. Sei ry ein Punkt in D, fiir den gilt

u(ry) < u(ro) (4.19)

und die Hypersphire C(rg, p) mit p := |r; — rp| liegt ganz in D. (Da u nicht konstant ist und ein
Maximum im Inneren annimmt, exisieren solche Punkte.) Da u das globale Maximum bei ry annimmt,
gilt fiir den Mittelwert auf C(ro, p): U(ro, p) < u(rp). Da u an einem Punkt auf C(rg, p), ndmlich rq,
echt kleiner ist als bei rg und da u stetig ist (sogar zweimal stetig differenzierbar), folgt

U(ro, p) < u(rop). (4.20)

Das ist aber ein Widerspruch zum Mittelwertsatz.
Also nimmt jede harmonische Funktion ihr Maximum auf dem Rand an, es sei denn, sie ist konstant.
Da mit u auch —u harmonisch auf D ist, gilt dasselbe fiir das Minimum.

Korollar: Die Losung der Poisson-Gleichung (nicht nur der Laplace-Gleichung!) mit Dirichlet-
Randbedingungen ist eindeutig. Denn wenn u und v die Poisson-Gleichung V2u(r) = f(r) auf D mit
denselben Dirichlet-Randbedingungen erfiillen, dann erfiillt die Differenz v — v die Laplace-Gleichung
und verschwindet auf dem Rand dD. Nach dem Maximum-(Minimum-)Prinzip folgt v —v = 0 auf D.

Korollar: Der Mittelwertsatz gilt auch umgekehrt: Erfiillt eine Funktion u die Konsequenz des Mittel-
wertsatzes (Mittelwerteigenschaft), so ist u auch harmonisch. Beweis: sei R ein in der Definitionsmenge
D von u liegender Bereich, evtl. mit D identisch. Sei v die harmonische Funktion, die auf OR mit «
iibereinstimmt. Da mit v und v auch v — v die Mittelwerteigenschaft hat, und das Maximumprinzip aus
dieser folgt, nimmt v — v ihr Maximum und ihr Minimum auf OR an. Auf OR ist jedoch u—v = 0. Daher
ist w =wv in R. Also ist v harmonisch.

4.2 Poisson-Integralformel

Der Separationsansatz ist fiir die Poisson- und Laplace-Gleichung oft erfolgreich, wenn die Form des
Definitionsbereichs nicht zu kompliziert ist, so dass sich geeignete Variablen finden lassen. Wir besprechen
ein Beispiel, das zugleich ein wichtiges Resultat ergibt.

Wir betrachten harmonische Funktionen von zwei Variablen auf dem Kreis mit Radius R mit vorge-
gebenen Werten auf dem Kreis. D.h. wir suchen Loésungen der Laplace-Gleichung fiir u(r, ¢), in Polar-
koordinaten,

1 1
V2u:u”+—uT—|——2 Upp =0 firr<R,0<¢<2m, (4.21)
r r

mit u(R, ¢) vorgegeben. Der Separationsansatz u(r, ¢) = R(r) ®(¢) fithrt auf Eigenfunktionen fiir ®(¢)
der Form cosn¢ mit n =0,1,..., sinng mit n = 1,2,.. ., siche Abschnitt 3.2. Also hat u die Form einer

Fourier-Reihe
aQ

u(r, ¢) =

2(7") + Z [an(r) cosne + by (r) sinng| (4.22)

(beachte die periodischen Randbedingungen fiir ®). Multiplikation der PDG (4.21) mit cosn¢ bzw.
sinng ergibt, nach partieller Integration, gewthnliche Differentialgleichungen fiir a,(r) und b, (r):

" ! n2
a, + K 0, (4.23)
1 n?
b+ =b,——=b, = 0. 4.24
n + ron r2 ( )
Die Entwicklung der Randbedingung ergibt
1 27
an(R) = —/ d¢ cosng u(R, ¢), (4.25)
™ Jo
1 27
bn(R) = ;/ do sinng u(R, ¢). (4.26)
0

Die Lésungen von Gleichungen (4.23) und (4.24) sind reine Potenzen von r, mit etwas Probieren findet
man die Lésungen

)n, (4.27)
ba(r) = ba(R) ( )” (4.28)



Einsetzen in Gl. (4.22) ergibt

27

u(r, ¢) = % /027r dau(R,a) + % i (%)n/o da cosn(a — ¢) u(R, a), (4.29)

wobei wir das Additionstheorem fiir cos benutzt haben. Ist u auf dem Rand zumindest stiickweise stetig,
so darf man ) und [ do vertauschen. Die Summe lautet dann

i (%)n cosn(a — ¢) = Re nij:l (%)n ein(a—qﬁ), (4.30)

dies ist aber einfach eine geometrische Reihe (beachte /R < 1) mit dem Grenzwert

1
.=R . —1. 4.31
1= (r/R)eite—9 (4.31)
Damit folgt die Poisson-Integralformel
1 e R2 _ 42
= — d R 4.32
u(r, ) 27 /0 ‘Rz _2Rr cos(a — @) u(R, o) (432)

fiir r < R. Diese Formel ergibt die harmonische Funktion v an jedem Punkt im Inneren eines Krei-
ses, ausgedriickt durch u auf dem Rand. Fiir den Mittelpunkt ergibt sich als Spezialfall wieder der
Mittelwertsatz.
Bemerkung: Fiir Neumann-Randbedingungen findet man die Formel

2

27
u(r,éb):*g/o da In {12% Cos(a7¢)+r_

I ur(R,a) + C (4.33)

mit einer beliebigen Konstanten C'. Beachte, dass Neumann-Randbedingungen die Konsistenzbedingung

2
/ dauy(R,a) =0 (4.34)
0
erfiillen miissen. Dies ist nur Gl. (4.11) fir einen Kreis.

4.3 Holomorphe Funktionen und konforme Abbildungen

Wir erinnern uns an die Funktionentheorie: Seien z = z + iy und w = u + ‘v komplexe Variablen und
sei f eine Abbildung von z auf w:
f(z) =w. (4.35)

Sei Az komplex. Wenn der Grenzwert

AT (Ch P AC))

= lim
dz Az—0 Az

(4.36)

existiert und von der Art der Anndherung von Az — 0 unabhéngig ist, so heifit f im Punkt z komplex
differenzierbar und df /dz die Ableitung von f in z. Ist diese Bedingung in einer Umgebung von z erfiillt,
so heifit f in z holomorph.* Ist f in jedem z € R holomorph, so heit f in R holomorph.

Sei nun f(z) holomorph in z. Die Definition erfordert dann

@ ferAn - fE) L feridy) - ()
dz — Az>0 Az T Ay=0 1Ay '

(4.37)

Mit f(z) =u+iv, z = x + iy erhalten wir

lim u(z + Azx) —u(z) 4 v(z + Az) — v(z)}
Az—0 Az Az

{ cu(z +iAy) —u(z)  v(z +iAy) —v(2)
—1 +
Ay Ay
(4.38)
Dann miissen Real- und Imagninérteil fiir sich gleich sein, also folgt mit der Definition der Ableitung im
Reellen
Uy = Uy und Uy = —Vg. (4.39)

40der analytisch, besonders in der englischsprachigen Literatur (analytic).
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Dies sind die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen. Man kann zeigen, dass f = u+iv holomorph
ist genau dann, wenn u und v Gleichungen (4.39) erfiillen.

Satz: Real- und Imaginérteil einer holomorphen Funktion von z = z + ¢y sind harmonische Funktionen
von z und .

Beweis: v und v erfiillen
Ugz = Vzy = —Uyy, (4.40)

also
Ugg + Uyy = 0, (4.41)

analog fir v.

Satz: Jede harmonische Funktion in zwei Variablen ist Realteil einer holomorphen Funktion (und analog
Imaginirteil einer anderen holomorphen Funktion).

Beweis: Sei u(z,y) harmonisch und sei

F@w)<%>. (4.42)

Dann ist F ein konservatives Feld, da

0 0

ist. Daher exisiert zu F ein Potential, d.h.
(z,y) (z,y)
v(z,y) = / dr-F = / (—uy dz + uy dy) (4.44)
(z0,Y0) (z0,y0)

ist unabhéngig vom Integrationsweg. Weiter gilt
Vg = —Uy und Vy = Uy, (4.45)

also erfiillen u und v die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen und u + v ist holomorph. v heifit
zu u konjugiert.

Diese Verkiipfungen zeigen, dass in zwei Dimensionen die Ergebnisse aus der Funktionentheorie in Aus-
sagen {iber harmonische Funktionen iibersetzt werden konnen. Wir besprechen eine darauf basierende
Methode, die der konformen Abbildung:

Sei f eine holomorphe Abbildung von z = z + iy € R auf w = u + v € R/, die bijektiv ist und
deren Umkehrabbildung ebenfalls holomorph ist. Dann heifit f biholomorph oder konform auf R. Der
Begriff . konform* wird v.a. in geometrischem Zusammenhang benutzt — man kann zeigen, dass konforme
Abbildungen winkeltreu sind, d.h. das Bild zweier sich unter einem Winkel o schneidender Kurven sind
zwei Kurven, die sich ebenfalls unter dem Winkel a schneiden.

Sei ¥ (u, v) eine harmonische Funktion von u und v, w = u + iv € R’. Sei weiter

o(z,y) == V[u(z,y), v(z,y)] = ¢[Re f(z + iy),Im f(z +iy)]. (4.46)
Dann ist
¢Z = djuuz + 'vavma (447)
by = huty +Pyuy, (4.49)
d)yy = wuuui + 1/}uuyy + 2¢uvuyvy + wvvvi + wvvyy' (450)
Da f holomorph ist, erfiilllen © und v die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen und sind auch
harmonisch, also uz = vy, Uy = —Vg, Uze + Uyy = 0, Vza + Vyy = 0. Also folgt

da 1) harmonisch sein sollte. Also ist die Bildfunktion ¢ harmonisch fiir  + iy € R. Da eine konforme
Abbildung nach Definition bijektiv ist, gilt der Schluss auch in der anderen Richtung.

38



Abbildung 11: Ein komplizierte Region R, auf der die Laplace-Gleichung mittels konformer Abbildung
gelost werden kann.

Wir verdeutlichen den Nutzen dieser Aussage an einem Beispiel: Gesucht ist die Losung der Laplace-
Gleichung

¢mm + (byy = 07 (452)

(harmonische Funktion), die die Randbedingungen
¢ = 0 firaz?+y?=RZ (4.53)
o =1 fir (v —x1)% +y? = R} (R1 — |z1] > Ro) (4.54)

erfiillt, im Gebiet R zwischen den dadurch definierten nicht konzentrischen Kreisen. Sei z = = + iy. Die

konforme Abbildung
zZ+a

- — 4.
w=fz) =~ 0 (4.55)
mit
R} —of — Ry [(R?-a} - B3\ o,
_ _ - 4.
a o ( 52 ) R2, (4.56)
R2
b = 2 (4.57)
a

bildet R auf einen Ring R’ zwischen den konzentrischen Kreisen um den Ursprung w = 0 mit den Radien
Ry =|(Ro+a)/(Ro+0b)| und R} = |(x1 + R1 +a)/(z1 + R1 + b)| ab.
Nun 16sen wir das folgende Hilfsproblem: Gesucht ist die harmonische Funktion ¢ (u,v) in R’ mit

P =0 fiir u? +v? = (R})?, (4.58)
v o= 1 fiir u? +v% = (R})2. (4.59)

Wir haben schon gezeigt, dass die Losung eindeutig ist. v erfiillt die Laplace-Gleichung, die in Polarko-
ordinaten lautet

1 1
V2¢ = ; (rwr)r + 7“_2 Yee = 0. (460)
Wir machen den Ansatz ¢ = 1 (r) (unabhingig von 6), also
0= (Twr)r = r + TV (461)

Das ist eine gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung fiir ¢,. Wir machen einen Potenzansatz,
Y, =77, dann ist ¥, = vr¥"1, also

0=r"+rvr’ !

=rY +vr? = v=—1. (462)
Es folgt ¢, = 1/r und ¢ = Inr 4+ C. Mit den Randbedingungen folgt

P(u,v) = % mit r = vu? + 02 = |u+ | = |w|. (4.63)
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Nun haben wir aber gezeigt, dass, wenn v (u,v) auf R’ harmonisch ist, auch ¢(x,y) = Ylu(z,y),v

auf R harmonisch ist. Damit ist die gesuchte Funktion

qb(m,y):;ln<i z+a) mit z = x + 4y.
In(R}/R}) Ry |z+b
Zahlenbeispiel: Fiir Ry = 1, 1 = 1, Ry = 5/2 erhalten wir
a = 1/4,
b = 4,
o = 1/4
R, = 1/2

und damit
1 16p? + 8pcosa + 1

= n ,
21n2 p% +8pcosa + 16

wobei p, o ebene Polarkoordinaten sind.

o(p, @)

(z,9)]

(4.64)

(4.69)

Die Methode der konformen Abbildung vereinfacht eine Laplace-Gleichung in zwei Dimensionen,
wenn es gelingt, die geometrische Form des Definitionsbereichs zu vereinfachen. Abbildungen, die viele

mogliche Formen vereinfachen, sind tabelliert.
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5 Klassifikation von linearen Gleichungen zweiter Ordnung

Wir kehren nun zur Klassifikation von linearen PDG’s zweiter Ordnung in Abschnitt 1.2 zuriick. Die
allgemeine Form einer solchen Gleichung in zwei Variablen ist

Augy + 2Bugy + Cuyy + Dug + Euy + Fu+ G =0, (5.1)

wobei A, ..., F gegebene Funktionen von x und y sind, die wir als beliebig oft differenzierbar annehmen.
Der willkiirliche Faktor 2 in 2Bu,, wurde eingefiihrt, um spéter die Notation zu erleichtern.! In den
letzten Abschnitten haben wir verschiedene Spezialfille betrachtet. Nun wollen wir diese allgemeine
Gleichung untersuchen und dabei insbesondere kléren, welche Art von Randbedingungen wir vorgeben
miissen, um die Losung in einem bestimmten Bereich eindeutig festzulegen.

5.1 Cauchy-Daten

Als erstes betrachten wir Randbedingungen auf einer Geraden im (z,y)-Raum. Wir wihlen unser Ko-
ordinatensystem so, dass die Gerade mit der y-Achse (z = 0) zusammenfillt. u(z,y) soll nun Gl. (5.1)
erfiillen und

u(0,y) = f(y) (5.2)

(beliebig oft differenzierbar) ist auf einem Intervall [a, b] auf der y-Achse vorgegeben. Dann erhélt man
folgende Ableitungen auf diesem Intervall durch direkte Berechnung:

uy(0,y), Uy, (0,y), Uyyy(0,9) - .. (5.3)

Aber weder die Randbedingung noch GI. (5.1) legt die Ableitungen u,(0,y), sz (0,y), gy (0,y) . .. fest.?
Mit diesen Informationen kénnen wir nichts dariiber aussagen, wie sich u(x,y) fiir  # 0 verhilt.
Aus diesem Grund geben wir zusétzlich

uz(0,) = g(y) (5.4)
(beliebig oft differenzierbar) fiir y € [a, b] vor. Direkte Ableitung ergibt
Uzy (07 y)a uzyy(oa y) e (55)

Falls nun A # 0 in GL (5.1) ist, kann man die Gleichung nach u,, auflgsen,

umm -

2Bugy + Cuyy + Dug + Fuy + Fu+ G
1 )

(5.6)

Damit ist auch wu,,(0,y) bestimmt, da alle Terme auf der rechten Seite bekannt sind. Ableitung von
Gl (5.6) nach x ergibt uy..(0,y) ausgedriickt durch bekannte Funktionen, einschliefilich u,,(0,y). Ent-
sprechend kénnen wir nun alle Ableitungen nach z fiir y € [a,b] durch Iteration berechnen und an-
schlieBend auch alle gemischten Ableitungen nach z und y. Die Vorgabe von u und u, fiir y [[a,b] ist
ein Beispiel fiir Cauchy-Daten. Diese gestatten offenbar fiir A # 0 die Berechnung sdmtlicher partieller
Ableitungen.

Allgemein bezeichnet man als Cauchy-Daten die Vorgabe der gesuchten Funktion und ihrer Norma-
lenableitung auf einer Kurve.

Kennen wir aber alle Ableitungen nach z, kénnen wir die Taylor-Reihe fiir u(z,y) um = = 0 berech-

nen:
2 3

T T

+... (5.7)
und damit die gesuchte Funktion fiir « # 0 bestimmen.

Das Cauchy-Kowalewski- Theorem, das wir hier nicht beweisen, sagt aus, dass, wenn die Funktionen
f, g, B/A, ..., G/A in einer Umgebung von yo in eine Taylor-Reihe entwickelbar (d.h. reell analytisch)
sind, so konvergiert die Taylor-Reihe (5.7) in einer Umgebung von yq gegen die Losung der PDG und

diese ist eindeutig.

Beispiel: Wir betrachten die Laplace-Gleichung

Uy + Uyy = O, (5.8)
u(0,y) = siny, (5.9)
uz(0,y) = y. (5.10)

IBeachte die von Gleichung (1.12) abweichende Konvention.
2Gleichung (5.1) ergibt nur eine Relation zwischen u; und ugz, legt uz aber nicht fest.
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Wir erhalten fiir z = 0 die Ableitungen

Uy = COSY, (5.11)
Uyy = —siny, (5.12)
Uyyy = —COSY, (5.13)
Uy = 1, (5.14)
und, aus der Laplace-Gleichung und Ableitungen nach y davon,
Ugy = —Uyy = siny, (5.16)
Upzze — Uzzyy = *(uxx)yy = Sinya (518)
Ugzzze — " Uzzzyy — _(Uzzz)yy = 07 (519)
Ugzzzze — —Uzzzzyy — _(uzzzz)yy = Siny (520)
usw. Wir sehen, dass mit n =0,1,2,... gilt
n siny fiir n gerade,
Fye u(0,y) =1 vy fiir n =1, (5.21)
r 0 fiir n > 1 ungerade.
Die Taylor-Reihe fiir u lautet
1 0"u(0,y) » :
u(z,y) = nzo p R =y +siny ) ge;uie =Y + siny cosh z. (5.22)

Der Konvergenzradius ist co. Damit haben wir die Lésung sogar im gesamten Raum bestimmt.

Wir betrachten jetzt Cauchy-Daten auf einer beliebigen stetig differenzierbaren Kurve T" in der (z,y)-
Ebene. T" sei durch die Gleichung

E(ayy) =0 (5.23)

definiert. £(z,y) soll stetig differenzierbar sein. Die Gleichungen £(z, y) = const mit verschiedenen Kon-
stanten beschreiben eine Schar von Kurven. Wir fithren eine zweite Schar

n(z,y) = const (5.24)

(stetig differenzierbar) ein. £ und 7 seien so gewihlt, dass sie im interessierenden Bereich als Koordina-
tensystem dienen konnen. Dies erfordert insbesondere, dass die Kurven £ = const und 1 = const nirgends
tangential zueinander liegen. Das ist der Fall, wenn die Jacobi-Determinante

A, m)
(u,0)

ist. Die Kurven sind i.A. nicht orthogonal.
Wir betrachten w nun als Funktion von & und n. Wir geben v und die Normalenableitung auf I" vor.
Punkte auf I konnen wir mit der Koordinate n unterscheiden, also sind

QJ

wOm=f0)  wnd  S-u(0.0) = gn) (5.26)

vorgegeben. Bei der partiellen Ableitung nach 7 soll £ konstant gehalten werden, also ist die tangentiale
Ableitung auf I" einfach w,,(0, 7).

Die Normalenableitung ist jedoch i.A. nicht u¢, da u¢ auf Kurven mit konstantem n auszurechnen
ist, die i.A. nicht orthogonal auf I" stehen. Die Normalenableitung ist allgemein

ou

. .0

Hier sind é und 7 Koordinaten-Einheitsvektoren, d.h. tangentiale Einheitsvektoren an Kurven n = const
und & = const. Konventionell ist der Normaleneinheitsvektor n nach links gerichtet, wenn man die Kurve
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Abbildung 12: Zwei Scharen von Kurven £(z,y) = const und n(x,y) = const, die ein lokales Koordina-
tensystem bilden. Die Kurve T' (fett) entspricht £ = 0.

¢ = const in Richtung wachsender 1 durchlduft. Somit bestimmt die Vorgabe von u(0,7) und du/0n auf
I' sowohl u¢ als auch u, und damit

Uy, Upmy  Ungpms- -+ 5 Ug,  Ugy,  Ugyy,--- (5.28)
auf I'. Zur Bestimmung von u¢e und hoherer Ableitungen nach £ benstigen wir wieder die PDG. Mittels
Uy = EgUe + Naly (5.29)
usw. erhalten wir die PDG fiir die neuen Variablen &, #:
(AES +2BE:Ey + O&)) uge + 2 [A&uny + B(&any + 1uy) + C&yny] uey + (An; + 2Bnany + On) uyy

+ (AEII + QBgzy + ngy + D¢, + Egy) Ug + (Aﬁm + Qany + Cnyy + Dn, + Eny) Un
+Fu+G=0. (5.30)

Diese Gleichung konnen wir nach uge auflésen, falls
A+ 2BE,E, + O £0 (5.31)
ist. Wir kénnen nun zwei Féille unterscheiden:

1. Alle (stetig differenzierbaren, reelle) Funktionen £(x, y) erfiillen die Ungleichung. Dann kénnen wir
im gesamten Definitionsbereich aus Cauchy-Daten auf einer beliebigen Kurve I' alle Ableitungen
auf I' bestimmen und wie oben die Losung w in einer Umgebung von I' aus der Taylor-Reihe
bestimmen.

Ein Beispiel ist A = C' =1, B = 0. Dann wird der obige Ausdruck &2 —l—«f; > 0. Der Ausdruck kann
aber nicht gleich Null sein, da sonst die Jacobi-Determinante £, 7, — {7, verschwinden wiirde.

2. Es existiert eine Funktion &(z,y), so dass
AL} +2BEE, +CE =0 fiir { = 0. (5.32)
Also existiert zumindest eine Kurve I, auf der Cauchy-Daten nicht ausreichen, um u in einer
Umgebung zu bestimmen.
5.2 Charakteristiken und kanonische Formen
Wann treten die beiden Félle aus dem vorigen Abschnitt auf? Der Ausdruck

2 2
AHBf_w(é_y)]g; a(E) vantie

A€ +2B¢, 02 = ¢2
S+ 2BGE, +06 =6 . 6 3 3

(5.33)

ist eine quadratische Form in &,/&, oder &;/&,. Zumindest eine von beiden Formen existiert, da nicht
& = & = 0 sein kann (Jacobi-Determinante!). Wir nehmen 0.B.d.A. an, dass &, /¢, existiert. Dann ist

2
A (2_2) +2B§—z+0:0 (5.34)
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eine quadratische Gleichung fiir &, /&,. Die Losungen dieser Gleichung sind formal®

& —-B++vB? - AC

&y A '
Definition: Charakteristiken sind genau die Kurven in (z,y)-Raum, fiir die Gl. (5.35) bzw. Gl. (5.32)
erfiillt sind. Da die linke Seite reell ist, muss das auch fiir die rechte Seite gelten. Aquivalent dazu sind
Charakteristiken die Kurven, fiir die die Vorgabe von Cauchy-Daten nicht ausreicht, um die Funktion u
in einer Umgebung der Kurve zu bestimmen.

Mehr noch: Auf einer Charakteristik £ = 0 verschwindet nach Definition der Koeflizient von u¢¢ in
Gl. (5.30), die also die Form

(5.35)

2[A&ene + B(Eay + n2y) + CEny) uey + (An + 2Bneny + Cn:) g,
+ (Alga + 2BEy + C&yy + Dy + EEy) ue + (ANpg + 2Bn5y + Cnyy + Dy + Eny) uy
+Fu+G=0. (5.36)

annimmt. Sind auf der Charakteristik Cauchy-Daten vorgegeben, so sind u(0,7) und ug(0,7) bekannt
und durch Ableitung u,, u,, und ug,. Damit sind aber alle Terme ist der PDG (5.36) gegeben. Glei-
chung (5.36) ist also eine Konsistenzbedingung an die Cauchy-Daten. Ist sie nicht erfiillt, existiert iiber-
haupt keine Losung.

Wir betrachten die Steigung von Kurven &(z,y) = const. Entlang einer solchen Kurve gilt

d¢ =& dr + &y dy = 0. (5.37)
Daraus folgt
dy &
@, (5.38)

fiir die lokale Steigung der Kurve. Damit sind Charakteristiken genau die Kurven, fiir deren Steigung
eine der charakteristische Gleichungen

dy B+vB?—AC (5.39)
de A '
gilt. Beachte, dass A, B, C' im Allgemeinen Funktionen von x und y sind! Die Steigung ist notwen-
dig reell, daher richtet sich die Existenz von Charakteristiken nach der Diskriminanten B? — AC' im
interessierenden Gebiet:

o fiir B2 — AC > 0 existieren zwei unterschiedliche reelle Losungen,
o fiir B2 — AC = 0 existiert eine reelle Losung,
o fiir B2 — AC < 0 existieren keine reellen Losungen.

Wir werden in Kiirze diese drei Félle der Reihe nach besprechen. Zuvor betrachten wir eine weitere
wichtige Eigenschaft von Charakteristiken, die in folgendem Satz ausgedriickt ist:

Satz: Sei u eine Losung einer linearen PDG zweiter Ordnung in zwei Variablen, Gl. (5.1). Sei T, definiert
durch {(z,y) = 0, eine Kurve und (&, n) ein lokales Koordinatensystem. Auf I" seien u, w,, ug, Uy, und
une stetig, aber uee nicht stetig. Dann ist I' eine Charakteristik.

Mit anderen Worten: Auf Charakteristiken und nur auf diesen kann uge unstetig sein.* u ist dann
offensichtlich nicht zweimal stetig differenzierbar — in diesem Sinne erweitern wir den Begriff einer Ldsung
einer PDG.

4

Beweis: Wir bezeichnen die Losung auf den beiden Seiten von I' mit 4 und u~. u* erfiillen G1. (5.30),

(AL +2B&Ey + C&) uge + 2 [Alama + B(&any + nay) + Céyny) ug, + (An2 + 2Bnan, + Cny) ui,
+ (Abss + 2Bey + C&yy + D& + E&y) ug + (Anaa + 2Bnwy + Cniyy + Do + Eny) uf
+Fut4+G=0. (5.40)

3Fiir A = 0 erhalten wir eine unbestimmte Lésung, in diesem Fall miissen wir nach &y /€& auflosen.

4Unstetigkeiten von u selbst oder der ersten Ableitung ug entlang einer Kurve I' sind dagegen ziemlich langweilig. Sie
entsprechen unterschiedlichen Cauchy-Daten fiir die beiden Seiten von I' und hierfiir 148t sich i.A. fiir jede Kurve eine
Losung finden.
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Wir ndhern uns jetzt demselben Punkt auf I' von beiden Seiten und bilden die Differenz der PDG’s fiir
ut und u~. Da alle Ableitungen aufler uge stetig sind, heben sich diese Terme weg und es bleibt

(A2 +2BE&E, + C€)) (ufe —uge) = 0. (5.41)
Nach Voraussetzung ist u& #* uge auf mindestens einem Teil von I'. Es folgt
A€} +2BE L, + CEL =0, (5.42)
also ist I' eine Charakteristik.

Bemerkung: Analog zeigt man, dass ugee, ueeee,. - - nur auf einer Charakteristik unstetig sein kénnen.

Zusammenfassung: Eine Charakteristik £ = 0 hat die folgenden dquivalenten Eigenschaften:
e Vorgabe von Cauchy-Daten geniigt nicht, um die Funktion in einer Umgebung zu bestimmen,

e Cauchy-Daten konnen nicht beliebig vorgegeben werden, sondern miissen eine Konsistenzbedin-
gung erfiillen,

e zweite oder hohere Ableitungen der Funktion nach £ kénnen unstetig sein.

Wir besprechen jetzt die drei Fille von linearen PDG’s zweiter Ordnung.

Hyperbolischer Fall: B — AC > 0

Die Gleichung
AL +2B&E, + CE =0 (5.43)

hat zwei reelle Losungen (5.35), oder

@7B:F\/327AC’

- = - (5.44)

Also sind alle Kurven y(x) mit
dy B+ VBE_AC dy B-VBEZ_AC
—=—————— oder —=——"7—1—"—" (5.45)

de A dx A

Charakteristiken.

Die Kurven £ = const mégen nun dy/dx = (B + vB? — AC)/A erfiillen, die Kurven n = const
dagegen dy/dx = (B — VB2 — AC)/A. Alle diese Kurven sind Charakteristiken. Die Bedingung B? —
AC > 0 gewihrleistet, dass die Steigungen dy/dz der ¢- und n-Kurven nirgends iibereinstimmen —
die beiden Kurvenscharen sind nirgends tangential. Wir kénnen die Charakteristiken also als lokales
Koordinatensystem verwenden.

Die ¢-Kurven erfiillen per Konstruktion Gl. (5.43) und die n-Kurven entsprechend

An2 + 2Bn,n, + an =0. (5.46)
Einsetzen in die allgemeine Form Gl. (5.30) ergibt

2 [Aﬁz% + B(gzny + nzgy) + nyny] Ugy + (Afm; + QBgzy + ngy + D¢, + Egy) Ug
+ (Ange + 2Bn4y + Cnyy + D0y + Eny) uy + Fu+ G = 0. (5.47)

Der Koeffizient von ug, ist nicht Null, da sonst die Gleichung gar nicht von zweiter Ordnung wére, und
wir konnen durch ihn teilen. Die hyperbolische Gleichung nimmt dann ihre kanonische Form

Ugn + o + Buy +yu+6=0 (5.48)
an, wobei «, (3, v, 6 Funktionen von £ und 7 sind. Bemerkung: Eine alternative kanonische Form lautet
Uge — Uy + 0tg + Buy +yu+6=0 (5.49)
mit anderen Variablen &, n und Funktionen « usw.
Beispiel: Fiir die einfache Wellengleichung

Ut — CUgy = 0 (5.50)
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ist, im Vergleich mit Gl. (5.1) und mit ¢ an Stelle von y,
A=—c% B =0, C=1 (5.51)
und damit B? — AC' = ¢? > 0. Die Charakteristiken erfiillen daher

dt V21

R S 5.52
dx c? c ( )
oder J
i
— = Zc. .
7 c (5.53)

Die Charakteristiken sind alle Geraden mit der Steigung +c. Sie haben damit die Bedeutung von Kurven
entlang derer sich Signale ausbreiten und teilen den Raum in zwei Gebiete, in denen das Signal bereits
bzw. noch nicht voriiber gegangen ist. Es ist naheliegend, dass gewisse Unstetigkeiten auf den Charak-
teristiken auftreten kénnen, da das System im zweiten Gebiet nichts von einem Signal im ersten Gebiet
,weill“.

X

Abbildung 13: Charakteristiken der Wellengleichung.

Fiir den hyperbolischen Fall bestimmen die Charakteristiken den kausalen Zusammenhang vom Funkti-
onswert u an zwei Punkten, wie wir fiir den einfachsten Fall der Wellengleichung schon gesehen haben.
Man hat den folgenden allgemeinen Satz:

Satz: u(z,y) erfiille eine hyperbolische PDG. Auf einer Kurve T, die keine Charakteristik ist, seinen
Cauchy-Daten vorgegeben. Dann ist u an einem Punkt (xg,yo) bestimmt durch die Cauchy-Daten auf
dem Abschnitt von I, der zwischen den Schnittpunkten von I' mit den beiden durch (g, yo) verlaufenden
Charakteristiken liegt, sofern diese Schnittpunkte existieren. Existieren sie nicht, so reichen die Cauchy-
Daten nicht hin, um w(zo, yo) festzulegen.

(Xo1¥o)

Abbildung 14: Allgemeine hyperbolische Gleichung: Der Funktionswert u(xo,yo) ist durch Cauchy-Daten
auf dem fett gezeichneten Abschnitt der Kurve I' bestimmt. Die beiden diinn gezeichneten Kurven sind
die durch (xg,y0) gehenden Charakteristiken.
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Satz: Sei unter gleichen Bedingungen (x1,y1) ein Punkt auf I'. Dann héingt die Losung u(x,t) im von
den beiden durch (x1,y;) verlaufenden Charakteristiken begrenzten Gebiet von den Cauchy-Daten bei
(x1,y1) ab. Wir verzichten hier auf die formalen Beweise, die &hnlich zu den bereits durchgefiihrten
verlaufen.

Parabolischer Fall: B2 — AC =0
Die Gleichung

AEZ +2B&E, + CE =0 (5.54)
hat eine reelle Losung
dy B
= =—. 5.55
de A ( )

Alle Kurven, die diese Gleichung erfiillen, sind Charakteristiken. Es existiert nur eine Schar von Cha-
rakteristiken.

Die Kurven & = const mogen dy/dx = B/A erfilllen. Wir fithren eine zweite Schar von Kurven
1 = const ein, die nirgends tangential zu den Charakteristiken liegen, so dass (£,7n) ein lokales Koordi-
natensystem bilden.

Der Koeflizient von uge in Gl (5.30) verschwindet, weil die Kurven § = const Charakteristiken sind.
Der Koeffizient von ug,, ist

z z B?
2o + Bl +1:6) + C &l =2 |40+ 5 (En,tn )+ o,
=B2/A Y Y

B B?
=26, |<Bo+ B (<) + S| =0 (5.56)

unter Beachtung von . /¢, = —B/A. Der Koeffizient von u.,, ist nicht Null, da sonst die Gleichung nicht
von zweiter Ordnung wiére. Division durch diesen Koeffizienten bringt die parabolische Gleichung auf
ihre kanonische Form

Uy + Qe + fuy +yu+0 =0, (5.57)

wobei «, ..., Funktionen von &, n sind.

Beispiel: Die einfache Diffusionsgleichung
Up — 02Uy = 0 (5.58)
hat A = —a?, B = C = 0 und damit B2 — AC = 0. Die Charakteristiken erfiillen

at

de

sind also alle Linien konstanter Zeit. Auf diesen miissen Cauchy-Daten die Konsistenzbedingung erfiillen

bzw. u; ist bereits durch u festgelegt. Wir verstehen jetzt aus der allgemeineren Theorie, wieso wir bei

der Diffusionsgleichung nur u(x,0) als Anfangsbedingung vorgeben konnten und nicht zugleich u:(x,0).

Nach dem vorigen Abschnitt kénnen wir Charakteristiken als Trajektorien der Signalausbreitung

betrachten. Damit finden wir hier, dass sich Signale mit unendlicher Geschwindigkeit ausbreiten (bei der
Wellengleichung war dt/dz = 1/c), in Ubereinstimmung mit unserer fritheren Beobachtung.

0 = t = const, (5.59)

Elliptischer Fall: B2 — AC <0

Es existieren keine Charakteristiken. Man kann die Gleichung dennoch auf eine einfache kanonische
Form bringen. Das Vorgehen besteht aus zwei Transformationsschritten:
1. Schritt: Wir fithren neue Koordinaten p, o ein, so dass die PDG die Form

Upe + attp + Bus +yu+0 =10 (5.60)

annimmt. Das ist dieselbe Form wie im hyperbolischen Fall, also fragen wir uns, wie das funktionieren
kann. Die Antwort ist, dass wir hier kompleze Variablen erlauben. Wir 16sen formal die charakteristischen

Gleichungen
dy B++vB?- AC
de A
und erhalten zwei Scharen von Losungen, p = const und ¢ = const. Da aber B? — AC < 0 sind diese
Losungen nicht reell und beschreiben daher keine Charakteristiken. Wir kénnen aber alle Manipulationen
formal durchfithren und analog zum hyperbolischen Fall die Form (5.60) herleiten.

(5.61)
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2. Schritt: Wir transformieren auf neue Variablen

¢ = 212 (5.62)

_ pP=c
T (5.63)

p und o sind nach der Herleitung komplex konjugiert, daher sind £ und 7 reell. Durch Ausdriicken der
Ableitungen nach p, o durch solche nach £, n erhalten wir die kanonische Form

Ugg + Uy + Gug + Puy +Fu +6 =0 (5.64)

mit Funktionen a, ... ,5 von &, 1. Beachte, dass beide zweiten Ableitungen denselben, nicht verschwin-
denden Koeffizienten haben, durch den hier bereits geteilt wurde.

Beispiel: Die Laplace-Gleichung w4y, = 0 ist schon in kanonischer Form. Wir betrachten daher die
PDG
Y Upe + 22Uy = 0 firx >0,y > 0. (5.65)

Hier ist B2 — AC = —22y? < 0.
1. Schritt: Wir finden die charakteristischen Gleichungen

dy _ V=T

x
= +i . 5.66
Iy " i (5.66)

Dies sind zwei gewdhnliche Differentialgleichungen fiir y(z), die leicht durch Trennung der Variablen
gelost werden konnen:
y® F iz® = const. (5.67)

Wir nennen die beiden Konstanten p und o:

v +ix? = p, (5.68)
v —ix? = o (5.69)
p(x,y) = const und o(x,y) = const sind also Losungen der charakteristischen Gleichungen. Sie wiirden

Charakteristiken beschreiben, wenn sie reelle Funktionen wiren.
2. Schritt: Die endgiiltigen Variablen sind

p+o

¢ = 5 = Y2, (5.70)
p—0

no= 5 = z?. (5.71)

Nun miissen wir die PDG noch auf diese Variablen transformieren. Es ist

5 5 0 0
. - 20 — = 2./m — 5.72
=& 5 L an Vi an ( )

und analog
0 0
a9 Ve 9 (5.73)

Daraus folgt

e = 2Ty = 4 (0 0+t ) = 20+ A (570
und analog
Uyy = 2ug + 4Euge. (5.75)
Damit lautet die PDG
0 = Y2 Usy + T2 uyy = 28w, + 4ENUy, + 2nue + 4nuge (5.76)
und nach Division durch 4&n:
1
Uge + Upy + 25 un =0. (5.77)

Dies ist die kanonische Form der Gleichung.
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6 Gleichungen erster Ordnung

Wir diskutieren nun PDG’s erster Ordnung. Diese kommen ebenfalls in der Physik vor. Ein Beispiel ist
die Kontinuitatsgleichung
u+V-j=0, (6.1)

wobei u eine Dichte und j die zugehorige Stromdichte ist. Dies ist jedoch nur dann eine PDG erster
Ordnung, wenn j explizit als Funktion von u gegeben ist. Ist z.B. in einer Raumdimension j = cu(1 —u),
so folgt

ug +c (1 —2u)uy = 0. (6.2)

Man sieht, dass diese PDG erster Ordnung nicht linear ist, was in der Praxis oft der Fall ist. Weitere Bei-
spiele sind die Dirac-Gleichung und die Boltzmann-Gleichung. Wir beschrénken uns wieder iiberwiegend
auf Gleichungen in zwei Variablen. Die Ergebnisse lassen sich aber auf mehrere Variablen verallgemei-
nern.

Einige Definitionen: Eine lineare PDG erster Ordnung in zwei Variablen z, y hat nach der bereits
bekannten Definition die allgemeine Form

Auy + Buy + Cu+ D =0, (6.3)
wobei A, B, C, D Funktionen von z, y sind. Eine quasilineare PDG erster Ordnung hat die Form
flz,y,w) ue + g(z,y,u) uy = h(z, y,u) (6.4)

mit Funktionen f, g, h von z, y und u. Diese allgemeine Gleichung ist also linear in den Ableitungen wu,
und u, aber i.A. nicht in u selbst. Der Spezialfall einer linearen Gleichung ergibt sich offensichtlich fiir

f(m,y,u) :A($7y), g(:c,y,u) :B(‘Tay)a h(x,y,u) = —C(x,y)u—D(x,y). (65)

Wir betrachten die allgemeinere Klasse von quasilinearen Gleichungen, da sie im Prinzip mit der Losun-
genmethode der Charakteristiken nicht schwieriger zu 16sen sind als lineare Gleichungen. Beispiele:

uy +22%u, = zT+yu linear,
uug +sin(yu) uy +u? = 0 quasilinear, (6.6)
u2+au, = au+b nicht quasilinear.

6.1 Charakteristiken

Wir kénnen Charakteristiken &hnlich wie fiir Gleichungen zweiter Ordnung definieren. Bei Gleichungen
erster Ordnung werden sie sich als noch niitzlicher erweisen. Fiir Gleichungen zweiter Ordnung hatten
wir Cauchy-Daten definiert als Vorgabe der Funktion und ihrer Normalableitung auf einer Kurve I'.
Aufgrund unserer Erfahrungen mit gew6hnlichen Differentialgleichungen erwarten wir, dass wir fiir eine
PDG erster Ordnung nur die Funktion selbst vorgeben miissen. Daher stellen wir uns folgende Frage:

Existieren Kurven I, so dass die Vorgabe von u auf I' nicht ausreicht, um u in einer Umgebung von
I' zu bestimmen? Wenn ja, liegt es nahe, solche Kurven als Charakteristiken zu bezeichnen.

Nehmen wir an, eine Charakteristik I" existiert. Sie sei definitiert durch &(x,y) = 0. Wir fithren zwei
Familien von Kurven ein: £(z,y) = const und n(z,y) = const, so dass £ und 7 ein lokales Koordinaten-
system bilden. In den neuen Koordinaten lautet die allgemeine Form der PDG

(f& + 9&y) ue + (fne + gny) uy = h. (6.7)

u(0,n) is auf I' vorgegeben. Daher kénnen wir sofort u, auf I' ausrechnen. Zur Berechnung von e
bendtigen wir die PDG,
_ h = (f1a + gny) uy

Ue = 6.8
¢ f&e + gfy ( )

Diese Umstellung nach u¢ ist jedoch nur méglich, wenn
f&e +9& #0. (6.9)

Dann kénnen wir direkt ug, berechnen und durch Ableiten der PDG schliefilich alle hheren Ableitungen,
ghnlich wie beim Fall zweiter Ordnung.
Auf einer Charakteristik I' muss dagegen gelten

[ +9&y =0 (6.10)
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und wir erhalten die charakteristische Gleichung

@ _ _E_z N g(x,y,u) (6.11)

de gy_f(zayvu)-

Damit haben wir wieder eine Gleichung fiir die Steigung der Charakteristiken erhalten. Falls f = 0 ist,
berechnen wir stattdessen dx/dy. Beachte, dass es fiir eine quasilineare Gleichung erster Ordnung genau
eine Familie von Charakteristiken gibt.

Betrachten wir u(z,y) auf einer Charakteristik I'. Die totale Ableitung nach z auf I" lautet

du dy  fug + guy

W+ 6.12
dr et gt I (6.12)
Mit der PDG eingesetzt ergibt sich
du h
— =-. 6.13
7 (6.13)

Manchmal bezeichnet man (z,y,u) als Charakteristik, wenn Gleichungen (6.11) und (6.13) erfiillt sind.
Wir werden diese Gleichung ausnutzen, um PDG’s erster Ordnung zu 16sen.
Was geschieht andererseits, wenn wir u auf einer Charakteristik I' vorgeben? Wir wissen schon, dass
dann gilt
du  fug + guy

- 5 (6.14)

Es treten zwei Falle auf:

1. Wenn du/dx = h/f, ist die Gleichung trivial erfiillt. Losungen existieren, sind aber durch die
Vorgabe von « nicht eindeutig bestimmt (nach der Definition von Charakteristiken).

2. Wenn du/dx # h/f ist Gl. (6.14) nicht erfiillbar. Es existieren keine Losungen.

Gleichung (6.13) auf I' stellt also eine Konsistenzbedingung dar.

Wir betrachten ein Beispiel, das auch zeigt, wie man Charakteristiken zur Losung einer PDG verwenden
kann. Wir suchen Losungen der PDG
Uy + 20Uy =Y (6.15)

mit der Randbedingung
uw(0,y) =1+9y* fir0<y<1. (6.16)

Die Gleichung ist sogar linear und die Koeflizienten lauten
f=1 g=2z  h=y. (6.17)
Die Bedingung fiir die Charakteristiken ist also

dy g
—= == =2z 1
i~ f x (6.18)

Diese gewohnliche Differentialgleichung hat die Losungen
y=22+c (6.19)

mit einer beliebigen Konstanten c;. Die Charakteristiken sind also Parabeln. Nun gilt auf einer Charak-
teristik

du h 9
— = — =y = ) 6.20
oYY ta (6.20)
Die Losung dieser gewohnlichen Differentialgleichung ist
L 3
u=ge + 1z + co. (6.21)

Diese Losung gilt nur entlang der durch die Wahl der Konstanten ¢; bestimmten Charakteristik.
Nun beriicksichtigen wir noch die Randbedingung u(0,y) = 1+ y? fiir 0 < y < 1. Dieses Intervall auf
der y-Achse wird von den Charakteristiken mit 0 < ¢; < 1 geschnitten. Fiir den Schnittpunkt (0, yo) ist

Yo =0>+c1 = 1. (6.22)
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Abbildung 15: Charakteristiken fiir die lineare Gleichung erster Ordnung u, + 2zuy = y. Die Vorgabe
von w(0,y) fir 0 <y <1 legt die Lisung im schraffierten Gebiet fest.

Dort ist, nach der Randbedingung,
w(0,90) = 1+ 4. (6.23)

Auf der Charakteristik ist die Losung der PDG jedoch bekannt, Gl. (6.21), also gilt auch

1
u(0,y0) = 3" 0> +c1-0+co. (6.24)
Damit folgt
c2=14y3 (6.25)
und
_1.s _ 1, 5
=g +clz+02f3z +yoxr + 1+ yg. (6.26)

Diese Losung gilt auf der Charakteristik mit ¢; = yo, die die Gleichung y = 2 + yq erfiillt. Also kennen
wir die Losung nun, zumindest implizit, im Gebiet zwischen den Parabeln

y=2> und y=2*+1, (6.27)

das in Abb. 15 schraffiert ist. Aulerhalb dieses Gebietes kénnen wir nichts aussagen.
Ein beliebiger Punkt (z,y) in diesem Gebiet liegt auf einer Charakteristik

y =" +yo, (6.28)
also ist
Yo =y — . (6.29)

Damit erhalten wir schliefllich die explizite Form der Losung
L 3 2 22 42 3 2 2
u(x,y):§z +y—az)x+1+(y—a°) == — 3% —2zy+ay+y-+1 (6.30)

im schraffierten Gebiet. Wir erkennen jetzt auch anschaulich, wieso wir i.A. nicht u auf einer Charakte-
ristik vorgeben konnen bzw. warum u auf einer Charakteristik eine Konsistenzbedingung erfiillen muss:
Fiir Gleichungen erster Ordnung bestimmt schon die Vorgabe von u an einem Punkt u auf der gesamten
Charakteristik.

Bemerkung 1: In der Praxis ist oft die Verwendung einer Parameterdarstellung fiir die Charakteristi-
ken niitzlich, besonders wenn sich diese nicht {iberall explizit in der Form y(z) schreiben lassen. Eine
geringfiigige Verallgemeinerung der obigen Uberlegungen fiihrt auf die charakteristischen Gleichungen

dx dy du

5 = f(.’L‘,y,U), a = g(.’L‘,y,U)7 5 = h(ﬂfa%u) (631>
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mit einem Parameter A. Die Losungen (z()), y(\)) sind Parameterdarstellungen von Charakteristiken auf
denen die Funktion selbst die dritte Gleichung erfiillen muss. Die oben angegebene Form der Gleichungen
dy ¢ du h
@9 _ 9 d kg 6.32
de f b de f ( )
ergibt sich sofort wieder, sofern diese Ausdriicke existieren.
Wir beweisen kurz die Korrektheit der Parameterdarstellung: Eine Kurve (x(A),y())) erfiille die
Gleichungen (6.31). Definiere eine Grofie £(x, y), so dass £ = const auf der Kurve. Dann ist

dy _ds
dx  d\

d

feo+ 98 = & + &

y (6.33)

da & = const. Damit ist die Kurve eine Charakteristik. Schliefflich leiten wir u entlang dieser Charakte-
ristik ab,
du dx dy

N SO
womit auch die dritte Charakteristische Gleichung gezeigt ist.

= fue + guy = h, (6.34)

Bemerkung 2: In der Gleichung

f(‘rayvu) Uy + g(:z:,y,u) Uy = h(x,y,u) (635)

suchen wir u als Funktion von x und y. Das Problem ist aber tatséchlich symmetrisch in z, y, u; wir
kénnen z.B. auch nach z(u,y) suchen. Dazu benutzen wir

1
= — 6.36
s = — (6.36)
und, bei konstantem =z,
0=dz =z, du+zydy, (6.37)
also .
Uy = —i. (6.38)
Einsetzen in die PDG ergibt
Loogm (6.39)
Ty Ty,
oder umgestellt
hxy+gay=f. (6.40)

Beachte, dass f, g, h einfach die Rollen getauscht haben. Es ist manchmal niitzlich, eine solche Trans-
formation auszufithren, um eine einfachere PDG zu erhalten.

Mehr Variablen

Wir diskutieren kurz die Verallgemeinerung auf mehr als zwei Variablen. Sei

n

Zfi(zla"'v'rnvu)umi:h’(xlv"'azn;u) (641)

i=1

eine quasilineare Gleichung erster Ordnung in n Variablen. Sei u auf einer gewissen (n—1)-dimensionalen
Hyperfliche S vorgegeben. Dann bezeichnet man als Charakteristiken die Losungen der Gleichungen

dl‘i

= Ji, 42
L=y (6.42)
du
— = h. 4
o (6.43)

Wieder existiert eine Schar von Charakteristiken und i.A. liegt jeder Punkt auf genau einer Charakte-
ristik. Die Vorgabe von u auf S bestimmt v auf allen Charakteristiken, die S schneiden. Wir erwarten
sinnvolle Losungen nur, wenn S keine Charakteristiken enthalt.
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6.2 Allgemeine Gleichungen erster Ordnung

Die bisherigen Ergebnissen kénnen zum Teil auf allgemeine Gleichungen erster Ordnung iibertragen
werden, die also i.A. nicht linear oder quasilinear sind. Wir beschrinken uns auf zwei Variablen. Die
allgemeine Form einer PDG erster Ordnung in zwei Variablen lautet

F(z,y,u, Uz, uy) =0 (6.44)

mit einer hinreichend oft stetig differenzierbaren Funktion F. Wir nehmen wieder an, dass u auf einer
Kurve T, definiert durch £(z,y) = 0, vorgegeben ist und suchen die Losung in der Umgebung von T'. Es
ist niitzlich, neue Koordinaten £, n einzufiihren. In diesen nimmt Gl. (6.44) die Form

F(-T(€7 n)a y(fv 7])7 u(£> n)a uﬁgz + Un Tz, Uﬁgy + u’r]ny) (645)

an. Aus u auf I" kann man wieder direkt die tangentiale Ableitung u,, bestimmen. u¢ und daraus Ju/On
erhalten wir im Prinzip aus Gl. (6.45) — diese Gleichung ist aber i.A. nichtlinear, so dass es mehrere
Losungen fiir ug auf I" geben kann. Es ist daher iiblich, v und du/0n vorzugeben, die dann aber Gl. (6.45)
als Konsistenzbedingung erfiillen miissen.

Existieren Charakteristiken fiir die allgemeine Gleichung? Damit meinen wir Kurven, auf denen die
Vorgabe von u [und Ju/0n unter Erfiilllung von Gl. (6.45)] nicht ausreicht, um « in einer Umgebung
festzulegen.

Um diese Frage zu beantworten, leiten wir Gl. (6.45) nach £ ab. Wir fithren die Bezeichnungen

D= Uy und q=uy (6.46)
ein. Dann ist die Ableitung nach &
Fpae + Fy ye + Fuug + Fp (ueele + ugntn) + Fy (ueey + ugnny) =0 (6.47)

(beachte &ye = 01/0xz = 0 usw.). Die Ableitungen von F' enthalten keinen Term wuge, somit ist diese
Gleichung linear in u¢e mit dem Koeffizienten

Fpée + Fy&y. (6.48)

Ist nun

Fpée + Fy&y =0, (6.49)
so konnen wir die Gleichung nicht nach u¢s auflésen. Analog kann man zeigen, dass sich dann auch
Ugge,. - - nicht bestimmen lassen. Damit haben wir die charakteristische Gleichung gefunden. Sie 148t sich
auch schreiben als

dy _ & _ Fy

=i E (6.50)

entlang der Charakteristik. Wie im quasilinearen Fall ist es niitzlich, eine Parameterdarstellung ein-
zufiihren. Eine Charakteristik sei gegeben durch (z(\),y(\)). Auf der Charakteristik gilt dann

dx

n o= Fy, (6.51)
dy
n - F,. (6.52)
Weiter folgt
du dx dy
azuza"’“ya:pr'i'qFQ' (6'53)

Im Vergleich zum quasilinearen Fall stoen wir hier auf ein Problem: Die Gleichungen (6.51), (6.52),
(6.53) enthalten p = u, und g = wu, auf der rechten Seite, die wir nicht als Funktionen von A kennen,
und damit kénnen wir das Gleichungssystem noch nicht 16sen. Wir benstigen auch Gleichungen fiir p(\)
und ¢(A), die wir wie folgt erhalten. Wir leiten Gl. (6.44) nach x ab:

Fz+Fup+Fppx+quI =0, (6'54)

also, mit gy = ugy = py und Gleichungen (6.51) und (6.52),

dz dy dp
F,+ F, —ps+—p, =F, +F, — =0. .
=+ erd)\p +d)\py + p+d)\ 0 (6.55)
Damit erhalten wir p
14
—=—-F,—-F, 6.56
dx p (6.56)
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und analog

dg _ —F, - F, 6.57)
N (6.
Gleichungen (6.51), (6.52), (6.53), (6.56) und (6.57) stellen fiinf gekoppelte gewdhnliche Differential-
gleichungen fiir die Funktionen z, y, u, p, ¢ von A dar. Starten wir von einem Punkt auf der Kurve
mit vorgegebenen Daten, so kennen wir alle fiinf Groflen an diesem Punkt und kénnen nun im Prinzip
die fiinf Funktionen von A bestimmen. Damit bekommen wir nicht nur die Charakteristik (z(X),y(X)),
sondern auch die Funktion u und ihre Ableitungen u, und u, entlang der Charakteristik,! d.h. auch
die Tangentialebene an der Fliche u(z,y) an jedem Punkt der Charakteristik. Die Gesamtheit der fiinf
Groflen entlang einer Charakteristik nennt man auch einen charakteristischen Streifen.

Beispiel: Wir betrachten die PDG erster Ordnung

u—muz—%u§+x2:0 (6.58)
mit
u(z,0) = 2 — %x4 fir0 <z <1 (6.59)
Mit p und q lautet die PDG
u—xp—§+x2:0. (6.60)

Aus der Randbedingung folgt

2
ug(x,0) = p(z,0) =22 — = 23 fir0<az<l1 (6.61)

3
und mit der PDG

1 2 2 4 2
z276x472x2+§z47@+z2:%7q (‘;’0) =0 fir0<az<l. (6.62)

Konsistente Vorgaben fiir ¢ sind also ¢(z,0) = 22 fiir 0 < z < 1. Wir geben
q(z,0)=2* fir0<az<1 (6.63)
vor. Die charakteristischen Gleichungen lauten

dx d_y _ du

d
= —pr—q*, L =-2,

ar _ _ adu dg _
A A o

- . 64
) q (6.64)

Wir bestimmen die Charakteristik, die das vorgegebene Intervall bei x = xy schneidet. Dieser Punkt
moge dem Parameter A = 0 entsprechen. Dann finden wir

z(\) = woe?, (6.65)
= p(\) = 2xpe 4, (6.66)
g\ = cpe?, (6.67)
= y(\) = e+ (6.68)
Die Randbedingungen ergeben
a2 3

p(A) = 2mpe™" — 3 %o (6.69)
q\) = xde?, (6.70)
y(A) = (e 1) (6.71)

Wir kénnen nun den Parameter A eliminieren,

2

p = 2x— 3 3, (6.73)
q = ToT. (6.74)

IMan kann zeigen, dass die so bestimmten Ableitungen mit der urspriinglichen PDG konsistent sind.
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Beachte, dass die Charakteristiken in diesem Beispiel Geraden sind. Die Funktion u selbst bestimmen
wir am besten direkt aus der PDG,

1 2 1 21} 5
u:px+§q27z2:29:27§z8x+§x§z27z2:x2f%x+x—;x2. (6.75)

Nun koénnen wir auch xy mittels y = xox — x% durch y ausdriicken:

T 2
$Of§+\/1*y, (6.76)

wobei das Vorzeichen so gewidhlt wurde, dass x = z¢ fiir y = 0 erfiillt ist. Schliellich ergibt sich die
Losung
u:mQ—ix4+1x2y—ix(m2—4y)3/2 (6.77)
12 2 12
zu den vorgegebenen Randbedingungen. Diese Losung gilt nur in den Punkten, die durch Charakteri-
stiken mit dem vorgegebenen Intervall verbunden sind. Dieses Gebiet ist in Abbildung 16 gezeigt (wir
beschrinken uns auf y > 0).

1

0.8

0.6 |

04

0.2 +

0 0.5

u vorgégeben

=

15 2

Abbildung 16: Charakteristiken fiir die nichtlineare Gleichung erster Ordnung u — Tu, — u§/2 +22=0
mit einer speziellen Vorgabe von u(x,0) fir 0 < x < 1, siehe Text. Diese Vorgabe legt die Lisung im
Gebiet zwischen den fett gezeichneten Kurven fest. Beachte, dass die linke Begrenzung eine Finhiillende
von Charakteristiken ist. Sie gehorcht der Gleichung y = x2/4. Die diinn gezeichneten Geraden sind
Charakteristiken.

Wir sehen sofort, dass sich die Charakteristiken in diesem Beispiel schneiden und eine Einhiillende
(Enveloppe) aufweisen. Das ist typisch fiir nichtlineare Gleichungen (einschlielich quasilineare Gleichun-
gen) erster Ordnung.

Bei der Betrachtung von Abb. 16 fillt auf, dass sich im Inneren des Losungsgebiets in jedem Punkt
zwei Charakteristiken schneiden. Integration entlang der zwei Charakteristiken durch einen Schnittpunkt
wird i.A. unterschiedliche Werte von u, p, ¢ ergeben. Im Beispiel hatten wir stillschweigend die Cha-
rakteristik gewdhlt, die zwischen dem gesuchten Punkt und der Kurve mit Randbedingungen nicht die
Einhiillende beriihrt, denn so ergibt sich eine stetige Losung. Der Grund ist folgender: Um eine stetige
Losung zu erhalten, muss insbesondere der Schnittpunkt (xg,0) stetig vom betrachteten Punkt (x,y)
abhéangen. In der N#he der z-Achse miissen wir die steileren Charakteristiken wahlen, da die flacheren
sich der Charakteristik y = 0 fiir o = 0 anndhern, die mit der Randbedingung nicht vertréglich ist
(denn auf dieser Charakteristik wire u = 22).2 Daher erfordert Stetigkeit, im gesamten Gebiet die stei-
leren Charakteristiken zu benutzen. Im Gebiet rechts von der rechten fett gezeichneten Charakteristik
y = x — 1 in Abb. 16 kénnen wir eine eindeutige Losung finden, da nur jeweils eine Charakteristik
durch jeden Punkt das vorgegebene Intervall schneidet. Dies erfordert aber die Verwendung der flache-
ren Charakteristiken. Daher wird sich die Losung entlang y = = — 1 nicht stetig an die Losung im eben
diskutierten Gebiet anschlieflen.

2Dieses Beispiel ist also ziemlich subtil, da wir tatséchlich die Randbedingungen auf einer Charakteristik vorgeben! Nur
geht die Charakteristik-Eigenschaft der z-Achse nicht in die Losung ein, weil wir fiir jeden vorgegebenen Punkt (zg,0) die
andere Charakteristik durch diesen Punkt benutzen.
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6.3 Einhiillende und vollstindiges Integral
Sei eine Kurvenschar im (z, y)-Raum definiert durch die Gleichung
g9(z,y,a) =0, (6.78)

wobei der Parameter « verschiedene Kurven der Schar unterscheidet. Hat die Schar eine Einhiillende, so
schneiden sich in jedem Punkt der Einhiillenden zwei ,,benachbarte* Kurven, d.h. gekennzeichnet durch
die Parameter o und o + da. In diesem Punkt muss also neben Gl. (6.78) auch

g(z,y,a+da) =0 (6.79)
gelten. Subtraktion der beiden Gleichungen ergibt
g(x,y,a+da) — g(x,y,a) = ga(z,y,a) da = 0, (6.80)
also erfiillen die Punkte der Einhiillenden simultan die beiden Gleichungen

glz,y,a) = 0, (6.81)
ga(‘rvyaa) = 0. (682)

Wir interessieren uns speziell fiir die Einhiillende einer Schar von Charakteristiken. Da jeder Punkt
auf der Einhiillenden auch auf einer Charakteristik liegt und die Einhiillende am Beriihrungspunkt
tangential zu dieser ist,? gilt fiir jeden Punkt der Einhiillenden, dass die Vorgabe von u und du/dn nicht
ausreicht, um v in einer Umgebung zu bestimmen. D.h. die Einhiillende der Charakteristiken ist selbst
eine Charakteristik!

Im obigen Beispiel erhalten wir fiir die Einhiillende das Gleichungssystem (der Parameter ist hier xg)

y—mwoxr +2a5 = 0, (6.83)
—r+2xy = 0, (6.84)
woraus durch Elimination von x( folgt
Lo, 1 o Lo
y—5 +4x =y- ¢ =0, (6.85)
also ist )
y:ZzQ (6.86)

die explizite Form der Einhiillenden.

Einhiillende lassen sich auch fiir hoherdimensionale Objekte wie Flichen definieren. Dies ist von Bedeu-
tung fiir die Losungen von nichtlinearen PDG’s erster Ordnung. Eine Schar von Flichen sei durch die
Gleichung

glx,y,z,a) =0 (6.87)

mit dem Parameter « definiert. Ein einhiillende Fléche ist in jedem Punkt tangential zu einer der Flichen
der Schar; man kann zeigen, dass die Einhiillende dann Gl. (6.87) und

ga(®,y,2,0) =0 (6.88)

erfiillen muss.

Die Anwendung auf Losungen von PDG’s ist folgende: Sei u(x,y, &) eine Schar von Losungen dersel-
ben PDG erster Ordnung, aber i.A. nicht zu denselben Randbedingungen. Die Schar habe eine Einhiillen-
de U(z,y). Diese ist notwendig tangential zur Losung u(z,y, «) im Berithrungspunkt mit dieser. Damit
gilt an diesem Punkt aber

Ulz,y) = u(z,y,a), (6.89)
Ux(xvy) = uz(x,y,a), (690)
Uy(z,y) = uy(z,y,0q). (6.91)

Da u(z,y, @) nun bei (x, y) die PDG erfiillt, gilt das auch fiir U(z, y). Also: Die Einhiillende von Losungen
ist selbst eine Losung.

3Dies folgt es daraus, dass bei einem nicht tangentialen Schnittpunkt Teile der Charakteristik auf jeder der beiden
Seiten der angeblichen Einhiillenden liegen wiirden, die dann aber gar keine Einhiillende wére.
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Wir erwarten nicht, dass ein Parameter « ausreicht, um alle Lésungen einer PDG darzustellen, da zur
eindeutigen Bestimmung einer Losung i.A. eine ganze Funktion, z.B. auf dem Rand, vorgegeben werden
muss. Nun machen wir einen scheinbar kleinen Schritt, der dennoch zu einer weitaus allgemeineren
Menge von Losungen fithrt. Wir betrachten némlich eine Schar von Lésungen mit zwei Parametern «
und (.

Seien u(x, y, a, ) Losungen einer PDG erster Ordnung (fiir o, 8 aus einer bestimmten Menge). Wir
konnen speziell § als beliebige Funktion von « ansetzen, da die Aussage ja fiir alle o, § gilt. Dann
erhalten wir eine Schar von Lésungen u(z,y, «, 5(«)), deren Einhiillende das Gleichungssystem

u(m,y,a,ﬁ(a)) —u = 07 (692)
Ua +ugB () = 0 (6.93)

erfiillt. Diese Einhiillende hiingt jedoch von der beliebigen Funktion 3(a) ab. Da wir gesehen haben, dass
die Vorgabe einer Funktion auf einer geeigneten Kurve die Losung eindeutig bestimmt, nennen wir die
resultierenden Einhiillenden eine allgemeine Losung der PDG.

Beachte, dass wir diese allgemeine Losung aus einer zwei-parametrigen Schar von Losungen gewonnen
haben. Diese Schar nennt man daher ein wvollstindiges Integral der PDG.

Achtung: Die Nomenklatur ist hier irrefithrend; eine allgemeine Lésung umfasst ndmlich im All-
gemeinen nicht alle Losungen der PDG! Auch koénnen sich aus verschiedenen vollstandigen Integralen
verschiedene allgemeine Losungen ergeben.

Dies ist ein guter Platz fiir ein Beispiel: Wir bleiben bei der PDG (6.58). Ein Beispiel fiir ein vollstdndiges
Integral dieser Gleichung ist

1
u=z*+ ax + 3 (y — B)2, (6.94)

da dies fiir alle reellen «, § eine Losung ist, wie man durch Einsetzen sieht. Natiirlich ist es speziell auch
eine Losung fiir 3 = a oder 3 = sin a® — 5a usw. Jede solche Wahl von 3(«) ergibt eine ein-parametrige
Schar von Losungen, die i.A. eine Einhiillende hat, die fiir jedes 5(«v) verschieden ist. Zum Beispiel fiihrt
0 = «a auf das folgende Gleichungssystem fiir die Einhiillende:

1
x2+az+§(y—a)2—u = 0, (6.95)
x—(y—a) = 0. (6.96)
Elimination von « ergibt die Losung
1
u=g 2 + xy. (6.97)

Die Gesamtheit aller so gefundenen Losungen bildet die allgemeine Ldésung, die man jedoch aufler in
trivialen Féllen nicht geschlossen angeben kann.

Ein vollstdndiges Integral hat noch eine weitere interessante Eigenschaft: Wir bilden die Einhiillende
U(z,y, ) der Losungen u(x, y, a, ) fiir verschiedene v und festes . Die U(x,y, 3) bilden selbst eine ein-
parametrige Schar von Loésungen der PDG, die i.A. eine Einhiillende U(z, y) hat, die wieder eine Lsung
der PDG ist. Diese nennt man eine singuldre Ldésung. Nach Konstruktion erhalten wir die singulére
Losung zu einem vollstdndigen Integral aus dem Gleichungssystem

u(@,y,a, B) u, (6.98)
uo(z,y,0,8) = 0, (6.99)
Uﬁ(z,y,a,ﬂ) = 0 (6100)
durch Elimination von «, (.
In unserem Beispiel ist ein anderes vollstédndiges Integral
2 1 2
u=z +aﬁx+§(y—a—ﬁ). (6.101)
Hier lauten die drei Gleichungen
2 1 2
x° + afzx + 3 (y—a—0) = u, (6.102)
Br—(y—a—p0) = 0, (6.103)
ar—(y—a—0) = 0, (6.104)
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also f = o und

= 6.105
a=— (6.105)
Einsetzten in die erste Gleichung ergibt
2 2 2
Ty 1 2y 9 Ty
U=u=22 - — = 2 6.106
“ I*Xz+m2+2(y x+2) Tt 1) (6.106)

als singulédre Losung.

Zum Schluss betrachten wir noch den Zusammenhang zwischen einem vollsténdigen Integral und Cha-
rakteristiken. Wir wihlen eine Funktion 3(«), dann ist u(x,y, «, 5(«)) eine ein-parametrige Schar von
Losungen. I.A. existiert eine Einhiillende U(x,y). Die Losung u(z,y, a, B(a)) fiir ein bestimmtes o = a
beriihrt die Einhiillende in einer Kurve I',;* und ist dort zu ihr tangential.

Es gibt jedoch keinen Grund, weshalb hohere Ableitung als die erste von u und U auf I' {iberein-
stimmen sollten. v und U sind beide Losungen der PDG und eine weitere Losung erhélt man durch
Zusammensetzen von u auf der einen Seite von I' und U auf der anderen. Diese Losung zeigt jedoch
unstetige hohere Ableitungen. Dies ist aber nur moglich, wenn I' eine Charakteristik ist.®

Seien B(a) = b, §'(a) = c. Dann erhalten wir zumindest einen Teil der Charakteristiken einer PDG
aus dem Gleichungssystem

u(z,y,a,b) = wu, (6.107)
ua(x,y,a,b) + cug(z,y,a,b) = 0, (6.108)

fiir z, y und u bei gegebenen a, b, c. Dieses beschreibt gerade alle Punkte (x,y,u) auf der Schnittkurve
I'. Kennen wir ein vollstindiges Integral u(x,y, a, ), kénnen wir somit eine Klasse von Charakteristiken
ermitteln.

6.4 Eikonal-Gleichung

Wir betrachten die zeitliche Ausbreitung einer Stérung im n-dimensionalen Raum. Zu jedem Zeitpunkt
t existiert eine (n — 1)-dimensionale Hyperfliche, die den gestorten vom ungestérten Teil des Raumes
trennt. Unser Ziel ist, eine PDG zu finden, die diese zeitabhingige Fliache beschreibt.

Sei T'(r) die Zeit, zu der die Grenzfliche den Punkt r passiert. Dann ist

t=T(r) (6.109)

eine implizite Darstellung der Grenzflache zur Zeit ¢. Die lokale Ausbreitungsgeschwindigkeit der Stérung
sei ¢(r). Das Huygens’sche Prinzip legt nahe, dass jeder Punkt r auf der Grenzfliche Ausgangspunkt
einer Kugelwelle (eigentlich einer ,,Hypersphirenwelle“) mit der Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢(r) ist.
Dann ist die Grenzfliche zur Zeit ¢ + dt ist die Einhiillende der Kugeln mit Mittelpunkten r auf der
Grenzfliche zur Zeit ¢ und Radien c(r) du.% Ist [Ve(r)| beschriinkt, so ist fiir hinreichend kleines dt die
Geschwindigkeit ¢ auf der Léngenskala c dt konstant. Daher ist die Grenzfiache zur Zeit ¢ + dt gegeniiber
t orthogonal um cdt verschoben.
Nun wissen wir, dass der Gradient
VT (6.110)

auf Hyperflachen T" = const senkrecht steht. Die Normalenableitung beziiglich dieser Hyperflichen ist
offenbar

oT dT 1
L AV =4V |=4+— =4+= 6.111
n " | | cdTl c’ ( )
also
1
VT -VT = - (6.112)
c
oder 1
2 2 _
TI+T; +... = . (6.113)

Dies ist die Eikonal-Gleichung. Die Losung T'(r) nennt man auch Eikonal-Funktion. Beachte, dass ¢ i.A.
vom Ort abhéngt. Die Eikonal-Gleichung ist eine nichtlineare PDG erster Ordnung mit einer besonders
einfachen Form.

4Da wir durch Variation des einen Parameters o die gesamte einhiillende Fliche erhalten.

5Wire T keine Charakteristik, so wire die Losung in einer Umgebung auf beiden Seiten von I' durch eine Taylor-Reihe
bestimmt und alle Ableitungen wéren damit stetig.

SEs gibt natiirlich zwei solche Einhiillenden, entsprechend der Ausbreitung in positiver und negativer Zeitrichtung.
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Bevor wir ein Beispiel betrachten, untersuchen wir noch die Charakteristiken der Eikonal-Gleichung.
Wir beschrinken uns auf zwei unabhéngige Variablen, die Verallgemeinerung ist nicht schwierig. Sei
wieder

p="Ty, qg="T,. (6.114)

Die charakteristischen Gleichungen lauten hier

dx
= = 6.115
™ P, (6.115)
dy
A — 6.116
N a (6.116)
ar , . 1
- = = = A1
o e = S (6.117)
dp Ca
-z - = A1
X c3’ (6.118)
dq Cy
— = ——. A1
X c? (6.119)
Aus den ersten beiden Gleichung folgt
dr = VT d\, (6.120)

d.h. dr steht immer senkrecht auf den Grenzflichen T = const. Damit stehen aber auch die Charakteri-
stiken senkrecht auf allen Grenzflichen. In diesem Zusammenhang nennt man sie auch Strahlen (rays).
Damit verhalten sich die Charakteristiken der Eikonal-Gleichung wie die der Wellengleichung — sie be-
schreiben die Trajektorien der Aufbreitung von Stérungen.

Es ist praktisch, als Parameter in den charakteristischen Gleichungen die Strecke s entlang der

Strahlen zu nehmen. Es ist
ds\ 2 dr\? dy 2 9 9 1
) (= =7 ) = = . 121
(d)\) (d)\) + <d)\) Fre=ga (6.121)

Wiéhlen wir das Vorzeichen ds/dA = +1/¢, so folgt

dr dz d\
b . 122
ds _drds P (6.122)
und analog
dy
- = cq. 6.123
5 = ( )
Damit ist
dQ_x—@_F@—(cc_A'_cc) _C_”C
ds? dsp ds ~ ° Preyeyp c
dx dy\ dxr ¢
_ oz ay\ ar 124
(CZ ds +ey ds) ds c’ (6 )
d?y dx dy\ dy ¢y
bl - — ) Z_ Y 6.125
ds? (C ds +ey ds ) ds c ( )

Diese Gleichungen werden ergénzt durch die Bedingung, dass s tatsédchlich die Strecke entlang der

Strahlen misst: 9 2
dx dy
i —Z) =1. 6.126
( ds ) + (ds ) ( :

Man kann zeigen, dass diese Bedingung erfiillt bleibt, wenn die Anfangsbedingungen sie erfiillen.

Beachte, dass T' in den Gleichungen nicht mehr auftaucht. Dieses System von gewdhnlichen Differen-
tialgleichungen fiir die Komponenten von r(s) bestimmt den gesamten Verlauf eines Strahls, wenn (a)
ein Anfangspunkt und die entsprechende Anfangsrichtung oder (b) zwei Punkte vorgegeben werden (im
zweiten Fall sofern iiberhaupt ein Strahl zwischen beiden Punkten existiert). Die Verallgemeinerung auf
n Variable z; ist nicht {iberraschend:

Bkl B B (6.127)

Mehr zum Zusammenhang der Eikonal-Gleichung mit der Wellengleichung wird in Abschnitt 7.4 gesagt
werden.
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Wir betrachten ein Beispiel: In zwei Dimensionen sei die Ausbreitungsgeschwindigkeit geeignet skaliert
¢ = coshz (6.128)
Die Eikonal-Gleichung lautet dann

1
2 2
T2 472 =

. 6.129
cosh? z ( )

Die charakteristischen Gleichungen fiir die Strahlen lauten

APz dz\? sinhz

8T sinhz (Z) - 1
ds? i (ds) coshz’ (6.130)
d?y dx dy

— = sginhex — — 131
7o sinha — -, (6.131)

wobei die Anfangsbedingungen Gl. (6.126) erfiillen miissen. Analytische Losungen sind nicht offensicht-
lich. Numerische Integration fithrt zu typischen Strahlen, wie sie in Abb. 17 gezeigt sind.

7.5

25

-25

-75

-4 -2 0 2 4
X

Abbildung 17: Finige der den Ursprung enthaltenden Strahlen (Charakteristiken) der Fikonal-Gleichung
in zwei Dimensionen mit der Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢ = coshx. Beachte, dass die Strahlen in y-
Richtung zur y-Achse, d.h. zum Bereich geringerer Geschwindigkeit oder ,optisch dichteren Bereich*,
zuriickgebeugt werden. Ahnlich ist die Situation in Glasfaserkabeln mit Gradienten im Brechungsindez.

6.5 Legendre-Transformationen
Wir hatten in der allgemeinen Gleichung erster Ordnung
F(z,y,u,p,q) =0 (6.132)

2 und y als unabhéingige Variablen betrachtet. Es ist manchmal niitzlich, zu p und/oder ¢ als unabhingige
Variable iiberzugehen. Die notwendige Transformation ergibt sich aus dem totalen Differential

du = uy dz + uy dy = pdx + ¢ dy. (6.133)

60



Wir definieren eine neue Funktion
f=u—px. (6.134)

Dann ist
df =du—d(px) =pdx+qdy —xdp—pde = —xdp+ qdy. (6.135)

Wenn wir f als Funktion von p und y auffassen, gilt
T =—fp, q=fy (6.136)

Wir kénnen die PDG durch Einsetzen dieser Beziehungen in eine Gleichung fiir v(p, y) umwandeln, die
evtl. einfacher zu 16sen ist.
Wir kénnen noch zwei weitere Funktionen definieren,

g = u-—qy, (6.137)
h = u-—pr—qy. (6.138)
Dann ist
dg = pdx—ydg, (6.139)
dh = —xzdp—ydq (6.140)
und fiir g
D = G Y= —gq (6.141)
bzw. fiir h
x = —hy, y = —hg. (6.142)

Die Transformationen von u auf f, g oder h nennt man Legendre-Transformationen.” Sie sind nicht auf
zwei Variablen beschrinkt. Sie &ndern die natiirlichen Variablen einer Groéfle und sind in der Thermo-
dynamik von grofler Bedeutung.

Beispiel: Die PDG

ul +ruy, =p° +xqg=0 (6.143)
ist zun#chst nicht trivial. Wir fithren
h=u—pr—qy (6.144)
ein, dann ist £ = —h, und wir erhalten
e
PP —hpg =0 = h, = —. (6.145)
q

Diese Gleichung 148t sich aber leicht 16sen:

h(p,q) = Siqu + H(q) (6.146)

mit einer beliebigen Funktion H (g). Die Riicktransformation liefert eine implizite Darstellung von Lisun-
gen u der urspriinglichen Gleichung;:

p
r = —h = £
b q
P H'(q) (6.147)
y = —hy = - H(g), -
q 3q2 q
p3 /
v = h+prt+qy = *3—q+H(Q)*qH(q)-

Fiir jede Wahl der Funktion H(q) erhalten wir im Prinzip eine Losung u(x,y) durch Elimination der
Parameter p, q.

“In der mathematischen Literatur bezeichnet man insbesondere u +— h als Legendre-Transformation. Wir verwenden
hier auch die in der Physik tibliche Wahl der Vorzeichen, die sich von derjenigen in der Mathematik unterscheidet; in der
Mathematik wiirde man px 4+ qy — u als Legendre-Transformierte von u bezeichnen.
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6.6 Unstetigkeiten, schwache Lésungen

Im Beispiel aus Abbildung 16 war uns ein Problem aufgefallen: Wir hatten die Losung an einem Punkt
gefunden, indem wir die Charakteristik durch diesen Punkt zum Schnittpunkt mit der Kurve mit vor-
gegebenen Werten zuriickverfolgt haben, dann konnte die Losung entlang der Charakteristik explizit
berechnet werden. Nun schneiden sich die Charakteristiken jedoch typischerweise fiir nichtlineare Glei-
chungen erster Ordnung und man erhilt aus zwei Charakteristiken durch einen Punkt i.A. unterschied-
liche Losungen. Oben hatten wir zusétzlich eine stetige Losung gefordert, um dieses Problem zu 16sen.

Es treten jedoch bei nichtlinearen Gleichungen erster Ordnung haufig Falle auf, in denen keine Losung
existiert, die iiberall im Bereich, in dem die Methode der Charakteristiken ein Ergebnis liefert, stetig ist.
Hier folgt aus der PDG mit Randbedingungen nicht, wo die Unstetigkeit liegt. Eine weitere Angabe ist
notwendig, die aus dem physikalischen Problem ermittelt werden muss.

Oft handelt es sich dabei um einen Erhaltungssatz, den die Losung u trotz der Unstetigkeit erfiillen
muss. Wir nehmen an, dass die Dichte u eine Kontinuitatsgleichung

u+ fo =0 (6.148)

erfilllt, wobei f die zu u gehorende Flussdichte ist, die wir dem konkreten Problem entnehmen miissen.
Eine Funktion u, die entlang einer Kurve unstetig ist, aber sonst eine gegebene PDG erster Ordnung
erfiillt, und dberall (einschlieflich auf der Kurve) einen Erhaltungssatz erfiillt, nennt man schwache
Losung. Die Unstetigkeit selbst nennt man auch Schockwelle.
Zur Erlauterung betrachten wir das folgende Beispiel: u erfiille die sogar quasilineare PDG

ut + 2uu, =0 fir —oo<x <o0,t>0 (6.149)
mit der Vorgabe
1 fur z <0,
w(rz,0)=<¢ 11—z fir0<az<1, (6.150)
0 fiir x > 1.

Die PDG 1488t sich auch in Form einer Kontinuititsgleichung
ug + (u?); =0 (6.151)

schreiben, hier ist die Flussdichte f = u?. Stellen wir uns Partikel vor, die sich in einer Dimension
bewegen, so wiirde dies bedeuten, dass die Rate f, mit der Partikel einen Punkt passieren, quadratisch
von der Dichte abhéingt. Im Unterschied zur Situation im Stralenverkehr erhdéht eine hohe Dichte hier
also die mittlere Geschwindigkeit der Partikel.

Wir sehen die Charakteristiken aus? Aus Gleichungen (6.51), (6.52), (6.53) erhalten wir die Parame-
terdarstellung der Charakteristiken,

dx

= 2 .152
)\ u, (6.152)
dt
— =1 6.153
o (6153)
du

Die zweite Gleichung zeigt, dass wir A = ¢ wihlen konnen. Dann folgt

dx
— = 2 1
o u, (6.155)
du
— =0 6.156
oo (6.156)
also

u(2o,0), (6.157)

= 2o+ 2u(x0,0)t (6.158)

auf der Charakteristik. Mit der Anfangsbedingung (6.150) ergeben sich die Charakteristiken

To + 2t fiir 9 <0,
z(t) =< xo+2(1—m)t fir 0 <y <1, (6.159)
X0 fir xg > 1,
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Abbildung 18: Charakteristiken fiir die nichtlineare Gleichung erster Ordnung uy + 2uu, = 0 mit den
speziellen im Text genannten Randbedingungen. Im schraffierten Gebiet schneiden sich Charakteristiken.
Die fett eingezeichnete Kurve, hier eine Gerade, ist die Schockwelle.

die in Abbildung 18 dargestellt sind.
Man erkennt, dass sich einige Charakteristiken im Punkt (1,1/2) schneiden. Allgemein schneiden
sich in jedem Punkt mit
l<ax<2t (6.160)

genau drei Charakteristiken. Das ist typisch fiir den einfachsten Fall von Unstetigkeiten. Auferhalb dieses
Gebietes ist die Losung eindeutig, ndmlich wegen Gl. (6.157)

1 fir z <1und ¢t > z/2,
1—
u(z,t) =49 1—x9= 1_—;5 fir x <1und t < z/2, (6.161)
0 fir x > 1 und ¢t < /2.

Nun miissen wir noch die Losung im Bereich mit sich schneidenden Charakteristiken finden. An jedem
Punkt existieren im Prinzip drei mégliche Losungen: v =1, v = (1 — z)/(1 — 2t) und u = 0.

Um eine eindeutige Losung zu erhalten, benétigen wir zusdtzliche Informationen. Wir nehmen zum
einen aus physikalischen Griinden an, dass u(z,t) fiir jedes ¢ monoton mit x abfillt. Die zweite Lsung
entspricht fiir ¢ > 1/2 einer mit x anwachsenden Funktion, die wir demnach ausschlieBen. Auch kann
die Losung nicht zwischen 0 und 1 hin und her springen. Es muss sich an einer Stelle ein Sprung von der
linken Losung v = 1 auf die rechte Losung v = 0 befinden. Wir miissen noch die Lage dieser Unstetigkeit
bestimmen.

Wir stellen die (zweite) natiirliche Forderung, dass u(x,t) auch bei der Unstetigkeit die Konti-
nuitatgleichung

ug + (u?), =0 (6.162)

erfiillt, die ja dquivalent zur urspriinglichen PDG ist. Die Unstetigkeit liege bei = X (t). Die linke
Losung ist u = 1, die rechte u = 0. Der Ansatz fiir die unstetige Losung ist also

u(z,t) = O[X(t) — ] (6.163)
mit der Sprungfunktion ©(z). Einsetzen in die Kontinuititsgleichung ergibt
S(X —2) X' — (X —2) = (X' —1)6(X —z) = 0. (6.164)
Fir z # X (t) ist diese Gleichung immer erfiillt, fiir = X (¢) folgt jedoch
X'(t) =1, (6.165)

d.h. die Schockwelle bewegt sich mit der Geschwindigkeit 1 vorwiirts. Da sie den Punkt (1, 1/2) enthalten
muss, ist ihr Ort

X(t)=t+ % (6.166)
Insgesamt erhalten wir die Losung
1 firt>xz/2und t > 2 —1/2,
u(z,t) =< 1—x9= 11_;29; fir e < 1und t < /2, (6.167)
0 firz>1lundt <ax—1/2.
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Fiir kompliziertere Probleme muss die Losung auf beiden Seiten der Schockwelle nicht konstant sein,
auch muss ihre Geschwindigkeit zeitlich nicht konstant sein.
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7 Storungstheorie

Sehr oft haben wir es in der Physik mit Problemen zu tun, in denen eine Gréfle viel kleiner ist als eine
andere. Zum Beispiel treffen wir in der Quantenmechanik auf Systeme, die von einem Hamiltonian H =
Hy+ H; beschrieben werden, wobei H; in einem gewissen Sinne klein ist. In solchen Féllen verwenden wir
die Methoden der Storungstheorie. Die Kenntnis der Storungstheorie fiir die Schrodinger-Gleichung 148t
vermuten, dass auch allgemein PDG’s, die einen kleinen Parameter enthalten, mittels einer d&hnlichen
Storungstheorie ndherungsweise gelost werden konnen. Das ist in der Tat der Fall. Die Stérungstheorie
kann dariiberhinaus in manchen Féllen zu einer niitzlichen Reihenentwicklung der Lésung fithren.

7.1 Kleine Storungen der Gleichung

Wir beginnen mit dem Fall einer kleinen Stérung in der Gleichung selbst, nicht in den Randbedingungen.
Gegeben sei eine PDG!
Flu] =0 (7.1)

fiir u(zq,x2,...) mit geeigneten Randbedingungen. In F[u] und/oder in den Randbedingungen soll ein
Parameter € auftauchen. Oft fithrt man von Hand einen solchen Parameter ein und setzt ihn am Ende
auf eins. Die Methode der Storungsrechnung besteht nun aus folgenden Schritten:

1. Entwickle u formal nach kleinen € in eine Stdrungsreihe,
u=u® +eu® @ 4™ (7.2)
wobei die u(™ Funktionen der unabhiingigen Variablen sind.

2. Setze die Entwicklung von w in F[u] = 0 und in die Randbedingungen ein und sortiere nach
Ordnungen von e.

3. Da die resultierende Gleichung fiir alle hinreichend kleinen € gelten soll, folgt, dass alle Koeffizienten
von €" einzeln verschwinden miissen. Schreibe die entsprechenden Gleichungen aus.

4. Lose diese Gleichungen iterativ, angefangen mit der Ordnung n = 0.

Offenbar ist das Verfahren nur niitzlich, wenn die im letzten Schritt zu losenden Gleichungen einfa-
cher sind als das urspriingliche Problem. Ein hiufig anzutreffender Fall ist der, dass die Stérung die
PDG nichtlinear macht. Dann sind die PDG’s fiir die einzelnen Ordnungen (" linear und somit meist
einfacher zu l6sen.

Wir erlautern die Methode an einem Beispiel: u erfiille die PDG

1 1
V2u + EUrly = Upp + S ur + 3 Uso + eupup =0 (7.3)

in ebenen Polarkoordinaten r, ¢ mit der Randbedingung
u(r =1, ¢) = cos . (7.4)

Also erfiillt u ,,beinahe* die Laplace-Gleichung. Beachte, dass die Gleichung von zweiter Ordnung und
die Storung nichtlinear ist — wir haben keine Methode zur Verfiigung, diese Gleichung exakt zu l6sen.

1. Sei
w=u" +eu® 4 . (7.5)
2. Einsetzen in die PDG ergibt
V2 + eV + v 4 4 eu£°>uff) + EQUSP)U((;) + 62u§1)ufbo) +...=0 (7.6)
und fiir die Randbedingungen
u(1,¢) + euV(1,¢) + ... = cos . (7.7)

LF ist hier ein beliebiger Differentialoperator, d.h. F[u] enthlt u, die unabhiingigen Variablen und Ableitungen von u
nach diesen bis zu einer endlichen Ordnung.
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3. Koeffizientenvergleich liefert

VZ® = o, (7.8)
vz 4 ug")uff) = 0,
VZiu® 4 uﬁo)ug) + ugl)ufbo) = 0 (7.10)
usw., jeweils mit der Randbedingung
u®(1,¢) = coso, (7.11)
uV(1,¢) = 0 (7.12)

usw.

4. Die Losung zur Ordnung n = 0 ist die harmonische Funktion, die die vorgegebene Randbedingung
erfiillt, dies ist
u® = rcos g, (7.13)

wie man durch Einsetzen beweist. Man kommt auf diese Losung z.B. mittels Separationsansatz
oder indem man erkennt, dass u(®) = Re re*® ist. Damit lautet die Gleichung fiir n = 1:

V2@ 4 cos ¢ (—rsing) = V2u® — rcos gsing = Vu® — g sin 2¢ = 0. (7.14)

Thre Losung ist

3.2
W =1 wr sin 2¢ (7.15)

(ausprobieren!). Daraus erhalten wir die explizite Gleichung fiir n = 2, deren Losung lautet

7’5*

480

r ot ﬁ N ﬁ 8713
o8 64 35 6720

300

11

1 7 6 270 2574
W@ (T TZ r r

+Z —> sin 4¢+

9 306 ) cos3¢. (7.16)

Wie man sieht, werden die Terme in der Stérungsreihe schnell komplizierter. Bis zur ersten Ordnung
erhalten wir die Losung

u(r, @) = rcos¢+er31_or2 sin 2¢ + O(€?). (7.17)

Fiir welche Werte von € und wie schnell eine solche Stérungsreihe konvergiert und wieviele Terme notig
sind, um bei gegebenem ¢ eine gewisse Genauigkeit zu erzielen, hingt natiirlich vom konkreten Problem
ab. In unserem Beispiel sind alle Ordnungen der Losung beschrinkt und die Schranken der fithrenden
Terme sind [u(?| < 1 und |u™| < 4/270. Falls sich der Trend fortsetzt (was er tut), so wiire sogar fiir
€ = 1 eine schnelle Konvergenz zu erwarten und u ~ u(?) eine recht gute Niherung mit einem Fehler
von einigen Prozent.

Ein Kriterium fiir die Giite der Losung ist, in welchem Mafle die urspriingliche PDG von der Nihe-
rungslésung verletzt wird. Um dies zu sehen, setzen wir u ~ @ = u(® 4+ eu(” in GI. (7.3) ein. Wire die
Losung exakt, miisste dies Null ergeben. Tatséchlich erhalten wir

e2r? cos ¢

0 [2—3r+ (=4 + 5r) cos 2¢] + O(€?). (7.18)

V20 + €ty tiy =
Dieser Fehler ist von der Ordnung €2, weil wir die Losung bis zur Ordnung e eingesetzt haben. Die
typische Skala der Losung ist 1, z.B. ist 1 die obere Schranke von \u(0)|. Verglichen damit ist dieser
Fehler klein, nimlich kleiner als €2/10.

7.2 Storung des Randes

Mit der Methode aus dem letzten Abschnitt konnen wir kleine Stérungen in der PDG selbst oder in
den auf dem Rand vorgebenen Werten behandeln. Manchmal trifft man aber auf Probleme, in denen
die Form des Randes nur wenig von einer einfacheren Form, etwa einem Kreis, abweicht. Um solche
Probleme geht es in diesem Abschnitt.

u(&1,&2,...) moge einer gegebenen PDG gehorchen, wobei &; Koordinaten sind, die i.A. krummlinig
sein konnen. Der Rand des Definitionsgebietes sei durch

& =E(&,--.) (7.19)
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definiert und die Randbedingung laute

u(fl :E(EQ,...)7§2,...) :f(gg,...), (720)
wobei f eine vorgegebene Funktion ist.2 Nun sei speziell Z(&, . ..) ,fast konstant® in dem Sinne, dass
E(&2,...) =1+ AE(&,...) (7.21)

(wir kénnen durch Umskalierung immer erreichen, dass der erste Term eins ist) mit
AE k1 fiir alle (&2,...) (7.22)

gilt. Dann fithren wir formal einen Parameter € ein, so dass

ZE=1+4€AE, (7.23)
wobei wir am Ende ¢ = 1 setzen. Dann 148t sich die Randbedingung nach e in eine Taylor-Reihe
entwickeln,

- - 1 orc
u(E,&,...) =u(l,&,...) +eAZue (1,&2,...) + B EAZ uge, (1,62,..) + ... = f(&,...).  (7.24)

Nun hat die Randbedingung aber eine Form, die wir mit der Stérungsentwicklung aus dem letzten
Abschnitt behandeln kénnen. Wir entwickeln u ebenfalls nach e,

w=u" +eu® 4+ 2u? . (7.25)

und verfahren wir oben. Wir sehen dann, dass die in jeder Ordnung zu l6senden PDG’s Randbedingungen
auf dem einfachen Rand & = 1 haben.

Beispiel: Wir suchen die Losung der Laplace-Gleichung
Viu =0 (7.26)

mit der Randbedingung
u(R+ ecos¢, ) = sin @, (7.27)

die € schon enthilt. Der Rand ist eine ,Pascal’sche Schnecke“. Die Randbedingung schreiben wir als
u(R,®) + ecospu,(R, @) + % €2 cos® purr (R, ) + ... (7.28)
Einsetzen der Entwicklung von v in die Laplace-Gleichung ergibt natiirlich einfach
V2™ =0 (7.29)

zu jeder Ordnung, da die PDG e gar nicht enthélt. Die Komplikation kommt allein aus den Randbedin-
gungen,

uO(R,¢) = sing, (7.30)
uM(R, ¢) + cos pul” (R, ¢) 0, (7.31)
1
u®(R, ) +cospuil (R, 6) + 5 cos’ puf) (R.¢) = 0 (7.32)
usw. Hieraus kénnen wir die u(") iterativ bestimmen. Z.B. per Separation erhalten wir
u©® = % sin ¢ (7.33)
und damit als Randbedingung fiir u(!):
1
uV(R, p) = —cospulV (R, ¢) = —5p Sin20. (7.34)
Die Losung ist
2
r .
ut) = Y sin 2¢. (7.35)

In diesem Fall konnen die Losungen in allen Ordungen prinzipiell bestimmt werden. Die Storungsreihe

beginnt mit
r? s [ ro.
553 Sin2¢ +e —51113(;5—&—2—]%35111(;5 +... (7.36)

o
u(r, ¢) = = sing — e 5 55

2Wir betrachten hier Dirichlet-Randbedingungen, aber fiir andere Fille lassen sich dhnliche Aussagen treffen.
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7.3 Singuldre Storungstheorie: Grenzschicht-Methode

Wir diskutieren beispielhaft zwei Methoden, die anwendbar sind, wenn die bisher vorgestellte Stérungs-
theorie versagt. Die bisherige Stérungsrechnung ist nicht anwendbar, wenn die hdchste Ableitung nach
einer der Variablen nur in der Stérung auftritt. Dies verdeutlicht ein Beispiel: Gesucht ist die Lésung
der PDG

€ (U + Uyy) + 1z =y (1 —y?) firo<z<1l,0<y<1 (7.37)

mit der Randbedingung
u=0 (7.38)

auf dem gesamten Rand. Es sei € > 0. Wir versuchen eine Stérungsentwicklung
w=u" 4+ eu™ 4 u® 4 ... (7.39)
Die Gleichung in der Ordnung n = 0 lautet
uf? =y (1-y?). (7.40)

Es handelt sich de facto um eine gewohnliche Differentialgleichung, in der y nur als Parameter auftritt.
Die allgemeine Losung ist

u(z,y) = 2y (1 —y*) + f(y) (7.41)
mit einer beliebigen Funktion f(y). Die Randbedingungen erfordern
u®(z,0) = f(0) = 0,
u(x,1) = f() = 0,
W0y = fw) =0, (742
WLy = y1-y)+fly) = 0

Die letzten beiden Bedingungen sind jedoch unvereinbar. Also finden wir keine Losung zur Ordnung
n = 0 und die Stérungsrechnung versagt schon an dieser Stelle.

Andererseits wiirden wir erwarten, dass fiir kleine € die exakte Losung im gréfSten Teil des Gebietes
durch u(® mit geeignetem f (y) gut angendhert wird. Wir setzen daher

u(z,y) = u(z,y) +p(a,y,e), (7.43)
wobei u(?) die Gleichung nullter Ordnung,
ul? =y (1-y%) (7.44)
erfiillt, aber nur die Randbedingungen
u®(z,0) = u(z,1) = 0. (7.45)

Wie oben gezeigt kénnen wir nicht hoffen, ein ©(®) zu finden, das alle Randbedingungen erfiillt. Die
Losung ist dann

W (z,y) =2y (1-y°) + f(y) (7.46)

mit f(0) = f(1) = 0. Die Funktion p(z,y, €) soll so gewiihlt werden, dass die von u(®) verletzten Rand-
bedingungen von v ,,mdglichst gut* erfiillt werden. Einsetzen von v = u(%) + p in die urspriingliche PDG
ergibt

eV2ul® + eV 4+ u +p, =y (1 —¢?), (7.47)

also mit Gleichungen (7.44) und (7.46),

evz[xy (1- y2) + f(y)]+ eVip+p, = 0, (7.48)
=  e(=6xy+ fy,) +eVip+p, = 0. (7.49)

Wir substituieren & = €€ und erhalten
€ (—6zy + fyy) + € 'pec +€pyy +€ e =0 (7.50)

also
¢ (=6zy + fyy) + pec + 62pyy +pe =0. (7.51)
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Wir beschrénken uns hier auf eine Naherung bis zur Ordnung € und vernachléssigen daher die Terme
in €2 (dies ist keine kontrollierte Niiherung, da wir vorher z mit e skaliert haben). Die resultierende,
einfache Gleichung lautet

Pee +pe =0 (7.52)
mit der allgemeinen Losung
p(&y) = g(y)e™* + hly) (7.53)
mit beliebigen Funktionen g, h. Die gesamte Naherungslosung ist dann
u(z,y) = xy (1—y?) + fly) + gly) e /<. (7.54)

Hier haben wir h(y) 0.B.d.A. fort gelassen, da es in f(y) absorbiert werden kann. Die Randbedingung

u(0,y) =0 (7.55)
erfordert nun
fy)+9ly)=0 (7.56)
und die Randbedingung
u(l,y) =0 (7.57)
erfordert
y(1 =)+ )+ eV =y(1—y*) + fly) 1 —e ) =0, (7.58)
also )
fly) = —gly) = —%- (7.59)

Da die Rechnung jedoch nur bis zur ersten Ordnung in e galt, miissen wir dieses Ergebnis ebenfalls
bis zur ersten Ordnung entwickeln, um konsistent zu sein (hohere Potenzen in der Losung hitten keine
sinnvolle Bedeutung). Dann erhalten wir

fly) = —g(y) = —y (1 -y, (7.60)
hier sogar bis zu jeder endlichen Ordnung in e. Eingesetzt in die Losung erhalten wir
u(@y) Zay(L—y?) =y =)ty -y e ™/ =yl —y*) (@ —1+e7/).  (T.61)

Man iiberzeugt sich leicht, dass diese Ndherung in der PDG einen Fehler der Ordnung e erzeugt (wie
allerdings auch schon u(9), aber die Randbedingungen bis auf einen exponentiell kleinen Fehler der
Form e~1/¢ erfiillt.

-0.05 ¢

-0.1+

-0.15 ¢

-02 ¢

-025 ¢

-03¢}

-035 ¢

Abbildung 19: Niherungslosung u(x,y = 1/2) des im Text beschriecbenen singuliren Problems fiir e =
1/100 (steilste Kurve bei x ~ 0), 3/100, 1/10. Beachte die Grenzschicht bei x = 0.

Abbildung 19 zeigt die Niherungslosung speziell fiir y = 1/2. Man erkennt, dass sich u in der Nihe
von x = 0 sehr schnell dndert. Dies liegt an der Exponentialfunktion, die nur fiir x < € wesentlich von
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Null verschieden ist, bei 2 = 0 aber den Wert eins annimmt. Diesen Bereich schneller Anderung nennt
man Grenzschicht.

Dieses Beispiel ist ein Spezialfall des folgenden allgemeinen Verfahrens, der Grenzschicht-Methode: Ei-
ne PDG fiir eine Funktion u sei vorgegeben, in der eine der hochsten Ableitungen linear mit einem
Koeffizienten € eingeht.

1. Bestimme die Losung h der PDG mit ¢ = 0 gesetzt.
2. Fiihre fiir jeden Rand des Definitionsbereichs folgende Schritte aus:

(a) Setze
u=h-+p, (7.62)

wobei p nur in der Ndhe des Randes wesentlich von Null verschieden sein soll.
(b) Setze u = h + p in die PDG ein, erhalte PDG fiir p.

(c) Die Koordinate senkrecht zum Rand sei x. Substituiere
x==E€” (7.63)

mit einem noch unbekannten Koeflizienten v > 0.

(d) Wihle v so, dass die PDG fiir p in der fithrenden Ordnung in € einfach wird und eine schnell
abfallende Losung hat, die die Randbedingung am betrachteten Rand erfiillt.

(e) Existiert keine solche Losung, setze p = 0 (keine Grenzschicht an diesem Rand!).

Die resultierende Naherung fiir u ist A plus die Summe der Funktionen p von allen Réndern.

7.4 WKB-Niherung

Die Wellengleichung
vy = 2 V2o, (7.64)

hier im zweidimensionalen Raum, hat viele in der Zeit periodische Losungen unterschiedlicher Gestalt,
wie man leicht einsieht. Zunéchst ist ein niitzlich

v=Reu (7.65)

anzusetzen, wobei u ebenfalls die Wellengleichung erfiillt, aber komplex ist. Die Eigenmoden der Glei-
chung erhilt man durch Separation oder, in diesem Fall, durch Fourier-Transformation nach der Zeit,
was auf die Helmholtz-Gleichung

Viu+Pu=0  mit k=~ (7.66)

c

fithrt. Die Eigenmoden zur Eigenfrequenz w sind dann
ug(r) = e’* 7, (7.67)

wobei |k| = k ist. Offenbar existiert eine ganze Mannigfaltigkeit von Eigenmoden zur Frequenz w, hier
parametrisiert durch den Polarwinkel ¢ von k. Aber bekanntlich sind auch alle Linearkombinationen von
Eigenmoden zu demselben Eigenwert Eigenmoden zu eben demselben Eigenwert. Da es iiberabzéhlbar
viele Eigenmoden gibt, nimmt die Linearkombination die Form einer Integration an.
Wir wollen nun allgemeine Eigenmoden untersuchen und driicken sie durch Amplitude und Phase
aus:
u(z,y) = alz,y) ey (7.68)

wobei die Funktionen a und (8 auch parametrisch von k abhéngen. Die entsprechende reelle Losung der
Wellengleichung ist dann
v = acos(kf + wt). (7.69)

Einsetzen von u in die Helmholtz-Gleichung ergibt
k(1= 62 = B2)a + ik (V23 + 20082 + 204 8,) + VZa = 0. (7.70)

Wir fithren nun eine Nidherung fiir groffe k ein. Damit ist gemeint, dass die einheitenlose Gréfle kI > 1 ist,
wobei [ eine typische Langenskala ist, auf der wir ein System beschreiben wollen. Mit anderen Worten,
die Nitherung gilt im Fernfeld, fiir [/ > 1, wobei A die Wellenléinge ist.
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In dieser Nitherung ist der dominante Term der Gleichung der Term in k2. In fithrender Ordnung ist
also
B+ =1 (7.71)
Dies ist eine Eikonal-Gleichung, vgl. Abschnitt 6.4. Die Charakteristiken oder Strahlen dieser Gleichung
sind Geraden, da die charakteristischen Gleichungen
d’z B d?y
ds?  ds?
lauten. Die Kurven konstanter Phase 3 = const stehen senkrecht auf diesen Geraden. Der zweitwichtigste
Term in Gl. (7.70) ist der lineare in k, wir fordern, dass dieser ebenfalls verschwindet,

aV2B +2(a. B8z + ayBy) = aV?B+2(Va) - (V3) =0, (7.73)

und bestimmen daraus a(z,y). Der Gradient V3 steht aber senkrecht auf den Flichen 8 = const, zeigt
also entlang der Strahlen, und hat wegen Gl. (7.71) die Linge 1. Gleichung (7.73) beschreibt also bei
bekanntem ((x,y) die Anderung von « entlang der Strahlen. Bestimmen wir o und 3 auf diese Weise
machen wir einen Fehler durch Vernachlissigung des Terms V2« in Gl. (7.70), der fiir grofie k klein ist.

Diese Néherungsmethode heifit WKB-Ndiherung nach Wenzel, Kramers und Brillouin. Sie wird in
der Quantenmechanik als semiklassische Néherung verwendet.

Als Beispiel betrachten wir auslaufende Kreiswellen (also sind die Kurven 8 = const Kreise). Der
Mittelpunkt der Kreiswellen sei der Ursprung. Dann sind die Strahlen alle Ursprungsgeraden. Dann ist

B(x,y) = Bo + Va2 +y? (7.74)

(einsetzen!), wobei wir die konstante Phase 3y gleich vernachlissigen. Damit lautet die Gleichung fiir «

=0 (7.72)

1 x? 1 y? T Y
a BRIy ~ T oapn | T2 + 2ay
Vaz+y? (@ +y?) Vazt+y? (@2 +y?) Va2 +y? Va2 +y?
1 T Y
=« + 2, 4+ 20y —— =0, 7.75
/22 + 42 /22 + 42 N (7.75)
also
a+ 2zay + 2ya, = 0. (7.76)
In Polarkoordinaten ist dies einfach
a+2ra, =0, (7.77)

also de facto eine gewthnliche Differentialgleichung. Nehmen wir an, die Amplitude « sei auf dem Kreis
mit dem Radius R vorgegeben. Dann ist die Losung fiir a

a(r, ) = a(R, ¢) \/; (7.78)

und insgesamt lautet die WKB-Né#herungslosung

u 2 a(R, ) \/§ et (7.79)

Allgemeiner und formaler erhilt man eine WK B-Entwicklung auf folgende Weise: Wir schreiben zunéchst
die Amplitude als o = €™ ® und absorbieren sie als Imaginirteil in 3:

u(x,y) = @Y, (7.80)

Die WKB-Né#herung besteht nun darin, g fiir grofle k, d.h. kleine 1/k, zu entwickeln und die Entwicklung
an geeigneter Stelle abzubrechen. Wir schreiben daher
) . (7.81)

1 I
0 L = M il ()
BY+ 8 +(lk) CAE
Einsetzen in die Helmholtz-Gleichung (7.66) und Sortieren nach Ordnungen in & ergibt die Hierarchie
von Gleichungen

=

u(z,y) = exp <zk

(B + (5" = 1, (7.82)

260050 426050 4 V25O = o, (7.83)

260062 + 2608 + ()" + (5")" + V26 = 0, (7.84)
(7.85)

Diese Gleichungen kénnen wieder iterativ gelost werden.
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8 Green-Funktionen

In diesem Abschnitt wollen wir untersuchen, wie die Losung von diversen linearen PDG’s als Faltung
einer die Randbedingungen/Anfangsbedingungen oder die Inhomogenitét in der Gleichung beschreiben-
den Funktion und einer davon unabhéngigen Funktion ausgedriickt werden kann. Die zweite Funktion
nennt man dann Green-Funktion oder Green’sche Funktion. Wir beginnen mit einer Wiederholung der
Green’schen Integralsétze.

8.1 Die Greenschen Sitze

Der Gaufi’sche Satz lautet in n Dimensionen
/ d"rV . -A = ds - A. (8.1)
1% v

Hier ist V' ein n-dimensionales endliches Volumen mit dem Rand 9V, d"r ein Volumenelement und
ds = ds 1 ein Oberflichenelement; i ist der (auswirts gerichtete) Normaleneinheitsvektor.
Nun wahlen wir im Gaufy’schen Satz speziell

A=¢opVyY (8.2)
mit zwei skalaren Feldern ¢ und . Einsetzen ergibt die Erste Green’sche Formel

n 2 m — 8_1/}
/VdrgbV ¢+/dr(v¢).wf ds9 . (8.3)

14 ov

Schreiben wir dieselbe Gleichung auch fiir A = 1 V¢ auf und ziehen die beiden Gleichungen voneinander
ab, so erhalten wir die Zweite Green’sche Formel

. _ » 0
/Vd T(¢V21/)1/JV2¢)/6Vds (¢ o wan). (8.4)

Diese Formel gilt natiirlich fiir alle méglichen zweimal stetig differenzierbaren Funktionen ¢ und .
Eine niitzliche Anwendung dieser Identitét erhalten wir in n = 3 Dimensionen fiir die spezielle Wahl

Vi) = s )
wobei 1’ ein fester Punkt in V ist und € > 0. Es sei
Ar:=|r —1'| (8.6)
der Abstand der Punkte r und r’. Dann ist
ZArlJr e Ar (A2:+ e (8.7)
Diese Funktion hat eine besondere Form: Beachte, dass
m ——2 0 fir Ar>0 (8.8)
e—0t+ Ar (Ar + €)?
und 5 - )
/V &r m _ /0 dAr (Ar)? m _— (8.9)
Man sieht, dass die Funktion fiir ¢ — 0 bis auf den Faktor —47 die Delta-Funktion darstellt:
ﬁlir(% Wfidg = —4nd(r —1'). (8.10)
In diesem Sinne gilt
Qﬁqu = —4md(r — '), (8.11)

wobei diese Identitdt formal nur unter einem Integral sinnvoll ist.
Die zweite Green’sche Formel lautet dann (n = 3)

3 2¢ ¢ _v2¢ _/ 0 1 1 099
/Vdr( Ar(Ar+e3  Ar+e) avds ¢3nAr+e Artcon (8.12)
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und fiir € — 0:

, s V2 o 1 1 9¢
‘“(f’(f)‘/vm Ar % (‘%E‘E%) (8.13)
" 4 N = ds (2 0 0 1 d? v 8.14
”‘i’(”—/av S(E%_(/)%E)_/V " A (8.14)

Dies ist die Dritte Green’sche Formel. Das Volumenintegral ist trotz des Pols 1/Ar wohldefiniert, wie
man erkennt, wenn man fiir r — r’ Polarkoordinaten einfiihrt.

Wir wollen das Ergebnis interpretieren: Kennen wir V2¢ im Inneren und ¢ selbst sowie die Norma-
lenableitung d¢/0n auf dem Rand, so kénnen wir ¢ im Prinzip dberall im Inneren bestimmen. Insbe-
sondere gilt fiir harmonische Funktionen

V2 =0 (8.15)
und daher ny 5 1

Also ist ¢ allein durch Cauchy-Daten auf dem Rand iiberall bestimmt. Dies ist noch nicht ganz befrie-
digend, weil wir aus der Erfahrung vermuten, dass ¢ schon durch Dirichlet- oder Neumann-Randbedin-
gungen eindeutig bestimmt sein sollte.!

In n = 2 Dimensionen erhilt man analog fiir die Wahl

P(r) = In(Ar +¢) (8.17)

" — LN L0 (Y] R
2wo(r') = /(:M dl {ln (AT) o ¢5n In <Ar>] /Ad2T In (AT) V3¢, (8.18)

wobei A eine endliche Fliche und di ein Linienelement ihrer Randkurve 0A ist.

die Identitét

8.2 Green-Funktionen fiir die Poisson-Gleichung

Wir wollen nun eine bessere Wahl fiir ¢/ in den Green’schen Formeln treffen, so dass sich der Ausdruck
fiir ¢(x") vereinfacht. In n = 3 Dimensionen sei p(r,r’) eine harmonische Funktion von r,

V2p(r,r') = 0. (8.19)
Sei auBerdem die Green-Funktion
1
g(r,r') = — ] + p(r,r’). (8.20)
Dann ist
Vig(r,r') = 4mo(r — t'). (8.21)
Nun wihlen wir ¢ = g in der zweiten Green’schen Formel (8.4) und erhalten analog
99 _ 9¢
Amp(r’)= | ds (p==—g—— d*r g V? 8.22
wo) = [ as (652 -a52) 4 [ #ravio (5.22)

Bisher war p eine beliebige harmonische Funktion von r mit Parametern r’. Nun wihlen wir p so, dass
sich die Gleichung vereinfacht.
1. Fall: Dirichlet-Randbedingungen. Sei p die harmonische Funktion auf V', die die Randbedingungen

1

T

p(r,r’) fir r € OV (8.23)

erfiillt. Wir hatten bereits gezeigt, dass die Losung eindeutig ist. Dann folgt
g(r,x’y=0  firredVv (8.24)

und damit

9
47rq$(r'):/avds¢a—fl+/vd3rgv2¢. (8.25)

Tm Fall von Neumann-Randbedingungen natiirlich nur bis auf eine additive Konstante.
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Haben wir einmal p bzw. die Green-Funktion g bestimmt, so kénnen wir die Poisson-Gleichung

Vi = p(r) aufV, (8.26)
p(r) = O(r) auf OV (8.27)

fiir beliebige Funktionen p, ® 16sen.
Die Green-Funktion g = —1/Ar + p 18t sich auch direkt als Losung des folgenden Problems bestim-
men:

Vig(r,r') = 4rdé(r—r') firreV, (8.28)
g(r,r’y = 0 firredV. (8.29)

Wichtig: g(r,r’) ist die Losung der urspriinglichen PDG mit der Inhomogenitét ersetzt durch 47 6 (r—r’).
Das ist aber eine bekannte Art von Problem aus der Elektrostatik: g ist das Potential bei r einer
Punktladung bei r’ in Anwesenheit einer geerdeten Oberfliche V. Fiir ein Volumen von komplizierter
Form wird ¢ i.A. nicht leicht zu bestimmen sein, aber fiir einfache Formen sind die Green-Funktionen
nicht schwierig zu ermitteln.

Beispiel 1: Wir suchen die Green-Funktion g(r,r’) fiir den AuBlenraum einer Kugel mit Radius R. Nach
der Analogie mit der Elektrostatik suchen wir das Potential einer Punktladung bei r’ vor einer geerdeten
Kugel. Eine niitzliche Losungsmethode ist die Methode der Spiegelladungen:

Wir versuchen, g als Uberlagerung von Coulomb-Potentialen von zwei Punktladungen zu schreiben.
Die Beziehung g = —1/Ar + p legt den folgenden Ansatz nahe:

1 Q

g(r,r') = -~ + FE (8.30)
Durch Probieren erhélt man die Losung
1 R
/
= — ) 31
g(r,r’) |r—r’| +r’ |r—R2r’/(r’)2| (8:31)

Die Spiegelladung liegt im Inneren der Kugel, was auch so sein muss, damit Gl. (8.28) iiberall im
AuBlenraum erfiillt ist. Damit kénnen wir nun die Losung jeder Poisson-Gleichung im Auflenraum einer
Kugel mit beliebigen Dirichlet-Randbedingungen zumindest als explizites Integral hinschreiben. Fiir den
Innenraum einer Kugel erhilt man formal dieselbe Green-Funktion; jetzt liegt r’ im Inneren und die
Spiegelladung im Auflenraum. Weitere Beispiele dieser Art finden sich in Elektrodynamik-Lehrbiichern.

Beispiel 2: Poisson-Gleichung im freien Raum. Wir suchen die Lésung von
V2u = p(r) fiir —oo < x,y, 2z < oo. (8.32)

Diese Aufgabenstellung ist noch nicht eindeutig. Wir fordern zusétzlich, dass u fiir |r| — oo verschwindet.
Diese Forderung interpretieren wir wie folgt: Wir betrachten die Gleichung auf einer Kugel mit Radius
R und mit der Randbedingung u(r) = 0 auf der Kugel, und lassen R — oo gehen. Die harmonische

Funktion p muss die Randbedingung
1

v —r'|

p(r,r’) = (8.33)

fiir r auf der Kugel und r’ in ihrem Inneren erfiillen. Fiir einen festen Punkt r’ und R — oo geht die
Randbedingung gegen

p(r,r’) =0. (8.34)
Wie wir gezeigt haben, ist die einzige harmonische Funktion, die dies erfiillt, p = 0. Damit ist
(r,x') = L (8.35)
g I - |I‘ _ r/| .

die Green-Funktion fiir die Poisson-Gleichung im freien Raum. Die Losung fiir gegebene Inhomogenitét
p lautet daher

u(r') = —% d*r |rp(r])r,|. (8.36)

Probe:

= [ o) dte ') = plo) (8.37)



wobei wir Gl. (8.11) verwendet haben.

Wir zeigen noch folgenden wichtigen Satz: Sei g(r,r’) die Green-Funktion fiir ein Dirichlet-Problem.
Dann ist g(r,r') = g(r/,r).
Beweis: Setzen wir in der zweiten Green’schen Formel ¢(r) = g(r,r’) und ¢(r) = g(r,r”), so folgt

471'/ &r [g(r,e")5(xr —1") — g(xr,x”") 5(r — /)] = 0, (8.38)
%

also
A [g(x",x") — g(x',r")] = 0. (8.39)

2. Fall: Neumann-Randbedingungen. Wir wahlen p als die harmonische Funktion, die die Randbedingung

op(r,x') 0 1
on  On|r—71/| K (8.40)

erfiillt, wobei die Konstante K so zu wihlen ist, dass die Konsistenzbedingung fiir Neumann-
Randbedingungen erfiillt ist, d.h.

0 1

Die Green-Funktion sei wieder

h(r,r’) := + p(r,r’). (8.42)

v
Einsetzen in die zweite Green’sche Formel (8.4) ergibt hier
/ a¢ 3 2
drp(r') = K ds ¢ — dsh—+ | d°rhV<¢. (8.43)
ov ov  On vy

Beachte, dass der erste Term eine von r’ unabhingige Konstante ist. Losungen einer Poisson-Gleichung
mit Neumann-Randbedingungen sind immer nur bis auf eine Konstante bestimmt und wir kénnen diesen
Term daher in die beliebige Konstante absorbieren. Damit kénnen wir mittels der Green-Funktion h auch
das Neumann-Problem l6sen. Beachte, dass h fiir den Neumann-Fall von der Green-Funktion g fiir den
Dirichlet-Fall verschieden ist.

Bemerkung: Green-Funktionen lassen sich analog in n Dimensionen herleiten.

8.3 Wellengleichung

Wir besprechen nun die Green-Funktion fiir die inhomogene Wellengleichung in drei Raumdimensionen,
uy — 2 V3 = f(r,t) (8.44)

auf V mit konstanter Geschwindigkeit c¢. Nach dem vorigen Abschnitt liegt es nahe, die Green-Funktion
g(r,t;r' ') als Losung der PDG

gie — A V2g=4rd(r —1')6(t —t) (8.45)

zu definieren. Wir kiimmern uns zunéichst wieder nicht um die Randbedingungen auf 9V, sondern suchen
eine moglichst einfache Losung. Wir wollen jedoch erreichen, dass g eine kausale Entwicklung beschreibt,
bei der die Wirkung ihrer Ursache folgt. Die Forderung der Kausalitdt lautet fiir g:

g=0  firt<t. (8.46)

Ein sehr &hnliches Problem haben wir bereits in Abschnitt 3.3 gelost. Wir erhalten

1 Ar
tr' 1) = Sl t—t —— 8.47
otrtin'st) = 010 = 5. (8.47)
wobei wieder Ar := |r — 1’| ist. Diese Green-Funktion hat die Symmetrie
g(rla _tl;ra _t) = g(I‘7t;I'I,t/). (848)
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Dabher erfiillt g auch die PDG
gy — A (V)2g=4ns(x —1')o(t —t). (8.49)
Hier die V' der Gradient nach r’. Die gesuchte Funktion u erfiillt nach Voraussetzung die PDG
gy — 2 (V')2u = f(x',t) firr' € V. (8.50)

Multiplikation von Gl. (8.49) mit v und von Gl. (8.50) mit g, Subtraktion und Integration von r’ iiber
V und von t' iiber das Zeitintervall® [0,¢] ergibt

dg ou
dru(r,t) = / dt’ [/ Ar' g(r,t;x’ ) f(x!, ¢ —02/ ds (u— —g—)}

o = [ ar | [ v @)= [ as (gl -3

dg ou

— 37 =~ _ g =
/V " (“ o gat')
falls r € V. Hier gehen die Funktion und ihre Normalenableitung auf OV ein, sowie Anfangsbedin-
gungen fir v und wu; zum Zeitpunkt ¢ = 0 (0.B.d.A.). Wir im vorigen Abschnitt kénnen wir nun
versuchen, geeignete Randbedingungen fiir g vorzugeben, damit nur eine der beiden Angaben, z.B.

Dirichlet-Randbedingungen, tatsichlich eingeht. Wir fithren dies hier nicht aus.

Im freien, dreidimensionalen Raum ist g bereits die geeignete Green-Funktion, da offensichtlich g — 0
fiir Ar — oo und feste Zeiten ¢, . In Gl. (8.51) fallen dann die Oberflichen-Terme weg.

¢t

, (8.51)
t’'=0

Beispiel: Wir untersuchen den Fall der Erregung von Kugelwellen durch eine lokalisierte Stérung. Die
PDG lautet

ug — V3 = f(t)d(r) im freien Raum, (8.52)
u(r,0) = 0, (8.53)
w(r,0) = 0. (8.54)

Die Storung f(t) soll bei t = 0 stetig eingeschaltet werden, also f(0) = 0. Nach Gl. (8.51) ist die Lésung

o
u(r,t) = = dt’/ dBrg(r,t;x' ) f(t)6(x))
am Jo v
1 a 1 ;T /
B 471'02/0 dt;é(titiz) 1)
_ 1 fit—=r/c) firt>r/c
T Anccr { 0 fir ¢t < T/C. (8'55)

Die Storung wird also einfach mit der Geschwindigkeit ¢ in alle Raumrichtungen translatiert und dabei
mit 1/r abgeschwiicht.

8.4 Green-Funktionen fiir weitere Gleichungstypen

Green-Funktionen und korrespondierende Losungsformeln kann man auch fiir andere Typen von PDG’s
finden. Wir erlautern das Vorgehen bei der Herleitung der entsprechenden Ausdriicke anhand eines
Beispiels und geben die Losung fiir weitere Félle nur an.
Zunéchst betrachten wir eine verallgemeinerte Poisson-Gleichung mit Dadmpfungsterm in einem n =
3-dimensionalen Volumen V,
Vu —o?u = f(r) auf V (8.56)

mit u auf OV vorgegeben. Fiir die Poisson-Gleichung ist die Green-Funktion die Lésung der Gleichung
mit der Inhomogenitéit 476(r — r’). Analog probieren wir hier

Vig—a?g = 4ns(r—v') firreV, (8.57)
g(r) = 0 fiir r € OV. (8.58)

Wir Multiplizieren Gl. (8.56) mit g und Gl. (8.57) mit w und subtrahieren die Ergebnisse:

gViu—uV3g=fg—4drud(r—r'). (8.59)

2Der Superskript ,,+“ bedeutet, dass die Delta-Funktion bei ¢’ = ¢ ganz im Integrationsintervall liegen soll.
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Nun integrieren wir diese Gleichung iiber V' und nutzen auf der linken Seite die zweite Green’sche Formel

(8.4):
ou dg
d ——u=Z )= &Prfg—4 ). .
/av s <g o u5n> /v rfg—4mu(r) (8.60)
Da g = 0 auf 9V, folgt
dmu(r’) = / drgf +/ dsu @, (8.61)
v v on

wodurch die Losung formal gegeben ist.
Das Problem besteht nun darin, die Green-Funktion g zu bestimmen. Wir schreiben

9= g0+, (8.62)

wobei gg eine einfache Losung der PDG fiir ¢ ist, die die Randbedingung i.A. nicht erfiillt, und p eine
Losung der homogenen Gleichung ist, die so gew#hlt wird, dass g insgesamt die Randbedingung erfiillt.
Es ist verniinftig, ein go zu suchen, das nur vom Abstand Ar = |r — r’| abhéingt, dann kénnen wir auch
schreiben

1 0 0
V2g0 - Oé2go = (W W (AT)2 W — 0[2) go = 0 fir Ar >0 (863)
mit
Alim go(Ar) = 0. (8.64)

Die Losung dieser gewohnlichen Differentialgleichung ist
e~ Ar

Ar)=A
90(A7) Ar

(8.65)

(o > 0). Der Koeffizient A wird dadurch festgelegt, dass go Gl. (8.57) erfiillen muss. Analog zur Herleitung
von Gl. (8.11) erhalten wir A = —1 und

e~ Ar
Ar) = — 8.66
go(Ar) = =< (5.66)
Die Funktion p muss die homogene PDG
Vip—a?’p = 0 firreV, (8.67)
—aAr
pr,r) = & < fiir r € 9V (8.68)

erfiillen. Beide zusammen ergeben die Green-Funktion.

Aus der Wellengleichung in n = 3 Dimensionen erhilt man durch Fourier-Transformation nach der Zeit
die Helmholtz-Gleichung
§ f

w
VZu + ZUu="3 (8.69)
wobei ¢ konstant und f eine Funktion des Ortes ist (und der Frequenz w, was jedoch fiir die Lésung uner-
heblich ist, da w nur als Parameter auftritt). Beachte, dass sich die Helmholtz-Gleichung im Vorzeichen
des Terms in u von der vorigen unterscheidet.

Es ist oft praktisch, u als komplex zu betrachten und am Ende den Realteil zu nehmen, um die
tatsdchliche physikalische Losung zu erhalten. Die Green-Funktion fiir diesen Fall 148t sich aus der fiir
den letzten erraten und wir geben sie ohne Beweis an:

e*iwAr/c .
9=="Qpxn;, TP (8.70)

wobei p wieder die homogene Gleichung erfiillen muss und auf dem Rand so zu wéhlen ist, dass g dort
verschwindet. Die Losung ergibt sich dann als

99
sru() = [ dbrg L dsu 22 71
mu(r’) /v TgCQ+ - sup (8.71)

bis auf einen trivialen Faktor identisch mit dem vorigen Fall.
In n = 2 Dimensionen erhilt man fiir die geddmpfte Poisson-Gleichung (8.56)

g = —Ko(aAr) + p, (8.72)
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mit der modifizierten Bessel-Funktion Ko(x),> und

27Tu:/d2rgf+/ dlu@. (8.73)
A 04 on

Fir « — 0 erhalten wir die Poisson-Gleichung zuriick und fiir die Green-Funktion einen Logarithmus
wie in Gl. (8.18). Es ist jedoch manchmal einfacher, mit & > 0 zu rechnen, weil dann die Green-Funktion
fiir Ar — 0o beschrinkt bleibt, und erst am Ende o = 0 zu setzen.

Fiir die n = 2-dimensionale Helmholtz-Gleichung (8.69) erhélt man analog

; A
g= 21 (ﬂ) +p (8.74)

c

mit der Hankel-Funktion zweiter Art HéQ) (x) = Jo(x) — iYp(x), und

0
2mu :/ cl%gi2 + dlus?, (8.75)
A ¢ A n

Als letztes Beispiel fithren wir noch die Green-Funktion fiir die Diffusionsgleichung im unbeschrankten
eindimensionen (Orts-) Raum an. Tatséchlich haben wir sie praktisch bereits in Abschnitt 2.4 bestimmt.
Die PDG laute

w = 0 gy fiir —co <z < o0, t>0, (8.76)
u(z,0) = f(x). (8.77)
Nun fordern wir, dass die Green-Funktion g die Gleichung

g = @Y, (8.78)
g(z,0) = &z —2a) (8.79)

erfiillt. Das ist offenbar eine andere Definition der Green-Funktion als fiir die anderen Typen! Wir werden
gleich sehen, dass die hier definierte Green-Funktion aber gerade das typische Anfangswertproblem 16st.
Die Gleichung fiir g hatten wir aber in Abschnitt 2.4 fiir den Fall 2’ = 0 gelost. Die Losung fiir allgemeine
x' ergibt sich trivial durch Verschiebung des Ortsarguments,

9= glo.a' 1) = QG;E exp (—M) . (8.80)

Behauptung: Die Losung der urspriinglichen Gleichung lautet

u(x,t) :/ dr’ g(z, 2’ t) f(2). (8.81)
Beweis:
U — a*Uyy = / dz’ [gi(z,2',t) — a®guu(m, 2, )] f(2) = O, (8.82)
0

u(z,0) = /OO dz' gz a0 f(2')
/ dr' §(xz —2') f(2') = f(x). (8.83)

3Fiir Graphen und Eigenschaften von Bessel- und Hankel-Funktionen siehe das Buch von Abramowitz und Stegun.
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9 Variationsrechnung

In diesem Kapitel besprechen wir kurz den Zusammenhang zwischen PDG’s und der Variationsrech-
nung. Die typische Aufgabenstellung in der Variationsrechnung ist folgende: Gegeben ist eine eindeutige
Abbildung S : u +— S[u] aus einer Menge von Funktionen u(x1,x2,...) in die Menge der reellen Zahlen.
S nennt man ein Funktional. Gesucht ist eine Funktion u, so dass S[u] extremal wird.

Beispiel: Eine beliebig geformte geschlossene Drahtschlaufe wird in Seifenlauge getaucht, so dass
sich ein Seifenfilm bildet. Welche Form hat dieser Film? Aufgrund der Oberflichenspannung nimmt die
Fliche des Films in einem stabilen Gleichgewichtszustand ein (lokales) Minimum an.

Im Zusammenhang mit PDG’s sind Variationsprobleme aus folgenden Griinden von Interesse:

e Jede PDG lafit sich als Variationsproblem ausdriicken.

e Die Formulierung im Rahmen der Variationsrechnung erlaubt manchmal niitzliche alternative —
oft numerische — Losungsmethoden.

e Variationsprobleme fithren i.A. auf PDG’s fiir die Losungsfunktion.

e Extremalprinzipien, d.h. die Forderung, dass ein gewisses Funktional extremal werde, treten in ele-
ganten Formulierungen physikalischer Gesetze auf. Beispiel: Hamilton’sches Prinzip der extremalen
Wirkung.

9.1 Euler-Gleichungen

Gegeben sei ein Funktional S[u]. Wir suchen eine Funktion u, die gewisse Randbedingungen erfiillt und
S extremal macht. Diese Forderung schreibt man symbolisch als

58 =0 (9.1)

und bezeichnet sie, insbesondere in der Physik, als Variationsprinzip. Man fordert iiblicherweise, dass
u hinreichend oft stetig differenzierbar ist. Wir wollen aus 6§ = 0 eine PDG fiir u herleiten. Diese
bezeichnet man als Fuler-Gleichung zum gegebenen Variationsprinzip.

Das Funktional S hat typischerweise die Form eines n-dimensionalen Volumenintegrals

S[u]:/vd”xﬁ (9.2)

iiber einen gewissen Bereich V', wobei der Integrand £ (oft nichtlinear) von w, partiellen Ableitungen
von u und den x; abhéingt. Wir werden uns auf diese Form des Funktionals beschrinken. S kann auch
von mehreren Funktionen u; abhédngen, was den Formalismus nicht wesentlich &ndert.

Wir betrachten den Fall, dass fiir u Dirichlet-Randbedingungen vorgegeben sind, d.h. u selbst ist auf
dem Rand 9V des Definitionsbereichs vorgegeben. Ist w eine (noch unbekannte) Losung, so schreiben
wir

u=w+ewv, (9.3)
wobei v eine beliebig gewdhlte zweimal stetig differenzierbare Funktion, die auf 9V verschwindet, und €
eine relle Zahl sei.

Wir setzen u = w + ev in S[u] ein. Fiir jede Wahl von v ist S nun eine gewéhnliche Funktion von e.
Die Forderung dS = 0 fiir u = w ergibt dann

d
= / d”x—ﬁ
e=0 %4 dE

Wegen u = w + ev ist der Integrand linear in v und Ableitungen von v. Die allgemeine Strategie ist nun,
durch Anwenden von Integralséitzen, insbesondere partieller Integration, und Ausnutzung von v = 0 auf

0V die Gleichung auf die Form
d
0= / d”z—ﬁ :/ d"zFuv (9.5)
1% de | _g 1%

zu bringen. Da diese Gleichung fiir beliebige Funktionen v (abgesehen von der Randbedingung) gelten
muss, folgt, dass

ds

- = 0. (9.4)

e=0

F=0. (9.6)

Dies ist i.A. eine PDG fiir die Losung w des Varationsproblems, da F von u, Ableitungen von u und
den unabhéngigen Variablen abhingt.
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Falls § von N Funktionen u; abhéngt, schreiben wir
und fithren das Verfahren fiir alle ¢ durch. Wir erhalten dann N gekoppelte PDG’s fiir die w;.

Das Vorgehen soll an einem Beispiel vorgefiithrt werden: Sei

1
Slu] = /Fd2r [5 (ui +u§) —pu|, (9.8)
wobei u und p Funktionen auf dem zweidimensionalen Gebiet F' seien. Auf dem Rand OF sei
u=g (9.9)

mit einer vorgebenen Funktion g. Gesucht ist das Minimum von & unter dieser Randbedingung. Wir
schreiben u = w + ev mit einer zweimal stetig differenzierbaren Funktion v, die auf OF verschwindet,
aber ansonsten beliebig ist. Einsetzen ergibt

1 1
S = / d*r [5 (wy + €vy)? + B (wy + evy)? —p(w+ev)| . (9.10)
F

dS/de = 0 fiir ¢ = 0 ergibt dann

d
a5 _ / d*r [wyv, + wyv, — pr] = 0. (9.11)
de F

Anwendung des Gaufi’schen Satzes auf die ersten beiden Terme im Integranden ergibt

/ dla—wvf/ d*r [Way + Wwyy + p] v =0. (9.12)
oF n F

Der erste Term verschwindet wegen v = 0 auf 0F. Da v ansonsten beliebig ist, folgt
Wey + Wyy +p = Vw0 +p=0. (9.13)

Das ist die gesucht Euler-Gleichung.

Anwendung in der Theoretischen Mechanik

Wir wollen noch an die Anwendung der Euler-Gleichungen in der Theoretischen Mechanik erinnern, auch
wenn dies streng genommen nicht in diese Vorlesung gehort, da wir gewdhnliche Differentialgleichungen
erhalten. In der Mechanik postuliert man das Hamilton’sche Prinzip

0§=0 (9.14)
mit der Wirkung
t1 ty
S— ﬁL:/‘ﬁ@—V) (9.15)
to to

Hier sind L die Lagrange-Funktion, 7" die kinetische Energie und V' die potentielle Energie des Systems.
Wir betrachten die Entwicklung zwischen den festen Zeitpunkten ¢g und ¢; > to. Dies ist also der
Spezialfall einer Dimension in Gl. (9.2).

Nehmen wir an, das System hat N verallgemeinerte (also i.A. krummlinige) Koordinaten ¢;, die von
der Zeit t abhéngen. Die Lagrange-Funktion

LZL(ql,...,(jl,...,f) (916)

hénge von den verallgemeinerten Koordinaten, Geschwindigkeiten und von der Zeit ab und das zeitliche
Integral bezieht sich auf die explizite und implizite Zeitabhéingigkeit von L:

S= hﬁﬂmwpwm@y“ﬂ. (9.17)

to

Mit dem eben beschriebenen Verfahren leitet man die Euler-Gleichung des Hamilton’schen Prinzips ab,
die hier Fuler-Lagrange-Gleichung heifit: Sei

qi(t) = Qi(t) + emi(t) (9.18)
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mit 7;(to) = n;(t1) = 0 fiir alle ¢. Dann ist

ds

¢
1 d . .

— = / dt — L(Q1 + e, ..., Q1+ €1, ..., t)o

dEi dEi

0 to

t1
/ dt [Lg, mi + L, 1] (9.19)

to

Partielle Integration im zweiten Term ergibt

ds
dEi

t1 d t1 d

0 to to

Wegen der Randbedingungen an n; verschwindet der Randterm der partiellen Integration. Wegen 6S = 0
muss der gesamte Ausdruck verschwinden. Da n; fiir tg < t < t; im Wesentlichen beliebig ist, erfordert
dies

d
qi dt

Diese N Gleichungen (i = 1,..., N) sind die bekannten FEuler-Lagrange-Gleichungen. Es handelt sich
um ein System von gekoppelten gewdéhnlichen Differentialgleichungen fiir die Funktionen g¢;(¢). In
der Kontinuumsmechanik (Elastizitdtstheorie, Hydrodynamik. . .) erhiilt man hingegen Euler-Lagrange-
Gleichungen, die gekoppelte PDG’s fiir Funktionen von Ort und Zeit sind.

L L =0. (9.21)

9.2 Variationsprinzip zu gegebener Differentialgleichung

Wir untersuchen nun die umgekehrte Richtung — die Herleitung eines Variationsprinzips fiir die Losung
einer gegebenen PDG. Oben wurde behauptet, dass dies immer mdoglich ist. Das entsprechende , triviale“
Variationsprinzip erhalten wir wie folgt: u sei die Losung der PDG

F(21,@2, ... Uy Uy, Ugyy e ey Ugygyye--) =0 (9.22)

beliebiger Ordnung auf V' mit geeigneten Randbedingungen auf 0V. Definiere dann das Funktional

S[u] ::/Vd”x F2 (9.23)

Offenbar ist der Integrand nicht-negativ und identisch Null genau dann, wenn u die PDG erfiillt. Also
wird S[u] dann Null und ist grofier als Null, wenn u keine Losung ist.
Damit ist die gesuchte Funktion u eine Losung des Variationsprinzips

58[u) =0 (9.24)

fiir Funktionen u beschrankt auf V' mit denselben Randbedingungen auf 0V. Kann S noch weitere lokale
Minima haben, an denen nicht & = 0 gilt und die nicht Losungen der PDG entsprechen? Um dies zu
beantworten, leiten wir die Euler-Gleichung her. Mit © = w + ev, v verschwindend auf 0V, ist

0= = =
de

/ 2 2F (Fyv+ Fu, Vg, + .4 Fu, , Vayay +-02) (9.25)
1%

und mehrfacher mit partieller Integration

0 0?
0= dzF |\Fy——F,, —...+—=F, o] ow. 9.26
Da v beliebig ist, folgt

2
F=0 oder Fu—iF - ..—s—a—QFumm
81'1 1%

! ...=0. 9.27
By T + (9.27)

Die Extrema der ersten Art (F' = 0) entsprechen gerade Losungen der PDG, die der zweiten Art jedoch
i.A. nicht.

Es sei darauf hingewiesen, dass dieses ,triviale* Variationsprinzip i.A. keine Hilfe bei der Lésung
einer PDG ist. Dazu sind nichttriviale Variationsprinzipien niitzlicher, fiir die es kein allgemeines Kon-
struktionsverfahren gibt.
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Als Beispiel betrachten wir das Variationsprinzip
5/‘/ &r (uf +up +ul) =0 (9.28)
mit v auf OV vorgegeben. Welcher PDG entspricht es? Wir leiten die Euler-Gleichung her:
0= / d*r (2upve + 2uyv, + 2u.v,) = —2/ d*r (Uge + Uyy + Uzz) V. (9.29)
v v

Also erhalten wir als Euler-Gleichung eine Laplace-Gleichung

Ugg + Uyy + Uz = 0. (9.30)
Ebenso erhalten wir aus
5/ dt/v &Pr (uf — Pul — Pul —PuZ) =0 (9.31)
die Wellen-Gleichung
Upt — Co Uy — 02uyy — P, (9.32)

Damit haben wir Variationsprinzipien fiir die Losungen der einfachen Laplace- und Wellengleichung
gefunden.
Ein Beispiel als Warnung gegen naive Verallgemeinerung: Aus

5/V dPra® (ul +ul +ul) =0 (9.33)
folgt
0= / d®r x? (2uzv, + 2uyvy + 2u,v,) = —/ d3r (43@ g + 222 Ugy + 202 Uyy + 212 uzz) (9.34)
1% 1%

und damit die Euler-Gleichung
2
Viu+ =, =0, (9.35)
x

was man kaum geraten hétte.

Wir betrachten schliellich noch eine Anwendung fiir die Losung einer PDG: Gegeben sei die Gleichung

Viu = 1 fir0<z<1,0<y<l, (9.36)
u = 0 auf dem Rand. (9.37)

Nach dem Beispiel aus Abschnitt 9.1 erfiillt die Losung u das Variationsprinzip S = 0 mit

S:/Oldx/oldy [%(ui-ﬁ-uf})—i—u] (9.38)

Wir entwickeln v in ein vollstdndiges Funktionensystem, das die Randbedingungen respektiert,

oo oo
u(z,y) = g g Umn, SinMTE sinnry, (9.39)
m=1n=1
und setzen dies ein:
1 1 2
™ / . / : /
S = dx dy ) E Arn Q' n! (mm cosmmx sinnmy cosm wx sinn' Ty
0 0

mm/nn’

+ nn' sinmra cosnmy sinm'ma cosn'my) + g Qmp SINMTT sinnwy

mn

2 9 m? + n? " Z 4
= =) Oy Amn
2 mn 4 m2mn
mn m,n ungerade

m 2 2y 2 4 Gmn
= §Z(m +n )amn—l—ﬁ Z . (9.40)

mn
m,n ungerade
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Wir miissen jetzt die a,,, so bestimmen, dass S extremal wird. Dazu bilden wir die Ableitungen

dsS 2 .
_ (mz +n2)amn+{ s po fiir m, n ungerade } Lo (9.41)
damn 4 0 sonst
Es folgt
16 i 4
P B iir m, n ungerade (9.42)
0 sonst.
Damit ist die gesuchte Losung
16 1

u(x,y) = - Z i mZ 5 17 sinmmz sinnry, (9.43)

m,n ungerade

sie ist in Fig. 20 gezeigt.

1

Abbildung 20: Lisung der Poisson-Gleichung V?u = 1 auf dem Einheitsquadrat mit u = 0 auf dem
Rand. Es wurden nur Terme mit m,n < 21 beriicksichtigt.
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10 Néiherungsmethoden

In diesem Abschnitt wollen wir weitere Ndherungsmethoden fiir die Losung von PDG’s besprechen. Von
praktisch verwendbaren N&herungsmethoden erwarten wir, dass

e sie sich leicht auf dem Computer implementieren lassen,

e ohne unverhéltnisméfigen Aufwand im Prinzip beliebig gute Nidherungen gefunden werden, nur
begrenzt durch die Rechenzeit,

e ohne grundsitzliche Anderungen viele verschiedenen Gleichungen behandelt werden kénnen.
Die oben besprochene Stérungstheorie erfiillt diese Kriterien i.A. nicht; wir hatte z.B. gesehen, dass die
hoheren Ordnungen in der Storungsentwicklung oft immer komplizierter werden.
10.1 Rayleigh-Ritz’sches Variationsverfahren

Fiir PDG’s, deren Losung einem Variationsprinzip gehorcht, kann man das Variationsverfahren nach
Rayleigh und Ritz anwenden. Dies ist z.B. fiir die Laplace-Gleichung der Fall, wie wir oben gesehen
haben. Wir betrachten es hier fiir den Fall von Dirichlet-Randbedingungen.

Wir gehen von einem Variationsprinzip

dS[u] =0, (10.1)
u definiert auf V, mit der Randbedingung
u(r) = f(r) fir r € OV, (10.2)
wobei f eine vorgegebene Funktion ist. Das Verfahren funktioniert nun folgendermésen:

1. Wihle n + 1 linear unabhéngige Funktionen ’(/J(i) auf V,i=0,1,...,n, mit

p©@ = f  firredv, (10.3)
P = 0 firi>1und r € V. (10.4)

2. Bilde die Linearkombination .
=90+ eyl (10.5)

i=1
mit konstanten, noch unbekannten c¢;. ¥ erfiillt offenbar die Randbedingung.

3. Waihle die ¢; so, dass die wahre Losung moglicht gut angenédhert wird. Damit meinen wir folgen-
des: Fiir die wahre Lésung nimmt das Funktional S ein Extremum an. Also fordern wir von der
Niherungslosung, dass sie beziiglich der Variation der ¢; ebenfalls extremal wird, oder

ds
— =0 firi=1,...,n. (10.6)
dCZ‘

Dies ist ein System von n algebraischen Gleichungen fiir die n Unbekannten ¢;. Um praktikabel
zu sein, sollten die (9 so gewihlt werden, dass die Integrale in S analytisch ausgefiihrt werden
konnen.

Beispiel: Wir suchen Losungen w der Laplace-Gleichung auf einem zweidimensionalen Gebiet F' mit
u = f auf OV. Aus Abschnitt 9.2 wissen wir, dass die Losung das Funktional

Slu] = /FdQT (uz +u) (10.7)

unter der Randbedingung u = f auf 0V extremal macht. Mit

=30 +3 e (10.8)
=1
fiir u eingesetzt, erhalten wir
2 2
S =/ d>r [(wg@ + eV +) + (w;o) + eV +) } (10.9)
F
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Variation von ¢; ergibt die Gleichung

/ d*r [(wéo) +eyl + .. ) P + (wg’) +ep 4. .)2 wﬂ —0. (10.10)
F

Nach partieller Integration kénnen wir dies auch schreiben als

/ d*r v? (w@) + ey +) @ =0. (10.11)
F

Die n resultierenden Gleichungen bilden hier sogar ein lineares, aber inhomogenes Gleichungssystem fiir
die C;.

Bemerkung: Das Rayleigh-Ritz’sche Verfahren ist immer nur so gut wie die gewdhlten Funktionen
1! Die Wahl von Funktionen, die u nicht gut approximieren kénnen fiihrt zu einer schlechten Nihe-
rung. Das bedeutet, dass man schon eine gewisse Vorstellung von der Losung haben sollte, wenn man
die ¢ wihlt. Eine Moglichkeit ist, fiir vV, ..., 4" die ersten n Elemente eines vollstindigen Funk-
tionensystems zu wéhlen.

10.2 Galerkin-Methode

Gleichung (10.11) sagt aus, dass die ¢; in der Ndherungslosung fiir die Laplace-Gleichung so gewéhlt
werden miissen, dass V29 zu allen 99, i = 1,... n, orthogonal ist. Die Orthogonalitiit ist beziiglich des
Skalarprodukts

v [ Eroe (10.12)
F
zu verstehen. Diese Interpretation ist sinnvoll, denn die wahre Losung w erfiillt
Vu =0, (10.13)

so dass das Skalarprodukt von V2u mit jeder Funktion verschwindet. Bei der Naherungslosung ist das
nur mit einem ausgewihlten Satz von Funktionen ¢ der Fall.
Diese Idee kann man zur Galerkin-Methode verallgemeinern: Gegeben sei die PDG

Flu]=0 auf V, (10.14)
wobei F' ein beliebig komplizierter Differentialoperator ist, mit Dirichlet-Randbedingungen
u=f auf V. (10.15)

Eine Néherungslosung wird wie in Gl. (10.5) gebildet,

=3+ eip®. (10.16)
i=1
Bestimme die ¢; nun so, dass
/ d"r Fip]p® =0 firallei=1,...,n. (10.17)
v

Bemerkungen:

e Fiir FF = V? (Laplace-Gleichung) ist das Galerkin-Verfahren zu dem von Rayleigh und Ritz fqui-
valent.

e Das Galerkin-Verfahren ist auch anwendbar, wenn sich kein Variationsprinzip fiir die Losung finden
148¢t.

e Wie bei Rayleigh-Ritz erhalten wir eine gute Néherung nur fiir geeignet gewéhlte ().

Wir kénnen die Galerkin-Methode noch verallgemeinern: Nichts zwingt uns, dieselben Funktionen in der
Néherungslosung (10.16) und in der Orthogonalititsbedingung (10.17) zu verwenden. Wir kénnen daher
auch zwei Sédtze von je n Funktionen, 1/)(1) und S einfithren und die ¢; so bestimmen, dass

/ d"r F[p] 69 =0 (10.18)
v
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gilt. Die Anzahl der Funktionen in den beiden Sitzen muss gleich sein, um n Gleichungen fiir n Unbe-
kannte ¢; zu erhalten.

Eine weitere Verallgemeinerung ergibt sich aus der Erkenntnis, dass 1) keine lineare Funktion der ¢;
sein muss. Wir konnen eine beliebige geeignete Funktion

Y =1(r;er, ... cpn) (10.19)
ansetzen.
Ein interessanter Spezialfall ergibt sich fiir die Wahl
B9 (r) =6(r —1;), (10.20)

wobei die r; Punkte in V' sind. Dann bedeutet die Orthogonalitédtsbedingung, dass
F[y]=0 (10.21)

an den Punkten r;.

10.3 Finite Elemente

Die sehr wichtige Methode der Finiten Elemente 148t sich als Spezialfall der Galerkin- und (verall-
gemeinerten) Rayleigh-Ritz-Verfahren verstehen. Wir bilden wieder eine Nidherungslosung, die von n
Parametern abhéngt, und zwar hier auf folgende Weise: Wir wihlen m Punkte auf dem Rand von des
(Hyper-) Volumens V' und n Punkte im Inneren. Dann teilen wir das Volumen in Simplexe mit diesen
Punkten als Ecken (Vertizes) auf. Die Gesamtheit der Vertizes und Simplexe nennen wir hier ein Netz.
Die Funktionswerte
an diesen Vertizes bilden m 4+ n Parameter. Die v¢; auf dem Rand nehmen wir als durch die Randbe-
dingungen vorgegeben an. Innerhalb jedes Simplex ndhern wir die Funktion durch eine lineare Funktion
an.

In N Dimensionen ist ein Simplez ein (Hyper-) Polyeder mit N + 1 Vertizes (d.h. Ecken). In zwei
Dimensionen ist ein Simplex ein Dreieck, in drei Dimensionen ein Tetraeder.

Abbildung 21: Eine Fliche A und eine mdogliche Wahl von Punkten und Dreiecken fiir die Methode der
finiten Elemente.

Wir beschrinken uns zur Erlduterung auf zwei Dimensionen und den Fall von Dirichlet-
Randbedingungen. Die Abbildung zeigt die ndherungsweise Einteilung einer Fliche A in Dreiecke. In-
nerhalb jedes Dreiecks soll die Naherungslosung linear sein, d.h.

Y =a+bx + cy. (10.23)
Die Koeffizienten sind durch die Werte von ¢ an den drei Ecken ry, ro, r3 bestimmt:
Y1 = a+brr+ ey, (10.24)
o = a+bry+cys, (10.25)
Y3 = a-+brs+ cys. (10.26)
Dies konnen wir auch schreiben als
U1 1 1 w»n a
1/)2 = 1 T2 Y2 (1027)
)3 1 z3 ys



Durch Matrix-Inversion erhalten wir die Losung

1
b =
c T1Y2 + T2ys + T3Y1 — T2Y1 — T3Y2 — T1Y3
T2Ys — X3Y2 T3Y1 — T1Y3 T1Y2 — T2Y1 {0
X Yo — Y3 Y3 — Y1 Y1 — Y2 vy | . (10.28)
T3 — T Ty — T3 Ty — X1 3

Im Inneren des Dreiecks lauten die ersten Ableitungen, die wir spéter benttigen, offensichtlich

Ye=b, P, =c (10.29)

1) ist stetig iiber die Dreieckskanten hinweg, da 1 auf den Kanten einfach zwischen ihren Endpunkten
interpoliert.

Die Funktionswerte an den m Randpunkten sind durch die Randbedingungen vorgegeben. Die Werte
an den n inneren Punkten sind die zu bestimmenden Parameter. Dies geschieht, je nach betrachteter
PDG, durch

e das Rayleigh-Ritz-Verfahren oder
o die Galerkin-Methode.

Es ergibt sich ein algebraisches Gleichungssystem fiir die 1; im Inneren.

Als Beispiel betrachten wir die Laplace-Gleichung auf einem komplizierten zweidimensionalen Gebiet
A (auf dem wir die Green-Funktion nicht bestimmen kénnen). Wir haben gesehen, dass die Losung das
Variationsprinzip

6S[u) = 5/ d*r(u +ul) =0 (10.30)
A
erfiillt.
e Setze fiir v die Ndherung 1 ein,

6S[y] E/Ad27‘ (V2 +42) = 0. (10.31)

e 1 ist per Konstruktion stetig und stiickweise, auf den Dreiecken, linear. Auf jedem Dreieck sind
¥, und 1, somit konstant und durch die v; bestimmt. Der Beitrag zum Integral ist dann einfach

AS = Ap (2 + 7)) = Ap (P + &2), (10.32)
wobei Aa die Fliache des Dreiecks ist. b, ¢ sind linear in den ;, daher ist S von zweiter Ordnung
in den ;.

e Setze 45[]
v, =0. (10.33)

Diese n Gleichungen sind linear in den Unbekannten v; und somit im Prinzip leicht numerisch
zu losen. Die Gleichung (10.33) enthilt nur Beitrdge von denjenigen Dreiecken, deren eine Ecke r;
ist. Daher enthélt jede der Gleichungen nur wenige der Variablen. Das Gleichungssystem ist damit
sparse.

Es soll noch ohne Beweis die Schnelligkeit der Konvergenz der Ndherungslosung angegeben werden. Wir
stellen uns dazu vor, dass wir das Netz der Punkte r; immer feiner machen. Ist [ die lingste Kante im
Dreiecksnetz, so konvergiert die Naherung v punktweise gegen die exakte Losung u und

¥ —ul = O(?) (10.34)

im zweidimensionalen Fall. Da die Anzahl der Punkte bei gleichm#fig grofien Dreiecken proportional zu
1/12 ist, fithrt eine Verdoppelung der Anzahl n der Punkte zu einer Halbierung des geschétzten Fehlers.
Bachte aber, das der Aufwand fiir die Lésung der n linearen Gleichungen mit n® anwiichst.

Die Abschéitzung legt nahe, dass i.A. alle Kantenldngen dhnlich sein sollte, da die lingste Kante den
Fehler dominiert, der Rechenaufwand aber von einem Mittelwert der Kantenlédngen bestimmt wird. Dies
ist jedoch nicht immer der Fall; es ist im Gegenteil vorteilhaft, die Vertizes in den Bereichen enger zu
legen, in denen groflere Krimmungen (zweite Ableitungen) der Loésung zu erwarten sind, z.B. in der
Nihe von Ecken und in schmalen Briicken, vgl. die Abbildung.

In der Praxis trifft man oft auf Verallgemeinerungen der Finite-Elemente-Methode. Die folgenden
Verallgemeinerungen kommen héufiger vor:
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Abbildung 22: Wenn die Losung der Laplace-Gleichung auf einer unregelmdfigen Fldache wie dieser mit
der Finite-Elemente-Methode gesucht wird, sollten die Vertizes in Gebieten groffer zweiter Ableitungen
enger gewdhlt werden.

e Die Teile, in die der Definitionsbereich zerlegt wird, kénnen eine kompliziertere Form haben.
e Es konnen jeweils mehr als drei Punkte vorgegeben sein.

e Die Niherungsfunktion in ihrem Inneren muss nicht linear sein. Insbesondere fiir Variationsprinzi-
pien, die Ableitungen der Ordnung v enthalten, sollten die (v — 1)-ten Ableitungen iiberall stetig
sein.

Diese Verallgemeinerungen héingen eng zusammen, wie ein Beispiel zeigt: Soll ¢ auf Dreiecken von
quadratischer Ordnung sein,
¥ =a+bx+ cy+da? + exy + fy?, (10.35)

so benotigt man offenbar sechs Funktionswerte v;, um die sechs Parameter a, ..., f festzulegen. Man
kann dafiir z.B. je einen weiteren Punkt in der Mitte jeder Kante einfithren.

10.4 Differenzengleichungen

Die konzeptionell wohl einfachste Naherungslosung fiir eine PDG besteht darin, die partiellen Ablei-
tungen durch Differenzenquotienten zu ersetzen. Dazu konstruiert man wieder ein diskretes Netz im
Definitionsbereich, praktischerweise ein regelmifiges Gitter in einem geeigneten Koordinatensystem.
Dann ersetzt man Ableitungen durch Differenzenquotienten zwischen Vertizes dieses Gitters.

Wir erldutern die Methode zunéchst an Hand eines Beispiels fiir ein Anfangswertproblem. Sie 148t
sich mit geeigneten Verallgemeinerungen auf parabolische und hyperbolische PDG’s anwenden. u sei eine
Losung der eindimensionalen Diffusionsgleichung

ug = () Upy fir0<axz<1,t>0, (10.36)
u(0,t) = 0, (10.37)
u(l,t) = o0, (10.38)
u(z,0) = f(x), (10.39)

mit f(z) und a(x) vorgegeben. Wir fiihren ein Gitter von Punkten mit Abstédnden Az in z-Richtung
und At in ¢-Richtung ein. Die Anzahl der Punkte in z-Richtung ist dann

1
=— 10.40
s (10.40)
Die Funktion wird durch ihre Werte an den Gitterpunkten angenéhert,
u(j Az, n At) =: ujp, j=0,1,...,J, n=0,1,... (10.41)
Ebenso schreiben wir
a(j Ax) =: aj, f(jAz) = f;. (10.42)
Die Ableitungen werden durch Differenzenquotienten angenéhert:
~ Ujn+1 — Ujn
. 10.43
Ut At ) ( )
i — 2Uin Cin
gy = tln T SUjn tUj-in (10.44)

Ax?
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Damit erhalten wir die Differenzengleichung

Ujntl = Ujn o Ujtln = 2Ujn + Uj-1n

N ] A2 =0 (10.45)

firj=1,2,...,J—1und n=0,1,... Die Randpunkte sind
Ugp = Ugp = 0, (10.46)
’LL]'O = G,j. (1047)

Nun sehen wir, dass Gl. (10.45) eine Rekursionsgleichung fiir die w;, darstellt: w;,+1 ist durch u zur
fitheren ,,Zeit“ n bestimmt. Wir kénnen jetzt also leicht iterativ u;, bis zu beliebig grofien n berechnen.

Um Einsicht in die Giite der Ndherung zu gewinnen, ist es niitzlich einen Fall zu betrachten, in dem
die exakte Losung bekannt ist und auch die genéherten u;, einfach zu berechnen sind. Dies ist der Fall,
wenn wir im obigen Beispiel a = const setzen und

f(z) =sin Knz (10.48)

mit ganzzahligem K. Diese Anfangsbedingung kann sich z.B. aus einer Fourier-Entwicklung ergeben.
Die exakte Losung ergibt sich durch Separation zu

u(z,t) = e~ KT in K. (10.49)

Die Losung der Differenzengleichung 148t sich ebenfalls in geschlossener Form angeben,

4a’ At KrAz\"
Ujy, = (1 ZwQ sin? gz> sin KmjAx
da?At 5 KnAz )72
= (1— Z 5 sin? 7; :E) sin K. (10.50)
x

Die exakte Losung féllt also fiir alle K exponentiell ab, nur die Rate hingt von K ab, weil, wie wir schon
gesehen hatten, Komponenten mit kleiner Wellenldnge schneller abklingen.
Die Niaherungslosung zeigt dagegen ein anderes Verhalten: Wenn
4a’At . 5 KnAx

Ao s’ > 2, (10.51)

dann wdchst die Ndherung exponentiell mit n = t/At, wird also mit wachsender Zeit schnell beliebig
schlecht. Eine notwendige Voraussetzung hierfiir ist
a’At 1

—, 10.52
Az2>2 (10.52)

Ist diese Ungleichung erfiillt, aber Ungleichung (10.51) nicht, so ist das Verfahren numerisch instabil:
e Rundungsfehler in jedem Iterationsschritt erzeugen Rauschen in den Daten.

e Dieses Rauschen enthélt sicherlich eine Fourier-Komponente mit einer Wellenzahl die Ungleichung
(10.51) erfiillt.

e Solche Komponenten werden exponentiell verstarkt und dominieren schlief3lich.

Wie kénnen wir den Fehler der Diskretisierung abschétzen? Eine Moglichkeit ist, die (unbekannte) exakte
Losung formal in die Differenzengleichung einzusetzen und zu priifen in welchem Mafl diese verletzt ist.
Im obigen Beispiel erhalten wir auf der linken Seite

u(jAz, (n + 1)At) — u(jAz, nAt) , u((j + DAz, nAt) — 2u(jAz, nAt) +u((j — 1) Az, nAt) >
— a2
At J Ax

(10.53)
Taylor-Entwicklung bis zur ersten nichttrivialen Ordnung ergibt die urspriingliche PDG und hilft uns
dementsprechend nicht weiter. Entwicklung bis zur zweiten nichttrivialen Ordnung ergibt dagegen die
fithrenden Fehler-Terme,

At x?
Ut + 7 At Utt — G? Ug + ? Ugzrx

At a’Az?
= - — 15 Uzzzx 10.54
5 Ut 12 u ( 0.5 )
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wobei wir die benutzt haben, dass u die PDG erfiillt. Wir sehen, dass der Fehler fir At — 0 und
zugleich Az — 0 verschwindet.! In diesem Fall nennt man die Differenzengleichung konsistent mit der
urspriinglichen PDG.

Fiir konstantes a? folgt aus u; = a?uy, durch Ableiten nach ¢:

2 2 4
Ut = Q" Uggpt = @ Utgy = Q@ Uppps- (10.55)

Fiir a® = const verschwindet daher der Fehler in der fithrenden Ordnung, wenn wir die Diskretisierungs-

schritte so wihlen, dass
Az?
At = — 10.56
6a2 ( )
gilt. Es ist immer sinnvoll, den Fehler in dieser Art abzuschiitzen, bevor man die Numerik implementiert.

Man beachte, dass fiir diese spezielle Wahl offensichtlich

a®?At 1 _1
Az2 6 2

gilt, so dass das Stabilitéatskriterium auch erfiillt ist.

(10.57)

11} -

0.9 ¢

0.8 +

0.7

0.6 |

t

Abbildung 23: Das Verhiltnis z = ujp /u(z,t) von Niherungslosung und exakter Losung fiir das Beispiel
aus dem Text mit a = 1 und K = 2. z ist unabhdingig von x. Durchgezogene Kurven: Az = 1/100,
a?At/Ax? = 1/12,1/6 (optimal),1/3,1/2 (von oben nach unten). Gestrichelte Kurve: Az = 1/10,
a’?At/Ax? = 1/6 (optimal). Man erkennt, dass die optimale Wahl von At im Fall von Az = 1/100
(hundert Punkte in x-Richtung) zu einem sehr kleinen Fehler fihrt.

In der Differenzengleichung (10.45) wird die Zeitableitung eigentlich nicht fiir ¢ = nAt, sondern fiir
t = (n + 1/2)At angehihert. Diese Beobachtung legt es nahe, auch die rdumliche Ableitung fiir diese
Zwischenzeit anzunahern. Diese Idee fithrt auf die Crank-Nicholson-Methode,

Uj i1 — Ujn o Wjtl,n — 2Ujn +Uj—1n o Wjt1,nt1 — 2Ujnt1 + Uj—1,nt1
Upntl = Yin _ 2 3 - s ~0. (10.58)
At 2Ax 2Ax

Dies ist eine implizite Gleichung fiir die u; 41 als Funktionen der u; .

Zum Schluss besprechen wir noch ein Beispiel der Methode der Differenzengleichungen fiir ein Rand-
wertproblem fiir eine elliptische PDG. Die PDG (hier die Poisson-Gleichung) laute

Ugg +Uyy = g auf F (10.59)
u = f auf OF, (10.60)
wobei f and g i.A. Funktionen sind. F' wird in geeigneten Koordinaten in ein regelméfiiges Gitter

eingeteilt, einschlieflich von Randpunkten. Wir betrachten hier den Fall eines Quadrats F' mit der
Seitenléinge L. Dann sind kartesische Koordinaten und ein Quadratgitter angemessen, also

x =1Ax, y=jAy=jAx, (10.61)

IHohere Ordnungen der Taylor-Entwicklung erhalten héhere Potenzen von At und Az und verschwinden daher noch
schneller.
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mit 4,5 =0,1,..., N, wobei

L
N=—. 10.62
s (10.62)
Weiter sei
u;j = u(iAz, jAx) (10.63)

und entsprechend fiir f, g. Die 4N Randwerte ug;, unj, w0, u;n sind vorgegeben, zu bestimmen sind
die (N + 1) — 4N = (N — 1)? Werte u;; an inneren Punkten. Das geschieht ndherungsweise mit Hilfe
der Differenzengleichungen

Wi + Uij1 + Wig1,j + Uio1j — Ui
Ax?

= Gij- (10.64)

Die linke Seite ist die einfachste diskrete Naherung fiir den Laplace-Operator V2.2 Im Falle der Laplace-
Gleichung, g;; = 0, bedeutet die Differenzengleichung, dass u;; an jedem Gitterplatz der Mittelwert
der Werte an den vier Nachbarplédtzen ist. Das ist die diskrete Nidherung an den Mittelwertsatz fiir
harmonische Funktionen.

Gleichung (10.64) enthélt eine Gleichung pro innen liegendem Gitterpunkt, also (N — 1)? lineare
Gleichungen. Diese reichen also aus, um die (N — 1)? unbekannten u;; im Inneren zu bestimmen. Eine
Moglichkeit ist, das Gleichungssystem direkt zu lésen, dies entspricht der Inversion einer (N — 1)2
(N — 1)2-Matrix [oder einer (N — 1)? x (N — 1)3-Matrix in drei Dimensionen], was schnell numerisch
aufwendig wird.

Direkter Losung oft iiberlegen ist die Relazations-Methode: Wir 16sen die Differenzengleichung (10.64)
nach wu;; auf (hierfiir existieren natiirlich mehrere Moglichkeiten, eventuell mit Umbenennung der Indi-
zes),

1
wij = 7 (Wig1 + i1 + Ui + i1y — A2® gij). (10.65)

Der aus den wu;j, die diese Gleichung erfiillen, gebildete Losungsvektor ist offenbar ein Fizpunkt der
Rekursionsgleichung

(n+1 n) (n n) (n
z] ) 4 ( ’SjJrl + Uy, : -1 + u§+1] + Uy )1] - AxQ gij)a (1066)
wobei der Superskript die Nummer des Iterationsschrittes bezeichnet. Daraus ergibt sich das folgende
Verfahren der Jacobi-Relaxation:

(0)

1. Starte mit groben Schétzwerten fiir die u;;",

2. berechne neue Werte mittels Gl. (10.66),

3. ist noch keine Konvergenz erreicht [etwa weil \u(;“rl)

Fehler e fiir alle 7, j], gehe zuriick zu Schritt 2.

(n)| > € mit einem vorgegebenen absoluten

(n)

Eine Variante, die besser konvergiert und Speicherplatz spart, besteht darin, nicht alle (2 aufzube-
wahren, bis der Iterationsschritt zu Ende ist. Anstelle von Gl. (10.66) verwendet man
1
n+1 n n+1 n n+1
ugj ) — 1 (u gj)ﬂ +u£] D +u§+)1] +ul” 1]) Az? gi;). (10.67)

Hier werden die u;; mit anwachsenden 7 und j iteriert; die Werte links und unterhalb eines gegebenen
Gitterpunktes sind daher schon ,,neu”. Dieses Vorgehen heif3t Gaujs-Seidel- Verfahren.

In praktischen Rechnungen stellt sich oft heraus, dass es die Konvergenz beschleunigt, wenn man
nicht den vollen Wert der rechten Seite von z.B. Gl. (10.67) verwendet, sondern ein gewichtetes Mittel
zwischen dem neuen und dem alten Wert von u;;, also hier

+1 @ +1 +1
uf ™ = (1 - a)u) + 1 (i +ul5E) + uff; + 1) — Aa? gyy), (10.68)
wobei « eine geeignet gewihlte reelle Zahl ist. Fiir @ < 1 (o > 1) spricht man von Unterrelaxation

(Uberrelaxation). Wir diskutieren hier nicht die Theorie hinter der optimalen Wahl von «, sondern
geben nur an, dass

e o = 1 fiir Jacobi-Relaxation,

o a =2 —2sin(w/N) fiir GauB-Seidel-Relaxation

2Weitere solche Niherungen, auch fiir andere Differentialoperatoren finden sich im Buch von Abramowitz und Stegun.
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die optimalen Werte darstellen. In dieser Theorie wird zunéchst eine Rekursionsgleichung fiir die Abwei-
chung von uz(?) vom Fixpunkt hergeleitet. Dann wird gezeigt, dass die Eigenwerte der Koeffizientenma-
trix dieser Gleichung betragsméfiig moglichst klein sein miissen, um schnelle Konvergenz zu erreichen.
Tatsédchlich hingt die Geschwindigkeit der Konvergenz vom betragsméflig grofiten Eigenwert ab. Dann
wird a so gewéhlt, dass dieser Eigenwert betragsméfig minimal ist. Es zeigt sich, dass das Gauf3-Seidel-

Verfahren mit optimalem « sehr viel schneller konvergiert, als die Jacobi-Relaxation.

10.5 Monte-Carlo-Verfahren

In Monte-Carlo- Verfahren verwendet man Zufallszahlen, um ein deterministisches Problem zu 16sen. Wir
wollen eine Monte-Carlo-Methode zur Loésung der Laplace-Gleichung mit Dirichlet-Randbedingungen
besprechen, die sich auch fiir andere Gleichungstypen verallgemeinern l43t.

Wir suchen die Losung der PDG

Viu = 0 aufV, (10.69)

u = f auf oV (10.70)

mit einer vorgegebenen Funktion f. V sei ein n-dimensionales Volumen, wobei n insbesondere groff sein
kann — in hochdimensionalen R&umen sind Monte-Carlo-Verfahren typischerweise anderen Methoden

iiberlegen. Wir teilen V' in geeigneten Koordinaten in ein regelméfliges hyperkubisches Gitter ein (d.h.
die Gitterkonstanten sind in allen n Richtungen gleich).

Abbildung 24: Ein random walk auf einem Quadratgitter, ausgehend von einem Punkt R; und endend
bei einem Randpunkt R;.

Um eine Ndherungslosung fiir v an einem Gitterpunkt R; zu erhalten, verwenden wir folgenden
Algorithmus:

1. Fiihre eine grofle Anzahl von random walks in der folgenden Weise aus, beginnend vom Punkt R;:

(a) gehe vom gegebenen Punkt mit gleicher Wahrscheinlichkeit 1/2™ zu einem zufilligen Nach-
barpunkt,

(b) wiederhole dies so lange, bis ein Randpunkt erreicht ist.

Der Randpunkt R; werde bei insgesamt N random walks N;-mal erreicht. Dann sind
P =4 (10.71)
Schétzwerte fiir die Wahrscheinlichkeiten die Randpunkte R; zu erreichen. Offenbar ist

S P =1 (10.72)
i

(Summe iiber alle Randpunkte), da jeder random walk irgendwann am Rand endet.

2. Die Naherungslosung ist dann .
ui = u®)~ Y P f, (10.73)
J
wobei
fi = f(Ry). (10.74)
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Warum funktioniert dieses Verfahren? Wenn der Startpunkt schon am Rand liegt, so endet der random
walk sofort mit ‘
Py =1 (10.75)

und

uj = fj, (10.76)

die Randbedingung ist also exakt erfiillt.

Fiir einen Startpunkt im Inneren machen wir uns klar, dass der random walk kein ,,Gedéchtnis* hat:
Passiert der random walk einen Punkt Ry, so sind die Wahrscheinlichkeiten, von dort schliefllich den
Randpunkt R; zu erreichen wieder Pj(k). Der erste Schritt geht mit derselben Wahrscheinlichkeit 1/2™
in jede Richtung, also gilt

; 1
P = 3 o P®. (10.77)
k: Nachbarn von ¢

Damit folgt fiir die Ndherungslosung
1 (k) 1
i = o > > P fi = o > uy,. (10.78)
7 k:Nachbarn von ¢ k: Nachbarn von ¢

Das ist aber gerade die diskrete Naherung an den Mittelwertsatz, die wir im letzten Abschnitt besprochen
hatten! u; ist also tatséchlich die diskrete Nidherung einer harmonischen Funktion.
Bemerkungen:

e Die Wahrscheinlichkeiten Pj(i) sind unabhéingig von den f; auf dem Rand. Die Pj(i) miissen also
nur einmal berechnet werden und sind somit verwandt mit einer Green-Funktion.

e Dieses Verfahren funktioniert auch fiir sehr kompliziert geformte Gebiete V' (die aber evtl. viele
Gitterpunkte erfordern) und, wie erwihnt, besonders in hohen Dimensionen.

Wir betrachten noch kurz die Verallgemeinerung auf den Gleichungstyp
Z a(r) ug,., =0 auf V. (10.79)
v=1

Wir besprechen das Monte-Carlo-Verfahren fiir den zweidimensionalen Fall, um die Notation einfach zu
halten:
G(CC, y) Ugy + b(.’L‘, y) Uyy = 0. (1080)

Zunéchst schreiben wir u;; = u(iAz, jAy) und entsprechend fir ¢ und b und ersetzen die zweiten
Ableitungen durch diskrete Ndherungen,

Wit1,j — 2Uij + Ui1,5

Uzy = A2 ; (10.81)
~ Wig+l — 22U+ Ui
Uy v : (10.82)
Dann lautet die gendherte Gleichung, aufgelost nach u;j,
sy = GijUis1,j + Qijti-1,j + bijlijr1 + bijuij—1 (10.83)

2(asj + biz)

Also wird die Mittelwertformel (10.78) durch ein gewichtetes Mittel ersetzt. Im Monte-Carlo-Verfahren
miissen wir jetzt nur die Wahrscheinlichkeiten der Einzelschritte nicht alle gleich wéhlen, sondern als

aij
2(a; + biz)
ij

2(as; + biz)

fiir Schritte in z-Richtung

Wi—j =

(10.84)
fiir Schritte in y-Richtung.

Ahnliche Verallgemeinerungen lassen wir fiir andere Gleichungstypen finden.

93



A Literatur

Es gibt sehr viele Biicher iiber PDG’s. Eine ganze Reihe davon richtet sich an Anwender, insbesondere
in der Physik, und weniger an reine Mathematiker. Eine kleine Auswahl:

e G.F. Carrier und C.E. Pearson, Partial Differential Equations (Academic Press, New York, 1976).
Gutes Buch, leider nicht mehr im Druck, teilweise etwas unklar geschrieben, hohes Gewicht auf
Aufgaben, Integraltransformationen kommen zu kurz.

e R. Courant und D. Hilbert, Methods of Mathematical Physics, Band 2, Nachdruck (Wiley, 1989).
Der Klassiker von 1924. Sehr umfangreiche Diskussion von Losungsmethoden, zugeschnitten auf
die Anwendung in der Physik, geht weit iiber den Stoff hinaus, der in dieser Vorlesung behandelt
werden kann. Teuer (80 Euro fiir Band 2).

e S.J. Farlow, Partial Differential Equations for Scientists and Engineers (Dover, New York, 1993).
Weniger umfangreich, deckt aber den iiberwiegenden Teil der Vorlesung ab, zu knapp bei Glei-
chungen erster Ordnung und bei Green-Funktionen, umstéandliche Notation bei Green-Funktionen
ohne §(x). Erhéltlich und ziemlich preiswert (15 Euro).

e H.F. Weinberger, A First Course in Partial Differential Equations (Dover, New York, 1995). Neu-
ausgabe eines guten Buches von 1965, Betonung auf Methoden aus der Funktionentheorie (Kon-
tourintegration), daher iiberwiegend fiir zwei Variablen, relativ viele Gleichungen und wenig Text,
rechnet viele Beispiele durch, Green-Funktionen ohne d(x). Aufgaben mit Losungen. Erhiltlich
und ziemlich preiswert (18 Euro).

e T. Myint-U, Partial Differential Equations of Mathematical Physics (American Elsevier, New York,
1973). Umfangreicher als Carrier/Pearson, mehr Formeln, weniger Text, nicht mehr im Druck.

e E. Infeld und G. Rowlands, Nonlinear waves, solitons and chaos (Cambridge University Press,
Cambridge, 1990). Spezialbuch iiber nichtlineare PDG’s.

Ein sehr gutes Buch fiir die Wiederholung der hier bendtigten Elemente der Funktionentheorie ist W.
Fischer und 1. Lieb, Funktionentheorie (Vieweg, Braunschweig, 1988). Eigenschaften spezieller Funktio-
nen und Formeln fiir die Diskretisierung von partiellen Ableitungen finden sich in M. Abramowitz und
I. A. Stegun, Pocketbook of Mathematical Functions (Harri Deutsch, Thun, 1984).
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B Aufgaben

B.1 Klassifikation von Partiellen Differentialgleichungen

Diskutieren Sie, in welchen Féllen die folgenden linearen Gleichungen hyperbolisch, parabolisch bzw.
elliptisch sind.

(a) T(Uzz — Uyy) + 1’2(“% —uy) =c
(b) Ut + €U = GQUmac
(C) YUzz + Uyy =0

Lésung: (a) B? — 4AC = 42% > 0, hyperbolisch. (b) B? — 4AC = 4ea?, hyperbolisch fiir € > 0,
parabolisch fiir e = 0 (Diffusionsgleichung) und elliptisch fiir e < 0. Parabolische Gleichungen liegen
auf der Grenze zwischen hyperbolischen und elliptischen. (¢) B? — 4AC = —4y, hyperbolisch fiir y < 0,
parabolisch fiir y = 0 und elliptisch fiir y > 0. Hier &ndert sich der Charakter im Definitionsgebiet, falls
es y = 0 enthélt.

B.2 Wairmeleitungsgleichung mit Neumann-Randbedingungen

Gegeben sei die PDG
Up = kzy

fir0 <z <1,0<t< oo, mit einer Konstanten k£ > 0 und den Randbedingungen

u(x,0) = cosmzx,
uz(0,8) = 0,
ug(1,t) = 0.

(a) Welche physikalische Situation kénnte durch diese Gleichung beschrieben werden?

(b) Losen Sie die Gleichung mit Hilfe des Separationsansatzes. Zeigen Sie, dass, wenn u(z,t) eine La-
dungsdichte darstellt, die Gesamtladung erhalten ist.

Loésung: Temperaturverteilung in einem diinnen Stab mit préiparierter Anfangsverteilung und isolierten
Enden (kein Wérmestrom).
Mit u(z,t) = X (2)T(t) ist:

XT' = kX"T,
T’ X"
o ox ¢
T = kCT,
X" = CX,
T(t) = Aekc?,
X(z) = B+e‘/6I+B,e_‘/aC,
u(z,t) = B ehCteVOr | p_kCte—VCa
Anfangsbedingung;:
CoSTT = e J;e o = B, eV0r 4 B~ V0T
werden erfiillt fiir
By=B_=- und C=—n°
Daher
u(z,t) = ehm’t cos T,
ug(z,t) = — e *t gin mra,

erfiillt auch die Randbedingungen u,(0,t) = u,(1,t) = 0.
Gesamtladung:

fiir alle Zeiten t, also Q' = 0.
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B.3 Wairmeleitungsgleichung mit Relaxation

Betrachten Sie die PDG u

Uy = a2’uzz - —
T

fir 0 <z < L, 0 <t < oo, mit Konstanten a > 0, 7 > 0 und den Randbedingungen

u(z,0) = wuqsin %,
u(0,t) = 0,
u(L,t) = 0.

Wir kénnen u als Temperatur relativ zu einem Referenzwert, naheliegend ist die Umgebungstemperatur,
interpretieren. Der Zusatzterm in der PDG beschreibt dann eine Temperaturabnahme (-zunahme), wenn
die lokale Temperatur hoher (niedriger) ist als der Referenzwert. Losen Sie diese Gleichung.

Losung: Separationsansatz
u(z,t) = X (2) T(¢)

ergibt
XT
XT' = a*X"T-—,
-
T’ X" 1
@T ~ X @O
T = d°CT,
X" = (C+1/7)X.

Weiter wie in der Vorlesung.

B.4 Diffusions-Konvektions-Gleichung

Betrachten Sie die PDG
Ut = QUgy — DUy (a>0,b>0)

fiir 0 < x < oo (1), 0 <t < 0o mit den Randbedingungen

u(z,0) = 0,
u(0,t) = 1

und w sei beschrankt.

Dieser Gleichungstyp tritt auf, wenn Energie, Teilchen usw. durch Diffusion und durch Konvektion
transportiert werden. Konvektion bedeutet im einfachsten Fall eine gleichférmige Bewegung des gesamten
Mediums, z.B. des stromfithrenden Stabes. Ein realistischerer Fall ist die Bewegung von Staubpartikeln
in der Luft. Ist die Dichte u rdumlich konstant, fithrt Konvektion nicht zu einer lokalen Anderung von
u. Ist u dagegen nicht homogen, verschieben sich Bereiche hoher oder niedriger Dichte mit der Zeit. Es
ist daher plausibel, den Konvektionsterm als linear in u, anzusetzen.

(a) Interpretieren Sie die angegebenen Randbedingungen.
(b) Losen Sie die Gleichung (Separationsansatz).

(c) Diskutieren Sie die Geschwindigkeit mit der sich die zum Zeitpunkt ¢ = 0 eingeschaltete Stérung
ausbreitet.

Losung: Separationsansatz u(x,t) = X (z)T'(t) ergibt

XT' = aX"T —bX'T,
T aX" bX' _ o
T X X 7
T = CT,

aX" -bX'—-CX = 0.

Die allgemeine Losung fiir T ist offenbar T'(t) = Tpe®*. Die Forderung nach Beschrinktheit von u
erfordert C' < 0.
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Fiir die Gleichung fiir X machen wir den Ansatz X = Xoe*® und erhalten

Xo(aX? —bA — C)e* = 0,
aobh oo 0,
a a
b b2 1
A = 4+ —+€:—(bi\/b2+4a0).
2a 4a2  a 2a

Beschrinkt sind nur Losungen mit Re A < 0 also A = (1/2a)(b — Vb2 + 4aC) und b* + 4aC > 0 (fiir
b2 + 4aC < 0 ist A komplex mit positivem Realteil), also C' > —b?/4a.
Man sieht sofort, dass eine einzelne Losung die Randbedingungen nicht erfiillen kann.

B.5 Wairmeleitungsgleichung und Separation in zwei Dimensionen

Eine diinne, quadratische, thermisch isolierte Platte befinde sich zunéchst im thermischen Gleichgewicht.
Zur Zeit t = 0 wird ihr durch einen kurzen Laserpuls in ihrem Mittelpunkt eine endliche Energie
zugefiihrt. Pulsdauer und raumliche Ausdehnung des Laserstrahls seinen vernachléssigbar. Wir benutzen
die Kantenlénge als rdumliche Einheit und die zugefiihrte Energie als Energieeinheit. Sei u(x,y,t) die
Abweichung der inneren Energiedichte (oder Temperatur) vom Gleichgewicht.

Dann wird das System durch die folgende Wirmeleitungsgleichung beschrieben:

up = a2(um+uyy) fir0<zr<l1l,0<y<]l1,
uz(0,y,t) = ug(Lyt) =0,
uy(x,0,t) = wuy(z,1,t) = 0,
u(z,y,0) = dx—1/2)6(y—1/2).

(a) Losen Sie diese Wirmeleitungsgleichung im Sinne einer Reihenentwicklung mittels des Separations-
ansatzes v = X (x) Y (y) T(t). Sie benotigen zwei Separationskonstanten. Wihlen Sie deren Vorzeichen
so, dass sich in der Zeit abfallende und im Raum oszillierende Losungen ergeben. Zeigen Sie zunéchst,
dass die Losung fiir beliebige Anfangsbedingung

oo o0

2/ 2, 2\ 2
U(l‘,y,t) = E E Cmn e " (m*4n7)a”t cosmmnx cosnmy

m=0 n=0

lautet.
(b) Bestimmen Sie die Koeffizienten ¢,,,, fiir die angegebene Anfangsbedingung.
(c) Wie sieht der stationdre Zustand aus, d.h. u(z,y,t) fiir t — co? Ist das Ergebnis verniinftig?

Lésung: (a) Separation u = XYT,

XYT = o (X"Y +XY'NT,
T/ X// Y//
— = 4+ —=-)
a?T Xy ’
T = —)\a°T,
T(t) —_ eflambdaQaZt'

Die rdumliche Gleichung bringen wir wieder auf eine Form, in der die eine Variable nur auf der einen
Seite und die andere auf der anderen auftritt:

Y//

X//
- — _)\2 - =_ 2
X % ms
Y//
- — _)\2 2
v + 47,
X(x) = Ajsinpx+ Ascospux,
Y(y) = Bisiny/ A2 — p2y+ Bacosv/ A2 — p2y.
Mit den Randbedingungen eingesetzt:
X(z) = cosmmz mit y = mm,
Y(y) = sinnny mit /A2 — u2 = nm,

97



mit m,n =0,1,2,... Dies fiihrt auf die gesuchte Reihendarstellung

oo o0

2 2 2 2
u(z,y,t) = E E Cmm €™ ™ A cos e cosny.

m=0n=0

(b) Multipliziere beide Seiten der Anfangsbedingung mit einer allgemeinen Eigenfunktion und integriere
iiber z, y. Die linke Seite ist

m'm n'm

COS ——

2

1 1
/ dx/ dy&(x —1/2)5(y — 1/2) cosm’mz cosn'my = cos
0 0

B { (=1)™'/2+7 /2 fiir m, n gerade,
10

sonst.

Die rechte Seite ist

1 1
/ das/ dy g Crmn COSM/ TT cOsmmx cosn'my cosnmy
0 0

Conim? fir m’ =n’ =0,
=1{ Cpn/2 fiirm’ =0und n’ >0 oder m’ > 0 und n’ =0,
Cmme /4 fiir m/,n’ > 0.

Also gilt
1 firm=n=0,
. 2 (=1)m+m)/2 figr m, n gerade, m +n > 0, mn = 0,
) 4(=1)m/2 fiir m, ngerade, mn > 0,
0 sonst.

(¢) Fiir ¢t — oo iiberlebt nur der Term mit m =n = 0:
u(z,y,t — 00) = cgo cos Oz cos Oy = 1.

Dieses Ergebnis folgt auch sofort aus einem Erhaltungssatz.

B.6 Diffusionsgleichung und Separation in drei Dimensionen

Betrachten Sie ein wiirfelformiges Wasserbecken mit der Kantenldnge und Tiefe b. Das Wasser befinde
sich in Ruhe. In der Mitte des Beckens werde an der Wasseroberfléiche ein hoch konzentrierter Farbstoff
eingebracht. Berechnen Sie die Verteilung des Farbstoffes fiir beliebige Zeiten unter der Annahme, dass
der Transport nur durch Diffusion erfolgt.

(a) Stellen Sie dazu zunichst die Diffusionsgleichung und die Randbedingungen auf. Beachten Sie,
dass kein Fluss durch die Oberflache erfolgt. Die Anfangsbedingung ist eine Delta-Funktion, da der
Farbstoff lokal eingebracht wird.

(b) Losen Sie die Gleichung dann mittels des Separationsansatzes u(z,y, z,t) = X (2) Y (y) Z(2) T(t).
Wenden Sie das Argument, das zur Einfithrung einer Separationskonstanten fithrt, mehrmals an, um das
Problem auf gewohnliche Differentialgleichungen zuriick zu fithren. Machen Sie ggf. plausible Annahmen
iitber das Vorzeichen der Separationskonstanten. Leiten Sie so die Reihendarstellung

oo o0 oo

2 2 X y z
(z,y,2,t) = Z Z Zcmnpe o y/mEntp2a®t/b? o (mw 3) cos (mr 3) cos (p7r 3)

m=0n=0 p=0

her.
(c) Entwickeln Sie die Anfangsbedingung in die gefundenen orthogonalen Funktionen und bestimmen
Sie so die Koeflizienten c,pyp.

Lésung: (a) Formulierung des Problems:

up = a2(um+uyy—|—uzz) fir0<z<l,0<y<l,0<z<h,
uz(0,y,2,t) = wug(by,z,t) = 0,
uy(x,0,2,t) = wuy(x,b,2t) =0,
uy(x,y,0,t) = wuy(x,y,b,t) = 0,
u(z,y,z,0) 0(x—0b/2)6(y—0/2)6(z—b7).
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Die Notation b~ soll andeuten, dass die Delta-Funktion ganz im Inneren des Definitionsbereiches liegt.
(b) Separation:

u(@,y,z,t) = X@)Y(y)Z(2)T(?),
XYzT'" = *(X"YZ+XY"Z+XYZ')T,
TI XII YII Z/I 9
— = —F+—+—==-A
a*T x "y Tz ’
T = —Xa’T

mit der Losung T'(t) = e~ "t Weiter gilt

X// Y// Z//
- N2 =2
X Y  Z o
Y VAU
= )2 2_Z2 —_,2
% +u 7 v,
X(x) = Ajpsinpz+ Ascospux,
Y(y) = Bisinvy+ Basinvy,
Z(z) = Cisiny/A%2—p?2 —v2z+ Cycos /N2 — p2 — 12z

Mit den Randbedingungen eingesetzt:

Ja
S
SN—
I

cos (mﬂ%) w=mm/b,
%) v =nmu/b,
Z(z) = cos (p7r %) VA2 —p? —v2=pn/b.

Dies fiihrt auf die gesuchte Reihendarstellung

Y(y) = cos (mr

oo o oo

u(z,y,z,t) = Z Z Zcmnp e~ VmEEnEtpRatt [V (g (mw %) cos (mr %) cos (p7r %) )

m=0n=0 p=0

(c) Entwicklung der Anfangsbedingung;:

O0(x—b/2)6(y—b/2)0(z—b) = Z Cmnp COS (mw %) cos (mr %) cos (p7r %) .

mnp

Multiplikation mit Basisfunktion und Integration:

/dx dydz8(x —b/2)6(y —b/2) 5(z — b) cos (m’w %) cos (n’ﬁ Q) cos (p’w E)

b b
m'n n'm ,
= cos cos - cosp'm
= /daz dydz T%;)Cmnp Cos (m’ﬂ %) cos (mw %) cos (n’w %) cos (mr %) cos (p/w %) cos <p7r %)
b3
= Cm’n/p’ §7
also
8 mm nmw
Cmn, = — COS —— COS — COSpT
P b3 2 g %P
8
_ 0 (—=1)™/#+/24P fiir m und n gerade,
0 sonst.

Damit ist die Losung bestimmt.

B.7 Laplace-Transformation 1

Gegeben sei ein thermisch isolierter Stab mit konstantem Querschnitt, der als unendlich lang betrachtet
werden kann. Der Stab befinde sich im thermischen Gleichgewicht. Zur Zeit ¢ = 0 wird ein Ende des
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Stabs plotzlich aufgeheizt und bei konstanter Temperatur gehalten. Die Abweichung der inneren Ener-
giedichte (oder Temperatur) vom Gleichgewicht sei u(z,t). Mit geeigneter Wahl der Einheiten lautet die
entsprechende Warmeleitungsgleichung:

Uy = G Upy fir0<z<oo, 0<t<oo,
u(z,0) = 0,
u(0,t) = 1.

Weiter soll u fiir x — oo beschréinkt bleiben. Beachten Sie die Unstetigkeit der Randbedingungen.

(a) Zeigen Sie mit Hilfe einer Laplace-Transformation nach der Zeit ¢, dass die Losung dieser Wirmelei-

tungsgleichung lautet
(5.0) = et (5
u(z,t) =erfc | ——= | .
2a\/f

Beachten Sie dabei die in der Vorlesung angegebene (oder in der Literatur zu findende) Tabelle von
Laplace-Transformationen. Die komplementére Fehlerfunktion ist definiert als

2 e 2
erfc(z) == — dye™ .
7

Skizzieren Sie die Losung u(x,t) fiir einige Werte von a?t. Diskutieren Sie die Ausbreitungsgeschwindig-
keit des von x = 0, ¢t = 0 ausgehenden Signals.

(b) Man koénnte auch auf die Idee kommen, das angegebene Problem mit Hilfe einer Laplace-
Transformation nach dem Ort x zu losen. Fiithren Sie die ersten Schritte der Methode aus, bis Sie
sehen, wieso dieser Versuch hier scheitert.

Losung: (a) Siehe Skript. (b) Man erhélt eine gewshnliche Differentialgleichung fiir U(s, t), in der, wegen
der zweiten Ableitung nach z, die Grofle u,(0,t) auftaucht. Diese Grofle ist aber nicht gegeben.

B.8 Laplace-Transformation 2
Betrachten Sie die Diffusionsgleichung

U = G Upy fir0<zrz<oo, 0<t<oo,
u(z,0) = 0,
w(0,0) = f0)

Bestimmen Sie die Losung fiir die Laplace-Transformierte

U(x,s) :/ dt e * u(z, t).
0

Benutzen Sie dann den Faltungssatz fiir Laplace-Transformierte um zu zeigen, dass die Lésung

x Eoflt—1) x?
u(, ) = 2aﬁ/0 dr 32 P (_4(127')

lautet.

B.9 Wellengleichung in der Elektrodynamik

In einem Isolator ohne freie Ladungen und Strome lauten die Maxwell-Gleichungen

vV-D = 0,
1 0B
E = -2
v x c Ot’
V-B = 0,
VxH = la—D,
c Ot

zusammen mit den Materiegleichungen D = eE, B = yH. Wir nehmen € und p als konstant an. Leiten
Sie die Wellengleichung fiir E und B her.
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B.10 Quadratische Membran

(a) Betrachten Sie eine quadratische Membran mit der Seitenlinge a, die an allen Réndern bei z,y =0
und z,y = a befestigt ist. Bestimmen Sie die Eigenmoden und dazugehorigen Eigenfrequenzen. Kommen
Eigenfrequenzen mehrfach vor? Wenn ja, welche und wie oft?

(b) Zeigen Sie, dass
. 21z . .
u(x,y,t) = sinwt | cos — — cos —= | sin — sin —
a a

eine Eigenmode ist, d.h. die rdumliche Gleichung erfiillt. Welche Eigenfrequenz gehort zu dieser Mode?
Wie sehen ihre Knotenlinien aus? In welcher Beziehung steht sie zu den in (a) gefundenen Eigenmoden?

(c) Diskutieren Sie entsprechend die Losung

., . T . 2wy ;. . 2mx |, my
u(z,y,t) = sinw't sin — sin —= + cosw’t sin — sin —.
a a a a

B.11 Zusammenhang der Losungen von Poisson- und Laplace-Gleichung

Mit dieser Aufgabe soll erldutert werden, wie eine allgemeine Poisson-Gleichung auf einfachere Probleme
zuriickgefithrt werden kann.

(a) Wir suchen die Losung u(r) der Poisson-Gleichung
Viu=f
auf einem n-dimensionalen Gebiet D mit der Dirichlet-Randbedingung
u=g

auf OD. f und g sind geeignete Funktionen. Sei v(r) eine beliebige spezielle Losung derselben Poisson-
Gleichung auf D ohne Riicksicht auf die Randbedingung. Sei w(r) die Losung der Laplace-Gleichung

Viw =0
auf D mit der Randbedingung

w=g—0
auf 0D. Zeigen Sie, dass

u=v+uw

die Losung der urspriinglichen Gleichung ist. (Dieses Verfahren ist eine Verallgemeinerung der fiir lineare
inhomogene gewohnliche Differentialgleichungen geltenden Regel ,,spezielle Losung der inhomogenen
Gleichung plus allgemeine Losung der homogenen Gleichung®.)

(b) Bestimmen Sie die Losung der Poisson-Gleichung
rr — Up Gy = a4 = t
U +Tu +T2u¢¢ a = cons
auf dem Kreis r < R, wobei u(r = R, ¢) vorgegeben sei. Sie konnen die Poisson-Integralformel benutzen.
(¢) Fiir welche moglichst grofie Klasse von partiellen Differentialgleichungen 148t sich das Verfahren aus
(a) verallgemeinern? Wie miissen dazu die Randbedingungen beschaffen sein? Geben Sie ein Beispiel an,

in dem die Randbedingungen die Anwendung des Verfahrens verhindern.

Losung: (a) Die Poisson-Gleichung ist erfiillt:
Vi =V +Viw=f+0=f
Die Randbedingungen sind ebenfalls erfiillt: Auf 9D ist

U=v+w=v+g—v=4g.
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(b) Ansatz fiir eine spezielle Losung:

o(r,¢) = Ar",

1 1
= Vpr + =V + 5 Uugy = An(n — Dr" ™2 4+ Anr™™? = An?r"72,
r r

Dies erfordert n = 2, A = a/4, also ist eine spezielle Losung
_ a2
v(r,¢) = T

Da die Funktion selbst in der PDG nicht auftritt, konnen wir noch eine Konstante addieren. Diese
wéhlen wir so, dass v auf dem Rand verschwindet — das ist zwar nicht notwendig, vereinfacht aber die
Rechnung. Also haben wir

o(r,¢) = 7 (% = R?),
Die allgemeine Losung der Laplace-Gleichung muss die Randbedingung
’LU(R, ¢) = U(Rv (b) - U(Ra (b) = U(Ra ¢)

erfiillen. Nach der Poisson-Integralformel erhalten wir

( ¢)_g(2 R2)+i/2ﬁd R?2 — 2 (R )
) =R [ g ) )

(c) Lineare Gleichungen mit linearen (additiven) Randbedingungen. Beispiel, bei dem es nicht funktio-
niert: Uz, + uyy = 0 auf dem Einheitskreis mit u? + (u/dn)? = 1 auf dem Rand.

B.12 Zusammenhang zwischen holomorphen und harmonischen Funktionen

In der Vorlesung wurde gezeigt, dass der Real- und Imaginérteil einer Funktion f, die in einer Teilmenge
G der Menge der komplexen Zahlen holomorph ist, in G harmonisch sind. Ebenso wurde gezeigt, dass
jede harmonische Funktion Realteil (und Imaginérteil) einer holomorphen Funktion ist.

(a) Zeigen Sie mit Hilfe dieses Zusammenhangs, also nicht durch Einsetzen in die Laplace-Gleichung,
dass die folgenden Funktionen harmonisch sind [(x,y) sind kartesische und (r, ¢) Polarkoordinaten]:

Uy = T = T COSQ,
us = 12 sin24,
x "
us = 2 fiir (z,y) # (0,0).

(b) Losen Sie die Laplace-Gleichung
Ugg + Uyy =0 fir —co<r<00,0<y <0
fiir die reelle Funktion u(z,y) mit der Randbedingung
u(z,0) = e”.
Ist die Losung auf diesem unbeschriankten Gebiet eindeutig?

(c) Betrachten Sie die Funktion

f) = Fatip) == i

Steht In fiir den Hauptwert des Logarithmus,! so hat diese Funktion einen Schnitt, d.h. ist unstetig,

entlang des Intervalls [—1,1] auf der reellen Achse. Ansonsten ist f holomorph. Bestimmen Sie die
Funktion

u(z,y) =Im f(x + iy),

1Zur Erinnerung: Fiir z = re*®, —m < ¢ < =, ist der Hauptwert des komplexen Logarithmus definiert durch

Inz = In(re!?) ;= Inr + i¢p = In |2| + sarg 2.
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z.B. in Polarkoordinaten (wer Zugang zu einem geeigneten Programm hat, sollte die Funktion einmal
plotten), und insbesondere den Grenzwert von u bei Anndherung an das Intervall [—1, 1] von positiven
bzw. negativen y. Formulieren Sie ein Randwertproblem, das u(z,y) erfiillt.

Lésung: (a)

u; = Rez,

uy = Imz?
1

us = Re —.
z

(b) Auf dem Rand ist
u(z,0) = €” cos0 = e” cosy|y=o = Re e*|y=o.

Eine Losung ist damit
u(z,y) = Ree® = e” cosy.

Die Losung ist nicht eindeutig, da z.B.

v(x,y) = e* cosy + ay
ebenfalls eine Losung ist.
(c¢) Wir haben

re —1 1 (re’® — 1)(re”™ + 1)
— = _ar . .
ret® +1 =« & (rei® +1)(re— + 1)

1
T
1 2 4 2irsing — 1 1
= gT + 2irsing = — arctan(r? — 1, 2rsin ¢)
T r24+2rcosp+1 7

arg

(die Funktion arctan(z, y) ist der Arcustangens von y/x unter Beriicksichtigung des Quadranten, in dem
(x,y) liegt) und

vy —1 0 fur z < —1,

1 1
lim Im — In———— == lim [arg(z — 1 +iy) —arg(z+1+dy)|=¢ *£1 fir-1<z<],
y—0E T r+iy+1 T y—0% 0 fiir ¢ > 1

Die Funktion w erfiillt die Laplace-Gleichung s, + ty, = 0 fiir alle reellen z und y aufer bei (z,0) mit
—1 <z <1, mit der Dirichlet-Randbedingung

lim wu(z,y) ==+1 fir -1 <z < 1.

y—0*

B.13 Charakteristiken in mehr als zwei Dimensionen
Betrachten Sie die Wellengleichung in zwei Raumdimensionen,
A (Uge + Uyy) — Uge = 0.

Auf einer Fliche S definiert durch £(z, y, t) = 0 seien Cauchy-Daten vorgegeben. Wir fithren drei Scharen
von Flichen £ = const, n = const, ( = const ein, so dass (£,7,() ein lokales Koordinatensystem bilden.

(a) Zeigen Sie, dass die Differentialgleichung in den neuen Koordinaten (£, 7, () lautet:

(P& + P& — D uge + (Pl + Enp — 1 ugy + (6 + ¢ — CFuee
+ Q(ngznz + 02§y77y - €t77t)u£77 + 2(02§z§z + C2€y€y - €t§t)U£C + 2(0277$Cm + CQnyCy - ntgt)unq
+ (02€m$ + 02€yy - €tt)uf + (CQULEI + C277yy - ntt)un + (CQCmm + CQny - Ctt)uC =0.

(b) Die Vorgabe der Funktion u auf S bestimmt u,, u¢, Uy, Unc, tce usw. Die zusétzliche Vorgabe der
Normalenableitung (Cauchy-Daten) legt zusitzlich ue fest. Welche Gleichung muss auf S erfiillt sein,
damit man aus diesen Angaben nicht auch alle anderen Ableitungen bestimmen kann? (S nennt man
dann eine Charakteristik in Verallgemeinerung des fiir zwei Variablen eingefiihrten Begriffs.)
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272

Abbildung 25: Lisungsfunktion u(z,y) fir Aufgabe B.12.

(c) Losen Sie die in (b) gefundene charakteristische Gleichung mittels eines Ansatzes der Form kix +
koy —wt 4 a. In welcher Beziehung miissen k1, k2 und w stehen? Beschreiben Sie die Losung geometrisch
(in Worten). Wieviele Charakteristiken schneiden sich in einem gegebenen Punkt?

(d) Zeigen Sie, dass auch die Gleichung

E=kvVal+y?—ket=0

eine Charakteristik beschreibt. Welche geometrische Form hat diese Charakteristik? Zusatzfrage: In wel-
cher geometrischen Beziehung steht diese Charakteristik zu den Charakteristiken vom in (c) gefundenen
Typ, die ebenfalls durch den Ursprung gehen?

Lésung: (a) durch direktes Ausrechnen (Kettenregel).

(b) Koeffizient vor uge muss verschwinden:

e Pl - g =0,

(c) Einsetzen ergibt:
A 4 Pkl —w? =0,

also
w = clk|,

wobei k = (kq, k2). Die Losungen sind Ebenen senkrecht zu den Vektoren (k1, k2, —w), die alle die Ebenen
t = const unter demselben Winkel schneiden. Jeder Punkt geh6rt zumindest zu einer ein-parametrigen
Schar von Charakteristiken, parametrisiert durch den Polarwinkel von k. [Eine Anderung des Betrages
von k multipliziert den Vektor (k1, k2, —w) mit einem Skalar, was nicht zu einer neuen Ebene fiihrt. a
ist beliebig, wird aber durch die Vorgabe eines Punktes festgelegt.]

(d) Einsetzen und Division durch k ergibt:
2 2
2_ 7 )
C Rty +e 24y

=0 < 0=0.

Die Charakteristik ist ein Kegel mit Spitze im Ursprung und damit die Einhiillende der ebenen Charak-
teristiken durch den Ursprung.
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B.14 Quasilineare Gleichung

Gegeben sei die quasilineare partielle Differentialgleichung
T uuy = 1.

Auf der Geraden = +y = 1 sei fiir © > 0 die Funktion als u(x,y) = 0 vorgegeben. Die charakteristischen
Gleichungen fiir z, y und u als Funktionen eines Parameters A lauten geméfl der Vorlesung
dx o dy du

Do T !
(priifen Sie dies nach).

(a) Zeigen Sie, dass die Losung dieses Systems gewdhnlicher Differentialgleichungen fiir die Charakteri-
stiken lautet:

vz 171‘0)\,

y = l)\2—i—1—aco
2 )

U = A

(Hinweis: Trennung der Variablen). Dabei ist (2,1 — x¢) der Schnittpunkt der Charakteristik mit der
vorgegebenen Kurve und der Parameter A nimmt an diesem Schnittpunkt den Wert A = 0 an. Skizzieren
Sie einige der Charakteristiken (z(X),y())), die die vorgegebene Kurve schneiden. In welchem Bereich
erhélt man eine stetige Losung?

(b) Eliminieren Sie aus den in (a) gefundenen Gleichungen zp und A, um eine Gleichung allein fiir die
gesuchte Funktion u(z, y) zu erhalten. (Es ist ausreichend, eine implizite Gleichung fiir u anzugeben; sie
muss nicht nach v aufgelost werden. Dies ist moglich, fithrt aber zu einem uniibersichtlichen Ausdruck.)

(¢) In der Vorlesung wurde erldutert, dass man bei einer quasilinearen Gleichung fiir u(x,y) auch u und
x oder u und y als unabhéngige Variablen betrachten kann. Verwenden Sie die Beziehungen

1
Uy = — und umz—y—z,

Yu Yu

um die urspriingliche Gleichung in eine Gleichung fiir y(z, ) umzuformen. Schreiben Sie diese in Stan-
dardform. Zeigen Sie, dass die in (b) gefundene Losung, nach y aufgelost, diese neue Gleichung erfiillt.

Losung: (a) Die dritte Gleichung ergibt
u=A\+cy,
dann ergibt die zweite

1
Y= 2)\2+cl)\+02.

Unabhéngig davon ergibt die erste Gleichung

) = dA
1
= ——4c3 = A
N _ 1
x = —

Am Schnittpunkt mit der vorgegebenen Kurve ist

A=0, z=x9, y=1—1x9, u=0,

also
1
Zo = D)
C3
l—zo = co
0 C1
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Damit ist schlie3lich

1 Zo
xr = =
1/.’)3‘0—)\ 1—3?0)\,
1
y = 5)\24—1—3:0,
u o= A\

Die Charakteristiken schneiden die vorgegebene Kurve zweimal mit dem geschlossenen Abschnitt der
Charakteristik links-unten von der Kurve. Rechts-oben erhélt man stetige Losungen.

(b) Die Elimination von A ist trivial, da A = u ist. Aus der Gleichung fiir y()) erhalten wir

L o
x0:§u +1-y

fiir den Schnittpunkt. Einsetzen in die erste Gleichung ergibt

u?/2+1—y
xr =
1—(u2/24+1—y)u’
also
2 2
T — <%+1y) TU = %Jrlfy
= Ty
1+au 2 v
(c) Die umgeformte Gleichung lautet
= 1
2% +u— =1,
Yu Yu
also
nym + Yu = U.
Nach (b) sollte die Losung lauten
_u? 1 x
v= 2 14+ zu’
Es ist
I1+ozu—2u 1
Ya (1+zu)2 (14 zu)?’
r 2
b T U e T Y T
Daraus folgt
2 2
$2ym+yu:*x7+u+$7 =u
(14 zu)? (14 zu)?

Also erfiillt die Losung aus (b) die transformierte Gleichung.

B.15 Storungstheorie
Betrachten Sie die Gleichung

1 1 1 1
V2u+1u2:urr+;ur+r—2u¢¢+zu2:o

auf dem Einheitskreis mit der Randbedingung, in Polarkoordinaten,

ulr=1,¢) = 1.

Bestimmen Sie eine Niherungslosung, indem Sie u?/4 als Storung betrachten. Gehen Sie dabei wie folgt
vor:

(a) Stellen Sie die Gleichungen mit dazugehorigen Randbedingungen bis zur zweiten Ordnung in der
Storung auf.
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(b) Losen Sie die Gleichungen iterativ und zeigen Sie so, dass die N#herungslésung bis zur zweiten
Ordnung lautet
1—7r2  3—4r2+0*
=1 .
YEIT T T T

Hinweise: Dabei ist die Methode aus Aufgabe B.11 niitzlich. Erinnern Sie sich auch an die in der Vorlesung
bewiesenen Sétze tiber harmonische Funktionen.

(c) Setzen Sie die Niherungslésung in die urspriingliche Gleichung ein und priifen Sie, dass der resul-
tierende Fehler tatsichlich von dritter Ordnung in der Stérung ist. Wo ist die Ndherungslosung am
schlechtesten?

Losung: Wir schreiben die Gleichung als
V2u + eu? = 0.
Sei
w=u" +eu® 4+ 2u® .
Einsetzen in die Gleichung und Koeflizientenvergleich ergibt
vZ3u® =
v2uD 4+ (u(0)>2
V242 4 940041
V2u® 4+ 200y@ 4 (M) =

o O O O

mit den Randbedingungen

uP(1,0) = 1,
u™(1,¢) = 0 fir n > 1.

Die Losung in nullter Ordnung ist (konstante harmonische Funktion!)
uO(r,¢) = 1.

Damit ergibt sich die Gleichung fiir die erste Ordnung zu
Vi = -1

Diese 16sen wir mit Hilfe der Methode aus Aufgabe B.11. Fiir die spezielle Losung der inhomogenen

Gleichung machen wir den Ansatz
v = A2,

Einsetzen ergibt
2A 424 =44 = 1,
also
A=—-.
4
Die Losung w) der homogenen (d.h. Laplace-) Gleichung muss die Randbedingung

1
wh(1,6) = —(1,9) = +5
erfiillen. Das ist wieder eine konstante harmonische Funktion,
1
1) S
w' (1, P) 1

Damit ist der gesamte Term erster Ordnung

1—72
1

u(r,¢) =
In der zweiten Ordnung haben wir die Gleichung

1—72 r2-1
V2u® = -2 = :
Y 1 2
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Ansatz fiir die spezielle Losung:

1
(2):B 4~ 2
v r 8T

ergibt
1287 L yapr togeper LLlle
2 2 2’
also B =1/32 und damit
P2
()
32 8
w® muss die Randbedingung
w(2)(17¢) = _U(2)(17¢) - —i—i
32
erfiillen, also ist
w(r.6) =
und damit g a2
u?(r, ¢) = — ::2+r '

Die Néherungslosung bis zur zweiten Ordnung lautet also

1— 72 3 —4r? 4 4 547 — 36712 + 4
>~ 2 —
u(r, @) =14 e——+e 32 512

fiir e = 1/4. Der Fehler in der Gleichung ist

1—r?)(2-1?) (1—72)(3 —4r2 + 1) (1—r%)2(3—12)2
v? 2. 3 ( 4 5
uheu = 8 e 64 e 1024 ’

also tatsiichlich von der Ordnung €, wie wir erwarten. Da in unserem Fall € = 1/4 gilt, ist die rechte

Seite
4297 — 6616712 + 23907* — 7216 4 18

1048576
Dieser Fehler ist fiir r = 0 maximal, er ist dann 0.0041, die Losung selbst ist dort «(0) = 1.068.

B.16 Green-Funktion fiir die Poisson-Gleichung auf einem Quadrat
Bestimmen Sie die Green-Funktion g fiir die Poisson-Gleichung auf dem Quadrat 0 < x < L, 0 <y < L
mit Dirichlet-Randbedigungen. Diese Green-Funktion erfiillt die Gleichung
Vig = dnd(z—a')oly —y),
g = 0 auf dem Rand.

(a) Entwickeln Sie dazu w in eine Fourier-Sinus- Reihe nach = und y,

mmnx nm

sin 7 g(z, y).
L L

4 L L

Gmn:ﬁ ; d:c/o dy sin
Transformieren Sie die gesamte Gleichung entsprechend. Losen Sie die transformierte (algebraische)
Gleichung fiir G, und geben Sie das riicktransformierte Ergebnis in Form einer doppelten unendlichen

Reihe an.

(b) Benutzen Sie die Green-Funktion aus Teil (a), um die folgende Gleichung zu 16sen:

Viu = —sinﬂ—;sin% fir0<z<L,0<y<L,
0 auf dem Rand.

u
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