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Grundbegriffe und Werkzeuge Seite 1
1 Grundbegriffe und Werkzeuge

1.1 Elektrische Ladungen

Bewegte Ladungstrager nennt man ,elektrischen Strom*“ (analog:
bewegtes Wasser = Wasserstrom, bewegte Luft = Luftstrom)

Ladungstrager: Elektron, Proton mit
Elementarladund: e =+1.602 mal 10° As (Coulomb)

Protonen + Neutronen bilden positive Atomkerne,
Elektronen bilden die negative Hiille

Wenn gleichviele Protonen und Elektronen neutrale Atome
Wenn im Atom Elektronen fehlen oder Gberzahlig sindonen

-~ _e -~ _ e
// ®\ // ®\
e ®. L @
| |
e p L Tp
\\\ 7 \®\ //

) -

H-Atom H™-lon H-lon
In der Elektrotechnik von praktischer Bedeutung:

- Elektronenstrome (Metalle, Halbleiter, Vakuumréhren)
- lonenstrome (FlUssigkeiten, Gase, Schmelzen)
- Locher (Halbleiter)

Aufbau der Materie ist viel komplizierter und es kommen weitere
Elementarteilchen hinzu, z.B. :

Mesonen: neutratt e
Quarks:x 2/3 e usw.

In der Elektrotechnik kann es nur Ladungsmenggeben, die ein
ganzzahliges Vielfaches der Elementarladittadpetragen, also

g = nle



Seite 2 GET-Skript

1.2 Kraftwirkungen zwischen Ladungen

Krafte auf ruhende Ladungen

g, Lo,

2
N

ro /}g
P o))
1

elektrostatische Krafte [

(Coulomb'sches Gesetz)

—> I:2
F
01

m, L,

2 H
o

Ahnlich wie GravitationF [

jedoch bei elektrischen Ladungen

- zwei Arten von Ladung (+ und -)
- ungleiche Ladungen ziehen sich an, gleiche stol3en sich ab
- Krafte viel, viel ... viel groRer als bei Gravitation.

© O

1m

Jedem fehlt 1% der Elektrondnentspricht Gewicht der Erde

Normalerweise sind elektrostatische Krafte dieser Grol3enordnung
nicht zu bemerken. Das Gleichgewicht zwischen positiven und ne-
gativen Ladungen ist sehr gut austariert

Also: keine auBBeren KraftBei Ungleichgewicht wird Ausgleich
durch Stréme angestrebt.

Beispiele fir elektrostatische Krafte:

- Elektron/Atomkern

- Molekulkrafte

- AbstoRende Krafte zwischen Protonen (was hélt dann Atom-
kern zusammen?)
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Krafte auf bewegte Ladungen.

Diese Krafte heil3erelektromagnetisch&rafte. Sie hangen in
komplizierter Weise von der Ladung und deren Bewegung ab.

Frage: Gibt es jemals eine Chance, die Krafte zwischezlen
evtl. bewegtenLadungen nactBetrag und Richtun@uszurech-
nen?

Antwort: Ja,wenn man den Begriffeld einfuhrt.

1.3 Der Begriff Feld

Die Kraftlg aufeineLadungqist gegeben durch

- die Grol3e (Menge) der Ladung

- die Geschwindigkeij/ der Ladury
- das elektrische FeIE[9 am Qrt

- das magnetische Felti am Qrt

Die Kraft I? auf eine Ladung wird beschrieben durch die sog.

Lorentz-Beziehung E =q [(E + Ux %)

Wir interessieren uns also fur die Kraft aiheder vielen Ladun-
gen, also fur die Kraft auf. Der EinfluR3aller anderenLadungen
|aRkt sich zusammenfassen zu:

- einemVektor% am Ort der Ladungund
- einemVektor B am Ort der Ladung

. > >
Kennt man die Vektoree und@ am Ortder untersuchten Ladung

g, so kennt man die Krafte, die die Laduggn Bewegung setzen
wollen, also die Ursache fir den Strom.

Neue Frage: S S
Wie berechnet man die Vektordhh uld am Ort der Ladgng
bei einer komplizierten Verteilung der restlichen Ladungen?

Antwort:
Es gilt dasSuperpositionsprinzip (Uberlagerungsprinzigines
der wichtigsten vereinfachenden Prinzipien der Physik.

Seite 3
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o1
E o3 \9/ o2
*0s A

. : : .2 2

Bei unserer bisherigen Betrachtung dielte  @hd  nur zur Be-
schreibung der Kraftwirkungealler anderen Ladungeauf die
einebetrachtete Ladung

~ EundB hangt also ab von der Verteilualler andererLadun-
genohne q

- Es wurde vorausgesetzt, dal3 die Verteilung aller anderen La-
dungen nicht dadurch beeinfluf3t wird, an welchem Ortcpich
befindet

Frage:
Was bleibt am Or{(x,y,z)der betrachteten Ladurggy wenn man
diese wegnimmt?

éntworg:

E undB am Ort(x,y,z)degweggenommenen Ladubtpiben un-
verandertMan kann alsde un an jedem dK,y,z)ausrech-
nen bzw. messen

Definition:

Eine Grol3e, die man an jedem Punkt des Raumgs)berechnen
bzw. messen kann, heil3t Feld. Ein Feld ist also eine Funktion des
Ortes(x,y,z),eventuell auch eine Funktion der ZeiMan schreibt
deshalb:

E :E x,y,z)bzw.é :%(x,y,z,t)und
B = B(x,y,z)bzw. B =B(X,y,z,t)
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Beispiel: Temperaturfeld (skalares Feld)

Y\ oo T=T(X0Y020)=14 °C
20 L7 Z

Yol =~ 7

X1
Y

Es gibt eine skalare Funktioh = T(x,y,z).Sie hat fur den Punkt
(X0.YorZo) den WertT = T(Xo,Y0.Zo) = 14°C. Tkann eventuell von
der Zeitt abhéngen, alsd = T(X,y,z,t)

Beispiel: Geschwindigkeitsfeld (Vektorfeld)

Yi
e
— = - —_—

~a =
/
yo**;%"/ — \\ ~

-

X0 X

Es gibt eine Vektorfunktiow % (x,y,z) Diese Geschwindigkeits-
funktion V hat z.B. an der Wasseroberflachg0 und am Ort
(Xo.Yo,Zo) den Werty = ¥ (x,Y0,0) = (0.5m/s, 0.1m/s, Om/s).

¥ kann eventuell von der Zdiabhangen, als® = V(x,y,z,t)

Das elektrische Fel& (Vektorfeld) ist eine Vektorfunktion von
(X, y, 2 und evtl. von der Zeit , also

> > > >
E=E(xYy2bzw.E=E(XY%z)

Das magnetische Fe% (Vektorfeld) ist eine Vektorfunktion von
(X, ¥, 2 und evtl. von der Zeit , also

> > > >
B=B(xYy2bzw.B=B(xY z)

Anschauliche Hilfsmittel (immer unzulénglich, weil auf eine Aus-
wahl von Koordinaten in der Papierebene beschrankt):
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- Vektoren an jeden Punkt zeichnen (nur bedingt méglich)
.Feldlinien” als Tangenten an Vektoren (Feldliniendichte ent-
spricht der Grol3e des Betrags).

1.4 Werkzeuge fur den Umgang mit Vektorfeldern

1.4.1 Der FluR eines Vektorfeldes

Gedankenversuch: Wir setzen eine Flache aus Maschendraht in
stromendes Wasser, also in ein Strémungsfeld

Frage: Welche Wassermenge fliel3t pro Zeit durch diese Fladhe
im Strbmungsfeld/ (FluR)?

ZunachseineMasche mit FlachéA

OA

Daeine Flache eine Gro®d®\  und eine Orientierung im Raum hat,
die man mit der Richtung eines auf der Flache senkrechten Vektors
A (Flachennormale, Lange 1) angeben kann, ist sie beschrieben
durch den VektobA mit

C}aéi

Bei Stromungv senkrechtzur Flache, d. hv || 5A , ist dann die
Menge pro Zeit

5A = HIBA

Menge _

9
. W = YDA
Zeit

-V
3A



Grundbegriffe und Werkzeuge

Bei StromungV inbeliebigerRichtung zur FléicheSZ\9 wird die
Menge pro Zeit ebenfalls durch das innere ProdukbA richtig
beschrieben.

W = YDA = ¥ E|53\| [cosa

v
9
o

Der Flul3 durch diggesamtd-lacheA = ZéAi ergibt sich durch
Aufsummieren der Teilflisse durch alle Maschen

Durch die i-te Masche flieB¥; = V; [BAI
insgesamt fliel3t
9
W= YW = 5V DA
AR

und bei unendlich kleinen Maschen geht die Summe in ein Integral
uber. Der Flu3 wird dann beschrieben durch:

W = ‘/[\’/[dZoderlp = {I?/EUZ

Seite 7
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Anschauliche Einfihrung des FluRintegrals
Herkdmmliche Integrale FluRBintegrale

f(x) \ f

T 'f' .

4 iy
a’s.” b x
OX;
. . > >
Teilflache: F; = f, [Bx; TeilfluB: @, = v, [BA;
s e _ . _ > KA
Flache: F = .Zfi [BX; Fluf: P = zivi [BA
. - %
bei ox; — 0 bei oA - 0
unendlich viele Streifen, unendlich viele Maschen,
keine Nummern, dafir keine Nummern, daflr
Bezeichnung des Bezeichnung des
Integrationsgebiets Integrationsgebiets
(hier Intervalla . . .b ) (hier Flache A)
statt z - J’ statt Z - I
statt 6 - d statt & - d
° >
also: F = [f Cox also: g = I\’/ WA
a A

f ist Funktion von(x) , also V ist Funktion vdqw, y, 2 , also
auf einemeindimensionalem  auf einedreidimensionalen
Gebiet definiert, Gebiet definiert,

b
eigentlich: F :J’ f(x) dx  eigentliciy = J'\’/(x, Y, 2 EUZ
a
A
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In dieser Vorlesung ist keine allgemeine Berechnung solcher Inte-
grale erforderlich. Es werden nur zwei Spezialfalle berechnet:

Spezialfall 1:

2 . .
V1ldA undv = const aufdem gesamten Integrationsgebiet,

d. h. Vektorv steht im gesamten Integrationsgehiet
senkrecht auf der Oberflaclia = 00) . Dann ist

?/[dz = v[Alktosa = vdA
und weilv = const aufA |, ist
N ->
VdA = v dA.
Ja Sh

Weil Summe aller Flachenelemerda des Gehfets eben
gerade die Flache des Gebiets ergibtJ'AisiA = A

also: J’AvdK = vOA furd|| K undv = const aufA

Spezialfall 2:

AN dz\ auf dem gesamten Integrationsgebiet,

d. h. der Vektors Iiegtirp gesamten Integrationsgeliet in
der Oberflaché a = 90) . Dann ist

YA = vHAosx = 0

> >
also: I?/dA = 0 furvOA
A

Ha&ufig interessiert man sich fur den Fluf3 durch geschlossene Hull-
flachenA

Vereinbarung:
Flachennormal@ , und damit der VektdA jeder Masche zeigt
immer nach auf3en.
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Beispiel:Kasten aus Maschendraht im Stromungsteld

a) Flul3 durch eine geschlossene Hillflachee Quelle:

Az\

J'dA = {dA+£dA
A 1 2

W, = IA v EUZ :
1% R
W +W, =W = f\’/ WA = 0 FIuR ohne Quelle
A
Durch den Ring im Integral wird angedeutet, daf3 ldéesgrations-

gebiet eine geschlossene Hullfladse

b) Fluf3 durch eine geschlossene HullflaohieQuelle:

b = A0 FIuR mit Quelle



Grundbegriffe und Werkzeuge

Der FluR eines Vektorfeldes  durch eine geschlossene Fliche
zeigt also an, ob sich iA  eine

- Quelle(y >0) befindet, oder eine
- Senke(y <0) , oderold ganz einfach
- durchflossen wird¥ = 0)

1.4.2 Die Zirkulation eines Vektorfeldes

/;
S

T'i\

Seiltrommel als ,anschauliches” Vektorfeld.

Man kann an jedem Punkt der Trommel dle Kraftrichtung und
Grol3e der Kraft messen. Also: VektorféFd F(x Y, 2

Besser wahlt man hier Zylinderkoordinatgn:: E(r, X, 0)

- Dann ist Kraftrichtung immer tangential an Kreise.
- Die Grol3e der Kraft hdngt nur von dem Radius ab.

GesuchtArbeit bei Bewegung langs eines Weges

Seite 11
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Anschauliche Einfihrung des Linienintegrals

Herkdmmliche Integrale Linienintegrale
f(x)
A
fi\* /./b
— T >
747474 GSI
\ >
Fi
%
0s; /
s
— - #—Fl
a b x [
OX; a
. . . % 9
Teilflache: F; = f; [®x; Teilarbeit: W, = F; [8s;

> >
Flache F = Zfi [BX; Arbeit langs W = Z F; [Bs
I I

(hier F:= Flache) (hier F:= Kratft)

. - 9
bei ox; » 0 bei ds, - 0
unendlich viele Streifen, unendlich viele Schritte,
keine Nummern, dafr keine Nummern, daflr
Bezeichnungen des Bezeichnung des
Integrationsgebiets Integrationsgebiets
(hier Intervalla . . .b) (hierr =We@ - b )

statt Z - J’ statt z - I

statt 0 - d statt & —» d

b b
also: F = J’f Cdx also:W = I?:[dézj'r?:[d%
a a

. . > . ,
f ist Funktion von(x) , also F istFunktionvdi,y, 2. ,also
auf einem eindimensionalem  auf einem dreidimensionalen
Gebiet definiert, Gebiet definiert,

b b
eigentlich: F :I f(x) dx  eigentlW = I ?:(x, Y 2 o
a a

oder:W = Ir?:(x, y 2 [
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In dieser Vorlesung ist keine allgemeine Berechnung solcher Inte-
grale erforderlich. Es werden nur zwei Spezialfalle berechnet:

Spezialfall 1:

Elldd undF = const auf Wegl d'h»' langs des gesamten In-
tegrationswege$ gtimmt Richtung vén . udsl Uberein und
der Winkel zwischelE  und$ st Ntk =0 ) . Dannist

EEd%z F [(ds[kosa = F [ds
und weilF = const aufl , ist

J’rF oé = F qrds

Weil die Summe aller Wegelemends  desWeiges  also
[r ds gerade der Gesamtweg ist, gilt:

[rE W = F (Gesamtwefir F ||dd undF = const

Spezialfall 2:

FOdd dh. langs des gesamten Integrationsweges! ist 90
Dann ist

EEd%z F (ds[osa = 0 und

[rﬁ[déz Cfur B Odd

Haufig interessiert man sich fur Linienintegrale Iaggs eiges
schlossenen Wegés also z.B. filf F o

[ = geschlossenerWeg
Man schreibt statt ,,ggschlossener Weg" ein Ringsymbol in das In-
tegralzeichen, als§ F s

Mit diesen Grundkenntnissen tber Linienintegrale kbnnen wir zu-
rickkommen zu dem anschauliches Beispiel fur ein Vektorfeld,
zur Seiltrommel. Hier ist
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- die Richtungder Kraftf immettangentialund

- der Betrag Fder KraftF nur von rabhangig. Dieser Betrag der
Kraft a3t sich aus dem Drehmoment bestimmen:
F(r) O = const= Ry, unddamitF(r) = Fyry/r

a) Umlauf auf geschlossenem Kreis mit Radius

6§+‘

>
0 177

Hier gilt Spezialfall 1,

- weil B[l dd (E undd$ tangential) und
- weil mitr der Betrag- der Kraft auf dem Integrationswédg
konstantistE(r) = FyLry/r =const )

W :.fr?: Ed%:frF s =Ff ds=F [Gesamtweg:

=F[2mr = Fydry/r) @2mr = Fy 21

Dieses Ergebni®v = Gewichtskraft]l Hubweg ist sehr plausi-
bel, weil sich bei der Bewegung eines Punktes der Seiltrommel auf
einer geschlossenen Kreisbahn diese um eine volle Umdrehung
dreht und das Gewiclit, um den Umfa2myr gehoben wird

b) Umlauf auf Weg aus radialen und tangentialen Abschnitten.

Auf dentangentialenwWegsticken (Kreisboégen) gilt - wie oben -
§pezia|fa|| 1. Auf demadialenWegstiicken gilt Spezialfall 2, weil
F Od$ . Weiterhin gilt:
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) R S T 1

Dann ist aber

W= f?: [H = 1w Fg+ 0+ TrF+ 0 = 21 oF,

d. h. wir erhalten das gleiche Ergebnis wie bei der Bewegung auf
einer Kreisbahn.

¢) Umlauf auf beliebigem geschlossenen Weg um die Achse

Jeder beliebige Weg kann aus radialen und tangentialen Wegele-
menten zusammengesetzt werden, wenn man deren Lange gegen
Null gehen laRt. Auch dann gilt weiterhin das Ergebnis

fEd% = 2mryFy,

Dies ist leicht einzusehen, weil bei Umlauf eines Punktes um die
Achse bei beliebigen Wegen sich die Trommel um eine volle Um-
drehung dreht.

> o o
Man nennt dade% die Zirkulation eine Vektorfeldes.

d) Wenn der Integrationsweg die Achse nicht umfaf3t

w:f?:d’s = TrF+0—TIgFg+0 = 0

Melke: Ein VektorfeIdE iszirkulationsfrej wenn furalle Wege
fr Fds = 0ist. Im Beispiel ist dies ja nicht fur alle Wege der Fall!

Seite 15
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2 Der Stromkreis

2.1 Bewegte Ladungen

Bei nicht homogener Verteilun% positiver und negativer Ladung:
Aufbau eines elektrischen Feldes

- KraftE =q EEauf jede Ladung

- Antriebskraft (elektromotorische Kraft, EMK) fur Ausgleichs-
vorgang ist vorhanden.

- Wenn Verbindungsweg vorhanden, kann der Ausgleich durch
Bewegung der Ladung stattfinden.

Beispiel: Zwei Metallplatten mit Elektronentberschul3 (-), bzw.
Elektronenmangel (+).

Bewegungsrichtung
der Elektronen

-—

?Stromrichtung
nach Definition

Leiter

Man kann den Ausgleichsvorgang als Funktion der Zeit beobach-
ten.

- Kupferdraht, Silberdraht uswschneller Ausgleich
- Holzstab, Faden uswangsamer Ausgleich

d.h. transportierte Ladungsmenge pro Zeit ist unterschiedlich.

Man definiert: Die elektrische Stromstarkest die pro Zeiteinheit
durch einen gegebenen Querschnitt hindurchflieRende Ladungs-
menge | = 3qg/ ot

Fur zeitlich veranderliche Strome wéahlt main- O , also
I=dqg/dt Definition der Stromstéarke

Die Einheit der Stromstarke heil3t Ampere (Basiseinheit im
MKSA-System) ;[I] = A = Ampere
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2.2 Quellen

Beim Ausgleichsvorgang kommt die Antriebskrﬁ ( -Feld, EMK
bzw. SpannundJ) aus der ungleichen Ladungsverteilung nimmt
also zeitlich ab.

EinenGleichstromerhélt man, wenn die Elektromotorische Kraft
(EMK), auchQuellspannundpzw. Urspannungtrotz des flieRen-
den Stromes konstant bleibt, wenn also zur Erhaltung des Uber-
schusses (-) bzw. Mangels (+) Ladung nachgeliefert wird

Dies geschieht durch

- chemische Vorgange (Batterien, Akkumulatoren),
- mechanische Ladungstrennung (Reibung usw.),
- Induktionsvorgange (Generatoren),

- photoelektrischen Effekt (Solarzellen)

wobei mechanische, chemische Energie bzw. Strahlungsenergie in
elektrische Energie umgewandelt wird.

Es wird also zwischen zwei Polen eine konstante Spannung er-
zeugt, man spricht von ein8pannungsquelle

o+ Pluspol

C) U\Zéihlpfeil

o- Minuspol

Der Zahlpfeilwird so definiert, dafld er vom positiven Pol (Elektro-
nenmangel) zum negativen Pol (Elektronentberschul3) zeigt.

Die technische Stromrichtun@ahlpfeilrichtung) ist also deBe-
wegungsrichtung der Elektronen entgegengesetztstinumt mit
der BewegungsrichtungositiverLadungstrager tiberein (z.B. mit
der Bewegungsrichtung positiver lonen)

Verbindet man beide Pole einer Quelle mit einem Leiter, so flief3t
ein Strom konstanter Starke an jeder Stelle dieses Stromkreises,
also einGleichstrom
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2.3 Stromstarke und Stromdichte

Beschreibung der Stromstéarke ist moglich

- entweder Ubet = dg
dt

- oder durch Ladungsdichfg  und Geschwindigkeier La-
dungstrager, die durch LeiterquerschAitaufen.

Ladungsdichte = g’_\‘j - \%ﬂ

I—

oV

Bei gleichférmiger Geschwindigkeitder Ladungstrager und bei
gleichférmiger Verteilungiber dersenkrechtei@Querschnitf, ist

| =309/t = plbdV/ot = p[ALDI/Ot=p ALY
oderl/A = p ¥

Man bezeichnet/A = Strom pro Flache als Stromdich& also

S = p V. Im allgemeinen ist aber die Geschwindigkeit der La-
dungstragenichtgIeLchférmig und senkrecht zum Querschritt
und die Stromdicht&s st ein Vektor, dessen Richtung durch die
Bewegungsrichtung der Ladungstrager festgelegt wird zu

§=pd

Die Stromdichte ist also an unterschiedlichen Stellen des Leiters
unterschiedlich, hangt vom Ofx,y,z)ab und ist demzufolge ein
Feld (Stromungsfeldalso genauer

S(xy2=pR(xy2

Berechnet man den Flul® dieses Vektorfeldes (siehe Werkzeuge,
1.4.1), so lat sich leicht der Gesamtstrodurch einen beliebigen
LeiterquerschnitA berechnen.



Der Stromkreis Seite 19

Fir ein Fléchenelemenltz ist der TeilfluR
%Ddiz p O [L‘IZ = p v [(DA[kosx

Zerlegtmarf/ bzvv§ in Koanonent@araIIeIbzw.senkrechtur
Oberflache des ElemendA , so ist in der obigen Gleichung
vkosa = v, die senkrechte Komponente vén  und

>
SOdA = p Ovy WA

Fir senkrecht zur Oberflache mit= v laufende Ladungen galt
aberdl/dA = p O/ . Dann ist

SHA = p Ovy [HA = (dI/dA) [HA = dI

und fur die gesamte Flackest | = J’Adl und somit
> >
| = d =] SdA=[0p CrdA

Also: Gleiche StromstarkkausvielenLadungstragern (grof3gs )
bei kIeinerGeschwindigkeiK/ odewenigenLadungstragern bei
groRerGeschwindigkeit oder béieliebiger Geschwindigkeitsver-
teilung

Ebenso:Gleiche Stromstarke | ausositivenLadungstragerm

mit positiver Geschwindigkeit\’/ wie ausegativenLadungstra-
gern P mitnegativerGeschwindigkeit‘3' odebeliebiger Mi-
schung

Merke:Bis auf wenige Ausnahmen (z. B. Hall-Effekt) hdngen die
auReren Wirkungedes Stromeshichtvom Vorzeichen der betei-
ligten Ladungstrager ab. Daher kann in E-Technik festgelegt wer-
den:FluR3richtung des Stromes ist Bewegungsrichtung der positi-
ven Ladungen.
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BeachteNach 1.4.1 wary = \’/[dz das (Volumen/Zeitjlas
sich durch A bewegte. Dann ip{tw =(p O/ [HA = 9S[d?A ,
also (Ladungsdichte] Volumen Ze tie Ladung, dfe sich pro
Zeit durch den Leiterquerschnitt bewegt, also der Strom

2.4 Potentielle Energie einer Ladung und Spannung

Ohne Magnetfeld% =0 )Lst die Igraft im elektrischen Fe&d
auf Ladungq gegeben durcLIF = qCE unddie Energie, die eine
Ladungq bei Bewegung inE -Feldufnimmt(die potentielle En-
gerie der Ladung), ist

—dW = B [} = q[E Ods

wn v

my

Erdfeld

Beachte:Bei Bewegungn Feldrichtung istdW = —(qDEDcB
negativd. h. die Ladungerliert potentielle Energie. (Vergleiche:
Masse, die in Richtung des Erdfeldes fallt, verliert Energie!)

Die AnderungerdW der potentiellen Energi®\,;, auf dem Weg
von a - b einer Ladung kann man aufsummieren zu

b >
-W(a- b = IaqEEEds.

Man kann plausibel machen (und spater beweisen), dal3 die Ener-
giednderungV(a - b nurvon der potentiellen EneMyié) im
Punkt a und W(b) im Punkt bndnicht vom Weg des Ladungstra-
gersabhangtW(a) und W(b) sind der Ladung proportional und
man schreibt deshalb

W(a) = qlp(a) bzw. W(b) = qLi(b)

und nennt ¢(a) bzwp(b) das Potential von Punkt a bzw. von
Punkt b. Dann ist aber

~W(a - b) = —qT6(b)-9(@)] = qr] qrETs
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Die Potentialdifferend ¢ (a) — ¢ (b)] spielt in der Elektrotechnik
eine wichtige Rolle. Sie bekommt einen eigenen Natdggund
heil3telektrische Spannung. Es ist also

b
U, = 9(@)—¢(b) = Iaé s Spannung, Potentialdifferenz

Die Richtunga - b istdie Zahlpfeilrichtung der (skalaren) Span-
nung.
Die Einheit der Spannung ist 1 Volt, alfg] = 1Volt = 1V

2.5 Metallische Leiter

2.5.1 Leitungsmechanismen

Pro Atom gibt es wenigstens ein freies Elektron, d.h. wenigstens
circa 13%cm®. Sie bewegen sich ungeordnet wie Gasmolekiile,
ohne Vorzugsrichtung.

Bei einer Spannungg{gzwisghen deneEnden des Leiters ist Ein -
Feld vorhanden, d.Ig. KraftFr = —e[E beschleunigt alle Elek-
tronen in RichtungkE

Nach kurzer Laufstrecke erfolgen Std3e mit dem ,,Atomgitter” und
Streuung der Elektronen in alle Richtungen (Flipper).

Also: Beschleunigung wird nach kurzer Zeit unterbrochen und
Ve = b bleibt kLein. Nur eine mittlere Driftgeschwindigk&t ,
die proportional ztE ist, stellt sich ein:

> 2
V= L[E

Die Proportionalitatskonstantei, heBaweglichkeitler Elek-
tronen.

SindN Leitungselektronen im Volume¥ so ist durcn = N/Vund
die Elementarladunge auch die Ladungsdichtp = —n[e  be-
kannt.

Mit p und ¥ 1aRt sich aber auc% berechnen

%z pEf/: (—nEé)E(—ueEE) = K[E

Seite 21
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Die Proportionalitatskonstante = p,Celn  falt die Materialei-
genschaften zusammen und haizifische Leitfahigkeit

Der Kehrwert p, =1k heil&pezifischer Widerstand

Bei konstanter Tempgratur istin Metallen  (praktisch) konstant,
also unabhéngig vonS  und# (Ohm‘sches Gesetz)

2.5.2 Anwendung des Ohm‘schen Gesetzes

In der Praxis verwendet man haufig mstallischer Leiter der Lange
| mit QuerschnittA. Dann verlauft aucte in Leiterrichtung und
damit in Richtung des Wegelemerd$ . Es Gitezialfall 1fir

das Linienintegral und die Spannudg, ist

a U.p b

b> o b
Uy = [ECWS = E[J ds = ED,

Mit E ist auch die Stromdichtefs = K EE Uberall gleich und par-
allel zur Flachennormalen, d.h. zur Berechnung des Stromes gilt
bei der IntegratioBpezialfall 1

> >
| = ( SOdA= SO dA=SOA
Ja Sh
oder | = k[(ECOA

zusammen mity,, = EO  ergibt sich eine Beziehung zwischen
SpannundJ,, und Strom

a
[ D:pR

Yab = T A

Diese Beziehung zwischen detiegralen GrQBen %lo und| wur-
de durch Integrieren der Beziehung zwisclien &nd gewonnen.
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Man nennt die Proportionalitatskonstanten zwiscblemnd | den
elektrischen Widerstand ées Leiters, also

R = 1I/(kA) bzw.R = pg /A elektrischer Widerstand
Den Kehrwert nennt man detektrischen Leitwert Galso

G = 1/R elektrischer Leitwert

Damit kann man also schreiben

U =R0O oder | =GU Ohm'sches Gesetz

Bei konstanter Temperatur i® bzw. G in Metallen konstant
(Ohm‘sches Gesetz) und somit sind Spannung und Stromstarke
einander proportional. Dies ist gleichwertig mit der differentiellen
Form

E:prB oder $=k(E

Der ohm'sche Widerstan® bzw. der LeitwertG sind wichtige
Grol3en in der Elektrotechnik und die EinheitdR] bi®] er-
halten eigene Namen

[R] = 10hm = 1Q = 1V/A;

[G] = 1Siemens= 1S = 1A/ V;

Die Einheiten der Konstantgsy, umrd  sind somit

[Pl = QOMund[K] = S/ m

2.5.3 Temperaturabhangigkeit des Widerstandes

Im allgemeinen isR temperaturabhangig, alsk:= R(T), z.B. bei
Kupfer:

Om A pR
6102
4o T;pr(T)
—8
210 To:Pro
T

0 200 400 600 K

Da p in einem grofRen Bereidinear mit der Temperatugeht,

Seite 23
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kann man vorpg  aupg(T)  schlieRen

Pr(T) = Ppro 1+ a(T—=Tpy)).

Die Konstantepr, ist der spezifische Widerstand et T, o ;
hangt i. a. etwas von der Wahl vdy  ab.

ZB.wirdfar Ty = 20 = 293K der Wert vona mit,, gekenn-
zeichnet und betragt,, = 3, 93 mo /K

DieserTemperaturkoeffizient ist bei vielen Stoffen positiv, bei
manchen auch negativ.

Fur manche Anwendungen moéchte man eine mdglichst geringe
Temperaturabhangigkeit, also= 0 . Dies |aR3t sich bei einigen Le-
gierungen erreichen, z. Bonstantan(54% Cu, 45% Ni, 1% Mn)

mit a = - 0.0035010°/K .

Wenn der lineare Bereich fur die geforderte Berechnung zu klein
ist oder die Linearitat zu gering ist, verwendet man auch guse
dratische Naherung

PR(T) = pro A1 +0a OT =Tp) + BT -Ty)?)

Bei einigen Metallen gehpg(T) b = 0 nicht exakt auf den
Wert Null.

Bei Supraleiterrspringtpg(T) bereits unterhalb einiger K aex-
akt Null (z. B. in Quecksilber bei 4,2K).

Qm ; Pr




Gleichstromschaltungen
3 Gleichstromschaltungen

3.1 Strom und Spannung im einfachen Stromkreis

Einfacher Stromkrei€ine Spannungsquellein Verbraucher

VL,

O |ue U D Ry

VL,

Symbol: _ =R = 270
—{12M [— =R=12MQ

Nur beiunendlich hoher Leitfahigkeder Verbindungsleitungen
VL, und VL, istUy, am Verbraucher gleicdg am Generator.

In der Praxis: Widerstand der Verbindungsleitung

A

| = Lange A = Querschnitpg = spezif. Widerstand.

R

Man denkt sich diesen Widerstand in den BauelemeRtgrund

R, » vereinigt und betrachtet die Symbole fur Leitunges-{) als
unendlich leitfahigR ersetzt also die Leitungen und heil3t Ersatz-
widerstand.

Stromkreis unter Berucksichtigung des Widerstands der Verbin-

Seite 25



Seite 26 GET-Skript

dungsleitungen

Damit ergibt sich innerhalb des Stromkreises folgerirtgential-

verlauf

Us Ui, U UL2

1>~ 2 — -3 "4~ 1

b oo Fo{ Fof }—
(N N R
| I N T N T
0y | I R
b3 AT o

\
Ilgg Ty
o 1] e A
4 I/ l I T N
¢1‘ ] | | | | | La | -

Im Generator/Anhebung des Potentials vgn ~ auf .
Auf idealen Verbindungsleitungekonstantes Potential.
Uber den Widerstandembfall des Potentials vof, — ¢

¢3 - ¢, undd, - ¢, .
Der Stromkreischlietsich an Klemme 1 mit Potentigl
D.h. bei Umlauf von einem beliebigen Anfangspunkt durch den
Stromkreis zuriick zu diesem Anfangspunkt ist Bagentialdiffe-
renz = Null.
Also: Fur Umlauf in Zahlpfeilrichtung (ZPR) des Stromes:

= Ug+Up+U+Up,
Mit dem Ohm'‘schen Gesetz lassen sich die Spannungen durch die
Widerstande ausdriicken, alsg; = I [R; U;=1[R,, ;und
U, =I1[R,,.Dannist
Ug = T HR ;1 + Ry + Ry )
Damit laf3t sich deBtrom Iberechnen zu
I = Ug/(R1+R,+RY)
und die Spannung U am Verbraucher ist

U=Ug-U,-U,=Ug-(R1+R 0

D.h.: Infolge der endlichen Leitfahigkeit der Verbindungsdrahte
sinkt die Verbraucherspannung mit dem Straah.|

Festlegung der ZPR:Im bisher verwendeten Zahlpfeilsystem war
am Verbraucherzahlpfeil fir U und 1 in der gleichenRichtung.
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Dieses System heil3t dahéarbraucherzahlsystem

Legt man dagegen fest, dal3 die Zahlpfeile Wbaondl am Gene-
rator die gleiche Richtung haben sollen, so spricht man @en
neratorzahlpfeilsystem

3.2 Zweipole

Alle im Beispiel gezeigten Elemente des Stromkreises (Span-
nungsquelle, Widerstande) habewei Anschlisseind werden
deshalb alZweipolebezeichnet. Bei einem Zweipol interessiert
man sich

- nichtfur Schaltungsdetails im Inneren, sondern
- nur fur die Strom-Spannungscharakteristik
| = f(U), die marvon aul3erbestimmen kann.

Definition: Zweipole hei3erinear, wenn die Beziehung= f(U)
(Strom-Spannungs-Charakteristikjear ist, d.h. wenn gilt

U=a+bl oderl =p+qlU .
Man unterscheidet noch einmal
Passive linear&@weipole:

d.h. es iskeine Strom- oder SpannungsquetfeZweipol enthal-

ten (passiv) und esidt = G[U bzw = RO  (linear). Bei-
spiele: Ohm'sche Widerstande und beliebige Kombinationen
daraus.

Aktive lineareZweipole:

d.h. der Zweipol kann elektrische Energie abgeben (aktiv) und es
ist U =a+bl bzw.l = p+q[UJ (linear). BeispielRealer
Generator bei dem die Klemmenspannung vom Sticathangt.

Man kann einen realen Generator durch Ematzschaltbildaus
einemidealenGenerator und einerwiderstanddarstellen. Eine
solche Spannungsquelle zeigin aul3erdie gleiche Strom-Span-
nungscharakteristik, ersetzt also die reale Spannungsquelle fir un-
sere Betrachtungen und heil3t deslatatzspannungsquelle.

EsgilttU=Ug-Ug=Ug- RO =a+ b0, d.h. die Ersatzspan-
nungsquelle ist eilinearer, aktiver Zweipol
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3.3 Die Kirchhoffschen Regeln

Beim Zusammenschalten mehrerer Zweipole ergeben sich netzar-
tige Strukturen, sogenanmietzwerkez. B.

Ein Netzwerk besteht aus:

- Zweigenvon Zweipolen

- Knoten an denen Zweige zusammenstof3en und

- Maschendas sind beliebige geschlossene Wege im Netzwerk,
bei denen kein Zweig oder Knoten mehrfach durchlaufen wird.

Fur dieKnotenundMaschenassen sich einfache Gesetzmaligkei-
ten (Regeln) formulieren, die die Berechnung der Spannungen und
Strome in beliebigen Netzwerken erméglichen.
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a) Die Kirchhoff'sche Knotenregel

Wasser-
strome

/ \

In einen Knoten darf sich keine Ladung stauen (wie z.B. Wasser in
einem Gummiball). Also mufl3 gelten

- Summe aller auf einen Knoten zuflieRenden Strome = Sum-
me aller vom Knoten wegflieRenden Stréme.

Fur eine mathematische Beschreibung dieser Regel mul3 man eine
fur alle Strome einheitliche Bezugsrichtung festlegen.

- Der Stroml; im Zweigi z&hltpositiy wenn die technische
Stromrichtungzum Knoten hizeigt. Dies ist der Fall bei ZPR
zum Knoten und positivem Vorzeichen, oder bei ZPR weg vom
Knoten und negativem Vorzeichen

- Der Stroml; im Zweigi, zahltnegativwenn die technische
Stromrichtungzom Knoten wegeigt. Dies ist der Fall bei ZPR
zum Knoten und negativem Vorzeichen, oder bei ZPR weg vom
Knoten und positivem Vorzeichen

Mit dieser Vereinbarung gilt

n

Zi _,li=0 Kirchhoff'sche Knotenregel

b) Die Kirchhoff'sche Maschenregel:
Pc
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In diesem Beispietiner Masche haben die sechs Knoten die Po-
tentiale¢, ,¢, 9. 94 H undd; .Bezeichnet man die beteilig-
ten Spannungen mit, — ¢, @,—-¢. ,....udd -9, ,sogilt:

(Da—0p) + (9p—0o) + (0 —0g) +(¢g—be) +(Pe— )+
(-9, =0

weil ja die Potentialdifferenz bei einem beliebigen Umlauf in einer
Masche zwischen Anfangs- und Endpunkt (beides gleich!) Null
ist.

Fur eine allgemeine mathematische Beschreibung des obigen Bei-
spiels muf3 man eine Umlaufrichtung festlegen, auf die sich die
ZPR der Spannungd# bezieht. (siehe Abb.)

- Eine Spannung zahftositiy wenn sigpositivesvorzeichen hat
und die ZPR mit der Umlaufrichtungpereinstimmtoder wenn
sienegatives/orzeichen hat und die ZPR der Umlaufrichtung
entgegengesetit.

- Eine Spannung zahfiegatiy wenn sienegatived/orzeichen hat
und die ZPR mit der Umlaufrichtungpereinstimmtoder wenn
siepositivesVorzeichen hat und die ZPR der Umlaufrichtung
entgegengesetit.

Mit dieser Vereinbarung gilt

n

Zi _,Yi =0 Kirchhoff'sche Maschenregé

Die Kirchhoff'sche Maschenregel gilt nicht nur flr geschlossene
Umlaufe in Maschen eines Netzwerks, sondernpdidengeschlos-
senen Umlauf.

Beispiel: Ersatzspannungsquelle:

Umlauf
richtung

ue, (D

n

Zizlui: (-Ug+Ug+U)= 0 oderU = Ug-Ug
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3.4 Serien- und Parallelschaltung von Widerstanden

3.4.1 Serienschaltung

O
Ry iul
it
I 2 Q o,
R | Un
O
Maschenregel:
n n n n
ZUi = -Uy+ ZUi: 0 oderU, = zUi = inERi
i=0 i=1 i=1 i=1
Knotenregel:

Alle Stromel; = | sind gleich, weil im einfachen Stromkreis zu je-
dem Knoten nur zwei Zweige flihren, deren Srome in Summe
gleich Null sind. Damit gilt

Ug = %IiERi = %IERi :ID%Ri
i=1 i=1 i=1
Bezeichnet man
R = Zn: ) R als Gesamtwiderstand der Reihenschaltung,
undU = Uy als die Gesamtspannung, so gilt
U=IL[R,

Also: Bei einer Reihenschaltung addieren sich die Teilwiderstande
R zu einem GesamtwiderstaRd

Seite 31
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3.4.2 Parallelschaltung

Knoten
1=l 0
1 |vl2 vl
U —
Knoten
Knotenregel:

Fur jeden der Knoten also z. B. fur den unterer Knoten gilt

n

oder

n

lo = Zizlli - Zi:lUiEGi

Maschenregel:

Alle Spannunget; = U sind gleich, weil beliebige Paare von Wi-
derstdanden Maschen mit zwei Zweigen bilden, deren Spannungen
in Summe Null sind. Somit gilt

n

n n
lo = ZizluiEGi - Zizlu 5 = UDZizlGi

Bezeichnet man

G = Zn: 1Gi als den Gesamtleitwert der Parallelschaltung,
undl = | als den Gesamtstrom, so gilt

| = GIU,

Also: Bei einer Parallelschaltung addieren sich die Leitwéie
bzw. die Kehrwertel/R der Widerstande zum Leitwe@ bzw.
Kehrwert1l/R des Gesamtwiderstandes.
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3.4.3 Einfache Widerstandsnetzwerke

Beispiel:
Rs Ro
lo LT —1__
R
H’) Ry Rs | [Ra
Rs
20— N

Der Gesamtwiderstari®izwischen den Klemmen 1 und 2 kann be-
reits mit den bekannten Regeln fur Reihen- und Parallelschaltung

schrittweise berechnet werden.
Schritte:

Ri,3 = Ry + R, +R;  (Reihenschaltung)

1 1 1.1
= — + — + = (Parallelschaltung)
Rizsas Rizs Ry Rg

Ri23456 = Ri2asst Rg  (Reihenschaltung)

1 11
. + = (Parallelschaltung)
R Rigasse Ry

3.5 Ersatzquelle

3.5.1 Ersatzspannungsquelle

Ersatzschaltbild des linearen aktiven Zweipols

Das Klemmenverhalted = U,—-R; 0 (Strom-Spannungs-Cha-
rakteristik) einerealenSpannungsquelle wird durch obigesatz-

L1

Seite 33
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spannungsquelldchtig beschrieben. Man nennt
U: Klemmenspannung

I: Klemmenstrom

Up: Quellenspannung und

R : Innenwiderstand

Betrachtet man die Ersatzspannungsquell@waisipol so sindU
und R; von auf3en nicht zuganglich und mussen durch Messung
von U undl bestimmt werden.

Die lineare Strom-Spannungs-Kennlini&y = Uy—R 0  kann
durchzwei beliebigeMeRwertpaardU,l) festgelegt werden, be-
sonderorteilhaftsind jedoch Messungen bleeerlaufundKurz-
schluf3.

Leerlauf: Betriebszustand, in dem kein Strom fliel3t Q).
U, : Leerlaufspannung = Klemmenspannuhgeil = 0.

Mit | =0 wird der Spannungsabfall am InnenwiderstandiRNull
und die Quellspannung wird als Klemmenspannung mef3bar:
U,=U_=U(=0)

Kurzschluf3Betriebszustand, in dem beide Klemmen auf gleichem
Potential liegerfU = 0).

Ik :  KurzschluBstrom = Strornbei Klemmenspannung = 0.

Mit U = 0 liegt die gesamte Quellspannung am Innenwiderstand
und dieser wird als Quotient aus Quellspannung und Kurzschluf3-
strom mef3bar:

Ik = Uy/R = I(U =0),unddamiR = U/l = U /I,
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3.5.2 Ersatzstromquelle

Ersatzschaltbild des linearen aktiven Zweipols.

Das Klemmenverhalteh = 1 ,—G; U  (Strom-Spannungs-Cha-
rakteristik) einerrealen Stromquelle wird durch obig&rsatz-
stromquellerichtig beschrieben. Man nennt

U: Klemmenspannung

I: Klemmenstrom

lo: Quellstrom und

Gi: Leitwert des Innenwiderstands

Betrachtet man die Ersatzstromquelle ZAigeipo| so sindlgund
Gj = 1/R; von auf3en nicht zuganglich und missen durch Messung
vonU undl bestimmt werden.

Die lineare Strom-Spannungs-Kennlini¢ = 1,—G, U  kann
durchzwei beliebigeMelRwertpaardU,l) festgelegt werden, be-
sonderorteilhaftsind jedoch Messungen blegerlaufundKurz-
schluf3.

KurzschluBBetriebszustand, in dem beide Klemmen auf gleichem
Potential liegerfU = 0).

Ik : KurzschluRstrom = Stromnbei Klemmenspannung = 0.

MitU=0istl; = G, U = 0 und der gesamte Quellstrom flie3t
am Innenwiderstand vorbei, wird also als Kurzschluf3strom direkt-
melbar:

o = Ix = (U =0)

Leerlauf: Betriebszustand, in dem kein Strom fliel3t Q).

U, : Leerlaufspannung = Klemmenspannuhgeil = 0.
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Mit | = O flie3t der gesamte Quellstrom durch den Innenwider-
standR, und dieser wird als Quotient aus Leerlaufspannung und
Kurzschluf3strom von auf3en messbar:

R =U/lyg=U/Ig

3.5.3 Allgemeine Ersatzquelle

Ersatzspannungsquelle und Ersatzstromquelle glatthwertig
und lassen sich eindeutig ineinander umrechnen.

I I
Ersatz- [—o° Ersatz- [—o
spannungst U strom- v
quelle o quelle o

R =U/I¢R = U/l
U=U -ROI =1-G U

weil U =R Oy weil 1, = U /R

ist U =R(lx-1) ist | =U_ -U)/R
oder G;[U = I, -1 oderR 0 =U -U

l =1,-G U Uu=U -RrR0O
Spezialfalle:

Ersatzspannungsquelle Ersatzstromquelle
mit R, = O ist mitG; = 0 ist

U unabhangig voh, also | unabhangig vob, also
Ideale Spannungsquelle IdealeStromquelle

Iu Eju
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mit Ug = 0 (Kurzschluf3) mitd = O (Unterbrechung)
U=-R0O = -G, U
I R
——O O
| s U =0 |R iu
) O
UOZO

oder im Verbraucherzahlpfeilsystem
U=RO | = Gi U

e [

Das entspricht derpassiven lineare@weipol
(Ohm'scher Widerstand)

3.5.4 Spannungsteiler

Zur Erzeugung einer Teilspannuhfaus der Quellspannund,
verwendet man die Spannungsteilerschaltung.

I
—=, . _ . Verbraucher

r'a

u R

_O - — 4
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Spannungsteiler im Leerlauf

Bei | = 0 , ndherungsweise be=0 also bbb R, R,  gilt
Ug = IgR; +Ry) und im Leerlaufist, = I5[R, , also

U /Ug = R/(R;+R,) oder

Teilspannung/Gesamtspannung =
= Teilwiderstand/Gesamtwiderstand

Belastete Spannungsteiler

Ug = IR, +U mitlg = I +U/R,

Ug = (I +U/R,) R, +U = |ER1+UE%1+—150der
u= U DR—— o e
- 7 Ry+R
I:II:II:II:IlI:I I:Idl:ll:ﬁ:l
U = U, -10 R

Diese lineare Beziehung zwischehund| entspricht einenakti-
ven linearen Zweipahit

QuellspannundJ, = Ug [Ry,/(R; +R,) und
InnenwiderstandR; = R; [R,/ (R +R;) odeR =R, IR,

Bestimmt man flr den Spannungsteiler Leerlaufspannung und
Kurzschluf3strom und wendet die bekannten Regeln zur Bestim-
mung des Innenwiderstandes und der Quellspannung einer Ersatz-
quelle an, so erhalt man das gleiche Ergebnibl§iundR;

LeerlaufU, /Us = Ry/R; + R, odeld;, = U5 [R,/(R; +R,)
KurzschluB:l, = Ug/R;
alsoUy = U, = Ug[Ry/(R;+R))

undR = U, /1, = R, [Ry/(R; +R,)
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Damit kann der Spannungsteiler durch folgendes Ersatzschaltbild
dargestellt werden:

Ry
| 1
S
_ UgRy >
Yo = R, + RZTC) U
O

3.6 Energieumsetzung im Stromkreis

3.6.1 Energie und Leistung

I I

dVv = dstA

D|e Ladungen dg im Volumen dV erfahren im F&d die Kraft
F = dq DE und verrichtet belm Durchlaufen des Weg,L% die-
Arbeit dW = FOds= dqCEOds.

Weil dg = p [V = SOdADdtist, gilt
dW = SOdATE 88 dt S B dY¥ dt

Die Arbeit dW = 9SDQED dMVJ dtim VolumenelementdV muf3
nun Uber den gesamten Verbraucher aufsummiert werden.

(a) Erst Uber Scheibe der Dickis , wobei Ube%lﬂfs = duU
konstant ist, also

AWahoipe = IAE Cos [ Od At
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und weil bei Integration Uber die Flache sowﬁw[tfs =dU ,als
auchdt konstant sind, ist

dWeggpgpe = dU mth%m1= dU [t 0

ds_.
9
—~E
o)
9
ﬁ - dA
| Gesamtflaché
R > >
dUu = Elds

(b) Aufsummieren tUber den gesamten Verbraucher der Lange

|
Weil J’dU = U ist,
0
) | |
ist W = IOdWScheibe: | Celt EIOdU = U O [dt

Bezeichnet man die pro Zeiteinheit verrichtete ArlzBi¥/dtmit
Leistung P so ist

P = dd_VtV = U 0O Elektrische Leistung
Als abgeleitete Einheit fur die GroReistungergibt sich
[P] = [U]OI] = VLA

Wegen der Wichtigkeit hafP]  einen eigenen Namen, namlich
1 Watt.

1 Watt=1W =1 VA =1 Joule/s = 1 kg?ts®
In der Elektrotechnik hat di&rbeit Wdie Einheit 1 Wattsekunde

[W] = 1Wattsekunde= 1Ws 3.6 010Ws= 1KWh
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3.6.2 Leistungsanpassung und Wirkungsgrad

Bei der Kombination eineasktivenZweipols (Ersatzquelle) und ei-
nespassiverZweipols (Verbraucher) wird am Verbraucteund
am InnenwiderstanB; der Quelle Leistung verbraucht.

RO
—0—
Uol( ; v R
Quelle Verbraucher

Wann ist die Leistun® am Verbraucher, maximal?

Hinweis:

R=0: U=0 I=lg alsoP=U0=0
R-oow:U=U_ I=0 alsoP=U0=0
Dazwischen Maximum.

Allgemein:

P=UO undweill = Uy (R +R) und
U=RO =Uy[R/(R +R), ist

P=UO = U/ R/(R+R)
also:P =0furR=0undR -
Das Maximum liegt beoP/0R = 0 . An dieser Stelle Bt= R,

(Beweis durch Differenzieren!)

DortistP, .. = U, [R/(2R)° = %rEUOZ/Ri .

Tragt manP/P,,4 UberR/R auf, so ergibt sich

P/Prax
11—
0
0 1 2 3 RIR
BeiR= RistP=P__ = %moz/Ri

Man spricht hier voibeistungsanpassung

Seite 41
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Die Gesamtleistungon Quelleund Verbraucher ist
2
Pges = Ugl = U/ (R +R)

Ermittelt man das Verhaltnis zwischen Verbraucherleistung und

Gesamtleistundp/ Pges + SO erhalt man dimkungsgradn mit

N = P/Pyes = R/(R+ R) = (R/R)/(1+R/R)

Tragt mann UbeR/R auf, so erhalt man den Verlauf des Wir-
kungsgrades.

0 1 2 3 R/R

Bei R=R: n = 0,5 (Leistungsanpassung)
Bei Roo:n=1 (maximaler Wirkungsgrad)

3.7 Schaltung mit nichtlinearen Zweipolen

Es gelten weiterhin

- Knotenregel fur Stréme
- Maschenregel flir Spannungen

aber: es sind Bauelemente (Zweipole) enthalten, fir die keine li-
neare Beziehund) = a+ bl vorhanden, fur die jedoch eine
eindeutige BeziehunU = f(I) gilt. Diese Beziehung zwischen U
und | ist entweder

- explizit bekannt, z. B. DioddJ, = k—Tln +

- als Kennlinie aufgenommen (Graprﬁk)
- flr die in der Schaltung enthaltenen linearen Zweipole weiter-
hin durchU = | [R gegeben.

O

1
IO

Die Schaltungen lassen sich daténdeutig oft aber nicht mehr
geschlossen, sondenar graphischodernumerischberechnen.

Beispiel:Schaltung mit einer Diode.
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MaschenregekU,+Ug, +Ug+Up = 0
Durch alle Bauelemente flieBund es gilt

Up = kT DT CIn %L # 10 0 Nichtlinearer Zweipol

Ug = RO

1 Ohm‘sches Gesetz
Ur

RO O

also:[~U, + (R +R)D]+[— (nBL+ 'D} = 0
Hierfr laf3t sictkeine geschlossem&sung finden.
Graphische Lésung:

Wir stellen die obige Beziehung um und suchen den Strom I, bei
dem der rechte und der linke Term gleich werden.

kT 10
In } = +R) O
[e % I D D%DE
1 o o o
Diodenkennlinie Widerstandsgerad

Der linke Term stellt einen passiven nichtlinearen Zweipol (Diode)
dar, der rechte einen aktiven linearen Zweipol (Quelle mit Innen-
widerstandR = R)). Beide Zweipole sind miteinander verbunden,

sodal3 Spannung und Strom bei beiden Ubereinstimmen muf3.

Zeichnet man fur beide die Strom-Spannungs-Kennlinie, so ist die-
se Bedingung am Schnittpunkt erfullt. Dieser Schnittpunkt heif3t
Arbeitspunkt Upa, I 4) und in diesem Punkt sind alle Bedingungen

Seite 43
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der Schaltung erfullt.

Widerstands
gerade
/ | Dioden-
|/~ kennlinie
\
=== | —Avrbeitspunkt
\
\
\
: U
0 Upa Ug



Lineare Netzwerke
4 Lineare Netzwerke

4.1 Definition linearer Netze

Aufgabe:Berechnung der Spannungen und Strome in einem belie-
bigen Netzwerk, das mit Gleichspannungen und/oder Gleichstro-
men gespeist wird.

Beilinearen Netzelal3t sich zur Lésung dieser Aufgabe éirea-
res Gleichungssysteraufstellen und zwar mithilfe der Kirch-
hoff'schen Regeln:

Z I, =0 (Knotenrege)
v ohnehin linear
ZUUU =0 (Maschenregsél

OOoOdOod

Weitere Gleichungen beschreiben Abhangigkeit zwisdhgn und
|, . Falls die Zweige des Netzes direaren Zweipolemestehen,
gilt fir jeden Zweigu :

U, = Uy, +R, 0, bzw.1, = Iy, + G, LU, ebenfalls linear

Bisher hiel3en die Zweipolgleichungen

U, = Up, —R, 0, bzw.1, = 15,-G, U,

Weil man bei der Beschreibung linearer Netzwerka einen
Zahlpfeil je Zweig verwendet, weil also die ZPR fir Strom und
Spannung auch bei aktiven Zweipolgieiche Richtungpaben, an-
dert sich das Vorzeichen bRj, by,

Eine beliebige Zusammenschaltung aktiver und passiver linearer

Seite 45
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Zweipole heil3t alstineares Netzwerkind Iaf3t sich durch ein Sy-
stem linearer Gleichungen beschreiben.

4.2 Darstellung linearer Netze durch Graphen

Fur die Aufstellung des Gleichungssystems muf3 (insbesondere bei
grofReren Netzen) auf formale Methoden zurtickgegriffen werden,
die sich an de$trukturder Netzwerke orientieren.

Daineinem linearen Netz alle Zweige durch formal gleiche Bezie-
hungen beschrieben werden (z.8, = Uy, + R, 0, ), kdnnen
die linearen Zweipole durch Striche symbolisch dargestellt wer-
den.

Dieser Streckenkomplex gibt eindeutig die Struktur des Netzes
wieder und heil3Graph.

Beispiel:

Netzwerk Graph

Wie erwahnt ist es vorteilhaft anstelle der Zahlpfeile fir Strord
Spannungeinen gemeinsamed®feil an jeder Strecke des Graphen
anzubringen, wobei der Vorzeichenwechsel in den Zweipolglei-
chungen zu beachten ist. Die Zweige des Graphen werdenrso
entiert
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Graph mit
orientierten
Zweigen

Zur weiteren Vereinfachung der Bezeichnung werden Zweige
meriertund Knoten durclBuchstabemekennzeichnet.
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4.3 Konnen beliebige lineare Netze berechnet wer-
den?

4.3.1 Wieviele Gleichungen sind notwendig?

Unbekannt sind die Stromg, und die Spannundggn aller
Zweige v . Ein Netz miz Zweigenhat deshall?z Unbekannte
und es sin@z Gleichungemdtig.

(a) Zweipolgleichungen:

Fur jeden Zweigy gibt esineZweipolgleichung
U, = Uy, +R, 0O, bzw. I, = 15,+G, U, firv =1..z

Jede Unbekannt&J ; 1,,  kommt nur @mner (der v -ten) Glei-
chung vor, d.h. die Zweipolgleichungen slimgtar unabhéngig

— Es gibt z linear unabhéngige Zweipolgleichungen
(b) Knoten- und Maschengleichungen:

ZUUU = 0 und ZUIU =0

misserweitere zGleichungen liefern.

Bei k Knoten undz Zweigen findet man i. a. sogar mehr alSlei-
chungen. Es ist also bei komplexeren Netzen nicht ganz einfach
festzustellen, ob bei eind&uswahionz Gleichungen diesknear
unabhangigsind. Die Frage lautet:

4.3.2 Gibt es gentgend unabhangige Gleichungen?

Unabhangige Knotengleichungen:

Netzwerk mit k Knoten und z Zweigen, z.R.=7;z =12
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Knoten mit Buchsta-
ben bezeichnen und
verbinden,

Zweige dieses Strek-
kenzuges numerieren.

Dann sieht man:

Knoten A enthaltStrony

Knoten B enthéltneuStroip
Knoten C enthaltneuStroig
Knoten D enthaltneuStroig
Knoten E enthaltneuStrofg
Knoten F enthéltneuStroig

allgemein
Knoten(k-1) enthaltneuStrorh_;

In jeder der(k-1) Gleichungen kommt zumindest @)n Strom|
neuhinzu, der irkeiner vorherigerenthalten ist.

- Es gibt (k-1) linear unabhéangige Knotengleichungen

Fur Knoten G (allgemeirk) gibt es ebenfalls eine Knotenglei-
chung. Diese ist aber identisch mit der Gleichung fur Knoten G*
(Entspricht Summe aller Knoten A bis F bzw. 1 ... (k-1)), also
nicht linear unabhangig. Es fehlen also nackk-1) linear unab-
hangige Maschengleichungen
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Unabhangige Maschengleichungen:

alle Knoten sind schon Uber Streckenzug 1, ... 6 verbunden. Alle
weiteren Zweige 7, ... 12 mit den Spannungen.UU, , bildenzu-
satzlicheVerbindungen zwischen Knoten bilden also zusammen
mit den vorhandenen Verbindungen 1 M#&schen

Verbindungen zusammen mitbilden
mit Spannungneuer SpannungMasche
Uy, Us Uy 1

Up, Uz Ug

Up Uz Ug

Uo, Us, Uy Usg
Us, Ug, Us, UgU1
Ug Us, UgUso

O 01~ WN

Weilin jeder Gleichungienau eingler Spannunged- ... U,,vor-
kommt, diein keiner der andereMaschen auftritt, sind alle Glei-
chungerlinear unabhangig

Jede derzusatzlicherVerbindungen 7 ... 12 verbindet aber zwei
Knoten, die bereits tiber 1 ... 6 auf gere@anem jedoch jeweils an-
deren Weg verbunden siral|det also eine Masche

Allgemein:

Bei k Knoten undz Zweigen wurden die Knoten Ubgk-1) Zweige
miteinander verbunden. Di¢z— (k—1)] zusatzlicherzweige

- kénnen alle je eine Masche bilden
- kommen jeweils nur in einer Masche vor

- Esgibt (z - k +1) linear unabhangige
Maschengleichungen.
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z - Zweipolgleichungen
Bilanz: k-1 Knotengleichungen 2 z Unbekannte
[z— (k—1)]Maschengleichungen

Die Kirschhoff‘'schen Regeln (Maschen- und Knotenregel) und
die Zweipolgleichungen liefern eine notwendige und hinrei-
chende Zahl linear unabhéngiger Gleichungen

4.3.3 Gibt es einer optimale Strategie?

Beim Aufstellen de(k - 1) Knotengleichungen un@ - k + 1) Ma-
schengleichungen kommen i.ale z Stréme undalle zSpannun-

gen vor, die Uber Zweipolgleichungen verknupft sind, also i. a.

ein groRes Gleichungssystem r@zUnbekannten.
Strategie:

- Einteilung inabhangigeundunabhangigevariable (Stréme,
Spannungen).

- Berechnung demnabhéangigervariablen durctkleineresGlei-
chungssystem mwenigerUnbekannten.

- Berechnung desbhangigerVariablendirekt aus den unabhan-
gigenin einem zweiten Schritt.

- Oftist nur einTeil der Variablergesucht und sollten dann als
unabhangige Variableerechnet werden.

- VerwendungopologischetUberlegungen bei der Festlegung
derunabhéngigerStréme bzw. Spannungen.

4.4 Netzwerkstopologie

4.4.1 Der vollstandige Baum

Bei der Aufzahlung der Gleichungen half in 4.3.2 Streckenzug

zwischen KnoterA, B, C ... G allgemein bis Knotek. Dadurch
sind:

- Alle Knoten miteinander verbunden.
- Keine Maschen enthalten.

Jede Verbindung, die diese Bedingungen erflillt, heif3t
vollstandiger Baum

Seite 51
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A
B D
C
Netzwerk

Beispiele fir vollstandigen Baum

(a) Baumzweige

Zur Verbindung des ersten mit dem zweiten Knoten mindestens
ein Baumzweig. Zum Verbinden jedes weiteren Knoten minde-
stens ein weiterer Baumzweig- mindestens (k - 1) Baumzweige

Aber jeder weitere Zweig zwischen zwei Knoten bildet Masche,
alsokeinvollstandiger Baum mehr.— hdchstens (k - 1) Baum-
zZweige

Bei k Knoten gibt & k - 1BaumzweigeJeder herausgenommene
Zweig lalt Knoten in zwei Gruppen zerfallen, jeder zusatzliche
bildet Maschen

(b) Verbindungszweige

In einem Netzwerk mitk Knotenund z Zweigenheil3en die
[z—(k=1)] weiteren Zweige, die bereits Uber Baumzweige
verbundene Knotenocheinmal verbindemnd Maschenbilden,
VerbindungszweigederMaschenzweige

Bei k Knoten und z Zweigen gibt es z - k + 1 Verbindungszweige
oder MaschenzweigeDiese Verbindungszweige gehdramcht
zum vollstandigen Baum.

4.4.2 Die Baumzweigspannungen als unabhangige Variablen

Im vollstandigen Baum ist jeder Knoten mit jedem anderen tber
Zweipole verbunden.

Die (k - 1) Zweipolspannungen der Baumzweige legen eindeutig
die relativen Potentiale aller Knoten fest. Jedes kann unabhangig
von allen anderen festgelegt sein.
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Legt maneine Baumzweigspannung nicht fest wirdmindestens
ein Knotenpotential unbestimmt- mindestengk - 1) Spannun-
gen mussen festgelegt werden.

Alle weiterenSpannungen, also die Spannungen der Verbindungs-
zweige sind durch die relativen Potentiale der Kndiereits fest-
gelegt - hochstens (k - 1¢weipolspannungen unabhangig
wéhlbar.

In einem Netzwerk mit k Knoten sind zur Festlegung aller Span-
nungen(k - 1) unabhangige Spannungen notwendie (k - 1)
Spannungen des vollstandigen Baumes bilden ein vollstandiges
System von unabh&ngigen Spannungsvariahlen

Beispiel:

Netzwerk Baum

Die SpannunngetJ;, Ug, U, und Ug  sind als Baumzweigs-
pannungen unabhéngig wahlbar. Die abhangigen Spannungen U
U,, Uz, U, lassen sich eindeutig durch die Maschenregel bestim-

men.
Up=Us -Ug

Up = Us -Uz7

Uz = U; -Ug
U4:'U5 +U8

4.4.3 Die Verbindungszweigstréme als unabhangige Variablen

Die beiden Enden eines Verbindungzweiges kdnnen auf einem
Weg, der ausschlief3lich Uber Baumzweige fuhrt, verbunden wer-
den. Jeder diesér - k + 1) Verbindungszweigstrome kann unab-
hangig von den anderen flie3en.

Legt man einen Verbindungszweigstrom nicht fest, so bleibher
bestimmt - mindestens (z - k + Ynabhangige Stréme.
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Da der vollstéandige Baum keine Maschen enthélt, gibt egimean

Weg zwischen den Endpunkten eines Verbindungszweiges, d. h.
der unabhangige Verbindungszweigstrom fliel3t eindeutig durch
eineMasche. Durch di€z - k + 1) Maschen mit je einem Verbin-
dungszweigstrom sind alsdle Baumzweigstrome festgelegt
hdchstens (z - k + IJweigstréome unabhangig wahlbar

In einem Netzwerk miz Zweigen undk Knoten sind zur Festle-
gung aller Stroméz - k + 1) unabhangige Stréme notwendidje

(z - k + 1) Verbindungszweigstrome bilden ein vollstandiges Sy-
stem von unabhangigen Stromvariablen.

Beispiel:

Netzwerk Verbindungszweige
(Komplementarbaum)

Die Stromel, I,, 15,1, sind al¥erbindungszweigstromeab-
hangig wahlbar.

Die abhangigen Stromig, lg, |-, Iglassen sich eindeutig durch die
Knotenregebestimmen:

ls= -3 tly
lg= 11 -l

|7: |2 -|3

|8: |3 '|4

4.5 Maschenanalyse

4.5.1 Schritte des Rechenverfahrens

Gesucht:Stromel ; einiger/aller Zweige.
Vorgehensweise:

- \ollstandigen Baunaufstellen. Falls nwwvenigeStromel , ge-
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sucht, Baum nach Mdglichkeit so wahlen, dalRggisuchten
Stromedurch dieVerbindungszweigidiel3en, also unabhangige
Variable werden.

- Alle Maschen suchen, in denen mim unabhéngiger Strom
flieRtund fur dies€z - k + 1)Maschen didMaschengleichungen
aufstellen

- Spannungeder Maschengleichungen mittels Zweipolglei-
chungen durclstromeausdriickenU, = Uy, +R, 0,

- Indiesenz - k + 1)Maschengleichungen sind jetzt i. a. noch
alle zStrémel , als Unbekannte enthalten. Mit Knotenregel
konnen(k - 1) abhangige Stronsofort durch(z - k + 1) unab-
hangige Stréme ersetzierden.

- Diese(z - k + 1) Gleichungen mit4 - k + 1) Ungekannterkann
man sofort auflosen und keralte unabhangigen Stréme

- Sindalle Strome gesucht, mknotenregebbhéngige Strome
berechnen.

- Es zeigt sich, daf3 man das Gleichungssystenzmik + 1)
Gleichungen aus dem vollstandigen Baaiofesen und direkt
aufstellenkann.

4.5.2 Herleitung des Gleichungssystems

GegebenQOrientierter Graph des Netzwerks it 5undz = 8
GesuchtDie Stromel

Aufstellen des vollstdndigen Baumes
Falls alle Strome gesucht, beliebiger Baum.

Falls z. B.14, I5, I3, I, gesucht, Baum so wahlen, daeige 1, 2,

3, 4Verbindungszweige werden. Die Abbildung zeigt ein Beispiel
far einen vollstandiger Baum, bei deim |5, 13 und 1, in Verbin-
dungszweigen flie3en und somit unabhéngige Strome sind.
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Aufstellen der Maschengleichungen

Es gibt(z - k + 1) (also 4) Maschen mit jeinemunabhéngigen
Strom(ll, I 2 |3, |4)

s
N

Also (z - k + 1)linear unabhéngig®laschengleichungen:

Spannungen durch Strome ausdricken

Diese Spannungen kénnen mit Hilfe derZweipolgleichungen
durchStromeersetzt werden:

U, = Uy, + Ry,

]

und man erhalt
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(Upp + Ryl1) —(Ugs+ Rsls) + (Ugg + Rglg) = 0
(Upa+ Rolp) =(Ugg*+ Rglg) + (Ugz + Ryl 7) = 0
(Ups+ Rslz) =(Ugz+ Ryl 7) + (Ugg+ Rglg) = 0
(Uo4+ R4|4) —(Uog"' Rg's) + (U05+ RSIS) =0

Abhangige Stréme durch unabhéngige ersetzen

Mit Knotengleichungen werde(k - 1) abhangige Stréme durch
unabhangige ausgedrick

lg=1,—1,
l7=1,-13
lg=ly—1,

und k ... I3 aus Maschengleichungen eliminiert.

(Uop +#Raly) = [Ugs + Rl = 11)| + [Up + Re(l1—12)] = 0

(Uga* Rol3) = |Ugg + Re(l = 15)] + |Ugz + Ry(l,—15)| = O

(Ups+ Rsl3) - Ugz+ Ro(lp—13)] + |Ugg*+ Rg(l3—14)] =0

(U04+R4|4)__U08+R8(|3_|4)_ + U05"'R5(|4_|1)_ =0

Diese(z - k + 1) (also 4) Gleichungen enthalten r(@r- k + 1) Un-
bekanntenamlich dieunabhangigen Stromém gtinstigsterf-all
sind das bereitdie gesuchten Stréme

Sindalle zStréme gesucht, dann abhangige durch (bereits bekann-
te) unabhangige Strome ausdricken (Knotengleichungen).
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4.5.3 Unmittelbare Aufstellung des Gleichungssystems

Bringt man das Gleichungssystem rfat- k + 1) Unbekannten in
Matrix-Schreibweise, so kann man di#gemente der Matrix und
der Vektoren direkt aus dem vollstandigen Baum ables&hso

das Gleichungssysteammittelbar aufstellen

26l
Sl

Grundvoraussetzung hierfur: Umlaufrichtung einer Masche mit
zugehdrigem Verbindungszweig - Stromz&hlpfeil gleichsinnig

i

Bringt man im Gleichungssystem unseres Beispiels alle Quell-
spannungen nach rechts und ordnet man die Spalten nach Strémen
I, , So erhalt man

(Ry+Rg +Rg)l 1 R, —Rgl4 ==Up1+Yps5-Ypg
“Rgly +(Ry+Rg+Ry)l -R;l5 =Uga*Ups=Yo7

Rl +(Ry*Ry+Rg)ly ~Rgly ="Upz*Up7-Yog

Rely —Rglg *+(Ry+Rg+Rg)l =-Ug,+Ugg—Upg

Dieses Gleichungssystem laf3t sich auch in der Form
W] d1y] = [ug

schreiben, wenn man die Widerstandsmay } ,
den Vektor der Verbindungszweigstrdr[lq/}

und den Quellspannungsvekt@u(ﬁ wie folgt definiert:

(Ry+Rs+R;)  —Rg 0 —Rs
[W } - _RS (R2 + RG + R7) —R7 0
M 0 R,  (Ry+R,+Rg) Ry

-Rg 0 —Rg (R4 +Rg+Rg)
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Iy ~Uo1*+Uos—Uos
DV} _ |2 und [U(J _ |"Yo2*tYUgs—Uo7
~Ugg*+ Ug7=Ugg
I ~Ugs+Ugg—Ugs

Die Maschenwiderstandsmatri{WM] zeigt folgende (hier nicht
bewiesene) Gesetzmaligkeit:

Die Elemente der Hauptdiagonalesind gleich der Summe der
Widerstande der betreffenden Masche.

@ = Nummer und
1 4 Umlaufrichtung
5 der Masche

D. h. das Diagonalelemeft,, der Matrlx WM ist gleich der
Summe der Widerstande vbfasche 1

Wy, = Ri+Rg+R;
Wy, = R+ R+ R,
Wj3 = Ry+ R;+ Ry
Wy = Ry+ R+ Ry

Die Ubrigen Elementeer Matrix WM:| werden von den Wider-
standen gebildet, die deerschiedenen Maschen gemeinsamal.

D. h.RgistMasche lundMasche Zyemeinsam und bestimmt Ele-
mentWy, bzw. W, .

Wird der gemeinsame Widerstand vdmlaufrichtung Masche m
und vonUmlaufrichtung Masche n gleichsinnityrchlaufen, dann
wird W, = W,,>0 , wird er in entgegengesetzter Richtung
durchlaufen, so wirdV,, = W,,<0
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In unserem Beispiel ist digmlaufrichtung von Masche 1 in Rich-
tung der Orientierung von Zweig 6, die von Masche 2 entgegen der
Orientierung von Zweig,@lso wird W,, = W,, <0 .

Alle andererElementeW,, = 0

Damit kann[WM] direkt aus dem vollstandigen Baum abgelesen
werden.

Der Vektor [Uol enthalt ausschliel3licpuellspannunge(Strom-
guellen umrechnen) und zeigt folgende (hier nicht bewiesene) Ge-
setzmaRigkeiten:

Die Elemente des Vektori%uo] sind gleich &mme der Quell-
spannungen der betreffenden Mascbas jeweilige Vorzeichen
der Quellspannungen isegatiy wenn die Orientierung des Gra-
phen mit der Umlaufrichtung der Masclibereinstimmtanson-

stenpositiv.

D.h.: Masche lbestimmiElement lvon [Uo] und dieses enthalt
-Ug1, -Upe Und +HJgs. Also insgesamt

_U01+ UOS_er

[U] _ [Yo2tUos— Yy,
0
~Uoz+Ug7=Ugg

_—Uo4+ Uos—Uos_

Praktischer HinweisEnthalt ein Netzwerk nueinen Generator
und gelingt es, diesen in einevierbindungszweignterzubringen,
dann hat[u& nur dieseine, von Null verschiedene Komponente

Es kann also auciEU()] direkt aus dem vollstandigen Baum ab-
gelesen werden.
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Das Maschengleichungssystem zur Bestimmung der unabhangi-
gen Strome kann also allein aufgrund topologischer Uberlegun-
gen direkt aufgestellt werden
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4.5.4 Berechnung eines Beispiels

Gegeben: Gesucht: |

Aufstellung des Graphen und des vollstdndigen Baumes

Zweig mit gesuchtem Stromn(Zweig 2) und Zweig mit Generator
(Zweig 1) werden zu Verbindungzweigen, d.h.

- Stroml, wird unabhangige Variable
- Quellspannungsvektor wird bis auf eine Komponente gleich
Null.

Numerierung:

- Erst Verbindungszweige (1, 2, 3)
- Dann Baumzweige (4, 5, 6)

Die Zahlrichtung (Orientierung des Graphen) ist willkurlich.

Die unabhangigen Strome sig I, I3 . Diese bestimmen dréi
near unabhangige Maschdn 2 und 3, deretmalufrichtung in
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Richtung des enthaltenen Verbindungszweéigstgelegt wird.

Daraus ergibt sich fur didiagonalelemente

W, = (R; + R, + Rg) Widerstande der Masche 1
W,, = (R, + Rg + Rg) Widerstande der Masche 2
W35 = (R;+ R, + Rg + Rg) Widerstande der Masche 3

Fir dieweiteren Elementder Matrix:

Gemeinsamer Zweig von Masche 1 und Masche 2 ist Zweig 5.
Umlaufrichtungen der Maschen entgegengesetzt, also negatives
VorzeichenW,, = W,; = —Rg

Gemeinsame Zweige von Masche 1 und 3 sind Zweige 4 und 5.
Umlaufrichtungen entgegengesetzt, also negatives Vorzeichen:
Wiz = Wy = (R4 +Ry)

Gemeinsame Zweige von Masche 2 und 3 sind Zweige 5 und 6.
Umlaufrichtungen gleichsinnig, also positives Vorzeichen:
Wys = W3, = (Rs+ Rp)

Damit |:WM:| bekannt
(Ry+ Ry +Rg) —Rg —(R4+ Rs)

(W] = “Re  (Ry+Rc+Ry)  (Rs+Ry)
—(R4*+ Rs) (Rs+Rg) (Rg+ R+ Rs+Rg)

Der Quellspannungsvekto U(OJ besteht nur aus einem Element
(nur ein Generator im Verbindungszweig).

Quellspannung iMasche 1 Richtung des Zahlpfeilsy Umlauf-
richtung alsonegatives/orzeichen.
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wl=| ol W=

0 I
Das Gleichungssystem heil3t daher:

|:WM:| )] = [Uo] oder

(R1+R4+R5)EI1 —R,\_;EI2 —(R4+ R5)D3 = —U01
—Rgl 1 +(Ry+R5+Rg) *(Rg+Rg)H3 =0
—(R4+F65)[|1 +(R5+R6)[|2+(R3+R4+R5+R6)|ZI3 =0

Dieses Gleichungssystem kann man noch ,zu Ful3“ |dsen.

Bei grof3eren Systemen benutzt man die aus der Mathematik be-
kannten Verfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme.

4.6 Knotenanalyse

4.6.1 Schritte des Rechenverfahrens

Gesucht:SpannungetJ ; einiger/aller Zweige.
Vorgehensweise:

- \olistandigen Baumufstellen Falls nurwenigeSpannungen
U, gesucht sind, Baum nach Maglichkeit so wahlen, daf? die
gesuchten SpannunganBaumzweigerbfallen, also unab-
hangige Variable werden.

- Einen Knoten aussondeumd fir die restlichefk-1) Knoten
die Knotengleichungen aufstelleDie Auswahl deginenKno-
ten ist willkarlich, oft wird aber ein Sternpunkt im Baum, ein
geerdeter Knoten 0.a. ausgesondert.

- Stromeder Knotengleichungen mittels Zweipolgleichungen
durchSpannungeausdruckent , = 15, + G, U,

- In diesenk-1)Knotengleichungen sind jetzt i. a. naalte z
SpannungeJ ; als Unbekannte enthalten. Mit der Maschenre-
gel kdnnen(z-k+1) abhéangige Spannungsafort durchk-1)
unabhangige Spannungen erseterden.

- Diese(k-1) Gleichungen mitk-1) Unbekannten kann man so-
fort aufldsen und kennte allmabhangigen Spannungen

- Sindalle Spannungen gesucht, iMaschenregeabhangige
Spannungen berechnen.

- Es zeigt sich, dafl3 man bei eit@stimmta Wahl desBaumes
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und des ausgesonderten Knotens (Bezugsknaten§)ei-
chungen aus dem vollstéandigen Baaibhesen und direkt auf-
stellenkann.

4.6.2 Herleitung des Gleichungssystems

GegebenOrientierter Graph des Netzwerks i undz=8
GesuchtDie Spannungeb)

Aufstellen des vollstdndigen Baumes
Falls alle Spannungen gesucht, beliebiger Baum

Falls z.B.Us, Ug, U7, Ug gesucht, Baum so wahlen, daR Zwelge
6, 7, 8Baumzweige werden. Die Abbildung zeigt ein Beispiel fur
einen vollstandigen Baum, bei deug, Ug, U7 undUg tiber Baum-
zweigen abfallen und somit uRabhéngige Spannungen sind.

Aufstellen der Knotengleichungen

Von denk (also 5) Knoten wirde als Sternpunkt ausgesondartd
man kann mit den restlich€ik-1) (also 4) Knoten linear unabhéan-
gige Knotengleichungen aufstellen:
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Iy —l, +lg =0
-1, +l, +lg =0
1, +lg +, =0
g+, +lg=0

Strome durch Spannungen ausdriicken

Die Strome konnen mit Hilfe der Zweipolgleichungen

I, = g, * G, U, ersetzt werden und man erhalt:

10+ G0y [10g*+ U, +[igs+GsUg =0

+[1g2+ GyUy| *+[lg6+ GgUg =0

[ L

(103 +G3Ug| *[lgs* G4G,| *|lga* GglUg| =0

Abhangige Spannungen durch unabhangige ersetzen

Mit den Maschengleichungen werden jgizt k + 1) (also 4) ab-
hangige Spannungen durch unabhangige ausgedrtckt:

Uy = Ug -Ug

U, = Ug -Uy

Us = U; -Ug
U, = -Ug Ug

und man kantJ, ... U, aus den Knotengleichungen eliminieren:

[|01+G1(U5_U6)} '['04“”64(”8‘“5)] *lp5*tGgUg =0

-7I01+Gl(U5—U6)7 +7|02+G2(U6—U7)7 +lggt GgUg =0

“[1gp* Gp(Ug—=U)| +[lga+Gg(U;—Ug)| + 15,+G,U, =0

103+ Ga(U7=Ug)| +lgs*+ Gy(Ug=Uy)

+
o
@

+

@
©

[
©

I

o

Diese(k - 1), (also 4) Gleichungen enthalten r{ir1) Unbekannte
namlich dieunabhangigen Spannungdm gunstigsten Fall sind
dies bereitslie gesuchten Spannungen
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Sindalle zSpannungen gesucht, dann abhangige durch (bereits be-
kannte) unabhangige Spannungen ausdriicken (Maschengleichun-

gen).
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4.6.3 Unmittelbare Aufstellung des Gleichungssystems

In umgestellter Form lautet das Gleichungssystem unseres Bei-

spiels:
(G +Gy+Gg)Ug GUg -GyUg =-lo1*'os~ 05
GUs  #(Gy+Gy+GgUg -GyUy =-lo2* 101706
GyoUg *+(Gy+G3+Go)Uy -G3Ug =-loz*lo2~lo7
Gy4Us -GgUy *+(G3+Gy+Gg)Ug =-lgg*lp3~pg

Dieses Gleichungssystem laf3t sich auch in der Form

el ug| = [14

schreiben, wenn man die Knotenleitwertma{wg ,
den Vektoor der Baumzweigspannung{eybj

und den Quellstromvekt(%o] wie folgt definiert:

O O
w] L G, (G, +Gy+Gy) -G, 0 ;
B " g 0 G (G, +G,+G.) -G 0
H 2 2+G3+Gy 3 H
- G, 0 Gy (G3+G4+Gg) [
Us -lo1+Toa—1os
U oo+ 1q—1
Ul = |78 und[}] = | o2 o e
B |u I N e
7 03t loa—lo7
Ug “loa*loz—1log
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Die Knotenleitwertmatrix |:WB:| zeigt folgende (hier nicht bewie-
sene) Gesetzmaligkeit:

Die Elemente der Hauptdiagonalesind gleich der Summe der
Leitwerte der vom betreffenden Knoten ausgehenden Elemente.
Numeriert man die KnoteA =1, B =2, C = 3, D = 4, so sieht
man:

Das Diagonalelememw,  ist gleich der Summe der Leitwerte von
Knoten 1

Wi = (G + G, +Gg)
W, = (G + G, + Gg)

W33 = (G, + G5+ Gy)
Wy, = (G3+ G, + Gg)

Die Gbrigen Elementeler Matrix | Wg| werden von den Leitwer-
ten gebildet, die den verschiedenen Knoten gemeinsam sind.

D. h. G ist Knoten 1 und 2 gemeinsam und bestimmt das Element
Wi, = W,; von |:WB:| .Das Vorzeichen ist negatidlso:

Alle anderen Matrixelemente/.,,  sind Null, wenn Knotemind
nkeine gemeinsamen Elemente haben, also nicht@ger  verbun-
den sind.

Der Vektor |1,/ enthalt ausschlielich Quellstrome (Spannungs-
guellen umrechnen!) und zeigt folgende (hier nicht bewiesene)
Gesetzmaligkeit:

Die Elemente des Vektor%o} sind gleich cearmme der einge-
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pragten Stromaller Zweige, diem betreffenden Knoterusam-
mentreffen. DiezuflieRenden Stronsnd dabepositiv, die abflie-
Renden negatigezahlt.

(Vereinbart man die umgekehrte Z&ahlrichtung, so erhalt auch der
Vektor [@ ein negatives Vorzeichen!)

Diese beobachteten GesetzmalRigkeiten gelten ribbt allge-
mein, sondern nur unter folgenden Bedingungen

- Der Baum verbindedtrahlenférmig alle (k - 1iKnoten mit ei-
nemk-tenKnoten, denBezugsknoten

- DerBezugsknotewird fur dieKnotengleichungen nicht be-
nutzt

- Die Zahlpfeileder unabhangigen Spannungegisen auf den
Bezugsknoten zu

Unter diesen Bedingungen ist das Gleichungssystem direkt aus
dem vollstdndigen Baum ablesbar

Dieser Vorteil der Ablesbarkeit und d8ymmetrie der Matrikat
dazu gefiuhrt, daf? man bei dénotenanalyse praktisch immer die-
se Bedingungen einhalt

Selbst wenrkein Baum gefunden werden kaimei dem alle Kno-

ten sternférmig mit dem Bezugsknoten verbunden sind, so werden
solche Knoten tUbezusatzliche Zweige mit Leitwert Nuit dem
Bezugsknoten verbunden.

4.6.4 Berechnung eines Beispiels:

Gegeben: GesuchtU

'—

] ©
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Aufstellung des Graphen und des vollstdndigen Baumes.

Das Gleichungssystem soll aus dem vollstandigen Baum abgele-
sen werden, also:

- Bezugsknoten im Graphen festlegen

- \ollstandigen Baum durch sternférmiges Anbinden glkerl)
weiteren Knoten erstellen

- Baumzweige auf den Bezugsknoten zu orientieren

@ @
4 3 4
@ D|1=® 5 @
/ s
Ratege
©) ©)

Wahlt manKnoten 4 als Bezugsknoteso wird die gesuchte Span-
nungU, Baumzweigspannung, also unabhangig.

Dann ergibt sich fur diBiagonalelementgon |:WE;| :

W, = G, + G5+ G4 Leitwerte des Knoten 1
= G, + G5+ G, Leitwerte des Knoten 2
G, + G5 + G4 Leitwerte des Knoten 3

ooE I\)E
wll NI

Fur dieanderen Elementeon |:WB:| ergibt sich:

Gemeinsamer Zweig von Knoten 1 und 2 ist Zweig 3, also
Wi, = Wy = -G

Gemeinsamer Zweig von Knoten 1 und 3 ist Zweig 6, also
Wiz = Wy = -Gg

Gemeinsamer Zweig von Knoten 2 und 3 ist Zweig 1, also
Wz = W3y = -G

Damit sind alle Elemente VOEVVB:| bekannt.
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(wg| = G, (G +G,+G,) -G,

Der Quellstromvekto{l 0}

Im Knoten 1treffen zusammerZweig 2, 3, 6
Im Knoten 2treffen zusammerZweig 1, 3, 4
Im Knoten 3treffen zusammerZweig 1, 5, 6

Nur Zweig lenthalt eine Stromquelll,; , dauf Knoten 3 zij+)
undvon Knoten 2 wef) orientiert ist. Daraus ergibt sich:

0

= [

I01

Dieses Gleichungssystem kann nach bekannten Regeln gelost wer-
den.
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4.7 Berechnung von Netzwerken nach dem Uberla-
gerungsprinzip

Bei Netzwerken mitmehrerenQuellen kann man in geeigneten
Fallen auch das Uberlagerungsprinzip anwenden (genauere Be-
grindung im Kapitel ,Elektromagnetische Felder*).

Ist eine Spannung/ein Stromim Zwaig gesucht und sind n Span-
nungsquellen/Stromquellen vorhanden, so kann man wie folgt vor-
gehen:

- Alle Quellen bis aulJ,; bzwl,; ausschalten (Spannungs-
qguellen kurzschliel3en, Stromquellen unterbrechen). Damit
SpannungdJ ; /Strom ; im Zweig fi@uelle lberech-
nen.

- Alle Quellen bis aulJ,, bzwl,, ausschalten. Damit Span-
nungU,, bzw. Strom ;, imZweig fiQuelle 2berechnen.

- Fur alle weiteren Quellen ahnlich verfahren bis zur letzten
QuellenundU,,, bzw.I,n berechnen.

- Die gesuchte Spannurig), /der gesuchte Strpm  ist dann

U, = U, +tU,+..+U,, bzw.

[y = lypt ot +ly,
Beispiel:
LT * LT
Ry R, GesuchtlUg

Qo rfls O

U, = 0; U, eingeschaltet

R, (R, R, [R
Ug/U, = L2202 2

(R, + R IR, + Ry

+Ry5und

R, [R,

=U
st 1ER2ER3+R2ER1+R3ER1

U
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U, = 0; U, eingeschaltet

32 ZDRZER3+R2ER1+R3ER1

U

Aus U3, undUg; ergibt sich dann
U; R, [R,+U, [R; [Ry

= + =
Us = Va1t Vs R, [R,+R, R, + Ry [R,

GET-Skript



5,6,7 Elektrische und magnetische Felder

Elektrische und magnetische Felder ermdglichen eine einfache
Beschreibung der Kréafte auf runende und bewegte Ladungen. Die-
se Felder, ihre Struktur, ihre Quellen, sowie ihr wechselseitiges
Zusammenwirken wird durch einen Satz von Gleichungen be-
schrieben. Dies&rundgesetzéassen sich mithilfe der Begriffe
FluR undzirkulation einfach formulieren.

Grundgesetze

(1) (Der Flur3 voné_ durch eine beliebige Hiuillflache A) =
= (Netto-Ladung innerhalb der Hullflachey

(2) (Die Zirkulation vonE um den Rarid  einer beliebigen
Flache A = N
=-d/(dt) (des Flusses voB durch diese Flache A)

(3) (Der Fluf3 vorf% durch eine beliebige Hullflache A) =0

(4) 1/pg (Zirkulation von§ um den Ranld einer beliebigen
Flache A =
= ((IjZIuB des elektriscgen Stroms durch diese Flache A) +
M (des Flusses voB  durch diese Flache &),

(5) Das bereits bekannte Kraft-Gesetz

Die Grundgesetze (1) bis (4) sind hier in der sog. Integralform ge-
schrieben und heil3éviaxwell‘sche Feld-Gleichungen

(1) fAEmZ: a/¢,
2 5 0. 3R
(2) § Erus= -2 BrA
w)ﬂémZ:o
(4) ul r%m’s: J'AB?‘S+£ODQEEEdZ\

ot

Das Kraftgesetz (5) heiRbrentz-Beziehung

(5) F = q(E+0xB)
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Die Maxwell'schen Feldgleichungen bieten zwar emiafache
Beschreibungaller elektrotechnischen Probleme, eiamfache

und geschlossene Losudgr Probleme ist jedoch nur Bpezial-
fallenzu erzielen. Insbesondere lassen sich Lésungen finden, wenn
vereinfachte Randbedingungen angenommen werden. Dabei wird
z.B. angenommen, dafeine,oder nurlangsame zeitliche Ande-
rungender Felder auftreten, dafdir elektrischeodernur magneti-
scheFelder vorhanden sind.

Die Beschreibung der Maxv;/ell‘scgen Gleichungen unter aus-
schlieBlicher Verwendung vole urisl  vereinfacht den Zugang.
Die in derElektrotechnik tblich&chreibweise unter zusatzlicher

=2 —> . .
Verwendung der Feldvektordd ultl  wird an geeigneter Stelle
eingefuhrt.
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5 Elektrostatik

5.1 Vereinfachung der Grundgesetze fur die Elek-
trostatik

Was heifdt ,Elektro-statik"?

LElektro-“Wir wollen uns zunachstur mit elektrischen Feldern
den darin auftretendeKraften und deren Wirkungen beschatti-
gen,nicht mit magnetischeifreldern und Kraften

,Statik“:Wir wollen unsnicht mit zeitlich veranderlichen Feldern
befassen.

Nur elektrische Felder heiBt% =0
und dann wird aug2) f E (s = — QI § EUZ\ die Gleichung
r otJa
) § Emds=0
r
. . . > 2> > 2> . .
Ahnlich wird aus(5) F = q{E+ 0 xB) die Gleichung

(5) F=qlE

Die Gleichung(3) ng EHZ = 0 beschreibt ntﬁ und entfallt.

Nur ,statische” elektrische Felder heilBaE/at =0
_ 1,2 5 0207
— = +
Dann beschreilgt) m rBEbIs IA§ sODa—tED[dA
nur % -Felder und entfallt fur die Elektrostatik.
Damit gelten folgende vereinfachBesetze der Elektrostatik
> >
1 EdA = g/¢
(1) fA 720
2o
(2") f EMs=0
r

(5) F=qlE

- Nur noch zwei Gleichungen zur Beschreibung der Felder (da-

von 2* stark vereinfacht).
- Eine vereinfachte Gleichung zur Beschreibung der Krafte.
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Welchen Sinn hat diese Vereinfachung?

- Es gibt gentigend elektrotechnische Aufgabenstellungen, die
damit gel6st werden kénnen.

- Die mit diesen Vereinfachungen gefundefermelngelten
dann abenur fur elektrostatischeProbleme .

Gehort es noch zuglektrostatik wenn Krafte auf Ladungen be-
rechnet werden, die sich im elektrostatischen Heddiegeralso
ein Magnetfeld erzeugén

Ja, denn es war vereinbart, die Felder bletrachteterLadungen
nichtin die Kraftberechnung einzubeziehen (vgl. 1.3).

5.2 Berechnung symmetrischer Felder

5.2.1 DasE -Feld einer Punktladung

Die richtige Wahl der Koordinaten-Systems vereinfacht oft die
Ldsung. Hier: kugelsymmetrisches Problem, also Berechnung be-
guemer in Kugelkoordinaten.

E(ro’ Jo 0)
[E(ro B0 $0) O
E(ro. 99, 90) = élzs(ro' %0 00
[Eg(ro 90 9000

Am betrachteten Punktr,d, ¢) hﬁ eine radiale Komponente
E, = E,(r,9,¢) sowie die beiden tangentialen Komponenten
Ea = Ee(r,8,¢)undE¢ = E¢(r,8,¢),wobeiErDE{,DE¢ .

E wird also beschrieben durch den Vektor

E E, (r9,9) E

E(r,9,¢) = DE, (1, 9.0) O
OE, (1, 9.0) O
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Wegen der Kugelsymmetrie gibt es auf der Kugeloberflache keine
Vorzugsrichtung, d.h. die tangentialen Komponenten sind Null

und B(r, 9, ¢) = (E,(r,9,$),0,0).

Ebenfalls wegen der Kugelsymmetrie hangt die radiale Kompo-
nente nur vom Abstand nicht aber vord odep ab, also

9
E(r,9,9) = (E(r),0,0) = E (r) &
wobei &, ein Einheitsvektor in radialer Richtung ist.
Fur dieses E-Feld &Rt sich aber die Gl (1) auswerten und es ist
> > >
(1) § ECHA=§ E(r) (& A = §,Ee(r) WA=
2
= E.(r) EfAdA= E(r)Mnd” =qg/¢,

. ) > .
(Beachte: A ist eine Kugeloberflache, alse konstart. E ist so-

mit auf dem gesamten Integrationsgebiet konstant und parallel
zum Flachenvektor, also Spezialfall 1).

Aus E, (r) MAm 1% = 0/€, ergibt sichE (r) = q/(4r[£0[rz) ,
also die gesuchte Abhéngigkeit der Komponénteonr.

Feld einer Punktladung

2 q -
E = > L
4me, Lr

9
Weil e, ein Einheitsvektor mit dem Betrag 1 und der RichtL?ng
ist, ist& = f/r und man kann auch schreiben
E=—9

4me, 7°

Beachtedie tangentialen Komponenten v&n simdht nur aus
SymmetgiegrijndeNull. Tangentiale Komponenten wirden auch
(2") fr E [ds = 0 widersprechen
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Beispiel:Kraftwirkung zwischen zwei Punktladungen
(Coulumb’sches Gesetz)

> i —
Kraft F1 aufg, im FeldE, vong,

12 ,/}JD 07)
a1

E2(1)

- >
Nach Gl. (5") istF = q[E .
Wir bezeichnen

i
F, =Fauf q

— >

E,(1) = E von Ladung 2 am Ort der Ladung 1,

wobei(1) = (r, 94, ¢4) = (X, ¥y, 2;) eineabgekurzte Schreib-
weiseflr die Koordinaten der Ladung 1 ist
und &, der Einheitsvektarach ¢ von o.

Dann lautet (5°)

I? =q f(l) =q Dq—ZEE
L 1772 14nsOEr%2 12

— —
Entsprechend ist Kraff, agpim FeldE; vong,

I?2 =0y [31(2) = DA% [y und weiléy; = -&;»
€0

kann man schreiben

F, = 8 (21, = — F, Coulomb'sches Gesetz

4t 12,
Wahrend diealte Schreibweise des Coulomb‘schen Gesetzes nur
die GroRRe der Kraftbeschrieb, fuhrt die Darstellung anhand des
elektrischen Feldes auch zumhtigen Vorzeicherfir F und be-
ricksichtigt das/orzeichervona.
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Die Proportionalitatskonstangg ~ hatim MKSA-System den Wert

= 8.854010%2 \frf] = 8.854010" (AS)2
Nm
bzw.
L gme Y = gygp N
41T 80 AS (AS)2

alsoq in As oder C (Coulomby},in m (Meter),
Fin N (Newton) = m kg/%

5.2.2 Feld einer ,Linienladung”

A = Ladung / Lange heilktinienladung
Er

EZ
(Ey)= Et_l/‘ (r,z ¢)

“Linienladung

_ Ladung
Lange

Hier: Berechnung in Zylinderkoordinaten vorteilhaft

Am betrachteten Punkir,z, ¢) h§ eine radiale Komponente
E, = E,(r.z, ) sowie die beiden tangentialen Komponenten
E, = E,(rz ¢) und Eq) = E¢(r,z, 0) ,wobeiErDEZDEq) :

% wird also beschrieben durch den Vektor

E E, (rz ¢) D
E(rz ¢) = EE (r.z, §) D
OEy (rz, ¢) D
Auf der Zylinderoberflache gibt es keine bevorzugte Langsrich-

tung und keinen bevorzugten Umlaufsinn, d.h. die tangentialen
Komponenten sind Null und

E(rz ¢) = (E,(rz ¢), 0, 0)
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Aus den genannten Symmetriegriinden hangt die radiale Kompo-
nente nur vom Abstand nicht aber vonz odep ab, also

9
E(rz 0) = (E(r),0,0) = E (r) (&
wobei &, ein Einheitsvektor in radialer Richtung ist.

Fur dieses E-Feld |aRt sich aber die Gl (1) auswerten wobei das In-
tegrationsgebiet ein Zylinder der Langenit Radiusr ist. Es ist
Oberflache A = Oberflache Mantel + 2 Oberflachen Deckel:

fE[uZ:I Em/3+2j E A
A Mantel Deckel

Weil E, 0d A bei der Deckelflache, o EA=0 (Spez-
Deckel
alfall 2) und

fE[uZ:I EmZ:I E.(r) (& WA=
A Mantel Mantel

= I E, (r) A =E.((r) q dA=E (r) 2mr 0
Mantel Mantel

L . > . :
(Beachte: A ist ein Zylindermantel, alse konstart. E ist somit

auf dem gesamten Integrationsgebiet konstant und parallel zum
Flachenvektor, also Spezialfall 1).

A =Ladung / Lange, also eingeschlossene LadurgA [ und
> >

fAE (A= E(r) Rrr O =q/ey=A0/g,

Aus E (r) (2rr O = A 0/¢, ergibt sichE (r) = A/(2mey [T)

also die gesuchte Abhangigkeit der Kompondate/onr. Somit:

Feld einer Linienladung

> A -

9
Weil e, ein Einheitsvektor mit dem Betrag 1 und der RichtL?ng
ist, ist %r = f/r und man kann auch schreiben

B = — 0

21E 7
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5.2.3 Feld einer gleichférmigen Flachenladung

o = Ladung/Flacheheil3t Flachenladung

e
7/
e
7/

gleichférmig
‘ —— geladene Flache

|
|
|
|
|
|
|
|
|
J

Hier: Berechnung in kartesischen Koordinaten vorteilhatft.

OE, (x, v, 2 U
E(xyZ):EE (x z)%
7T gy 9p
OE, (xy, 2 O

Parallel zur geladenen Flache gibt es keine Vorzugsrichtung, d.h.
die tangentialen Komponentés undEg, sind Null und

E(x 2 = (Ey(x ¥, 2,0,0)

Aus Symmetriegrinden hang  nicht von y und nicht von z ab.
D. h. auf einer zur geladenen Flache parallelen Flache im Abstand
X ist

E(x y, 2 = (E(X),0,0) = E,(x) &,

wobei &, ein Normalvektor, also ein Einheitsvektor in Richtung
der Flachennormalen ist. F&r0 zeigt alsoé, = %/x in Rich-
tung der x-Achse, fir<0 in entgegengesetzte Richtung. Fir die-
ses E-Feld laf3t sich aber Gl (1) auswerten, wobei das Integrations-
gebiet ein Kasten der Hot#x mit Langel und Breiteb ist. Dieser
Kasten hat die OberflaehA = vordere Flache + hintere Flache +

4 Seitenflachen. Die eingeschl. Ladunggst o [ [b . Dann ist

> = > >
fAEdA_ EX(X) [EndA+IhintenEX(X) [EndA+ 4 qSeite

vorne
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Weil &, parallel zu den Seitenflachen verlauft, liefern liefern die
vier Integrale keine Beitrag (Spezialfall 2), also

$ EdA = E.(X) [éndZ+J’ E,(x) (B.dA
A hinten

vorne

Weil auf beiden Deckflacherg, IIdZ\ unB,(x) konstant und
gleich groR3 ist, liefern beide Integrale gleiche Beitrage und es gilt
Spezialfall 1. Also

fAEdZ =2 E () BndA + 2E,(x) g 2.dA

vorne vorne

=2[E(x)00 = o0 /g,

9

DamitistE,(x) = = E, unabhanigig vox

2¢,
und E(x, y, 9 = % &, Feld einer Flachenladung
0

5.3 Berechnung beliebiger Felder mit bekannter La-
dungsverteilung

" > .
5.3.1 Superposition derE -Felder aller Einzelladungen

(a) Diskrete Ladungsverteilung
e %

Na

q 2T \(1):(Xl’Y1’21)

E(1)

Die Beitrage der einzelnen Ladunggrzum E-Feld sind

=3 _ 1 Qi _ . - 2
Ei(1) = 4_T[£0 Drz [8;; und addieren sich z&(1) = IZE.(l)
also

1 q
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(b) Verteilung mit raumlicher Ladungsdichp€x, y, 2

E()

(D=kay1z)

1 p(2)€120V,
4,

E(1) :
gesamten Raum 2

Vorsicht! Sieht nur so harmlos aus. Integration tber drei Kompo-
nenten und den gesamten Raum. Deshalb ist die spater eingeftihrte
I;('jsung besser, bei der zunachst das skalare Potential und daraus
E berechnet wird.

5.3.2 Superposition der Potentiale aller Einzelladungen

Fur die praktische Berechnung von Feldern benutzt man nicht die
Formeln aus 5.3.1, sondern einfachere Summen bzw. Integrale, die
keine Vektoren enthalten sondern eine skalare Grol3e, das Potenti-
al ¢ (siehe 2.4). Dann gilt

1 Qi
1 p(2)dV,
o) = 4neOI o
mit

2oy = _99(1) 09(1) 09 (1)
B = g5y dy ' oz O

(Begriindung in 5.4.4)
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5.4 Das elektrostatische Potential

5.4.1 Arbeit einer im E -Feld bewegten Ladung

In Kapitel 2.4 war die Arbeit einer voa - b bewegten Ladung,
die hiergygenannt werden soll zu

~W(a - b) = 6 (16(2) ~$ ()] = Gy (U, = o ] E

berechnet worden. Dabei waicht bewiesen worden, dal3 die Ar-
beit nur von den Punktem und b, nicht aber vom Wegbhéangt.
Weiterhin war angenommen worden, daf3 sichptigentielle En-
ergieder Ladung an Punktbzw.b beschreiben Iaf3t durch

W(a) = gy Lh(a); W(b) = q, [ (b)

Mit dem Grundgesetz Gl (2°) ergibt sich die Unabhangigkeit vom
Weg. Mit

(2) frﬁd%: 0 ist auch
> 5> > 5> > S _
qofrEds = frquds = f.—FdS = Wymiauf = 0

Das ist sehr anschaulich, weil man durch Bewegen einer Ladung
auf einem geschlossenen Wiegine Energie gewinnéann. Ins-
besondere gilt fir einen Weg vamachb und zuriick

b
qusEd%: qofaEd’s+ qOI:Edéz W(a- B+W(b- a =0

b

Halt man nun z.B. den Riickweg und dariit((b - a) fest, so
muBW(a- b =-W(b- & fur alle Hinwege gleich sein.

Ahnliche Uberlegungen fiihren zur Kirchhoff‘'schen Maschenregel
b

fEds = [ Ed’s+J’CEd’s+... = U+ Uy +.. = 0
a b

d.h. die Summe der Spannungen beim Umlauf um eine Masche ist
Null.
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5.4.2 Potential einer Punktladung

Ladungq, wird von Orta nach Ortb im Feld der Punktladung

gebracht.
b
/
a a

Weil die ArbeitW(a - b) unabhangig vom Weg ist, w;'sihlen wir
den Wega - a - b . Auf dem tangentialen TeilwegEsf] ds

. . . 2 > .
und es gilt Fall 2, auf dem radialen Teilweg Bl ds  und es gilt
Fall 1.

' b b
W(a_ b = —qOJ’: Ed%-qOJ’aEd?s = o—qOJ'aEdic,

r=b
_ b 1 _qCk [0S _ q -dr
- % E.ra-4neOD 2 =G | 4neod:|_2

r=a

S e B B P B HYC B A0
%o 4T[£0EELa. r,0- o 4TreoEELa r,-

Wabhl eines Bezugspunktes

Von einem festen BezugspunRtaus lalt sich die Arbeit beim
Transport der Probeladurg zu jedem beliebigen Ort im E-Feld
ausdrucken, z.B. durcW(P - & und@/(P - b . Ebenso wie
die Kraft ist diese Arbeiproportional zu gy und hangt bei festem
P nur vona bzw.b ab. Deshalb darf man schreiben

W(P - & = qpLi(a) undW(P - b = q,[H(b),

wobei die skalare Funktiop ausschliel3lich vom Ort abhangt,
also ein skalares Feld, dalektrostatische Potentigbeschreibt.

a b
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Mit der potentiellen Energie am Qatbzw. b bezuglichP |aR3t sich
auch die Energiedifferenz fur den Transport der Probeladjng
zwischen aindb beschreiben.

W(P- @+W(a- bh+W(b- P)
=WP- ad+W(a- b-W(P- b =0,also

W(a- b = WP b-W(P- 3

Damit gilt die bereits in 4.2 genannte Beziehung
b->

W(a- b = gy o(b)-d(a)] =, and§

Im E-Feld der Punktladung ist

1 1
W(P - & = do [B(a) = o 5= —=H

negkh, rp
-9 i__ _L 1_1p
alsod(a) e, 0 undé (b) o[ELb 0
110

also[¢(b) -¢(a)] =

41'[80 b IaH

Der Bezugspunki? kommt im Ergebnis nicht vor, er kann also ir-
gendwo liegen. Mit de¥ereinbarung P liegt im Unendlichewer-

einfacht sich das Potential einer Punktladungimit, - 0 zu
o(a) = D— bzw. §(b) = —L-
4TEe Iy,

oder allgemeln

o(r) =

4T[80 r

Man kann also fiur jeden Punkt,d,¢) im Feld einer Punktla-
dungg eine skalare Grol3(r, 3, ¢) ausrechnen und diese ist nur
vom Abstand abhéangig.

* ¢(le13

.
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5.4.3 Potential beliebiger, bekannter Ladungsverteilungen

Wir haben bisher nur das Potent&her Punktladung betrachtet.
Wie erhalt man das Potentigl einleeliebigen, bekannten La-
dungsverteilung?

Wegen des Superpositionsprinzips ist am Ort (1)
> -
E(1) = Y E(1)
|
%
wobei E; das Feld der Teilladurgy st (vgl. 5.3.1)

Dann ist
1

1
B ol = ‘Iia o= 5 -(E = Y 0,(D),
p | | |

p

¢(1) =

'o%ll—\

Das Superpositionsprinzip gilt auch fir das skalare Feld .

Also ahnlich 2.4.1.

J3 0))
U4 14
ai F1i “$(2)
1 G _ 1 9
¢i(1) = 41180Dr] unde(1) = 4T[80|2r1i

Ahnlich gilt fir das Potential einer kontinuierlichen Verteilung von
Ladungen.

wobeidqg, = p(2) [0V, die Ladungim VolumenelemedV, ist.

Seite 89
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Potentiale von Ladungsverteilungen sind einfacher zu berechnen
als E-Felder und erlauben direkt eine Berechnung von Arbeit. Man
kann aber aus dem elektrostatischen Potential auch das E-Feld be-
rechnen und das ist meist viel einfacher als die direkte Berechnung
von E.

5.4.4 DasE -Feld als Gradient des Potentialis

Yio o(xyd  d(x+dxy.2
\ /

Z dx

™ X

Zur Berechnung vor% aup nehmen wir an, daf3 die Ladjng
im Potentialp vom Ort x zum Ort(+ dx ) gebracht wird. Sie an-
dert dabei ihre Energie W um

AW = ¢ To(x+ dxy, 2 -0 (xy, 2] = 4o 5L [iix

andererseits ist aber
X + dx X+ dx

AW = —q,0 | Eds = —q, (E, [ ds =~ B, [Tix
X X
Durch Vergleiche folgt

0
EX:_-a—)—(

Ahnlich findet man

_ 9% _ 9%
E, = undE, 5

y ay

und hat damit alle Komponenten vt?'cn , also

E=_(% 90 09 g-_(2 9 0

E= (6x’6y’az)0derE_ (6x’6y’az)(1>
0 0 0

Der Vektor( I’ a/ , a_z)

ist eine Rechenvorschrift, die besagt, dal} nach allen Richtungen
des kartesischen Koordinatensystems differenziert werden soll
und dal3 die drei Ergebnisse zu einem Vektor zusammengefal3t
werden.
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Dieser,Vektoroperator* heifdt auch oft,Gradient", wird abge-
kirzt mitgrad oderd (Nabla). Man schreibt also auch

2000 0,
E _(ax’ay’az)q)_

—grad¢ = -

In dgr Praxis ist es also viel leichter, erst das Poteutial und dar-
ausk zu berechnen:

* Nur ein Integral statt drei wedi  skalar ist.
« 1/r isteinfacher alé/r> zu integrieren.

. —fEd% = 0 braucht nicht getrennt Gberprift zu werden.

In einem skalaren Feld kann man alle Punkte mit gleicher Feldgro-
3e verbinden (vgl. Temperaturfeld: Isothermen, Druckfeld: Isoba-

ren). Die Orte gleichen Potentials heifequipotentialflachen
Feldlinien

Feld und Aquipotentialflachen einer Punktladung

Beachtefeldlinien sind immer senkrecht zu Aquipotentialflachen
(langs Aquipotentialflachen isig = 0 1)

Weiteres Beispiel.

Feld-
linien

Feld und Aquipotentialflachen zweier ungleichnamiger Punktla-
dungen
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5.5 Berechnung vong -Feldern bei unbekannter La-
dungsverteilung

> . . )
Das E -Feld im Inneren eines Leiters

Auf frei bewegliche Elektronen (z. B. in Metall) wirk?f =q EE

und diese Kraft bewegt die Elektronen solange, bis alle ihren
Glelchgewichtsplatz haben. Die einzigéektrostatischd.dsung

ist E = 0 im Inneren des Leiters.

BeachteKeine Statik sobald Strome flie3en!

WegenE =0 gradg = 0 oderp = const .
Mitﬁzoqf EdA = g/g, = 0
A
- Keine (Netto-)Ladung im Innern eines Leiters.
Wo sitzen dann die Ladungen eimggdadenerieiters?
WegenE = 0 im Leiter:

- alle Ladungen auf der Oberflache.
~ E;= 0, also Oberflache ist Aquipotentialflache und die
Feldlinien stehesenkrechtwuf der Oberflache

Leerer Hohlraum im Inneren eines Leiters

SchILeBt man den Hohlraum in eine Hiullflache A ein, so mufd we-
genE = 0 im Leiter

> = .
fAEdA = 0 sein,

d.h. innerhalb A sind héchsteggeichviele positive und negative
LadungenAber

fEd% = J Eds+ 0 [d3 = 0 verlangt, daR auch
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- Auch im leeren Hohlraum eines Leiters %t: 0
(Faraday-Kafig).

Berechnung der Ladungsverteilungen auf Leiteroberflachen
Allgemeine L6sung:

Ladungsverteilung raten und priifen, ob Oberflache Aquipotential-
flache ist. Wenn nicht, Ladungsverteilung geeignet &ndern und er-
neut prufen. Solange fortsetzen, bis Fehler kleiner als eine
vorgegebene Schranke.

Dieses iterative Verfahren eignet sich fir numerische Berechnun-
gen, es gibt dafur geeignete Programme.

Spezielle Losungen:

Das Problem ist gelost, wenn eine Ladungsverteilung bekannt ist,
mit Aquipotentialflachen der Form des Leiters.

Beispiel:Positive Punktladung neben leitender Flache

Ein ungleichnamiges Ladungspaar hat eine ebene Aquipotential-
flache, auf delE senkrecht steht. Bringt man die leitende Flache
in diese Position und nimmt die negative Ladung weg, so darf sich
rechts der Flache das Feld nicht &ndern. Aus dem dann bekannten
Feld auf der Flache kann dann die Flachenladung berechnet wer-
den (vgl. 5.2.3).

é:/ ) |
\Flachen- ‘

ladurg a(P)

Seite 93
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5.6 Kapazitat und Influenzerscheinungen

5.6.1 Definition der Kapazitat

Zwei parallele ebene Leiter (FlacheAbstandd)mit gleichgrof3en
entgegengesetzten Ladund@milden einen Kondensator.

- Die Ladungen sitzen wegen der gegenseitigen Anziehung
auf den Innenseiten der Platten

- Die Ladungen sind wegen Symmetrie gleichformig verteilt,
also konstante Flachenladung, —o

Aus 5.2.3istE, = a/2¢, flr eige geladene Flache bekannt. Bei
Uberlagerung (Superposition) dér - Felder beider Platten addie-
ren sich zwischen den Platten die x-KomponentelEzu= ¢/€,

und heben sich au3erhalb der Platten gegenseitig auf.

+

H Platte 1

+
und

i Platte 2

ergibt -

:-_—' —|. Kondensator

J— =/
E0| E =2 |E&=0

€0

Da die Platten leitfahig sind, hat jede ein konstantes Potedial
bzw. ¢, , es ist also eine Spsannubg, = ¢, -9, vorhanden.
Diese ist aber

_ o Xtdo o x+d _ _C _ d
UlZ—IX EdS—IX EXdX_EXI:d_-—E—O— —mz)

d. h. die Spannung ist proportional zur GesamtladuQy

Diese Proportionalitat gilt nicht nur fir den ebenen Plattenkonden-
sator, sondern fir beliebige geladene Leiteranordnungen. Es sei
bei einer beliebigen Ladun@ eine Spannungy vorhanden. Mit
doppelter Ladung Q verdoppelt sich an jeder Stelle die Flachenla-
dungo und damikE . Da die geometrische Anordnung und damit
die Integrationswege gleichbleiben, verdoppelt sich dlidbamit
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gilt allgemein:
Q=CluU

Die Proportionalitdtskonstant€ heifl3t Kapazitat (Aufnahmefa-
higkeit). Die Einheit fur die Kapazitat ist

Man hat dieser wichtigen Einheit As/V den Namigarad gege-
ben. Technische Kondensatoren haben haufig sehr kleine Kapazi-
taten und es sind folgende Einheiten gebrauchlich:

1mF = 10°F:1uF = 10°F:1nF = 10 °F;1pF = 10 %F

Beispiele fur technische Ausfihrungéhattenkondensator, Wik-
kelkondensator, Zylinderkondensator usw.

Fur den idealen Plattenkondensator Iaf3t sich die Kapazitat aus der
Beziehung zwischet undQ berechnen

-Q  Q_Alk

lJ'AQO* u  d
also

_ALE,

= —

Diese Beziehung isticht exaktweil beirealen Kondensatoremit
endlich grofRen PlatteBtreufeldeam Rand entstehen.

5.6.2 Schaltungen mit Kondensatoren

Parallelschaltung
+to————@— - - - - —

U

Ci| Co G cj

Fur alle Teilkapazitaten i€p, = C, J; ,wobki, = U  gleich
Qges = zci U, =U EIZCi = U [Cyes

| !
mit

Cges = ZCi Gesamtkapazitat bBiarallelschaltung
!

Seite 95
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Bei Parallelschaltung addieren sich die Kapazitaten der einzelnen
Kondensatoren.

Reihenschaltung

e L

_C —_—_— =

Fir alle Teilkapazitaten idf; = Q/ C, ,Won'i = Q (gleich

=2Ui= ZQ/C _QDZC

ges
mit
1 1 Gesamtkapazitat b&8eihenschaltung
Cges i

Bei Reihenschaltung von Kondensatoren addieren sich die Kehr-
werte der Kapazitaten der einzelnen Kondensatoren zum Kehrwert
der Gesamtkapazitat.

5.7 Influenz und VerschiebungsdichteB

Die Verschiebung von Ladungénelektrisch leitfahigen Korpern,
die sich in einenelektrischen Feldbefinden, nennt mamfluenz

Beispiel 1:

Metallstab

\Né/
TR~ <

Negative Ladungen im Stab werden zur positiven Punktladung ge-
zogen, am anderen Ende bleiben positive Ladungen zuriick.

Es entstehKraftwirkungauf dem Leiter, welE der Punktladung
am positiven und negativen Ende verschled'ela./r ).
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Beispiel 2:
G i i ki i ki i el i i ks s
\elektrische
Loffel”
a) | | G mit FlacheA
N ~— HzuE
C=============== > im Feld
trennen
e i e i i e el i e e e s 2
e heraus-
b) ziehen und

D ~ Ladung messen
GC=============== >

Die zwischen den sich berthrenden Leitern durch Influenz ver-
schobene Ladung;fg verbleibt nach dem Trennen auf den ,Lo6f-
feln“ und kann gemessen werden. Man hat experimentell festge-
stellt:

Qinst LE E
Qinst UAD

Qinei = konstOEDA

Die Aussage gilt in jedem beliebigen Fe&d wenn FlachelAhin-
reichend klein undlACl Feld ist, also

innﬂ- = konstOEOdA

Ist dA nicht senkrechkum Feld, so stellt man fest, daf3
S > > >

dQ,,q = konstUEOdA= D [dA

Der neue VektorB = konstDeE hat die Richtung vd% und die
GrolRRe einer Flachenladung. Steht das elektrische Feld senkrecht
zur Loffelflache, so isD = dQ;,s / dA. D mil3t also dieDichteder

durch Influenaverschobenen Ladungemd heif3tVerschiebungs-
dichteoderErregung

: , 2 2 .
Die Konstante zwisched urtd igf  und damit ist
9
D = ¢gylE.
Man kann also Felder messen:

- %nhand der Kraftwirkuné =Q EE und definiert damit das
E-Feld, oder I

- anhand von LadungsmessungiQ =%DDdA mit elektri-
schen Loffeln und definiert damit das  -Feld.
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Im Vakuum (= Luft) ist gleichwertig:

f EdZ: q/€ und f BdZ: q
A A

5.8 Energie im elektrischen Feld

5.8.1 Die Gesamtenergie elektrostatischer Systeme

Ladungsverteilung

Um die Gesamtenergie der Ladungsverteilung zu berechnen,bringt
man zunéchst alle Ladungen unendlich weit voneinander weg.
Dann ist wegep (o) = 0 die Gesamtenergie= 0

Ladung q an ihren Platz 1 bringen
(1) = 0; Wy(eo = 1) = 0

Ladung g an ihren Platz 2 bringen

a, L,

4TEr 15

Wy(0 - 2) = q,[H,(2) =
Ahnlich alle weiteren Ladungen an ihre Platze bringen

g; L0, N g; L0,

4ATiEgr 13 ATEN 5

Ws(w - 3) = g3 [,(3) + a3 [$,(3) =
Schlief3lich Ladung j an ihren Platz bringen

Wi(e — ) = a; O, (1) + o Do) + oty B, _4(0)

_ 9 [, LY [0, N q; [0 _1
ATEEGr 1 ATEQT ATEGr | 1

Gesamtenergie der Ladungsverteilung mit n Ladungen ist also
Summe der Energien aller Paare:

W - qi qu

ges
alle Paard | D4T[£0r

]
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Etwas ,,mathematischer“:

T g

W_Zz Z4nsor i)
i=1lj=1

Faktor 1/2 weil Paare (i, j) und (j, i) doppelt gezahlt werden!
Bei kontinuierlicher Ladungsverteilung  erhalt man entspre-
chend:

_1 p(1) Ip(2)
W= I ATt 1, dv,dV;,

N

RaunmRaum

Beispiel:Energie eines Kondensatars= Cg:

Zunachst ungeladen: W = 0. Dann Laduwgvon einer Platte auf
die andere (eine wird +, andere -)

dwW = [¢(1) -¢$(2)]dg = ulldg = g[dq und

Q

WKond =
q

2
cda=5¢ =3¢ =35Q0U
0

TR

5.8.2 Berechnung von Kraften aus der Gesamtenergie

Beispiel: Kraft zwischen den Platten eines Kondensators aus der
EnergieW mit dem Prinzip der ,virtuellen Verriickung“. Man ver-
gleicht diemechanische Arbelieim ,gedachten (virtuellen) Ver-
riicken® der Platten um den kleinen Wdg  mit derderung der
elektrischen Energiaufgrund der Kapazitatsanderung:

dw F [tx wobei zur Vereinfachund k|| E

mech —

Die EnergiewW war

elektr

2
_ 10
Welektr - EE

und weilQ sich beim Verschieben nicht andert, ist

AW, iy = EQ D—Eé%[blx

und ausdWg eitr = dWinechfolgt

_1 0o
F‘th oxCcO

Das gilt firjede Anordnung von Ladungedan muf3 also zur Be-
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rechnung vorF Weder die Ladungsvertellung noch das Feé&h-
nen (im Gegensatz ZEJ =q EE ).

Beispiel: Plattenkondensator, FlacAeAbstandx (hierx stattd)

_§MDA 1 _ X oln_ _1
C= X OderC_sODAu oxcO go DA

Damit ist die Kraft

aglg 1
[Q ox[CO ™ 2 &, A

Zum Vergleich:

Kraft ausE =Q EE berechnen. Dabei beachten, daf3 Ladpng
dereinen Plattenicht im Gesamtfeld, sondeim Feld der anderen
Platte Kraftwirkung erfahrt.

2

1,Q
2 gy LA

- 0 _ — —
EPlatte - 2_80 - ZSOQDA undF = QEEPIatte -

Also: gleiches Ergebnis wie bei Berechnung \oaus der Energie

5.8.3 DasE -Feld als Sitz der elektrostatischen Energie

Wir kennen nun die elektrostatische Energie von diskreten und
kontinuierlichen Ladungsverteilungen, z.B. die Energie eines ge-
ladenen Kondensators. Wo sitzt diese Energie?

Man kann zeigen, dal3 die Energie im elektrischen Feld sitzt. Zur
Erinnerung: elektromagnetische Wellen (Licht, Radiowellen, ...)
sind elektromagnetische Felder und transportieren Energie!

Um dies plausibel zu machen, denken wir uns in ein elektrisches
Feld einen Plattenkondensator mit Flactfeund mit Abstanddx

so in das E-Feld eingebracht, daR die Platten auf Aquipotentialfla-
chen liegen. Dadurch wird daaﬂektrlsche Feld nicht beeinfluf3t
Die EnergiedWim VqumendV = dADd>x ist2dW = dQOdU

und mitdQ = &, (E (dA unddU = E Cdk wird

1

dw = —EdQDdU = éEEOEEDolADEDd’x- D B WV

2
Die Gesamtenergie im Feld ist dann

1 > >
W = = D [E WV

2 qRaum

Eine wirkliche Herleitungdieses Ergebnisses muld zunachst zu-
rickgestellt werden.
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5.9 Der elektrische Dipol

5.9.1 Krafte und Drehmomente am elektrischen Dipol

9
E
9
2| L
<R |
w2 N
T—F

Ein Dipgl ist eine Art ,Hantel* mit Ladgng+q um-g an den En-
den. ImE -Feld entsteht ein Kraftepaglfr  und jede der Krafte lie-
fert einen gleichgroRen Beitrag zum Drehmom&at  mit den Be-
tragen

T, = E [tﬁg [sina und
T. = EH—Q) Eg CBin ( 180 + a) = E Eg [kina , insgesamt
Ty =T,+T. = EMOdsina (Betrag des Drehmoments)

Schreibt man den Abstar?tl als Vektor in Richtung von der nega-
tiven zur positiven Ladung und definiert man den Vekﬁar als
B = q0d, so bildet dieser mitt den Winkett . Mit dieser
Schreibweise a3t sich das Drehmoment in Gro3e und Richtung
darstellen:

Ta = BXEmit|BxE| = p LE Gsina = E [ Od Csinat

> > .
Td steht senkrecht ayd unB . Weil man nfit  das Drneh
mentdesDipols berechnen kann, heift Dipolmoment
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5.9.2 Potential undE -Feld des Dipols

oV
-
N

DasPotentialeines Dipols ergibt sich mithilfe der Superposition :

bp = 41+ 0, = —q—EE%—EE

41, r,

Bei Dipolen interessiert haufié bzw. bekd ,alsosehrweit
entfernt. (Beispiel: Antennen, atomare Dipole, ...)

Dann sind die Vektorefi; bzw, naherungsweise parallel und
¥, =9,. Die Abstande sind

ry = r—%[bos? undr, = r+g[bos.9 , also

ol _1g_T"1—f2 _ dltosd _d[kosd
G, o0 r I, 2 2

B:l D2~ farr »d
o r
r 5 [bosSD

In die Formel fur das Dipol-Potential eingesetzt ergibt dies

_ q[d[osd
0p = ————-
4me, [

Weil 8 der Winkel zwischer/r un?:l bzvﬁ ist, gilt auch

g _ ot
4n£0Er3 4T, Lf

¢D=

3 Potential des Dipols fir »d
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DasE -Feldist dann

Z 0 90 0 ,
Ep = -gradpp = _EB_X' 3y a_Z%bD mit

_ _p 3cosi-1 _ _p 3cos? _ 2 2
= ane, 3 ' Eo ame, |3 undE E, *Ep

Anschaulich:

R
m
ITN/D

E fallt also mit1l/r° ab.

Auf der z-Achse, also bé& = 00 ist

E, = > 53‘31 = _2p
aTey 4me, Ot
In der Aquatorebene, also bi= 90° st

3

E, = - P 3 also entgegengesetzt halb so grof3.
4me, Ui

5.10 Materie im elektrischen Feld

5.10.1 Dielektrika

Dielektrika sind IsolatorepalsoLadungen(im Gegensatz zu Lei-
tern!) nicht frei beweglich.

Versuch vorFaraday.

Bringt man in einen aufgeladenen Kondensator einen Isolator, so
fallt die Spannung) um den Faktod/ e, , obwol® gleich bleibt.

Die KapazitalC = Q/U vergrofert sich also um den Fak&gr . Der
Faktore, hangt nur vom Dielektrikum ab und her@tative Di-
elektrizitatskonstante
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( > G
Luft (Vakuum) rDielektrikuny

. . JLLLLLLLLL s
KapazitatC Kapazitate,C

2
Mit U wird auchJ’1 Ed% = U kleiner, alsé kleiner.

Ej = 9 ergab sich abatirekt aus dem Grundgesetz GI.(1)
€0

Also muf3 aucho kleiner geworden sein. Bg..; = Q¢i/ A
also die freie Ladung auf den Platten, gleich bleibt isteliezig
mdogliche Folgerung

Es gibt OberflachenladumyDiel- auf dem Dielektrikum.

O hat entgegengesetzte Polaritat N
- |0frei| > |0Die|-| weil Feld nicht verschwindet, nur kleiner wird.

. __Ofrei
NIRRT
T+ F[ H[ E
Dielektrikum ODijelektrikum
HEAEEERER R
[Ga sl oin nin oin nin in nin i oin oin oin i oin ol ols o S
Ofrei

Integriert man nun wieder Uber alle Ladungen in einem Kasten

(vgl. 5.2.3), soist jetzt;,; undp;,, eingeschlossen und es ist
_ Otrei T Opjel _
Ep = Ty Efrei * Epiel

und E, ist tatsachlich kleiner geworden

Beachte: Bei einem Leiter anstelle des Dielektrums ware

OLeiter = ~“Ofrei (Platte) und ED = (oPlatte+0Leiter)/80 =0,
d.h. das Innere des Leiters ist feldfrei.

Warum treten diese Oberflachenladungen ohne bewegliche La-
dung im Dielektrikum auf?
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5.10.2 Die Polarisation

In gewissen Grenzen ist die negative Atomhille gegen den positi-
ven Atomkern elastisch verschiebbar. Im Feld bekommt das Atom,
dessen Hillenschwerpunkt mit Ladung sich ums gegen den
Kern mit Ladung+ q verschiebt, ein Dipolmomer = qCk

Bei N Atomen im Volumenv ergigt sich eine Atomdichta = N/
V und einDipolmoment/Volumer® = n [qLs, dasPolarisation
genannt wird

Damit laf3t sich nun die Entstehung der Oberflachenladungen des
Dielektrikums im E-Feld erklaren.

Broi -+ F F 4+ F 7

| > \
| P Epols |
| N
s _—
OberflacheA

- Alle negativen Ladungen ricken um n@ch  unten.
- Alle positiven Ladungen bleiben am Platz.

Im Inneren keine Nettoladung duréh . Auf den Oberflachen La-
dungsdichteoy;,

Man nennto ;o = diPolarisationsladungen

GPoIarisation

In der Oberflachenschicht mit VolumerilA  ist Gesamtladung

Qpoi = (n[o) sOA) = (nyls) [A,

wobei(ny) = (N[)/V = (onl/V) = Ladungsdichte
(sbA) =V :9Volumen
und (nlgls = |P| = Polarisation

Damit &Rt sich nun zuné&chst dBetrag der Polarisatiorig be-
rechnen; denn aus,, = Q,,/ A

erhalt mar{E’| =nlgs=0y,



Seite 106

GET-Skript

Die Rlchtungvon P ist der vonED|e| bZWEpoI entgegengesetzt
weil P zu den positiven Ladungen hik von den positiven La-
dungen wedauft. Damit darf man fur daE -Feld mit Dielektri-
kum schreiben:

Ot T O > >

f |

el PO = Fyei 4+ Epol =
€0 €0

cjfrei_l:)

E =

Die Verschiebung der negatlven Ladung &m  wird in gewissen
Grenzen proportlonal zE sein und damit auch die Polarisation
P = NDqETsDE d. h. man setzt

Bl = x o 0B

und nennty  dielektrische Suszeptibilitéddes Dielektrikums. Da-
mit erhalt man eine neue SchreibweiseH{inamlich

O:. —XLE,LE O: . O: .

E = frei X 0 — frel_X [E oderE [(1"')() — frei

€0 €0 €0

und nache aufgeldst

_ O frei 1
g (1+X)

Haufig benutzt man dielative Dielektrizitatskonstante
g, = 1+ X und schreibt damit

O« .
E = fre! Di = Efrei Di
EO Sr Er

Dies ist der Faktoe, um den sich U beim Einbringen des Dielek-
trikums ins Feld geandert hatte.

5.10.3E -Feld und Verschiebungsdicht® im Dielektrikum

Es wurde in 5.7 die Verschiebungsdichﬁa definiert und das
Grundgesetz GI(1) lautete dann

DdA =
f

Zu diesem Zeitpunkt waren alle Betrachtung#me Dielektrika
angestellt worden, sodal3 eine Unterscheidung zwischen freien La-
dungen und Polarlsatlonsladungen keine Rolle spielte. Deshalb
muf3 hier erwahnt werden, da[l% definitionsgemal’ nur von frei-

en Ladungenausgeht, daf3 also
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2 2 —_— 2
fDdA = Q4 Definition von D !
A

Diese Definition ist zwar nicht einleuchtend, weil auch Polarisati-
onsladungen Krafte ausiben. Sie erspart aber die standige Kenn-
zeichnung der Ladungen durch die Indifres bzw. Polarisation.

Mit dieser Festlegung erhalt man fur das Feld des Plattenkonden-
sators

9
D = 0y, oderD = oy (N

O frei -P

Dann schreibt siclk bzve, [E+P = 0y

€0
auch als

= > >
D = g,[E+P bzw.D = g, [E+P

oder mitx bzwe = g, Lk,

= > >
D-sOEE+xEEO —(1+)()E£0 =¢gylE [E = ¢lE

Diese Darstellung ist in der Elektrotechnik tiblich, denn man kann
ohne Verstandnis des ,Inneren“ im Dielektrikum , also ohne die
Polarisationsmechanismen zu kennen,

- ausOy,; die Verschiebungsdicriﬁa = 0, (A  bestimmen
(04i» dieLadung auf Plattenst ja unabhangig vom Dielektri-
kum bekannt)

- und ausD dann mit den Materialkonstanjen cgjer  @der
dasE -Feld finden.

Auch die ,Grundgesetze* der Elektrostatik werden in der Elektro-
technik deshalb praktisch immer unter Benutzung Don wie folgt
formuliert:

fABdZ\ = e UNd
() frEoPs= 0,

In dieser Schrelbwelse b;aucht man zur Lésung aber noch die Be-
ziehung zwische®  und

B = (1+x) & e sog.Materialgleichung

Seite 107
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Dieser Versuch, die Eigenschaften der Materie duxch  zu be-
schreiben ist fur die Praxis sehr nitzlich. Allerdingsyst  nur na-
herungsweise konstant und bei anisotropen Materlallen ein Tensor,
der die dann unterschiedliche Richtung zmscf[én End be-
schreibt.

5.10.4 Felder an Grenzflachen von Dielektrika

Durch die Polarisationsladungen an den Oberflachen von Dielek-
trika wird im Dlelektrlkum ein zusatzllcheE -Feld erzeugt. Damit
andert sich das gesamEe -Feld an den Grenzen von Dielektrika
sprunghatt.

Bishergalt stets die Einschrankung:

. E steht senkrecht auf dem Dielektrikum und
- auBerhalb des Dielektrikums ist Luft (Vakuum)

Jetztgilt:

- % verlauft im beliebigen Winkel zur Oberflache des Dielektri-
kums und

- Grenzflachen zwischen Dielektrika mit unterschiedlichen Di-
elektrizitatskonstantes,; urg},  werden betrachtet

Auch hier gilt:
€1 2 3 N €
EZE
d Eq
I
1| 4
fEd 0
-

I s+ﬁ Ed%+ﬁ%d’s +L11%d’s
3 4 1
= ds+ (E.ds+ [E,ds + [E,ds
j 11 j J’ 2 j
1
= E, 0 - Etzm—o

: 2 :
oderE,; = E;, Tangentialkomponenten vonE sind stetig
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8r1 8r2

Weiter gilt: Weil auf Oberflache der Dielektrika keifieien La-
dungen, ist

2 .2
DdA = Ufrei = 0

Kasten
BdA = B1dA + BadA+ [ BdA= 0
Kasten Deckel A DeckelA Seiten

und weil bei H6he des Kastens- 0  das Integral tiber die Seiten-
flache - 0 geht, bleibt

DeckelA DeckelA

~S ,
oderD,; = D,, Normalkomponenten vorD sind stetig
und

Dni = &1 LEoLE ;i Dy = €L [E,

Damit &Rt sich ein,Brechungsgesetzflr die %-Feldlinien be-
stimmen.

€1 €2 EZ :
a E
Et E] n2
En1
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E E.. [k, &
tanal — E_tl tl Drl 0
nl nl

t _ Et2 _ Et2 [Erz D‘30 _ Etl D:rz D:o
and, = — = =
En2 Dn2 Dnl

und zusammengefal3t

tana €
- Brechungsgesetz der elektrischen Feldlinien
tana, €,
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6 Magnetostatik

6.1 Vereinfachung der Grundgesetze fir die Magne-
tostatik

Was heil3t ,Magneto-statik“?

.Magneto-“: Wir wollen unsnur mit magnetischen Felderrmden
darin auftretenden Kréaften und deren Wirkungen beschéftigen,
nicht mit elektrischerFeldern und Kraften.

~statik“: Wir wollen unsnicht mit zeitlich veranderlichen magne-
tischen Felderrbefassen.

Nur magnetische Felder heirﬁ:: 0 uaé/at =0 ,dannwird
aus (4)

1.2 02,2 . ‘
@) B = £§+ eonE A die Gl. (4)

20 uiofréd’s - L%d?é\

Ahnlich wird aus (5)

(G)E = q(E+Vx B die Gl (5%

5*) B =qixB

Die GI. (1) beschreibt niE  und entfallt.

Nur statische Felder heil@é/at = 0 ,sodal Gl (2) entfallt. Es
gelten also die

Gesetze der Magnetostatik
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Bitte kelne Analogien 2W|scheE urBi (manche Lehrbucher!!).
Merke: B Feld hatZ|rkuIat|on aberkeine Queller{keine magne-
tische Ladung')E -Feld (statischpat Quellen aberkeine Zirku-
lation.

Also auch bei Magnetostatik enorme Vereinfachung.

Es gibt eine Reihe von elektrotechnischen Aufgaben, die mit die-
sen vereinfachten Gleichungen geltést werden kénnen. Es lassen
sich dann wiedevereinfachte Formelherleiten, die dann aber nur

fur magnetostatischBrobleme gelten.

Bemerkung Ein elektrostatlsch& -Feld setzte voraus, dal3 die
Quellen desE -Feldgs.adungensichnicht bewegen.

E|n magnetostatischd=eld, das nach Gl. (4) von der Stromdichte
S erzeugt wird, setzt voraus, daf3 SISh nicht &ndert. Das ist z. B.
immer der Fall, wenn sichadungen als konstante Stréme in Lei-
tern bewegen.

6.2 Die Lorentz-Kraft

6.2.1 Regeln fur den Umgang mit &ul3eren Vektorprodukten
(Kreuzprodukten)

Die Schreibweis& = q/x B besagt:
Die Kraft istE ist an jedem Ort

- senkrecht zur Geschwmdlgk&t

- senkrecht zur Feldstari

- proportional zum Betrag der GeschwindigH@it

- proportional zum Betrag des Fel

- und proportional zunsind des Winkets zwischen L§1d

Dieses Richtungsverhalten laft SICh durch @dadiere Produkt’,
das,Kreuzprodukt* zwischenv uncB vollstandig beschreiben.

UxB = [/ 08l msing Bu= v B Osing s
ED stehtD§ und OV

&5 geht in Richtung eindRechtsschraubavenn marv  auf
kiirzestem Weg i8  ,hineindreht®. Das Ergebnis ist\étor
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Bildlich:

(992

v

Achtung!¥ x B = —B x ¥

%um Vergleichinneres Produimderskalares Produktz. B.
E (5 = E (dslcosy = dsSOE Ergebnis isZahl, Skalar

Beispiel:Lorentzkraft auf Elektronenstrahl im Magnetfeld.

Auf ein Elektron der Ladung = - ewirkt dann die Kraft
> > .
F = (-e) ' x B = (—e) OV [B[kind B

Das Magnetfeld% (magnetische Induktion) wgrde anhanolseiner
Kraftwirkung auf bewegte Ladungen definiert riit= q D xB
So ergibt sich di&inheitvon B als

_N__ N _VAsg1l _Vs
AsOny's Am  m Am 2
Wegen der Wichtigkeit in der Elektrotechnik hat die zusammenge-
setzte EinheifB] auch den Namgesla(friher 10* Gau er-

halten.

[B] =

Vs
2
m

[B] =1— =1Tesla=1T = 10'Gauss= 10°G

(Erdfeld = 1 Gaul, el. Maschiners 17)
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6.2.2 Kraft auf stromdurchflossende Leiter

Darstellung der 9Lorentzkraft im stromdurchflossenen Leiter mit
der StromdichteS

Beispiel:Elektronenleitung

™

B |

| A/d.'g

Auf jedes Elektron mit Ladung = -e wirkt Ee = —e¥x %
Wir nehmenzunéchsan, dal} alle Elektronegleiche Geschwin-
digkeitV in GroRe und Richtung haben.

Im VolumenelemendV i AOd|l sindh Elektronen, also wirkt
aufdV die Gesamtkraft F mit

dF = nlfe = n[(—e)E{)/X§:dVE5%D’/X§

oder Wdl% = p die Ladungsdichte ist, gilt
d?: = dVip E?/><§ und mit§ = pE{)/

> > . . >
dF = dVOSx B Lorentz-Kraft aufdV bei StromdichteS

Da% unabhangig von Polaritéder Ladungstrager definiert ist, gilt
dies auch fur positive LadungDa S unabhangig vorder Ge-
schwindigkeitsverteilung der Ladungstrager ist, kann abége
Einschrankung entfallen

Darstellung Lorentz-Kraft auf einen Leiter durch Strom |

Wir bescgreiben die Langeél des Leiter-Sticks als Vekiiior in
RichtungS, dann wird

dviS= dlAS = di O
und

d?: = | [tfl ><§ Lorentzkraft auf Leiterlanged>l bei Strom |
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Oft interessiert man sich (z. B. bei Maschinen) fur die Kraft/Lei-
) 2 y
terlange, depKraftbelag” dF/dl und erhalt

>
dB/dl = | [% xB Kraftbelag

Zur Begechnung der Gesamtkrﬁ‘t muf3 die Kldaﬁ pro Leiter-
langed| Uber den gesamten Leiter aufintegriert werdne.

Beispiel:Gerades Leiterstiick,.angel I§ homogen Ubér .
> I > I > >
F=(dF = (1 [dl xB

% =,

Weil B homogen ist, haB an jeder Stelle voh gleiche Grol3e und
gleiche Richtung. Weil der Draht gerade ist, dat  auf der ganzen
Lange cﬁe gleiche Richtung, also ist auch der Winkel  zwischen
dl und B udberall gleich, d. hsind = const Dann gilt Spezial-
fall 1:

|
F = 1 (B Csing 2yl = | B sind (20 oder

| O B [Bind
I

F o
S S Kraft auf geraden Leiter
F xB

e

6.2.3 Drehmoment guf stromdurchflossenen Schleifen im ho-
mogenen FeldB

Beispiel:Rechteckige Leiterschleifel% homogen

3

> > > >
|, undl, sind bis auf das Vorzeichen gleich, ebehso  und
also

> - > -
l, = =l undl, = -, , also auch

- >

Seite 115
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- ->
Ezzl[lzxg:—l EI4><§:—E4

Es gibt alsdeine resultierende Gesamtkratfte die Leiterschleife
verschiebt. Aber:

> . . 3} >
—F3 bilden ein Kréaftepaar, also Drehmomént

H
I

|
5 OFyOsina =T5; T = T+ T,

, g
Nun ist beil ;1B

T

F, =10,BCsiN90° = | 0, [B und

T =1,0,0Bina = A0 [Bsina bzw.
> S>>
T=10AxB

K istder gekannte Flachenvektor. Wir vereinbaren dabei die Rich-
tung vonA in Bewegungsrichtung der Schraube, wieimmDreh-
richtung flief3t.

_ S > / Rechtsschraube
: |

9
A

Auf eine Spule mitN Windungen wirkt dafN-fache Moment, also

7

> > > >
T=NOOAxB=rmxB

m ist die von der Sgule abllangige Proportionalitatskonstante zwi-
schen Drehmoment und . Diese Konstante heil3iizgne-
tische Momentiner Spule (auch magnetisches Dipolmoment).
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6.3 Berechnung vomB -Feldern

6.3.1 Es gibt keine magnetischen Ladungen

Wie in Elektrostatik gibt es auch in der Magnetostatik zwei ,Feld-
gleichungen® (3), (49

Gl. (3) f%dK =0
A
besagt: Es gibteine magnetischen Ladungen

Bildlich: Die Feldlinien vonB konnenirgends beglnneundnlr-
gends enderim allgemeinen schliel3en sich die Feldlinien \Bn
in sich selbst.

. > > . >
Bei Feldberechnungen muf3 LBdA =0 die ,Form" véh
Uberpruft werden, ob wirklich keine Quellen vorhanden sind.

Das entspncht der Uberprifung elektrostatischer Felder mit
fr Eds = 0 auf Zirkulationsfreiheit der ,Feldform®.

Achtung
f BdA = 0 giltimmer, 1fEds = 0 nur in Elektrcstatik

6.3.2 Durchflutungsgesetz, Ampere‘sches Gesetz

In derMagnetostatilergibt sich die Grol3e dd&-Feldes (Indukti-
on) aus

o5 [

In Worten:FIieBt durch eine Flache A mitdem Rahd ein Strom
der StromdlchtéS , SO ist der gesamte Strom durch diese Flache

SdA gleich dem Linienintegral ubeB/po langs dem Ré&nd
der stromdurchflossenen Flache. Die Richtungon  muR festge-
legt werden.

A

oV

9
S

Rechtsschraube
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Man legt fest: Fliel3t der §tron§5 in Bewegungsrichtung einer
Rechtsschraube, so verla@ft in Drehrichtung.

2 > . i
Da [ SdA infastallen elektrotechnischen Problemen durch Stro-
me’in Leitung entsteht, schreibt man auch oft

9
Hloin% = | ges Ampere'sches Gesetz

In dieser Schreibweise muf3 man daran denken| gla®ei meh-
reren Windungen das-fache des in der Leitung flieRenden Stro-
mes sein kann, wenn der DrahtnriWindungen durch die von
umrandete Flache fliel3t! Die Bezeichnubgrchflutung © fir
den Gesamtstrom durch vermeidet diese Schwierigkeiten: als
Durchflutung® bezeichnet man

gesamt durch A

©=( &A= |
_J'A =

Wenn nun ein Draht mit Strorh mehrfach in gleicher Richtung
durchA lauft, z. B.n-mal, dannis® = nd und

Hloigd% = © Durchflutungssatz

6.3.3 Berechnung symmetrischer Felder aus dem Durchflu-
tungsgesetz

- . .
Beispiel: B-Feld eines langen, geraden Leiters

B(rd.2) |

Hier: Berechnung in Zylinderkoordinaten vorteilhaft
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Am betrachteten Punktr,¢, 2) hﬁ eine radiale Komponente
B, = B,(r.$,2) sowie die beiden tangentialen Komponenten
B, = B,(r,¢,2) und By = B¢(r,¢,z) ,wobeiBrDBZDBq, .

§ wird also beschrieben durch den Vektor

EB (r.9, z)D
B(r.d, )‘%Bq,(rq) z)D
0B, (r6,2) O

Wegenf%dZ =0 istB,(r,$,2 =0

Die magnetischen Feldlinien kdnnen also nur um den Leiter herum
geschlossen sein und mussen aus Symmetriegrinden kreisférmig
verlaufen. Es bleibt nur die tangentiale KomponeBﬁg(r,d), 2)

und somit wird

B(r.9.2) = (0,By(r.9,2),0)

Aus den genannten Symmetriegrinden hangt die tangentiale Kom-
ponente nur vom Abstarrdnicht aber vonz odep ab, also

9
B(r0,2) = (0,B,(r),0) = By(r) By.
wobei éq, ein Einheitsvektor in tangentialer Richtung ist.

Fur diese®-Feld lal3t sich aber die Gl (4°) auswerten, wel  die
Richtungéq, hat, alséq) (0% = ds st (Spezialfall)
L 6 Bas=2L § Bylr) By 113 = LB,(1) 0§ ds
lJ'OKreis Okfeis Ho Kreis
= qu)(r) (2rr = |
Ho

also

B¢(r) Feld eines geraden Leiters

2n

Mit der Schreibweise des Kreuzproduktes kann réan in Grolde
undRichtung beschreiben. Mit

t o2
i

= - ist dann
y4

O & x@
B = HOHD% oder B = =2
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—

oV

Beispiel:Kraft zwischen zwei parallellen geraden Leitern (L&nge

[, Abstandr.
> >
B2 B1
> >
F1 é ?12 g F2
PR PYRRN P
Es qilt
2> >
Fi=1,01xB2

oy OV

2 b4
F2 =1,02xB1

Lo 2 v S ,
Weil bei parallelen DrahterB201, bzwB10Il, , wird aus
Kreuzprodukt einfaches Produkt. Weiterhin [§gj = [Foq| = r

. > . >
Es ist Richtung=1 || f12 , Richtung2 | 21

und die GrofRe der Krafte

F,=1,00B,q |, O
1 1 ZD:EQDD-u:F
F, = 1,008, 2n r

Mit dieser Beziehung lal3t sich die Stromstarke (1A) bzw. Ladung
(1As) festlegen:

1 Ampere ist die Starke eines Stromes, der durch zwei im Vakuum
parallel im Abstad 1 m voneinander angeordnete, geradlinige,
unendlich lange Leiter von vernachlassigbar kleinem Querschitt
flieRend je Meter Lange die Kraft VETLO 'N  hervorruft.
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Die Permeabilitatskonstante (Permeabilit@gt)  wurde damit fest-
gesetzt zu

o = (F/I)Dg TIr 2D10 NEZTr[Jlm
im 1A2
o = 4L O = 4m[no” LT
A Y

BeispieI:Berechnung§ -Feld einer langen, zylindrischen Spule
(Solenoid)

d C

U —
OI0I0/0I0I0I0/0I0I0;
a pT

PDXXPRPXRORX)

Fur eine rechteckige Schleife  =a,b,c,d die auf der Large,b
N Lelter umschlleBt gilt daBurchflutungsgesetz:

O = Ode

mit ©@ = | [N = Strom mal Windungen durch Rahd

OJ’ Bd of Bds OJ' Bds+ Ofd Bds

. C2> a2 s
Esist[ Bds = Bds = 0,
[,B8 = [,
weil § dort Od% . Weiter ist
f Bds = 0,

weil aulRerhalb der Spul% = 0 st (Beweis hier nicht moglich).
Der einzige Beitrag kommt voB  im Inneren der Spule, und die-
sesB st parallel zur Spulenachse und konstant bei Verschiebung
des Rechteckels  langs der Spule. Dann ist

b
= ioj’ Bab = Of ds = B aiso 1N = BO/p, oder
a M

Ho
B = o0 IN/I B-Feld eines Solenoids

Mit n = N/ I schreibt man oft auch

B =0 h

Seite 121
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6.3.4 Berechnung beliebiger Magnetfelder mit bekannter
Stromverteilung (Biot-Savart'sches Gesetz)

Das elektrostatischa-eld E einer bekannten Ladungsverteilung
konnte man sich als Superposition d:er -Felder von allen Punkt-
ladungen vorstellen, aus denen die Ladungsverteilung aufgebaut
ist.

Ahnllch kann man dastatische Magnetfeldich als Superposition
der B -Felder von allen Stromelementen vorstellen, aus den die
Stromverteilung aufgebaut ist. Dies ist jedoch mit den z.Z. verflg-
baren Werkzeugen nicht herleitbar. Deshalb soll nur das Ergebnis
gezeigt werden:

>
Ein Element eines beliebigen Leiters mit Langé erzeugt bei
Stroml am Ort (1) einen Beitrag

>
§i(1) =L [Ho E*Li il

41t

der gesamte Leiter also ein Feld

B(1) = zuoD EAI.X?l,

l|

und im Grenzfall unendlich kurzer Elemerufb

B(1) = 4 I Flz Biot-Savart'sches Gesetz
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6.4 Materie im magnetischen Feld

6.4.1 Magnetische Werkstoffe und deren Eigenschaften

BeobachtungBringt man in gine vom Strorhdurchflossene Spu-
le Materialienso &ndert siclB, obwohl die SpuleN/L, also Win-
dungszahl /Lange) und der Str¢lhunverandert sind

Entwgder: Durchflutungssatz und die daraus berechnete Bezie-
hungB = py0 IN/I st falsch

Oder: Es flieBen zusatzlich zum Strobg, e weitere Strome im
Material und damit durch den Integrationsweg

. | zusatzl.
oolclolololoololoclolocloa Strome
77 7 7 FFFFF7 7 2
27777777777 B
T/ 7777777777

RPXRIPXPDXXXRPXORRR

Die zusatzlichen Stromigy4teria KONNenN in degleichen Richtung
wie | flieBen und dabé vergrof3ernund zwar

- kaum merklich (Paramagnetismus)
- extrem stark (Ferromagnetismus).

Die zusétzllchen Strome konnen auch Iz, entgegengesetzt
flieRen undB

- kaum spurbaschwacher{Diamagnetismus).

Damit ergibt sich eir% -Feld

9
B = “O(ISpuIe+ IMa’[erial) IN/1

Seite 123
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6.4.2 Der Magnetisierungsvektorm

In 5.10.2 hatten wir gesehen, dal3 Drelektrikumdurchatomare
Dipolmomenteeine zuséatzlicheOberflachenladungentstanden
war.

Ahnlich entstehen beWiaterialien im Magnetfeldlurchatomare
magnetische MomengisatzlicheDberflachenstrome

Wir denken uns die atomaren magnetischen Mom@te als recht-
eckige Stromschleifen mit Stroiyaterig Und FlacheAm , die in
Richtung des Momeni$ den Abstaid  haben.

Aw
| m
M
2
2 -
Z
24
7
gz
=g/

Alle Strome zwischen solchen Wiirfeln heben sich auf. Bei einer
aus Wirfeln zusammengesetzten Scheibe der Oicke  und Flache
A Dbleibt ein Stroml,, nur langs des Randes ¥on

A

\-a-\

Ein Stick Material mit La&ngé , aldd Scheiben der Dicke ent-
spricht der Spule miN  Windungen pro Langie mit dem Strom

IMaterial-
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=7

d

. 2 . .
Das von den magnetischen Momenten erzelgyteeld ist (siehe
Spule)

B = Mol material N/

zusaetzlich™

Bei N Scheiben hat mai [A/ A, Momente, also im Volumen
| CA eine Anzahl Momente/Volumen N,,

N = NOA _ N
M™ A, 000 A0

. . - = .
Bezeichnen wir al$lagnetisierungM das Magnetische Moment
pro Volumen, also

M = N,, CFh, so istM auch
" >
m _ N [Th _ N O paterial M _ Tmaterial EN EﬁM

Ay O Ay O - | Ay

= : :
M ist alsgeln Vektor mit deGroReM = |y.ieriar N/ | und der
RichtungAwm .

Das oben berecgneﬁﬂzusaetz”ch: Hol materia) N/ lauft eben-
falls in RichtungA und so ist

> —
Bzusaetzl = Uy [M

2 . -
DasgesamteB -Feld mit Materieist dann
> > > > —
B = Bspulet+ Bzusaetzl = Bspulet+ [g [M

, L= > ,
In gewissen Grenzen er§'| 9zu -Feld der Spule proportional
sein (wie im DielektrikumP OE war), also

— >
M =X [Bspule/ Hg
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Unter dieser Voraussetzung ist

> >

B = Bspulet “O = BSpuIe(1+X)
Setzt manl+x = {4, , SO ist

> >

B = Bspulell4,

Die magnetische Suszeptibilitg¢ bzw. dierelative Permeabilitat
H, dricken Materialeigenschaften aus und sind im allgemeinen
nicht konstant. Entsprechend der Einteilung in 6.4.1 gilt:

- Diamagnetische Stoffu, = (1+X) <1
- Paramagnetische Stoffg, = (1+x) =1

- Ferromagnetische Stoffgr. = (1+x) »1

6.4.3 Magnetische Induktion§ und Magnetfeldﬁ in Materie

Entsprechend der ,Erregung” magnetischer Felder durch Strome
wird haufig das ,Magnetische Feld®, die ,Magnetische Erregung*
(ohne Proportlonal|tatskonstar1n% zwischen Strom und Magnet-
feld) durch den VektoH beschrieben.

frﬁd§= o

Mit ﬁ werden folgende weitere Begriffe eingefuhrt:
2

J’ﬁd% =V, = magnetischeSpannung
frﬁd§ =V, = magnetischeRandspannung

Achtung: Bei der Fesatlegung voﬁ V,, bzw. \o/ wurdenbe-
wuf3t die von magnetlschen Momenten Jm Materlal erzeugten
Feldanteilenicht elnbezogenH V,, und Vm sind deshallper
Definition nur mit der Durchflutung durc&ursere StromgStrome

in Leitungen) verknupft! Demnach ist ohne Materie (Vakuum, né-
herungsweise Luft)

> =
B = poH
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. . e 2
und mit Materie wegem, [(H = ,,Bspule
> > o
B = po(H + M)

L= =
und mitM = X [Bgp 1/ Ho = X [H
> - = -
B=poH1+x)H =y, IH=p0H

Die MaterialgroBep = p, [, heLBt audasolute Permeabili-
tatdes Stoffes. DieﬁSchreibweise it istin der Praxis vorteilhaft,
weil man zunachsH aus déwl3eren Stromen oLirebtarechnen
kann und daraus mit hiIf9e volvflateri@konstanterB. Damit ent-
fallt auch die Indizierun@spule bzBmaterial

Die Grundgesetzte schreiben sich n?it in der (im Bereich der
Elektrotechnik) tblichen Form

(49 frﬁdic, _ IAédZund
> >
@) fBdA=0

Beachte:S sind hieralle &uRerenStrome,nicht die durch Ma-
gnetisierung verursachten

Zur Losung braucht man dann jedoch noch tMaterialglei-
chung.

> - =
B =piH =y, OQuTH = (1+x) OupH

und diese enthalt die (bei anisotropen Materialien nicht zutreffen-
de) Annahme, da}  eine skalare Konstante ist.

6.4.4 Diamagnetismus, Paramagnetismus, Ferromagnetismus

Die atomaren magnetischen Momerfie  kommen entweder von

- umlaufenden“ Elektronen

| @A
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- ,um die eigene Achse rotierende” Elektronen
Tm

Beide Bilder sind sehr anschaulich, aber quantitativ falsch (klas-
sisch, nicht quantenmechanisch)!

Diamagnetismus(Wismut, Kupfer, Silber).

Ohneﬁ -Feld heben sich die Momente der Elektronen paarweise

auf.
N = o =
ohne aulRererd -Feld mit aulRerenH -Feld
= m1
H
S
T
. 2
tmz

Zusatzliche Lorentz Krafte

- auf (1) in Richtung der Zentrifugalkratft,
- auf (2) entgegen der Zentrifugalkraft

Deshalb muf3 (1) den Bahnradius verkleinern, die Zentrifugalkraft
verringern und damit wird die Flache umdy  kleiner. Durch Ver-
groRerung des Bahnradius wird dagegen groler.

Weil || > [y, ist, = T+, entgegengeseizt Zd  und
sehr klein;x 4 = ~10™*

Paramagnetismus(Aluminium, Platin)

Auch ohneﬁ -Feld sind atomare magnetische Momente vorhan-
den, aber deorientiert. Durch das auBere Magnetfeld erfolgt Aus-
richtung der Momenteén in RlchtungH alscxp> 0 .

Bei hohen Temperaturen zerstort die thermische Energie immer
wieder die Ausrlchtungxp ist alstemperaturabhanglg
Bei Zimmertemperatur |5)(p ~ 1072
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Ferromagnetismus

Bei Eisen, Kobalt, Nickel, Gadolinium, Dysprosium und deren Le-
gierungen sindehr starke magnetische Momenéaich ohneH -
Feld vorhanden. Elektronenspins richten splontan parallel zu-
einander augalso keine Eigenschaft des einzelnen Atoms!). Die
Ausrichtung beschrankt sich auf kleine Bezirke (Weil3'sche Bezie-
hung), die ohnéd unterschiedlich orientiert sind. Bei Temperatu-
ren Uber einem kritischen Wert (Curiepunkt) hort die spontane Ma-
gnetisierung plétzlich auf. DieroReder Weil3'schen Bezirke ist
durch das€Energieminimunbzgl. dulRerer Feldenergie und Wand-
energie der Bezirke gegeben.

) @ -
Y = B

Z =N
i
i

= Z

Keine weitere
Reduzierung
Viel Feld-  Weniger Feld- Praktisch kein d. auR. Feldes,
energie  energie, jedoch&aulReres Feld, jedoch zusatzl.
1Wand jedoch 4 Wande Wande

Wande enthalten Energie, weil ja geradgegengesetzt spinnen-
de Elektronen benachbasind undparallele Ausrichtungiedri-
gere Energie hat.

Die Magnetisierungskurve
Die I\iagnet|3|erungskurve steﬁeesamt in Abhangigkeit véh
dar (H Ulgp,e,B abhéangig von Material!)

Neukurve

-
oHe 108 HoH
-1

B, = Remanenz (induktion);H, = Koerzitivfeldstarke

- Steiler Teil der KurveWandverschiebung in Bezirken mit
sleichter Richtung“ (reversibel).

Seite 129
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- Flacherer Teil der Kurve:Wandverschiebung mit ,Uberwin-
dung von Hindernissen” (nicht reversibel).

- Flachsr Teil der Kurve:Drehung Weil3‘scher Bezirke in Rich-
tungH (viel Energie notigsattigung irreversibel).

Weil Ausrichtung z. T. irreversibel, gibt é$ystereseschleifezw.
Neukurve

- Beim Zuriicknehmen voH  auf 0 bleibt eine Induktin
(Remanenzinduktion). .

- Erst bei eingr entgegengesetzten FeldstBrke (Koerzitivfel-
starke) gehB auf Null zurlck.

Die Flache der Hystereseschleife ist ein Mal? furkEiergieverlu-
ste infolge irreversibler Vorgange

6.5 Der magnetisc

he Kreis

6.5.1 Die Konstanz des magnetischen Flussgs

Mgn definiert deri\/la_gnetischen FluBg,, = J’A _ %dz\ wobei
d A stets in Richtund zeigt. Leiter

. > > .2 .
We;l ai)er nur inA1  bzwA2 IndulgtloB z0 ,und weilin
fABdA = 0 vereinbarungsgemd®A nach aul3en zeigt,
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im Bild dle aber nach innen, gilt

9

> >
0= fABdA

- IAleZl + J’Azgde

> > > >
also@,, = IAleAl = IAZBdAz = Qo
oder imhomogenen Feld

Om = B1AL = BoA = @

S
e — A

—B; l
— 1:LA1\B
ﬁ

Weil @, in der Elektrotechnik sehr wichtig ist, erhélt es eine eige-
ne Einheit:

[@.] = 1Weber= 1Wb = 1Tn? = 1Vs

6.5.2 Das ,sog. Ohm‘sche Gesetz des magnetischen Kreises*

In sich geschlossene Anordnungen aus hochpermeablen Material-
lien (magnetischen Leiterf)eillenmagnetische Kreiseind die-
nen zur Fuhrung des magnetischen Feldes.

9
A

oy

Legt man die mittlere L&nge des magnetischen Leiters yfest,
so gilt naherungsweise

ezND:fﬁdézHDm

Wennp, im gesamten Kreis konstant, ist
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|
O =H0O. = —_m _ BDAD_m = D_m
LTRTS TRT ST

Wegen der Ahnlichkeit zum Ohm‘schen Gesetz schreibt man auch

© = ¢,R

l m

IJrHOA

wobei R, =
wird.

als magnetischer Widerstandezeichnet

Zum Vergleich:U = I [R mitR = ﬁ
Magnetischer KreisStromkreis

Quellspannun® = \0/m U

Strom (O I

WiderstandR R

6.5.3 Berechnung magnetischer Kreise

Kreis miti Abschnitten unterschiedlicher Materiali&),,  auf Ab-
schnitten der Langg,;

V°m:fﬁd?s: > il = 3 Vi =

=@y Ry =@ =N0

Beispiel: B, gegeben® gesucht

¢y = B A
le = (pm Ele undvmz = (meR

m2

NO =0 = (Vg + V) [2
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Ersatzschaltbild dazu

el(

S
-

1
1
T

-

Dies entspricht der Kirchhoff‘'schen Maschenregel.

Beispiel 2:Gegeber®; un®,; gesucht®,;, @y Pz

Hullflache A

— —

/—F—

X

T

£

Lq)mlJL D

Weil f%dZ = 0 durch HullflacheA. ist

(pm3 = (pml + ‘sz

Das entspricht der Kirchhoff'schen Knotenregel.

Ersatzschaltbild:

P — — Pz
Rm1 P, 5 Rm2

linke ,Masche ©; = R,;01 + Ri3®ms
rechte ,Masche” ©, = R ,0, + R30m3
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Fur die drei Unbekanntem,;, 9,0, ¢,,3  Sind also 3 Gleichungen

- 2 Maschengleichungen
- 1 Knotengleichung gegeben.

Beispiel 3:Magnetischer Kreis mit Luftspalt (Motoren, Elektro-

magnet)
o Ag ﬁ&g
|
B

Reihenschaltungvon R, des Eisens unig,;  des Luftspalts

Die Kirchhoff'sche Regeln fur den magnetischen Kreis gelten gut,
solange Streufeld klein bleibt, alsbklein gegent] Polflachen.
Dann ist natirlich der magnetische Widerstand des Luftspaltes

d
R, = L
md IJOA

Da die Magnetisierungskurve meist nur als Diagram verfugbar ist,
werden in der Praxis graphische Lésungen bevorzugt.

® ,
— magn. Material
T - —Luft
. —-—ges. Kreis
Yz
%

VE VL V= @G

- Weil @,/A = BundH = Vg, /! , kann man anstelle der
ublichen Magnetisierungskurve des Eiséns f(H) auch
On = F(Vgiseny auftragen, weni undl gegeben sind (durch-
gezogene Kurve).

- FUr den Luftspalt kann man entsprechend statt der Geraden
B = pyH die Geradep,, = V| ,«/R,q auftragen (gestri-
chelt)

- Addiert man waagerecht fir jedegs,  die zugehdrigen magne-
tischen Spannungeviz  flr das Eisen ¥hd  flr die Luft, so
erhalt man fur jedeg,, die notwendige magnetische Rand-
spannungv und dam@® (strich punktierte Kurve).
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7 Elektrodynamik

7.1 Die Grundgesetze der Elektrodynamik

AIIE Einschrénkun%en der Elektrostatik und Magnetostatik, also
(0E)/0t = 0 undoB/ot = O entfallen also:

> = 23
(1) fAEdA = g/¢, bzw.fADdA = Ofrei
2 5 _ 0 2
2 frEdS— EJ’ABdA
> >
(3) fABdA =0
1,23 o _ 2 02\ %
@ R b Gendi
S 92>
bzw. ferS = J'A%ausse#aD%jA

Noch einmaHinweis;

Bei Schreibweise von (1) und (4) R urd st zu beachten,
daf bei

2 .
- D nurfreie Ladungeng,;
= o L2
- H nuréauBereStrémeSaussen

gemeint sind.
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7.2 Die Induktionsvorgange

7.2.1 Der im Magnetfeld bewegte Leiter

Versuch Leltfahlger Stab, Lange wird im Fel mit Geschwin-
digkeit ¥ (VO B) bewegt. Zwischen den Endenb  entsteht
SpannundJ,, .

Grund:

- Die Ladungstrager im Leiter werden mit Geschwmdlgﬁelt
bewegt und erfahren LorentzskreEft =q x B  in Stabrich-
tung und laufen zum oberen Stabende.

- Die Ladungstréager laufen solange bis &as -Feld zwischen po-
sitivem Endeb und negativem Ende so groR3ist, daf3 die elek-
trostatlsche KrafFE auf die Ladung entgegegengesetzt gleich
FL wird.

- In dlesem GlelchgeW|cht |st also
FE =q EE -q Eflx B= -F|_ und wennv O BEI I istdas In-
tegral uberE langs des Drahts

b> »
[Edi = Uy, =1vB
a

- Bei Bewegung deblagnetermit Geschwindigkeit V gegen-
Uber einenfesten Drahtalso begleicher Relativgeschwindig-
keit ?/ erhalt man digleiche SpannungJ ,;,, obwohl
v x B = 0 (Erklarung hier zu schwierig, weil relativistisch).

Zusammenfassung:

Be| Relatlvbewegung zwischen Magnetfeld und geradem Leiter
v B O I entsteht einenduzierte Spannung

U,, = | ¥ (B Bewegungsinduktion
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7.2.2 Anderung des magnetischen Flusseg, in
Leiterschleifen

Versuch Durch Ein- und Ausschalten bzw. Vergrél3ern und Ver-
kleinern des Strome$  wird das Magnetfeﬁd (Indukti%n )
durch die Flaché der Leiterschleife gedndert. Es andert sich der
magnetische Flul3

Oy = L\Ed/i.

Wahrend der zeitlichen FluBanderudg /ot  entstehtan den En-
den der Leiterschleifle ein Spannubg

Grund:
- Bei zeitlich verénderlicher% -Feld gilt in der Elektrodynamik
> s _0 =
frEds = aIABdA = —0q,/ ot

(nicht mehr wie Elektrostati Ed% =0 ) .

- Langsdes Randds derF Ache  entstehBein  -meldir-
kulationgleich der zeitlichen Anderung des Flusggs  durch
A

Hier bildet die geschlossene Leiterschleife selbst den Rand um die
vom Magnetfeld durchsetzte Flache. Die Spannithg um die
Leiterschleife ist alstJ, = -0¢,/0t (Vorzeichen siehe spater)

Zusammenfassung:

Bei zeitlicher Anderung des magnetischenFlusges durch die
Flache A einer Leiterschleife entsteht ebenfalls entizierte
SpannungU

U, = -0¢,/ 0ot Transformationsinduktion

Seite 137
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Sowohl fur dieBewegungsinduktioals auch fir didfransformati-
onsinduktionkann dieZahlrichtungvon U, bzw. U, aus den
obigenFormeln bestimmt werden (Kreuzprodukt, Flachenorien-
tierungen, Richtungen von Integrationswegen). Da dies i.A. auf-
wendig ist, benutzt man fast ausschlie3lichLainz’'sche Regel

Lenz'sche Regel

.Der durch die induzierte Spannung verursachte Strom fliel3t in ei-
ner solchen Richtung, daf3 er durch sein Magnetfeld die FluRande-
rung, durch die er entsteht, zu verhindern sucht.”

Beispiel 1:

0I00000I00

—S—— N—= [N S

XXX -—Bewegung

Bewegter Magnet la3t nadimks ggrichtetesf% wachsen; deshalb
mul3d Strom nactechts gerichtete8 erzeugen.

Tieferes Prinzip der Lenz‘schen Regel ist &irergieerhaltung
Wiurde der Strom iBeispiel landers flieRen, so wirde

- der Stabmagnet angezogen (Gewinn mechanischer Energie)
- der Strom die Spule erwarmen( Gewinn von Warmeenergie)

wir hatten also ein Perpetuum mobile.

=

F
—
=

Beispiel 2

(

Der leitfahige Ring springt beim Einschalten von der Spule weg.
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7.2.3 Induktionsgesetz und FluRregel

Trotz unterschiedlicher Mechanismeitassen sich di&ffekte der

- Bewegungsinduktion und der
- Transformationsinduktion

in eine gemeinsame Darstellundringen, der allerdings kein
tieferliegendes Prinzizugrundeliegt.

Beide Phanomene werden durch die bereits von der Transformati-
onsinduktion bekannteluRregelbeschrieben. Dazu wird die-
wegungsinduktion als Folge einer zeitlichen Flu3anderung
dargestellt.

Der Stab (2) der Lange bewegt sich (Wle zuvor) im homogenen
MagnetfeldB mit Geschwindigkei (V0 BOl) . Seine Enden
a, b sind jetzt Uber die Schienen (1a) und (1b) an das Voltmeter an-
geschlossen.

Die ruhenden Schienen erzeugen keine Induktionsspannung, d.h.
die durchBewegungsinduktioarzeugte Spannung des Stabes ist
wiederU,, = | W [B

Betrachtet man nun die Spannungzgiliche Anderung des Flus-
ses@,, so bewirkt zuachst die Flachenanderuhgy eine FluRRan-
derung -d@,/dt = B EbIA/ dt=BOMMs/dt=B0OLV . Die
Betrachtung auf der Grundlage der transformatorischen Induktion
fuhrt also zum gleichen Ergebnis und es ist

U=IL[B

Fluregel:

Auch die Bewegungsinduktion |&3t sich als Folge einer zeitliche
FluBanderung darstellen. Dabei ist die induzierte Quellspannung
U = -dg/dt unabhéngig davon, ob die FluRRanderung durch zeit-
liche Anderung der Flache (Bewegungsinduktion) oder durch zeit-
liche Anderung des Magnetfeldes (transformatorische Induktion)
zustandekommit.



Seite 140 GET-Skript

7.2.4 Anwendung des Induktionsgesetzes
Beispiel 1

Induzierte Spannung in einer Spule it ~ Windungen. Der Spu-
lenfluf3 einer Spule mN Windungen ist

N
l'IJ = Z q’}I:N [tp\Nindung

i=1
Also: U = =N [{0@)/ (ot) = —(ow)/ (at)
Beispiel 2:

. . >
Rotierende Spule im konstantén -Feld.

oV

A A A A

>
Q

AL D | Ccosa

Der Winkela = w1 &ndert sich proportional zur Zeit
(w = const = Winkelgeschwindigkeit)

Zur Zeitt=0ista = 0 und@(t =0) = BUOA = @

Zu beliebiger Zeitt ist a = wt und @(t) = B b [osx) ,
also

@(t) = BUOA[osa coswt und

= (pmax

u(t) = -N E%—(tp = N5 [0 Csinwt

Man bezeichnet die Spannung,,, = N Op, ., [w , &2
31/ 2 usw. als Scheitelspannung. Damit schreibt man auch

u(t) = U« Binwt
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T\W/Z m 3w/ 2n_
T/2 T t
W
T Ur‘nax
‘ W2 32 ot
Beispiel 3:

Da durch FluRBregehur Phanomenenicht dasWesernder Bewe-
gungsinduktin beschrieben wird, gibt es Félle, in denen die FluR3-
regel nicht funktioniert Beim Barlow‘schen Radi§t der Strom-
kreis (gestrichelt ---- ) immedrtlich fest und B ist zeitlich
konstant Also kein dg/ dt sichtbar

Trotzdem wird die Spannung aus d@wegungsinduktiogrzeugt.
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7.3 Selbstinduktion und Gegeninduktion

Bisher (7.2) Betrachtung der induzierten Spannungobei

- in der Induktionsschleife keig Stom flof3, also die
- Induktionsschleifeselbst keinB erzeugte.

Jetzt: Stromkreis geschlossen, aliso

- Strom in der Induktionsschleife erzewsgibst BOi

- Bei zeﬂhchgr Anderungli/dt dieses Stroms resulteB/ dt

- DaseigeneB-Feld der Schleiféenduziertin der Schleifeselbst
ein dg/dt, (Selbstinduktion)und erzeugt eine Spannung

7.3.1 Selbstinduktion

i®)

ot de

Eine Stromquelle erzeugt zeitlich wachsenden Strigt mit
Stromanderundi in Richtungi alsal@ in Richtung . Faligt)
genugend langsam (quasi stationar) spnd  iyprdportional

e=L0O

und bei geeigneter Wahl der ZPR ugnist
= _(p = I
=gt t [%t
Die Proportionalitatskonstantast nur von der Geometrie der An-
ordnung abhangig.

L hei3tSelbstinduktivitatskoeffizientkurz Induktivitat. Die Ein-
heit vonL ist

[L] = 1\—/'&[—]5 = 1 Henry = 1H
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Bei Spulen mitN  Windungen gilt

N
Z(pk:q_j:LD:N[tpk
k=1

L o= 49 do_ di
L dt dt = dt

Induktivitat L ist Eigenschaft einer Spule so wie Kapaz{tat Ei-
genschaft eines Kondensators ist.

7.3.2 Gegeninduktion

Bei zwei verkoppelten Spulen hdngt sowohl die Spannurigpan
le 1, als auch die Spannung &pule 2von den Stroménderungen
beiderSpulen ab. Zur Vereinfachung flieRe zunachst

nur Stromi, in Spule 1

Mit ?11 = @ Spulel von Stromlurld ®21 = @ Spule2 von Stroml
ist dannu’; = N,d@;,/dt undi', = N,dg,,/dt

Nun flie3enur Stromi, in Spule 2

utN P ®5 \U“ 5

Mit G2 = @iy, Spule2 von Strom2 und G2 = @iy Spulel von Strom2

ist dannu”; = N,d@,,/dt undi”, = N,dg,,/dt
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Die Spannungen b&trom in beiden SpuleiSuperposition!)
u, = (u';+u”;) = N;do;,/dt+ N, dg,,/dt

u, = (u',+u",) = Nydg,,/dt+ N,dg,,/dt

Die Flussep,; undp,; kommen vop

Die Flussep,, undp;, kommen vog

Also folgendeProportionalitaten

Ny g = Lyg O3 No Dy = Ly [y

No Ly = Loplp Ny [ippp = Lyp 0y

L,; und L,, heiRenSelbstinduktionskoeffizientemer Spule 1
bzw. 2,L;, undL,, heiBeGegeninduktionskoeffizienten

Es qilt (Beweis spate),, = L,; = M

Dann ist
di,  di
u, = Lllaf + 125t
di,  di

u, = LZla + 227t

7.3.3 Abschétzung von Induktivitaten

Die allgemeine Berechnung vdn; ist recht schwierig und soll
hier nicht gezeigt werden. Man kann aber Flisse von Spulen ab-
schatzen und daraus die Induktivitaten berechnen:

Selbstinduktionskoeffizient ; :

Es galt fur Spule N;Op; = Ly E]j odelrjj = N; [tpjj/ij

Das ,Ohm'sche Gesetz" des magnetischen Krgises besagt:
N;O; = O = Ry [, oderg; = N; 0/ Ry

oben eingesetzt:

_ 2
Ljj = Nj/ Ry

J alsoSelbstinduktion proportionemjz.
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Ahnlich gilt fur
GegeninduktionskoefﬁzienLjk zwischen Spul¢ unk

und unter formaler Anwendung des ,Ohm‘schen Gesetzes" flr
den magnetischen Kreigk ~ “igly, = N O/ Ry also

Der Gegeninduktionskoeffizieist also proportional zurProdukt
der WindungszahleN; [N,.

Beispiel Abschatzung der Induktivitat einer langen Zylinderspule
mit Langel, FlacheA.

R (Innenraum Spulp= —
m UOA

R (Aussenraum« R (Innenraun)

also zur Abschatzung:

Ry, = Ry(Innen) + R (Aussen= 1
HoA

2A

L=pgN I

Induktivitat einer langen Zylinderspule

7.4 Energie im magnetischen Feld

7.4.1 Die magnetische Energie einer stromdurchflossenen
Spule

Einschalten eines Kreises mit Induktivitiat und Widerstand:
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In der Zeitt bis (t+dt) flie3t der Stromi = i(t) und dieArbeit der
Quelle in der Zeittist
up O [t = i° ROdt+L O i = dW

ges’

d. h. die Arbeitu, O [t der Spannungsquelle liefert
- WarmeenergiglW; = i (ROdt und
- magnetische EnergdW,, = L O [di

Beachte: wahrend die vom Widerstand erzeugte Warmeenergie
mit derZeitdes Stromflusses wachst, hangt die Zunahme der ma-
gnetischen Energie der Induktivitdicht von der Zeidt, sondern

nur von deiStromzunahmedi ab.

Die gesamte magnetische Energie der Induktivitat erhalt man
durch Aufsummieren alledW,, von Strom= 0 am Anfang bis
Stromi = | am Ende:

i=1

Wy, = I LOOMi = %L n? Magnetische Energie einer Spule
i=0

Vergleiche:Wg = %CU2 Elektrische Energie einer Kapazitat

7.4.2 EnergieW,, mehrerer (gekoppelter) Spulen

Mit Spule lanuy; undSpule 2anug, gilt

[ di
Uo = Liagy * Lioge |04t und
di,  di
Uoz = Looggr +lorgg | Ci,dt

Daraus ergibt sich wie in 7.4.1

und die magnetische Energie &ndert sich insgesamt um
dWy, = Lyqiqdig + Lysiqdiy + Loyjindiy + Losisdis
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Auch hier hangtW,, nicht von der Zeitsondern nur von der
Stromzunahmedi ab. Aufsummierung zW,, in zwei Schritten:

ZunachsSpule leinschalteni = 0 auf = 1,
Wegeni, = di, = 0 bleibt nur
i =1y 1
o 2
Wy = I Lyqiqdiy = §L11|1
i,=0

Jetzt daziBpule inschalteni, = 0 auf, = 1,
(wobei nundiy = 0O ist)
Wy = WM1+IdWM2 =
i, =1y i,= 1,
=Wy * I Loai odi; + I L 1ol diy
i,=0 i,=0
1 1

2 2
Wy, = éLlll 1t é'—zz' 2 tLolgls

Bei anderer Reihenfolge (efist  dann  einschalten) ist

1 2 1 2
Wy = §L11|1+§L22|2+|-21|1|2

WeilW,, aber nicht von der Reihenfolge abhangen darf und gleich
sein muB, ist, = L,; = M und die
Magnetische Energie zweier gekoppelter Spulen:

1 2 1 2
Wy, = §|—11|1+§|—22|2+M 0,1,

Die Grol3e der Gegeninduktivitat M3t sich wie folgt abschatzen:

Die in den Induktivitaten gespeicherte magnetische Enaigje
mul3 aus physikalischen Grinden spetsitivsein, also

1 1

Das bleibt auch richtig wenn man durch die stets positive Gro3e
L,, 02/2 teilt, also auch

dlﬁ_'_ [%15 M Lo
— 2 0= +—=>0
DzD 2D[L_11 L1
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Die linke Seite ist ein Polynom {in/i,), das Nullstellen bei

. [ 12
BEIN - “M2/M" -1y, By
DZDL 2 L1y
besitzt. Da die obige Ungleichung aber #lle Strémei, undi,,

also fur alle Verhaltnissé@,/i,) richtig ist, durfen die Nullstellen
nicht im Reelen liegen und es muf3 gelten

MP<Lyl,,
Man schreibt auch oft

M = k,/Lj,L,, mit0sks<1

Dabei istk ist der Koppelkoeffizient zwischen den Spulen, also

- kleiner gemeinsamer FluR3 (lose Kopplurig}: O
- grolRer gemeinsamer FluR3 (feste Kopplutgy:1

7.4.3 Das magnetische Feld als Sitz der magnetischen Energie

Die magnetische Energie sitzt im magnetischen Feld Hadei-
tungist hier zu schwierig, aber man kann sich die Situation wie
folgt plausibelmachen.

Man denkt sich eibeliebiges=eld B aus vielen kleinehomoge-
nen,Zellen“ aufgebaut . Es gentigt daher zunachst die Feldenergie
im homogenen Feld einer solchen Zelle, einer langen diinnen Spu-
le zu berechnen (Volumevi = | [A

dwyy = u 0t = NS0 et = N

Die Zunahmen der Energie pro Volum&h= | A  (Energiedich-
te) ist

N [

dw,, = dW,,/V oderdw,, = T = Clj[dEF_P

0
Cal

>ls

und mit®@/1 = |ﬁ| bzw.@/ A = |§|

|ﬁ| [d|§| und wennH I B (isotrope Materialien)

dw,

H B

dw,
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(Bei exakterer Herleitung zeigt sich, da’ dies immer gilt, auch
wenn H und B nicht parallel sind). Durch Aufsummieren erhalt
man aus deinergiedichteanderungethe gesamt&nergiedichte

= [ HdB
0
2 = ,
Ohne Materie isB = uoH und damit
de?s B2 = Lon?
2u0 2

Die Gesamtenergiergibt sich dann aus der Energiedichte durch
Aufsummieren tber das Volumen zu

_1.1. 2., _Hoo 2
Wy, = 50f BV = [ Hav

7.4.4 Energieverluste durch Ummagnetisierung

Die Energiedichtew,, = J’ HdB kann in einem Stoff, bei dem
B = f(H) nichtlinearis ? B. Eisen) graphisch anhand der Ma-
gnetisierungskurve integriert werden. (Bei der Magnetisierungs-
kurve wurde wie gewohnB auf der Hochachse aufgetragen,
obwohl tGiberdB integriert wird!)

Bei Magnetisierungskurve mit Hysterese kann man den Energie-
verlust pro Ummagnetisierung in vier Schritten bestimmen:

B B“
Wos3

A &
D ¢
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rechter Teilw,;3 = W;,—W,3>0
linker Teil: wg; = Wg,—w,;>0

Fur einen Umlauf um die Hystereseschleife erhalt man dann
Wip341= Wiz + W3, >0

Die Flache zwischen den Asten der Hysteresekuwg,s,, ent-
spricht also der bei einer Hin- und Rickmagnetisierung vom Eisen
aufgenommenen Energie

7.4.5 Berechnung von Kraften aus der magnetischen Energie

Prinzip der virtuellen Verrickung

Gewonnenemechanische Arbeit Abnahme demagnetischen
Energieoder

Fdk = —aw,,
Beispiel: .
Kraft zwischen zwei Eisenteilen. Luftspalt so klein, dd3  homo-
gen.
. d.
I/ kl_: o I >
S N :_IE S . B
1
" Querschnitt A
dx

B soll bei Verschiebunglx konstant sein. Die magnetische Ener-
gie im Spalt wird um die Energie des Volumeds [JA Kleiner,
also

9
AWy, = Wy g OV = -=—B2Adk
21,
Lalt man die magnetische Energie des nachriickenden Eisens aul3-

ter Acht (um Faktop, » 1 kleiner), so gilt

Pdk = -——B2AdX oder
21,

E = -ZABZZ Kraft zwischen den Polenschuhen

Mo



Elektrodynamik Seite 151

7.5 Wirbelstrome

Versuch 1

leitfahiges Blech

R S
e s = = 1

- Im §-Fe|d durch Bewegungsindukﬂon Lorentzkraft. Strom
fliet nach unten und kann auBerhBlb  (keine Kraftwirkung)
nach oben zurtckfliel3en.

- Esfliel3t ein zirkularer Strom, ein sdfyirbelstrom

Die Richtung ist naclllegzso, daf3 Ursache (Herausziehen verhin-
dert werden soll, alsd- in Gegenrichtur?g Man nutzt diese
Bremswirkung auch technisch bei d&irbelstrombremse

J
| L+
oy

Versuch 2

kammartiges Blech

L]
.
.
+

Ebenfalls Spannung langs der ,,Z&hne", aber kein Ruckflu3weg fur
einen Strom
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Versuch 3
2 .
B = Bysinwt
LSS g
=i Sinw S /dt
Y,
S
Eisenklotz
] Wirbelstrome
V/
gleicher mag isoli
= SESES isolierte
Widerstand Blechpakete

praktischkeine
Wirbelstrome

Durch Aufteilen magnetischer Leiter isolierte Blechpaketeer-
den Wirbelstromverluste bei haufigem Ummagnetisieren (Wech-
selstrom) vermieden.

7.6 Der Verschiebungsstrom und sein Magnetfeld

Die Gl (4) der Grundgesetze heil3t vollstandig
1,235 0=>r1.>
Uofr Bds = IA%+ sOEE%jA

Maxwell fuhrte (1865) den Tern:r eoigdz\ ein. Fur eine ge-
. : A S0t
schlossene Hiullflacha st

02,2 _ 0. =2~ _ EDﬂD —
anandA €0 Ba_thEdA SothtOD I

Der Term hat also die Bedeutung eines Stromes und Meifdt
schiebungsstromFir eine geschlossene Hullflache ist kein Rand
I vorhanden (zugebundener Luftballon~ 0 ), also

uiofr Bds = 0 und damit wird aus der obigen Gleichung (4)

0= fA§+ sO%EBHA (Strom + Verschiebungsstrom)
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Strom und Verschiebungsstromsammengenommen hat keine
Quellen, bildet alsgeschlossene Bahnen

Durch Umschreiben erhalt man die sKgntinuitatsgleichung
2 h — 0, 2,2 _ _d_q
fASdA_ fo DO_thEdA Codt

Ein aus einer geschlossenden Hullflache austretender Strom ist
gleich der Ladungsabnahme im Innéradungserhaltung!

Betrachtet man Strom und Verschiebungsstrom dumicht ge-
schlossene Flachennd betrachtet das Magnetfeld langs des Ran-
des, so zeigt sich, da3 das Magnerfeld eines Stromes und eines
entsprechenden Verschiebungsstromes gleich ist.

S =

U U

BegrUndungE lang$s  darf nicht von der Form der Flaclgn
bzw. A, abhangen. DurciA; flieBt Strom . Duréh  fllie3t
VerschiebungsstromVerschiebungsstronbildet ja Fortsetzung
von| und erzeugebenfallsB .
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8 Stromkreis im quasistationaren Zustand

8.1 Der quasistationare Zustand

Kapitel 2, 3 und 4 Zusammenschaltung von ohm‘schen Wider-
stander(R) und Verhalten bei Gleichspannung / Gleichstrom.
Kapitel 5, 6 und 7Betrachtung von Kapazitat€@) und Indukti-
vitdten(L) bei zeitlich veranderlichen Spannungen / Strémen.
Jetzt Schaltungen auR, L, C an zeitlich nicht konstanten Quel-
len.

Losung der Maxwell-Gleichungen muf3 dann Uber denze
Struktur einer realen Schaltung erfolgen, also

- (1) Uber alle Bauelemente, Quellen
- (2) uber alle Verbindungsleitungen
- (3) an allen Stellen im Raum.

In vielen praktischen Fallen kann man die Loswsgeinfachen
wenn entsprechende Bedingungen zutreffen.

Quasistationarer Fall:

Die Ausbreitungszeilektrischer und magnetischer Felder inner-
halb der betrachteten realen Schaltung ist kurz im Vergleich zu der
Zeit, in der sich diese Felder anderbann kann man die Felder
wie in derStatikberechnen und das Feld ist darstellbaRatsdukt

aus einer Ortsfunktiox, y, 2 und einer Zeitfunkti¢t) . Durch
den quasistationaren Fall vereinfacht sich also (3).

E(x y, 2 D=E(x y, 2 CF (1)

B(x y, 2 §=E(x v 2 Of (t).

Idealisierte Bauelemente

In vielen praktischen Fallen kann man dann weiterhin reale Bau-
elemente durch Kombinationen sadealisierter Bauelementese-
schreiben und (1) un (2) vereinfachen. Man nimmt dabei an

- Verbindungsdrahte widerstandslos

- auRere magnetische Felder vernachlassigbar klein

- Kapazitat speichert nur elektrische Energie

- Induktivitat speichert nur magnetische Energie

- Widerstand setzt nur elektrische Energie in Warme um.
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Sinusférmige Vorgéange

In Kapitel 9werden die zeitveranderlichen Spannungen und Stro-
me auf die technisch wichtigetosinusformigenvVeranderungen
f(t) Ocos(wt) eingeschrankt. Dadurclvereinfacht sich die
Schreibweisaind sie wird vergleichbar mit der Schreibweise fur
Gleichstromschaltungen.

8.2 ldealisierte Bauelemente und Quellen

8.2.1 Ideale Induktivitat

Das magnetische Feld wird auf einen bestimnréammlichen Be-
reich begrenzz.B. durch Toroidform (zusammengebogene, lange
Spule), abschirmendes Gehause, usw.

Dadurch gilt quasistationarer Fall und es gibt keine Wechselwir-
kung mit anderen Teilen der Schaltung.

Weiter seiWiderstandder Leiter = 0 undKapazitat zwischen
Dréhten = 0.

Fur den geschlossenen Weg  gilt

> > >
IEd% = Eds+ Eds
1 aussen? 2 Draht 1

und weiterhin ist fir den Wep
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) . > .
Im Draht istR = 0 , also auch mit StroB = 0  und somit

> >
Eds= 0, also Eds=u = up,
2 Draht 1 1 aussser

Die induzierte Spannungfallt alsozwischen den realen Klemmen
ab, ist also die Klemmenspannung, .

Wahlt man die Zahlpfeile so, dafli]— §dZ = - gleiche Zeit-
funktion haben (quasistationar) sodaiz dt O0—dy/dt = u wird,
dann ist die Beziehung zwischélemmenstromund Klemmen-
spannungn einer idealisierten Induktivitat:

up, = L [%; Klemmenspannung ideale Induktivitat

L ist eine das Bauteil beschreibende Konstante

8.2.2 ldeale Kapazitat

DasE -Feld wird auf einen bestimmteaumlichen Bereich be-
schrankt z.B. durch eng gegeniberliegende Kondensatorplatten,
also kein Streufeld. Dadurch gilt quasistationarer Fall und es gibt
keine Wechselwirkung mit anderen Teilen der Schaltung.

Weiterhin seien did.adungen auf Verbindungsdrahtemd das
Magnetfeld von Leitungs- und Verschiebungsstvemmachlassig-
bar, dieLeitfahigkeitdes Dielektrikums = 0 undViderstandder

Anschludréhte und Platten = 0

1 1. r— — A 1 i
O—‘
\ 11‘
\ L
ul 472 ui —C
o—F+ o——
2 L 2

Weil B vernachlassigbar, ift%d’s =0 ,also

Edb+ J’ Eds+ J’ Eds+ Eds = 0
1 Draht 1’ 1' Feld 2 2' Draht 2 2 aussenl
Im Draht 1-1‘ und 2-2‘ wegeR = 0 Edd = 0 , also
Draht
[ Eds = - Eds = Eds = uy,

1' Feld 2’ 2 aussenl 1 ausser?
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und die Klemmenspannung is}, = I Eds
1' Feld 2

Weiterhin gilt fir einegeschlosssenglacheA umd die Plattgé'
also fur eine Flache mit Rarid = 0

f% EHA ]fHds = 0 und damit

Wahlt man als positive Stromrichtung die in die Hullflache (um
Platte 1' herumhinein also parallel zum Zahlpfeil der Zeich-
nung, so ist

218
1
oo
o
c
>—en
o

Wegen der gleichen Zeitfunktion fﬁr un?H ist dann auch

q= BdAD Edd= Upy
f v '[2
und somitC = o/ u, zeitlickkonstant Mit C=constist aber

i = dg/dt = d/dt(C Cuy,) = C Odu,,/dt

Zwischen Klemmenstrom und Klemmenspannugiges idealen
Kondensators gilt also die Beziehung
du;,

IZCDW

8.2.3 Idealer Widerstand

Das Magnetfeldder Leitungen sei vernachlassigbar, &éider-
stand der Zuleitungen O.

1 . r— — - 1 i
\ \
\ \
ul ‘ ‘ ul R
\
2 L 2
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Im Gegensatz zu Induktivitat und Kapazitat sind detungsme-
chanismen in einem Widerstawml komplizierter und noch nicht
guantitativ behandelt. Wir miissen akzeptieren, dal3 (im Gegensatz
zur Elektrostatik) instromdurchflossenem.eitern ein Feldg # 0
existieren kann und daf3

up, = l EdsDi.
1—» —»2

DieseProportionalitatgilt recht gut fur

- nicht zu hohe Spannungen
- nicht zu hohe Frequenzen.

In diesen Fallen idR praktischkonstanund es gilt der Zusammen-
hang

U, = RO

8.2.4 Idealer Generator

%eimidealen Generator sei défiderstandder Wicklung= 0 , das
B-Feld des Stromes R verschwindend klein gegen Feld des Erre-
ger-Magneten und allB  -Feldgtumlich begrenztim den Gene-
rator.

A i 1
| ———O
\ \

| \l“ <>~ lu
L————T72 2

Andert sich der Flufpz  durch die Spule beim Drehen, so ist

d
fEd’sz Eds+ Eds = —ditE
Klemmen Wicklung
und wegen Eds= 0 (Ryan = 0!) wird
Wicklung
2 > dye
Eds = = s
s=up, It

Klemmen
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Da dWgeqe/ dt nur von Flache und Windungszahl der Wick-
lung, von der Generatordrehzahl und vom Flu3 des Erregermagne-
ten abh&ngen, ist die Spannung des idealen Generators
unabhangig vom entnommenen Stroumd somit unabhangig von

der aulReren Schaltung (ideale Quelle).

8.2.5 Kirchhoff'schen Gleichungen im quasistationaren Fall

Im quasistationaren Zustand gelten weiterhindie Kirchhoff‘'schen
Regeanuk = 0 (Masche) unZik =0  (Knoten).

Weil auBerhalb der Schaltelemente kén (rdumliche Begren-
zung), gilt fir beliebigen geschlossenen WegaulRerhalbvon
SchaltelementefrEd’s =0

<
=
c
[y
1l

™M
XC
I

und aIIgemein:Z u =0

Die Kirchoff'sche Maschenregegilt also auch im quasistationa-
ren Zustand.

Weil bei idealisierten Bauelementen wegen, der raumllchen Ein-
grenzung der Felder auBerhaIb dieser auch Eem Dmd ist, wird
aulRerhalbder Bauelementh/dt =0 und

f§ %}IA ISdA IHds
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Fur einegeschlossenElacheA um einen Knoten gilt dann wegen
Randll = O!!

f%dZ: 1fﬁol’s = 0, alsofSdA = 0
A

A

geschl.
Flache

dA

Da aulRRerhalb der Drahte kein Strom flief3t, J’édA nur Uber
Drahtquerschnitte ungleich Null.
FurDraht 1 (QuerschnittA; )i, = J’A SdA ,

far Draht 2 (QuerschnittA, )i, = J’A ?Sd?A usw. Also
2

4 >
Zik:l!' +]!’+...+l!'Sd
k=1 1 2 4

und aIIgemeinZik =0

SdA=0

>V
I
>—en

D.h. Kirchhoff'sche Knotenregegilt auch im quasistationaren
Fall.

8.2.6 Reale Bauelemente und deren Ersatzschaltung

Einige Annahmen, die bei der Beschreibung idealer Bauelemente
gemacht wurdenreffen in der Praxis nicht zu

Bei einerinduktivitat L ist der Drahtwiderstan& #0 . Dies laf3t
sich durch einé€rsatzschaltundpericksichtigen, in der und R,
in Serie geschaltet sind.
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Bei niedrigen Frequenzen gilt dann

= —LE%'t+RLEi

Bei hoheren Frequenzen ist die Kapazitit zwischen den Win-
dungen nicht vernachlassigbar. Diese berlicksichtigt man im Er-
satzschaltbild durch zusatzliche Parallelschaltung@pn

Ein ahnliches Ergebnis liefert ewWiderstandR , dessen Draht-
wicklung eine Induktivital_; # 0 hat. Auch in diesem Fall erhalt
man alsErsatzschaltungine Serienschaltung aBundLg.

Bei niedrigen Frequenzen ist dann

o i
u= RO LREg—t

Bei einemKondensatorC ist haufig der Widerstan&: des Di-
elektrikums nicht unendlich. Parallel zum Verschiebungsstrom
fliel3t dann noch ein Strom durch den Widerstdddes Dielek-
trikums, der durch eine Parallelschaltung voondR¢ im Ersatz-
schaltbildberiicksichtigt wird

_ Re
LTI
]
Es qilt also
i:CE%'+RiDJ

C

Beim realenGeneratorhat die SpuleS eine InduktivitatLg# 0
und einen Widerstan®g# 0 . Bei einem Generatorstiom — mif3t
man an dieser realen Spule die Spannung
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Der ideale Generator (8.2.4) erzeugte die (stromunabhéngige)

Spannung
UO = - W

Da dem Generator nur Strom entnommen werden kann, der durch
die Spule fliel3t, bleibt die Klemmenspannung

Dazu gehort das Ersatzschaltbild

Ls Rs
L { o

Do s Y

O

Merke: Lg, Rg mdglichst klein, dannist  wenig abhangig vion
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9 Lineare Netze im eingeschwungenen Zu-
stand

NetzwerkeausR, L und C werden im quasistationaren Fall be-
schrieben durch die

linearen Kirchhoff‘'schen Gleichungen
Zuk = 0 (Masche) unaZik = 0 (Knoten)

und durch didinearen Differentialgleichungender Zweipole
u = RO; u = Ldi/dt undi = Cdu/dt.

Sie heilRen deshalhineare Netze*,

Der ,eingeschwungene Zustandstellt sichnach dem Abklingen
aller Einschaltvorgéangein. Die mit demEinschalten verbunde-
nen Ausgleichvorgangeerden spater behandelt.

9.1 Zeitveranderliche Vorgange

Man unterscheidet bei Vorgangen, die Uber der Zeit ablaufen
Gleichvorgange: x(t) = const

Veranderliche Vorgange Alle anderen

Tx(t) ﬁ Zt

Bei den Veranderlichen Vorgangen unterscheidet man weiter

Periodische Vorgange X(t) = x(t+T)

X({t)=x(t+T)
A alWal
AN

Periode

Wechselvorgénge

Wechselvorgangsind periodische Vorgange, die sich aus Uberla-
gerung vorsinusformigen Vorgangeatarstellen lassen. Oder:
Wechselvorgangsind periodische Vorgangdne Gleichanteil
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Sinusférmige Vorgange:

Wechselvorgédnge maginus-bzw. cosinusférmigenYerlauf sind

in der Technik besonders wichtig und werden wie folgt beschrie-
ben:

X
IS
/ L F
~bs |
“wr=2m !

Dabei bezeichnet man mit
Periodendauerdas Zeitintervalll

Periode:den Abschnitt der Funktion innerhalb
Scheitelwert: X

Frequenz:f = 1/T mit[f] = st =Hz
Kreisfrequenz: w = 2ntlf
Nullphasenwinkel ¢ (Indexs fur Sinus)

Beachte: das Argument einsin-Funktion kann nur eitwWinkel
nicht aber ein&eit sein. Dieseeeitlich veranderliche Winkel

cx(t)=2?T[Et = wi

wéachst zwischent=0 und t=T linear mit der Zeit von
a(t=0) = 0 aufa(T) = 2m an. Die Addition einekonstanten
positiven Winkelg, verschiebt diesin-Funktion deshalb auf der
Zeitachse nachnks (d.h. die Funktion sieht zum Zeitpunkaus
wie die nicht verschobene zu einspaterenZeitpunkt!)

Weil sina = cos(a —1/2) ist auch

X(t) = )A( [Bln((.k)t + (I)S) = )A( EbOSBA)t + ¢S_g-%

= X Ctos(wt + ¢ )

wobei¢. = ¢,—1/2 Nullphasenwinkel daosFuntktion ist.
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9.2 Wichtige Mittelwerte

9.2.1 Arithmetischer Mittelwert

Schlief3en ein Gleichvorgark(t) = x = const und ein periodi-
scher Vorgangex(t) zwischénndt+T die gleiche Flache Uber
der Zeitachse ein, so ist  darithmetische Mittelwertles peri-
odischen Vorganges .

PN
- T
-1

t1 T

X

(t,+T)

ool
X = T I x(t)dt
ty

fir den speziellen Fa#(t) = X Csin(wt) st

~ 0ty +T)
o _ X . _
X = oT J’ sin(wt)dwt = 0
wt,

Beachte: ein&Vinkefunktion kann nur Gber eineWinkel wt auf-
getragen, bzw. lUber eiwinkelinkrementdwt integriert werden.

Die Phasenverschiebung)g ~ muf3 nicht beriicksichtigt werden,

weil t; willkirlich verschoben werden kann.

Der arithmetische Mittelwert vomsinusformigen (cosinusformi-
gen)Vorgéngen ist also Null. Dann haben alttechselvorgange
(Uberlagerung von Sinusvorgangedgn arithmetischen Mittel-
wert Null.

Also: Periodische Vorgange mik = 0 heil3en Wechselvorgénge
Es gilt auch:

t+T
0= % [RECRRE!
)

Also: Jeder periodische Vorgang(t) von dem man den Gleich-
vorgangX subtrahiert, ist ein Wechselvorgang(t) —X] .
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9.2.2 Gleichrichtwert

Der arithmetischdlittelwert der Betragex(t)| einer periodischen
Funktion heil3Gleichrichtwert|x| (Achtung!|x #|X )

t,+T

=l

X =3 [ Ixld
ty

Insbesondere fix = X Csin(wt +¢) st

~ (ot +wT)
= _ X )
Ix = T I |sin(wt + ¢)|dowot
wt,

Mit wt+¢ = & wird dwt = d¢
und mitwt, = —¢ wirdé, = 0, also

)A(ZT[ )A(n/z
| |:E[J'|S|n2|dé =4D2—1TI sin€ [HE=
0 0
. 2X w2 _ 2X _ = :
—-?cosﬂo —?—II (Sinus)
X\
[ X/ —\— | sinwt]
2 N RS
\ K ot
\ /
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9.2.3 Effektivwerte

Der quadratische Mittelwer&/xﬁ2 heiRtEffektivwert

5 (t,+T)
Ny = A = Jl [

TJt,

Fur sinusformige Vorgange(t) = X (sin(w+ )  ist

/\/ 1 (*)(t1+ T) )A( . 2d
=  — B +
Xeff wTthl ( in(et +¢)) det

Mit mit wt + ¢ = & und sir’E = %[1—0032&] ist

sin“gded = lﬁ: S

_OX gffm
o = Om o 50T T

ANVA

Der Effektivwerteines sinusformigen Vorgangs isk; =

U= Uy = U/(J2);1 =iy = 1/(J2) istP = U QO [tosh

9.2.4 Weitere Definitionen

Fur die Bewertung sinusférmiger Vorgange hat man weitere aus

Mittelwerten abgeleitet®lerkmaledefiniert
Xett/ |X| heildtFormfaktor

=X/ X5 heildtScheitelfaktor

X

2

Mit dem Effektivwert I&f3t sich dienittlere Leistungyon Wechsel-
stromen sehr einfach ausdriicken. Mit der Schreibweise
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9.3 Zeigerdarstellung

9.3.1 Drehzeiger

Sinusférmige Wechselvorgadngann man auch durch Projektion
eines mit Winkelgeschwindigkeit (Kreisfrequen@)  rotierenden
Drehzeigergler LangeA auf eine Bezugsachse beschreiben.

Yi _ 2
0= ]
\
B o -
ezugs- |- X
achse X(t)

Ist zur Zeitt = 0 der Winkela(t=0) =¢ ,soisti(t) = wt+ ¢
und die Projektiox(t) des Drehzeigers auf die x-Achse ist dann:
x(t) = Alkosa = A [cos(wt + ¢)

Bei Projektion auf Bezugsachge
y(t) = Alkina = A sin(wt + ¢)

Weil sina und cosa nur in der Phase verschoben sind, kann mit
geeignetenp jeder sinusférmige Wechselvorgang auf einer belie-
bigen Bezugsachse dargestellt werden.

9.3.2 Zeigerdiagramm

Ein Wechselvorgang ist bei fester Kreisfrequenz  durch Phase
und AmplitudeA vollstandig beschrieben, ebenso die Beziehun-
gen zwischen Wechselvorgéngen gleicher Kreisfrequenz.

BAeispiei gwei sinusférmige Wechselvorgange mit Amplituden
A, bzw. A, , gleicher Kreisfrequen@ haben zur Zeit 0  den
Nullphasenwinkelp, bzwd, , also

o, = wt+¢, unda, = wt+9,
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____—Drehzeiger
¢1-¢ o

aq\%2

Bei Drehunggegenden Uhrzeigersinn eilDrehzeiger 1dem
Drehzeiger 2voraus uma,—-a, = ¢, —¢, =const., d.h. die

Phasenbeziehung ist zeitlich konstant. Man kann also beide Dreh-

zeiger in ihrer wechselseitigen Lagejedem beliebige#eitpunkt
betrachten, insbesondere auch zum ZeitpunlQ.

//Zelger
01-0>

) 1¢2

Die zur Zeitt = 0 ,eingefrorenen“ Drehzeiger nennt matei-
ger“, das Diagramm heil@eigerdiagramm

X

Merke
Das Zeigerdiagramm enthalt eine vollstandige Beschreibung ei-
nes Wechselvorgangs.

Das Zeigerdiagramm erlaubt insbesondere graphigataition
undSubtraktionvon Wechselvorgangen. Dies anfacherals die
Addition phasenverschobener Sinusfunktionen und lieéart
schaulicheErgebnisse.

Beispiel: Serienschaltung von zwei Wicklungen mit phasenver-

schobenen Spannungéd;, b, 0,2,4)2 und gleicher Kreisfre-
quenzw . Gesucht), ¢  der Summenspannung

u= Ucos(t + ¢,) + U,cos(wt + ¢,) = Ucos(wt + d)

Zeichnerische Lésung
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Man findet den Summenzeiger vareicht durchVektoraddition
der Zeiger voru; undu,. Der Summenzeigezeigt die gesuchte
AmplitudeU und den gesuchtéxullphasenwinked .

Geometrische Losung

- Aus demCosinussaterhalt manJ

b0

~ ~

0 = JUg+U3+20, (U,co80, - 1)
- Aus Summe der Komponentdar Zeiger erhalt mag

/M /U]_Sin(l)l
92~ _using

Diese numerische Berechnung der zeichnerisch konstruierten Am-
plitude und Phase erlaubt eingargleichmit der formalen Addi-
tio