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0 VORBEMERKUNG

Das vorliegende Skript enthélt den elektrotechnischen Teil des Kurses ,,Einfiihrung in die
Mechanik und Elektrotechnik I, der seit dem Wintersemester 2001/2002 am Campus Gum-
mersbach der Fachhochschule Koln von mir gelesen wird. Der Kurs, der aus Vorlesung, U-
bung und Praktikum besteht, lduft iiber einen Zeitraum von einem Semester und wird mit dem
Kurs ,,Einfiihrung in die Mechanik und Elektrotechnik II*“ im 2. Semester fortgesetzt. Beide
Kurse wenden sich an die Studierenden des 1. bzw. des 2. Semesters eines Studienmodells,
das ebenfalls seit dem Wintersemester 2001/2002 angeboten wird. Das Studienmodell diffe-
renziert im 1. Studienjahr nicht zwischen den verschiedenen ingenieurwissenschaftlichen Stu-
dienangeboten des Campus Gummersbach, so dass die Studierenden erst nach dem

1. Studienjahr ihre weitere Studienrichtung festlegen miissen. Das Studienmodell umfasst zur
Zeit ab dem 3. Semester die Studienangebote

e Elektronik / Electronics

e Automatisierungstechnik / Automation Systems

e Allgemeiner Maschinenbau / Mechanical Engineering

e Wirtschaftsingenieur / Mechanical Engineering with Business

e Informatikingenieur / Mechanical Engineering with Computer Science

Dieses Studienmodell stellt in diesem Zusammenhang einen besonderen Anspruch an die
Kurse ,,Einfiihrung in die Mechanik und Elektrotechnik I und I1*. Fiir Studierende, die nach
dem 1. Studienjahr ein maschinentechnisches Studium wéhlen, sind diese Kurse die einzigen
Beriihrungspunkte zu grundsétzlichen Betrachtungen der Elektrotechnik wihrend ihres Studi-
ums. Fiir Studierende, die nach dem 1. Studienjahr ein elektrotechnisches Studium wihlen,
sind diese Kurse die einzigen Beriithrungspunkte zu grundsétzlichen Betrachtungen der Me-
chanik und der Konstruktion wihrend ihres Studiums. Insofern hat dieser Kurs in seinen Tei-
len Mechanik und Elektrotechnik den Charakter eines Uberblickskurses.

So mochte ich auch die elektrotechnischen Teile der Kurse ,,Einfiihrung in die Mechanik und
Elektrotechnik I und II* verstanden wissen. Die elektrotechnischen Teile der Kurse haben
nicht den Anspruch eines Kurses ,,Grundlagen der Elektrotechnik®, der im einzelnen wesent-
lich mehr in die Tiefe gehen muss. In den 2 Semestern mochte ich nach der Bereitstellung
wesentlicher (aber zum Teil vereinfachter) Grundregeln des Gleich- und Wechselstroms den
Schwerpunkt auf Themen wie die Anwendungen von Transistoren oder der Funktionsweise
und des Aufbaus von elektronischen Schaltungen, z. B. eines Analog-Digital-Wandlers, le-
gen. Damit soll den Studierenden, die nach dem 1. Studienjahr in den Studienangeboten Wirt-
schaftsingenieur, Maschinenbau oder Informatikingenieur weiterstudieren, ein elektrotechni-
sches Grundverstiandnis vermittelt werden. Studierende, die nach dem 1. Studienjahr die e-
lektrotechnisch ausgerichteten Studienangebote Elektronik / Electronics oder Automatisie-
rungstechnik / Automation Systems (Diplomabschluss / Bachelorabschluss) wihlen, erhalten
einen Uberblick iiber einige Themen, die dann ab dem 3. Semester in unterschiedlichen Kur-
sen vertieft werden. Studierende, die bereits iiber eine elektrotechnische Ausbildung verfiigen,
werden bereits in meinen Kursen erkennen, dass an einer Hochschule viele Betrachtungen
und Berechnungen durch eine andere Vorgehensweise und andere mathematische Werkzeuge
gepragt sind.
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Den Mitarbeitern Dipl.-Ing. Franz Josef Klein und Andreas Wagen danke ich fiir die Mitar-
beit an diesem Skript und fiir die Betreuung des Praktikums.

Jiirgen Weber
Bergneustadt, im September 2002

1. Uberarbeitung im September 2003
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1 EINLEITUNG

Der elektrotechnische Teil des Kurses ,,Einfiihrung in die Mechanik und Elektrotechnik I*
soll den Studierenden einen Uberblick iiber weite Gebiete der Elektrotechnik geben. Dabei
stehen nach Kapiteln, die zunéchst die einfachsten Grundlagen und Rechenvorschriften defi-
nieren, auch Anwendungen im Vordergrund. Der Kurs besteht aus Vorlesungen, Ubungen
und Praktika, die in diesem Skript zusammengefasst sind.

Auf Grund des Charakters des Kurses (siehe hierzu das Kapitel Vorbemerkung), ist es
schwer, geeignete Literatur zur Begleitung dieses Kurses zu empfehlen. In den meisten Fillen
geht die Literatur wesentlich tiefer auf die in diesem Kurs behandelten Sachverhalte ein, so
dass es bei deren Benutzung zum Teil einer aufwendigen Einarbeitung bedarf. Trotzdem wird
zu den einzelnen Kapiteln eine entsprechende Literaturliste angegeben.

Fragen und Ubungsaufgaben zu den einzelnen Unterkapiteln sind jeweils an deren Ende for-
muliert und, sofern dies bei den Ubungen die Aufgabenstellung zulisst, mit den numerischen
Losungen versehen. Die Fragen und die Ubungsaufgaben haben das Niveau einzelner Prii-
fungsaufgaben. Bei der Priifung selbst, die in dem Kurs ,,Einfiihrung in die Mechanik und
Elektrotechnik I einen Zeitraum von 90 Minuten umfasst, sind keine Unterlagen zugelassen.

Die Versuchsbeschreibungen der insgesamt drei kursbegleitenden Praktika sind im Anhang
als Anlage I zu diesem Skript zu finden. Sie miissen durch die Messergebnisse, die durch die
praktischen Ubungen im Institute of Electronics & Information Engineering gewonnen wer-
den, in dazu gekennzeichneten Feldern ergénzt werden. Innerhalb dieser Versuchbeschrei-
bungen wird auf Kapitel und Abschnitte verwiesen, deren Inhalte fiir die erfolgreiche Teil-
nahme an den Praktika beherrscht werden miissen. Die erfolgreiche Teilnahme an den drei
Praktika ist Voraussetzung fiir die Teilnahme an der Priifung des Kurses ,,Einfiihrung in die
Mechanik und Elektrotechnik I*.

In diesem Skript werden Matrizen und Vektoren fett — kursiv dargestellt.
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2 DER ELEKTRISCHE STROM
2.1 Der Atomaufbau
2.1.1 Einleitung

Um sich zunéchst Klarheit dariiber zu verschaffen, was der elektrische Strom eigentlich dar-
stellt, soll in diesem Kapitel der Atomautbau nach dem ,,Bohrschen Atommodell* betrachtet
werden. Obwohl dieses Modell bei weitem nicht alle Phdnomene der Materie beschreibt, ist
es fiir die Betrachtung des elektrischen Stromes zunéchst ausreichend.

Die einfachste Form des ,,Bohrschen Atommodells* geht davon aus, dass sich die Materie aus
drei Elementarteilchen zusammensetzt:

e dem elektrisch positiv geladenen Proton
e dem elektrisch negativ geladenen Elektron
e dem elektrisch neutralen Neutron

Die Protonen und die Neutronen bilden dabei den Atomkern, wahrend die Elektronen den
Atomkern umkreisen und dabei die Atombhiille bilden. Atomkern und Atombhiille ergeben das
Atom. Verbindungen mehrerer Atome bezeichnet man als Molekiil. Einzelne Atome oder
Molekiile konnen sich zu einem Atomgitter zusammenschlieBen, womit sich feste Werkstofte
bilden. SchlieBen sich Atome zu einem Atomgitter zusammen, so ergeben sich bis zu 10%
Atome pro cm’.

Protonen

\ Atomkern )
/ Atomgitter
23 3
Neutronen / 107/em

Atom *
] / \ Molekiil
Elektronen ———= Atombhiille

Bild 2.1.1 - 1: Vom Elementarteilchen zum Molekiil

Dass es sich bei dem ,,Bohrschen Atommodell* um eine sehr vereinfachte Darstellung han-
delt, erkennt man daran, dass die Physik inzwischen mehr als 200 weitere Teilchen kennt.

Den Elementarteilchen Proton, Neutron und Elektron werden folgende Eigenschaften zuge-
ordnet:

e celektrische Ladung

e Masse (Ruhemasse)

e Drehimpuls (Spin)

e magnetisches Moment
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Von diesen Eigenschaften ist fiir die Elektrotechnik primir nur die elektrische Ladung Q von
Interesse. Diese elektrische Ladung wird in Coulomb (C [As]) gemessen. Danach ergibt sich
fiir die kleinste Ladungseinheit, der Elementarladung e, ein Ladungswert von 1,602:107°C.
Den Elementarteilchen sind die folgenden Ladungswerte zugeordnet:

Proton e, =+e = 1,602:10"°C

Neutron e,=0

Elektron e.=-e=-1,602-10"°C
2.1.2 Der Atomkern

Der Atomkern besteht aus so genannten Nukleonen. Wir unterscheiden bei den Nukleonen
zwischen Protonen und Neutronen. Eine Anzahl von Z Protonen und eine Anzahl von N
Neutronen bilden den Atomkern.

7Z Protonen + N Neutronen = Z+ N Nukleonen = Atomkern

Mit der Anzahl Z der Protonen ist auch die Anzahl der Elektronen in der Atomhiille eines
elektrisch neutralen Atoms festgelegt. Die Anzahl Z der Protonen ist identisch mit der Ord-
nungszahl eines Atoms, die wiederum die Stellung des Atoms durch sein chemisches Verhal-
ten im Periodensystem der Elemente kennzeichnet.

Die Summe der Protonen und Neutronen in einem Atomkern bestimmt die Massenzahl A.
A=Z7Z+N 2.1.2-1

Atome mit gleicher Ordnungszahl Z aber unterschiedlicher Massenzahl A bezeichnet man als
Isotope. Wegen der groBBen Massenunterschiede von Nukleonen und Elektronen (ein Nukleon
hat die 1836-fache Masse des Elektrons) ist nahezu die gesamte Masse eines Atoms in seinem
Kern konzentriert.

2.1.3 Die Atomhiille

Wie bereits erwiahnt kreisen die Elektronen nach dem ,,Bohrschen Atommodell® um den A-
tomkern. Dabei befinden sie sich in verschiedenen Schalen mit unterschiedlichen Abstéinden
vom Atomkern. Innerhalb der einzelnen Schalen findet nur eine begrenzte Anzahl von Elekt-
ronen Platz. Als generelle Tendenz steigt die Energie der Elektronen mit dem Abstand vom
Atomkern, wobei innerhalb der Schalen die Elektronen aufgrund unterschiedlicher Drehim-
pulse wiederum verschiedene Energiezustinde einnehmen. Wéhrend die unterschiedlichen
Energieniveaus der Schalen durch die Hauptquantenzahlen gekennzeichnet werden, be-
schreibt die Nebenquantenzahl die unterschiedlichen Energieniveaus innerhalb einer Schale.
Damit fachert sich die Energie innerhalb einer Schale auf. Dabei gibt es die Fille, dass die
unteren Energieniveaus innerhalb einer Schale niedriger sind als die oberen Energieniveaus
der benachbarten inneren Schale. Da die Natur immer bestrebt ist, den energetisch geringsten
Zustand anzustreben, werden die Schalen entsprechend ihrer Energieniveaus besetzt. Bevor
sich also eine Schale vollsténdig fiillt, sind die von ihr aus gesehenen inneren Schalen mit
einer entsprechend niedrigeren Hauptquantenzahl bereits vollstdndig besetzt.
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Die Schalen mit den Hauptquantenzahlen n = 1 bis 7 werden von innen nach auflen beginnend
mit den Buchstaben K fiir die 1. und damit innerste Schale, bis zur 7. Schale mit dem Buch-
staben Q bezeichnet. Dabei unterliegen diese Schalen dem folgenden Gesetz iiber die maxi-
male Anzahl der Elektronen pro Schale:

maximale Anzahl von Elektronen pro Schale = 2-n” 2.1.3-1
mit 2 Elektronen in der Schale K (n=1)
8 Elektronen in der Schale L (n=2)
18 Elektronen in der Schale M (n=3)
32 Elektronen in der Schale N (n=4)

Bild 2.1.3-1 zeigt den Aufbau eines Wasserstoffatoms und eines Kupferatoms. Das Wasser-
stoffatom besitzt nur ein Elektron in der K-Schale und jeweils ein Proton und Neutron im A-
tomkern. Das Kupferatom weist dagegen insgesamt 29 Elektronen auf, die iiber die voll be-
setzten Schalen K
bis M und die mit
einem Elektron
besetzte N-Schale
verteilt sind. Im
Atomkern des
Kupferatoms be-
finden sich 29
Protonen und 34
Neutronen. Die
dargestellten A-
tome sind damit
nach auflen hin
elektrisch neutral,
da eine entspre-
chende Anzahl
Bild 2.1.3-1: Aufbau neutraler Atome  a) Wasserstoff; b) Kupfer von Elektronen in

der Hiille einer

identischen An-
zahl von Protonen im Atomkern gegeniibersteht. Atome, die diese Eigenschaft nicht aufwei-
sen und weniger oder mehr Elektronen in der Hiille als Protonen im Kern besitzen, bezeichnet
man als ionisiert.

Ein Atom ist elektrisch neutral, wenn die folgende Aussage gilt:
Anzahl der Elektronen = Anzahl der Protonen

Die Anzahl der Elektronen in der jeweils dulleren Schale bestimmt das chemische und elektri-
sche Verhalten. Sie charakterisieren die chemische Wertigkeit und damit die so genannte Va-
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lenz. Deshalb werden die Elektronen in der dufleren Schale auch als Valenzelektronen be-
zeichnet.

Diese Valenzelektronen besitzen, da sie den grofiten Abstand vom Atomkern haben, im All-
gemeinen auch die groflte Energie und sind bei einer geringen Besetzung der dulleren Schale
nur relativ schwach an den Atomkern gebunden. Diese Elektronen kdnnen sich von dem A-
tomkern 16sen und bilden dann frei bewegliche Elektronen im Atomgitter. Das Atom selbst ist
dann nicht mehr elektrisch neutral und wird somit zu einem lon.

2.14 Fragen- und Aufgabensammlung

1)  Wie heillen die 3 Elementarteilchen?

2)  Welchen Elementarteilchen bilden den Atomkern?

3)  Bis zu wie viel Atome kénnen sich innerhalb eines Atomgitters pro cm® befinden?

4)  Welche Eigenschaften konnen den Elementarteilchen zugeordnet werden?

5)  In welcher Einheit wird die elektrische Ladung gemessen?

6)  Welchen Ladungswert hat die Elementarladung?

7)  Welche Ladungen haben die einzelnen Elementarteilchen?

8)  Was ist ein Nukleon?

9)  Welche Bedingung muss erfiillt sein, damit ein Atom nach auBBen hin elektrisch neutral
1st?

10) Was beschreibt die Massenzahl A?

11) Was sind Isotope?

12) Was versteht man unter der Hauptquantenzahl?

13) Was versteht man unter der Nebenquantenzahl?

14) Nach welchem Naturgesetz werden die Schalen des Atoms mit Elektronen besetzt?

15) Wie werden die Elektronen in der dulleren Schale genannt?

16) Wie nennt man ein Atom, das nach au3en hin nicht mehr elektrisch neutral ist?

17) Wann sind Valenzelektronen nur relativ schwach an das Atom gebunden?

Aufgabe 2.1.4-1:

Berechnen Sie die maximale Anzahl der Elektronen, die auf der P-Schale Platz finden.

(Losung: 72 Elektronen)
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2.2 Das Bandermodell

Wie bereits erwihnt, wichst die Energie W der einzelnen Elektronen mit zunehmendem Ab-
stand vom Atomkern. Dabei kdnnen die einzelnen Elektronen nur ganz bestimmte Energieni-
veaus einnehmen. Fiir ein einzelnes Atom, welches sich nicht mit weiteren Atomen innerhalb
eines Atomgitters in Wechselwirkung befindet, zeigt Bild 2.2-1 einen Ausschnitt zugelassener
diskreter Energiezustinde fiir einzelne Elektronen. Die Zwischenrdume konnen nicht besetzt
werden und sind somit unerlaubte Energiezustinde.

wi

\ Zwischenraume sind
/ unerlaubte Energiezustinde

Bild 2.2-1: Energieniveaus einzelner Elektronen in einem isolierten Atom

Innerhalb eines Atomgitters treten Wechselwirkungen der Atome untereinander auf. Das A-
tomgitter bildet damit ein gekoppeltes System, in dem naturgemif einzelne Energiezustinde
nicht doppelt besetzt werden konnen. Daraus resultiert ein Auffachern der einzelnen diskreten
Energiezustinde im Atom-
gitter zu Béndern, die wei- . ‘
terhin durch verbotene Be-

reiche voneinander abge- \ \\\
grenzt sind. Bild 2.2-2 zeigt VB

einen Ausschnitt der Vertei-

lung einzelner Energiebin- \\\

der im Atomgitter iiber der
Energie W.

VB
Sind alle Elektronen an den
Atomkern gebunden, so \\\\\\\\\\
stellt das oberste Energie-
band als das Energieband,
dem die hochste Energie
zugeordnet ist, die Energie-
verteilung der Valenzelektronen dar. Dieses Energieband wird als Valenzband V bezeichnet.
Damit sich aus diesem Valenzband einzelne Elektronen befreien konnen, um dann als frei
bewegliche Elektronen im Atomgitter zu existieren, wird im Allgemeinen eine noch héhere

Energie als die des Valenzbandes bendtigt. Frei bewegliche Elektronen befinden sich dann in
dem so genannten Leitungsband L, welches von dem Valenzband im Allgemeinen durch eine

VB = verbotene Bereiche

Bild 2.2-2: Energiebdnder im Atomgitter
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verbotene Energiezone des Energieabstandes AW getrennt ist. Die Grof3e des Energieabstan-
des AW ist dabei werkstoffabhédngig. Bild 2.2-3 zeigt den Aufbau des Valenzbandes und des
Leitungsbandes. Damit ist AW die minimalste Energie die einem Elektron zugefiihrt werden
muss, damit es vom obersten Rand des Valenzbandes zum untersten Rand des Leitungsbandes
gehoben werden kann. Dabei erfolgt die Energiezufuhr im Allgemeinen durch Erwdrmung
des Werkstoftes.

wi

Leitungsband L
L \\\\>\\\\\ -~ (freilelt Elektronen)

AW
B

v
Valenzband V
V\\\\\\\\\\\ (Elektronen in der &ueren Schale = Valenzelektronen)

Bild 2.2-3: Abstand zwischen Valenzband und Leitungsband

Metalle besitzen in der Regel 1 bis 3 Valenzelektronen in der dufleren Schale der Atomhiille.
Die Anzahl dieser Valenzelektronen gibt die Wertigkeit des Atoms an. So ist z. B. das Kup-
feratom (Cu) mit einem Valenzelektron ein einwertiges Atom.

Vorangehend wurde davon gesprochen, dass zwischen dem Valenzband und dem Leitungs-
band eine verbotene Zone existiert. Bei Metallen kommt es nun vor, dass sich das Valenzband
und das Leitungsband iiberlappen, wie dies im Bild 2.2-4 dargestellt ist. Bei einwertigen Me-

Y

/

) NS

einwertig zweiwertig dreiwertig

Bild 2.2-4: Valenz- und Leitungsbiander bei Metallen

tallen liegt das Valenzband vollstindig im Leitungsband und schlie3t mit dessen unterem E-

nergieniveau ab. Dies bedeutet, dass sich bereits ohne Energiezufuhr bei einer Temperatur

von T = 0K (Kelvin) alle Valenzelektronen im Leitungsband befinden. Bei zweiwertigen Me-
-2-8/28-
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tallen iiberlappen sich das Valenzband und das Leitungsband teilweise, wihrend sich bei
dreiwertigen Metallen bereits eine verbotene Zone bildet.

Generell ldsst sich aber feststellen, dass jedes Metallatom, unabhéngig von seiner Wertigkeit,
bei Raumtemperatur von T = 290K ein Valenzelektron in das Leitungsband gehoben hat. Da
bei Metallen ca. 10> Atome pro cm’ existieren, diirfen wir auch von ca. 10* frei beweglichen
Elektronen pro cm’ ausgehen. Dies erklirt die gute elektrische Leitfihigkeit p von Metallen,
die proportional zu der Anzahl der freien Elektronen ist.

Nichtmetallische Werkstoffe haben meist mehr als 3 Valenzelektronen und einen relativ gro-
Ben Abstand zwischen dem Valenzband und dem Leistungsband, wie dies im Bild 2.2-5 dar-
gestellt ist. Im Gegensatz zu Metallen befinden sich bei Nichtmetallen bei Raumtemperatur
von T = 290K nur wenige Elektronen im Leitungsband. Diese Werkstoffe besitzen somit nur
eine schlechte elektrische Leitfahigkeit.

wi

L AN

AW

AW >0,2eV  bei Nichtmetallen

v leV = 1 Elektronenvolt = 0,016:10"*Ws

B
v \\ \\ Ws = Wattsekunden

Bild 2.2-5: Abstand zwischen Valenzband und Leitungsband bei Nichtmetallen

2.2.1 Fragen- und Aufgabensammlung

1)  Zeichnen Sie einen Ausschnitt aus dem Biandermodell fiir ein einzelnes Atom.

2)  Wieso fachern sich im Béndermodell bei einem Atomgitter die einzelnen Energiebdnder
auf?

3)  Wie bezeichnet man im Bandermodell das oberste Band, in dem die Elektronen noch an
das Atom gebunden sind?

4)  In welchem Band des Bandermodells befinden sich im Atomgitter frei bewegliche E-
lektronen?

5)  Wie bezeichnet man im Béndermodell die Zonen zwischen den einzelnen Biandern?
6)  Zeichnen Sie einen Ausschnitt aus dem Bindermodell eines Atomgitters.

7)  An welcher Stelle des Bandermodells muss sich ein Elektron befinden, damit es mit der
geringsten zusitzlichen Energie AW in das Leitungsband gehoben werden kann?

8)  Wie viele Valenzelektronen besitzen Metalle?
9)  Was versteht man unter der Wertigkeit eines Atoms?

-2-9/28-
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10) Zeichnen Sie fiir ein einwertiges Metall das Bandermodell fiir das Valenz- und Lei-

tungsband.

11) Zeichnen Sie fiir ein zweiwertiges Metall das Bandermodell fiir das Valenz- und Lei-
tungsband.

12) Zeichnen Sie fiir ein dreiwertiges Metall das Bandermodell fiir das Valenz- und Lei-
tungsband.

13) Bewerten Sie die elektrische Leitfdhigkeit von ein-, zwei- und dreiwertigen Metallen
bei T = 0K.

14) Was unterscheidet nach dem Biandermodell metallische und nichtmetallische Werkstof-
fe?

=2-10/28 -
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2.3 Der Stromkreis

2.3.1 Die elektrische Stromstirke

Betrachtet man einen metallischen Werkstoff, so befinden sich bei Temperaturen um 300K in
dem Werkstoff eine erhebliche Anzahl von Elektronen im Leitungsband. Diese Elektronen
bewegen sich innerhalb dieses Werkstoffes zunichst vollig willkiirlich, wobei aufgrund der
Verteilung der Bewegungen fiir die Elektronen keine

resultierende Bewegung in eine bestimmte Richtung

zustande kommt. Dies dndert sich erst, wenn eine e-

lektrische Feldstirke E in diesem Werkstoff wirkt E
(Bild 2.3.1-1). Auf Grund ihrer elektrisch negativen

Ladung entsteht eine Kraft F auf die Elektronen, die

gegen das elektrische Feld E gerichtet ist. Dadurch A
stellt sich eine resultierende Elektronenbewegung ein. ©

Aus dieser Elektronenbewegung definiert sich die e-

lektrische Stromstérke i, die auch allgemein als der

elektrische Strom bezeichnet wird. Der elektrische Bild 2.3.1-1: Elektron im
Strom 1 ist nach Definition gegen die Bewegung der elektrischen Feld
Elektronen gerichtet. Bild 2.3.1-2 zeigt einen zylindri-

schen metallischen Leiter, in dem durch eine resultierende Elektronenbewegung ein elektri-
scher Strom i flie3t. Die Stromstirke, die angibt, welche elektrische Ladungsmenge Q durch
die Leiterquerschnittsfliche A pro Zeiteinheit fliet, wird dabei in Ampere [A] gemessen.
Allgemein gilt fiir die Querschnittsflache A:

i=4Q 23.1-1

dt
Im Fall einer zeitlich konstanten Elektronenbewegung geht das Differenzial in die Gleichung
i:% 2312

iiber. Im Allgemeinen verteilen
sich die durch die Querschnitts-
fliche A hindurchtretenden Leiterquerschnitt A
Ladungen nicht homogen tiber

metallischer Leiter

die Leiterquerschnittsfliche. In /
diesem Fall muss die ortsab- i [
héngige Stromdichte S [A/m’] - |
ermittelt werden, mit der dann \
die Stromstarke iiber % Q— \

e ideA 2.3.1-3 freie Elektronen
berechnet werden kann. Auf Bild 2.3.1-2: Transport der Ladungstriger
diese Formel soll hier nicht
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ndher eingegangen werden.

Der elektrische Strom i hat ein magnetisches Feld H zur Folge, welches sich innerhalb und
auBerhalb des Leiters ausbreitet. Da dieses magnetische Feld seinerseits wieder eine Kraft-
wirkung auf andere stromdurchflossene Leiter ausiibt, gelangt man {iber die folgende
Festlegung zur Einheit der Stromstarke:

Die Stromstirke i hat den Wert 1A, wenn zwei im Abstand r = 1m parallel
angeordnete, geradlinige, unendlich lange Leiter mit vernachlissigbar klei-
nem Querschnitt, die vom gleichen zeitlich konstanten Strom i durchflossen
werden, je 1m Leiterlinge die Kraft F = 10”7 N/m aufeinander ausiiben.

Bisher wurde der Strom 1 nur als Bewegung von Elektronen betrachtet. In einem elektrischen
Feld E bewegen sich diese Elektronen aufgrund ihrer negativen Ladung wie bereits erwihnt
gegen dieses Feld. Da die Elektronen, die sich im Leitungsband befinden, in der Regel ein
positiv geladenes Atom zuriicklassen, wird auf dieses im elektrischen Feld ebenfalls eine
Kraft ausgeiibt, die mit dem Feld gerichtet ist. In einem festen Korper hat diese Kraftwirkung
keine Folge. Ganz anders sieht die Situation aus, wenn ein elektrisches Feld in einer Fliissig-
keit wirkt, in der sich ionisierte Atome oder Molekiile befinden. Je nach deren Ladung driften
diese mit oder gegen das elektrische Feld. Diesen Vorgang, der zur Zersetzung eines Stoffes
fiihrt, nennt man Elektrolyse. Aufgrund der Ladungsbewegung kann man hier auch von einem
elektrischen Strom sprechen. Da diese Art des Stroms in diesem Kurs keine Rolle spielt, soll
auf die Elektrolyse nicht ndher eingegangen werden.

Eine weitere Art des Stroms liegt vor, wenn sich neben der Bewegung der Elektronen im Lei-
tungsband gegen ein elektrisches Feld auch noch so genannte Bindungsliicken mit dem elekt-
rischen Feld bewegen. Bindungsliicken entstehen zundchst im Atomgitter dort, wo ein in das
Leitungsband gehobenes Elektron ein elektrisch positives Ion hinterldsst. Vereinfacht kann
man sich nun eine Ladungsbewegung so vorstellen, dass Elektronen des Valenzbandes zu
benachbarten ionisierten Atomen wechseln. Da diese Elektronenspriinge gegen das elektri-
sche Feld E gerichtet sind, scheint sich dabei eine positive Ladung gleichzeitig mit dem elekt-
rischen Feld E zu bewegen. Der Strom setzt sich dann aus der Bewegung der freien Elektro-
nen und der Bewegung der Bindungsliicken zusammen. Auf diesen Effekt wird im Skript des
elektrotechnischen Teils des Kurses ,,Einfiihrung in die Mechanik und Elektrotechnik II“noch
genauer eingegangen, da es sich hierbei um den Stromfluss innerhalb von Halbleitern handelt,
die in der Elektrotechnik eine bedeutende Rolle spielen.

23.2 Die elektrische Spannung

Im vorangehenden Abschnitt wurde eine resultierende Elektronenbewegung auf die Existenz
eines elektrischen Feldes E zuriickgefiihrt. Dieses elektrische Feld E ist ein Vektor. Das be-
deutet, dass das elektrische Feld eine Richtung im dreidimensionalen Raum besitzt und damit
in einzelne Komponenten zerlegt werden kann. Legt man das kartesische Koordinatensystem
mit den Dimensionen x, y und z zu Grunde, so ldsst sich die elektrische Feldstarke im Allge-
meinen wie folgt durch ihre einzelnen Komponenten darstellen:

E=e E +e E +e,E, 2.3.2-1
-2-12/28 -
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Mithin miisste man bei elektrotechnischen Berechnungen immer alle drei Komponenten Ej,
Ey und E, der elektrischen Feldstirke berticksichtigen, bzw. alle drei Komponenten ermitteln.
Um dies fiir die iiberwiegende Anzahl der elektrotechnischen und elektronischen Berechnun-
gen und Analysen zu vermeiden, hat man ein tibergeordnetes Skalarpotenzial ¢, das elektri-
sche Potenzial, eingefiihrt. Das elektrische Potenzial @, das als @(x,y,z) eine Funktion des
Ortes ist und die Dimension Volt [V] besitzt, hat als Skalar keine Richtung und zerfallt somit
nicht in einzelne Komponenten. Aus diesem Skalar lésst sich die elektrische Feldstirke E
dann wieder iiber die an dieser Stelle nicht néher beschriebene Beziehung

09(x.y,2)  0Q(%.y,z)  09(X.y.7)
0x Y oy r oz

E =-grado(x,y,z) = -e, 2.3.2-2

bei Bedarf ermitteln.

Das elektrische Potenzial ¢ kann mit Hohenlinien auf einer Landkarte verglichen werden. So
wie Hohenlinien den Verlauf konstanter Hohen in der Landschaft beschreiben und damit ei-
nen Hinweis tiber den Verlauf der Hohenunterschiede geben, so beschreibt das elektrische
Potenzial @ existierende Potenzialdifferenzen, aus denen man die elektrische Spannung u er-
mitteln kann. Potenzialdifferenzen lassen sich am einfachsten anhand des Bildes 2.3.2-1 er-
kldren. Hier liegen sich zwei metallische Platten gegentiber, wobei die eine Platte einen Elekt-
ronenmangel und die andere einen Elektroneniiberschuss aufweist. Ein Gebiet mit Elektro-
nenmangel entsteht dadurch, dass Elektronen, die sich als freie Elektronen im Leitungsband

metallische Platten
i l ¢ >0,
‘ \ ‘ <+—— Elektronenmangel
: lulz >()
‘ ' \ -<—— Elektroneniiberschuss
0,
0,
Bild 2.3.2-1: Potenzial und elektrische Spannung

befinden, teilweise ,,abgesaugt” werden. Nach au3en hin erscheint dann solch ein Gebiet we-
gen der positiven lonen elektrisch nicht mehr neutral, sondern elektrisch positiv. Man spricht
dann davon, dass das Gebiet eine positive Gesamtladung Q [Coulomb = As] aufweist. Ein
Gebiet mit Elektronentiberschuss entsteht dadurch, dass zusétzliche freie Elektronen in das
Gebiet gebracht werden. Nach auflen hin erscheint dann solch ein Gebiet elektrisch negativ
und besitzt damit eine negative Gesamtladung Q. Allgemein weist man positiveren Gesamtla-
dungen ein hoheres elektrisches Potenzial ¢ zu, womit fiir Bild 2.3.2-1 gilt:

¢1> ¢ 2.3.2-3

Die elektrische Spannung u zwischen den Platten des Bildes 2.3.2-1, die wie das elektrische
Potenzial ¢ die Dimension [Volt = V] besitzt, berechnet sich nun aus der Potenzialdifferenz:

up =0 - 2324
22-13/28-

Skript Samstag, 4. Oktober 2003
Der elektrische Strom



Fachhochschule Kéin Prof. Dr.-Ing. Jiirgen Weber
University of Applied Sciences Cologne Dipl.-Ing. Franz Josef Klein
Campus Gummersbach Andreas Wagen

Einfiihrung in die Mechanik und Elektrotechnik |

2.3.3 Der einfache Stromkreis

Will man nun einen Strom 1 flieBen lassen, so bendtigt man eine I )
Quelle, die eine bestimmte Potenzialdifferenz A@ = u aufbringt.
Bild 2.3.3-1 zeigt eine Quelle, an deren duBeren Klemmen die
Spannung u abgegriffen werden kann. Wird an diese Quelle liber
Leitungen ein ,,Verbraucher* angeschlossen, so bildet sich ein
einfacher geschlossener Stromkreis, in dem der Strom 1 flief3t. —o0
Der Begriff ,,Verbraucher®, der allgemein benutzt wird, ist dabei
irrefiihrend. Auf
Grund der Span- Bild 2.3.3-1: Quelle

Quelle

jl> nung u und des
7 5 Stroms i muss die Quelle elektrische Energie zur
2 § Verfligung stellen, die im ,,Verbraucher* dann
S u 8 allgemein in Warme umgesetzt wird.
=4 g Bild 2.3.3-2 zeigt die Zusammenschaltung einer
o - Quelle mit einem Verbraucher. Der in diesem
5 Stromkreis flieBende Strom i versucht dabei die

Ursache der Spannung u, ndmlich den Elektro-
neniiberschuss und den Elektronenmangel, aus-

Bild 2.3.3-2: Einfacher Stromkreis .
zugleichen.

234 Fragen- und Aufgabensammlung

1)  Welche Richtung nimmt die resultierende Elektronenbewegung unter dem Einfluss ei-
nes elektrischen Feldes E ein?

2)  Was gibt die Stromstérke i in einem metallischen Leiter an?

3) In welcher Dimension wird die Stromstirke i gemessen?

4)  Uber welche physikalische GroBe wird die Stromstiirke i = 1A im Experiment definiert?
5)  Aus welchem Grund wurde das elektrische Potenzial ¢ eingefiihrt?

6)  Welche der beiden metallischen Platten wird ein hoheres elektrisches Potenzial ¢ zuge-
ordnet:

a) 1,012-10* freie Elektronen pro cm’
b) 1,034:10™ freie Elektronen pro cm’

Aufgabe 2.3.4-1:

Wie grof} ist der Betrag der Stromstérke 1 innerhalb eines metallischen Leiters der Quer-
schnittsfliche A = 1em?, wenn konstant iiber der Zeit durch die Querschnittsfliche A 10"
Elektronen pro Minute flieen?

(Losung: 1=267uA)
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Aufgabe 2.3.4-2:

Innerhalb einer Hohlkugel mit dem elektrischen Potenzial
@0 = 3V befinden sich laut nebenstehender Zeichnung
vier kleine Kugeln mit den elektrischen Potenzialen

@ =10V
(p2:-6V
03 =3V
@s= 18V

Berechnen Sie die elektrischen Spannungen uy, zwischen
den einzelnen Kugeln und zur Oberfliche der Hohlkugel.

(Lf)SLllng U = 16V; U3 = 7V; U4 = -8V; Up3 = -9V; Upgq = -24V; U3g = -15V; Ui = 7V;
Upp = -9V; Uzp = OV; Ug0 = 15V)
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24 Stromarten, Spannungsarten und Stromwirkungen

24.1 Strom- und Spannungsarten
Je nach der Beschaffenheit der Quelle stellen sich unterschiedliche Strom- und Spannungsar-

ten ein. Bild 2.4.1-1 zeigt unterschiedliche Stromarten.

14 1A 14 2
|

~Y

t e T

Gleichstrom zeitlich beliebiger sinusformiger Mischstrom
Strom Wechselstrom
Bild 2.4.1-1: Stromarten
24.1.1 Zeitlich beliebiger Strom und zeitlich beliebige Spannung

Ein zeitlich beliebiger Strom oder eine zeitlich beliebige Spannung sind keinerlei Regelmé-
Bigkeiten unterworfen. Zur Beschreibung werden im weiteren kleine Buchstaben fiir diese Art
von Strom und Spannung benutzt:

1=1(t) 24.1.1-1
u=u(t) 2.4.1.1-2
24.1.2 Gleichstrom und Gleichspannung

Ein Grenzfall eines zeitlich beliebigen Stroms oder einer zeitlich beliebiger Spannung ist der
zeitlich konstante Strom oder die zeitlich konstante Spannung. Fiir die Darstellung dieser
Strom- und Spannungsverlédufe, die als Gleichstrom oder als Gleichspannung bezeichnet wer-
den, benutzt man die groBen Buchstaben I bzw. U:

[#i(t) 2.4.1.2-1
U #u(t) 24.1.2-2
24.13 Sinusformiger Wechselstrom und sinusformige Wechselspannung

Als weitere Grenzfille eines zeitlich beliebigen Stroms oder einer zeitlich beliebigen Span-
nung sind der sinusformige Wechselstrom und die sinusférmige Wechselspannung zu be-
trachten. Fiir den zeitlichen Verlauf der beiden GroBen gilt im Zeitbereich allgemein:

i=i(t)=isin(ot+¢,) 2.4.13-1
u=u(t) = dsin(ot + ¢, ) 2.4.1.3-2
-2-16/28 -
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Die GréBen 1 und 0 beschreiben hier die Maximalwerte (Scheitelwerte) des Stroms i(t) bzw.
der Spannung u(t). Auf Grund des sinusformigen Verlaufs dieser Zeitfunktionen sind hier der
Strom und die Spannung periodische Funktionen mit der Periodendauer T [s]. Der Kehrwert
der Periodendauer ist die Frequenz f, die in Hertz [Hz = 1/s] angebeben wird:

f=— 24.1.3-3

Mit Hilfe der Frequenz f ldsst sich die Kreisfrequenz o [1/s] durch
o= 2xf 2.4.1.3-4
angeben.

Als letzte Groflen der allgemeinen Darstellungen fiir den
Strom i(t) und fiir die Spannung u(t) nach den Gleichun- iud
gen 2.4.1.3-1 und 2.4.1.3-2 sollen die Winkel ¢; und @,
betrachtet werden. Diese Winkel stellen nach

Bild 2.4.1.3-1 einen relativen Bezug der Sinusschwin-

gung mit ihren Nulldurchgéngen zu der Zeitachse mit /

~Y

dem Ursprung t = 0 dar. o)

Die Darstellung der sinusformigen Wechselgréfen in
Form von Zeitfunktionen nach Gleichen 2.4.1.3-1 und
2.4.1.3-2 sind fiir Berechnungen von Wechselstromkrei-
sen in den meisten Féllen ungeeignet. An ihre Stellen Bild 2.4.1.3-1: Phasenwinkel

treten dann die komplexen Strome und Spannungen:

isinfot+e,) = 1 2.4.13-5
asinlot+¢,) = U 2.4.1.3-6

Auf diese Art der Darstellung durch komplexe Werte wird in einem spéteren Kapitel einge-
gangen.

24.14 Mischstrom und Mischspannung

Unter einem Mischstrom bzw. einer Mischspannung versteht man die Uberlagerung eines
Gleichstroms bzw. einer Gleichspannung mit einem sinusféormigen Strom bzw. einer sinus-
formigen Spannung der Frequenz f. Fiir diese Mischgroflen lassen sich die Maximalwerte imax
bzw. Unmax und die Minimalwerte i, bzw. uni, angeben (siehe Bild 2.4.1-1).

24.1.5 Der lineare Mittelwert
Die linearen Mittelwerte i des Stroms und u der Spannung ergeben sich aus den folgenden

Integralen:

T
-1

i=— li(t)dt 2.4.1.5-1
i Tbyl()
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T
u= ¥§u(t) dt 2.4.1.5-2

Die Integrale werden dabei tliber eine Periodendauer

T eines periodischen Stroms i(t) bzw. einer periodi- i(Oh A
schen Spannung u(t) gebildet (Bild 2.4.1.5-1). Auf 1
diese Art erhélt man fiir einen Mischstrom den
Gleichstromanteil und bei einer Mischspannung den - T -
Gleichspa'nnungsan.teil. Fiir reine sinusformige / {1 = t+T t
GroBen wird der Mittelwert zu Null.
' Fiir den
(o) Mittel-
[/\ [/\ wertdes  Bild 2.4.1.5-1: Periodischer Strom
H Stromes
/ \ \ > lasst sich eine Verbindung zu dem Ladungstrans-
|<— T | t port aufbauen. Betrachtet man die Definition des
Stroms nach der Gleichung 2.3.1-1
. dQ
T
Bild 2.4.1.5-2: Linearer Mittelwert

so ergibt deren Auflésung nach der Ladung Q:
Q= |i(t)dt 24.1.5-3

Mithin lésst sich iiber den linearen Mittelwert ein Vergleich zwischen dem Transport der La-
dungsmenge Q eines konstanten Gleichstroms I und dem resultierenden Ladungstransport
eines zeitlich verdnderlichen Stroms i(t) anstellen.

2.4.1.6 Der Gleichrichtwert
Der Gleichrichtwert ‘ 1 ‘ des Stroms und der Gleich-
_ ()4
richtwert ‘u‘ der Spannung ergeben sich aus den fol- (_) /~/\ /~/\
genden Integralen: i / \ / \
o 1 T / i * “". 1 * ‘f
M=—Oﬂi(t)‘d‘[ 2.4.1.6-1 \y \‘/t
T
=— t) |dt 2.4.1.6-2 ) S
‘u‘ T bﬂ w )‘d 6 Bild 2.4.1.6-1: Gleichrichtwert

Der Gleichrichtwert resultiert aus dem Mittelwert ei-
ner gleichgerichteten periodischen Zeitfunktion. Gleichrichtung bedeutet dabei, dass der Be-
trag der Zeitfunktion, wie das Bild 2.4.1.6-1 zeigt, gebildet wird.
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Die Gleichrichtung eines Stroms hat einen einseitig gerichteten Ladungstransport zur Folge.
Dessen Gleichrichtwert muss bei elektrolytischen Vorgingen und bei der Ladung von Kon-
densatoren hinter einem Vollweggleichrichter berticksichtigt werden. Auf die Vollweg-
gleichrichtung und auf das Laden eines Kondensators wird in einem spéteren Kapitel einge-
gangen.

24.1.7 Der Effektivwert

Der Effektivwert I des Stroms bzw. Ucg der Spannung ergeben sich aus den folgenden In-
tegralen:

Ly =

T
Jiz(t)dt 2.4.1.7-1

T
U, = /% Juz(t)dt 2.4.1.7-2

Die Effektivwerte werden zur Berechnung der umgesetzten Leistung sowohl bei zeitlich kon-
stanten als auch bei zeitlich beliebigen Funktionen i(t) bzw. u(t) in einem Widerstand R bend-
tigt. Auf die Leistungsumsetzung in einem Widerstand R wird an einer spéteren Stelle dieses
Kapitels noch eingegangen. Bei Gleichspannung und Gleichstrom sind die Effektivwerte i-
dentisch mit den Werten der Gleichspannung und des Gleichstroms:

Ugy=U 2.4.1.7-3

|-

L =1 2.4.1.7-4

2.4.2 Stromwirkungen

Wie bereits im Abschnitt 2.3.1 dieses Kapitels beschrieben, bildet sich durch den Stromfluss
ein magnetisches Feld, so dass man zunéchst dem elektrischen Strom eine magnetische Wir-
kung zuordnen kann. Diese Wirkung wird unter anderem bei Motoren und im Fall von Wech-
selstromen auch bei Transformatoren ausgenutzt.

Wie in einem spiteren Kapitel noch genauer beschrieben wird, findet durch den Stromfluss in
einem Widerstand eine Leistungsumsetzung in Warme statt. Damit kann man dem elektri-
schen Strom ferner eine thermische Wirkung zuordnen, die im Extremfall zum Gliihen eines
Widerstands fiihren kann und dann auch eine Lichtwirkung zur Folge hat.

Eine chemische Wirkung entsteht bei der Elektrolyse, bei der sich in Fliissigkeiten Molekiile
aufspalten konnen. So kann Wasser in Wasserstoff und Sauerstoff zerlegt werden.

Vom elektrischen Strom geht eine besondere Gefahr durch eine physiologische Wirkung aus.
Bereits 5S0mA konnen, wenn sie iiber das Herz flie8en, fiir den Menschen tédlich sein. Des-
halb sollte man spannungsfithrende Teile, die Spannungen iiber 42V fiihren, nicht beriihren.
Dabei ist niederfrequenter Wechselstrom, wie zum Beispiel die 50Hz des normalen Hausnet-
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zes, gefahrlicher als Gleichstrom. Durch einen Stromschlag konnen die folgenden Wirkungen
beim Menschen auftreten:

e Herzschidigungen
Arrhythmien, reversibler Herzstillstand und Herzkammerflimmern. Letzteres ist be-
sonders gefahrlich, da es bereits bei kleinen Stromstédrken eintreten kann und durch die
iiblichen WiederbelebungsmalBnahmen nicht beeinflusst werden kann.

e Atemstorungen
Bestimmte Stromstarken fithren zur Verkrampfung der Atemmuskulatur.

e Verbrennungen
Grof3e Stromstédrken konnen lebensgefdhrliche Verbrennungen verursachen.

e Nierenschdden
Als Spitfolge ist auch noch nach vielen Stunden ein Nierenversagen moglich.

e Nervenschiden
Bewusstlosigkeit, Dauerschaden.

e Muskulaturverkrampfung
Ein Verkrampfen der Muskulatur bewirkt, dass die spannungsfiihrenden Teile unter
Umstidnden nicht mehr losgelassen werden konnen. Dadurch wirkt der Strom ldnger
ein und die anderen bereits genannten Schiadigungen werden dadurch entsprechend
starker.

e Schock
Ein Stromschlag kann einen Schock hervorrufen. Ein Schock kann tddlich sein.

Die Hohe der Stromstirke im Korper hidngt von der Spannung zwischen den Beriihrstellen
und dem elektrischen Korperwiderstand ab. Der elektrische Korperwiderstand sinkt dabei mit
steigender Spannung. In der Regel betrigt der elektrische Korperwiderstand etwa 600€2
(Ohm). Der elektrische Hautwiderstand betragt dagegen einige Tausend Ohm. Er kann aber
bei hohen Spannungen bis auf Null absinken.

Sollten Sie gezwungen sein, bei einem Unfall mit elektrischen Strom Erste Hilfe leisten zu
miissen, so sollten Sie die verungliickte Person zunédchst von den spannungsfiihrenden Teilen
trennen. Dazu schalten Sie als erstes die Spannungsquelle ab. Sollte dies nicht moglich sein,
so entfernen Sie die verungliickte Person mit garantiert nichtleitenden Stangen von den span-
nungsfiihrenden Teilen. Beriihren Sie dabei nicht die verungliickte Person mit Threm Korper,
da Sie sich damit selbst gefihrden. Danach leiten Sie die Erste-Hilfe-MaBBnahmen ein.

243 Fragen- und Aufgabensammlung

1)  Wie wird allgemein ein zeitlich sinusformiger Wechselstrom im Zeitbereich formelma-
Big beschrieben?

2)  Was versteht man bei einer sinusformigen Wechselspannung unter der Periodendauer
T?
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3)  Zeichnen Sie die Spannung u(t) = ﬁsin((nt + (pu) fiir @, < 0 iiber der Zeitachse t auf.
4)  Was versteht man unter einem Mischstrom?

5)  Was liefert der lineare Mittelwert i eines Mischstroms?
6)  Ab welcher Spannung wird das Beriihren spannungsfiihrender Teile lebensgeféhrlich?
7)  Welche Stromstédrke kann bereits fiir den Menschen tddlich sein?

8)  Nennen Sie 4 Wirkungen, die durch ein Stromschlag bei einem Menschen auftreten
konnen.

9) Was ist die erste Mallnahme, wenn Sie einen verungliickten Menschen vorfinden, der
mit spannungsfithrenden Teilen Beriihrung hat?

10) Was diirfen Sie auf keinen Fall tun, wenn Sie einen verungliickten Menschen vorfinden,
der mit spannungsfiihrenden Teilen Beriihrung hat?

Aufgabe 2.4.3-1:

Berechnen Sie

a)  den linearen Mittelwert
b)  den Gleichrichtwert
c¢) den Effektivwert

der periodischen Spannung

5V fiir 0 <t < T/2
u= 2V fur T2 <t<3T/4
6V fiir 3T/4 < t <T
(Lésung: u=1,50V; |u| =4,50V ; Ugr = 4,74V)
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2.5 Der elektrische Widerstand

2.5.1 Widerstand und Leitwert

Jedem Werkstoff kann man
auf Grund seiner Beschaffen-
heit einen spezifischen elektri-
schen Widerstand p zuordnen.
Der spezifische Widerstand
hiangt von der Anzahl der frei-
en Elektronen im Leitungs-
band und der Beweglichkeit
dieser Elektronen ab. Mit Hil- >
fe dieses spezifischen Wider- l: 1
stands lésst sich mit der
Kenntnis der Abmessungen
des Werkstoffes der elektri-
sche Widerstand R [€ = V/A] berechnen. Bild 2.5.1-1 zeigt einen zylindrischen Werkstoff
mit der Querschnittsfliche A und der Lange 1. Der elektrische Widerstand R zwischen den
Stirnflachen dieses elektrischen Leiters ist proportional zu dem spezifischen Widerstand und
der Lange sowie umgekehrt proportional zu dessen Querschnitt, womit die folgende Bezie-
hung fiir den elektrischen Widerstand gilt:

Werkstoff mit dem spezifischen Widerstand p
A

—
” ~\

Y

Bild 2.5.1-1: Elektrischer Leiter

R=pX 2.5.1-1

mit pin [Qmm*m]; lin[m]; A in [mm?’]

Uber den Kehrwert des elektrischen Widerstands R definiert sich der elektrische Leitwert G
[S = 1/Q = A/V = Siemens] mit dem spezifischen Leitwert «:
1 A 1 é

= =—=— 2.5.1-2
G R Kl ol 5

mit kin [m/(Qmm?]; lin[m]; A in [mm’]

Mit Hilfe der Schaltzeichen fiir das Bauelement R ergibt sich fiir den einfachen elektrischen
Stromkreis nach Abschnitt 2.3.3 dieses Kapitels das Schaltbild nach Bild 2.5.1-2, in dem die
Quelle einen Innenwiderstand Riq und der Verbraucher einen Widerstand Ry besitzt. Die
Verbindungsleitungen werden dabei als widerstandslos betrachtet, da ihre Leitungswiderstan-
de im Allgemeinen gegeniiber den Widerstinden der Bauelemente zu vernachléssigen sind.

Die Widerstiande lassen sich in Festwiderstinde und einstellbare Widerstiande einteilen, die
mechanisch eingestellt werden konnen. Zusétzlich unterscheidet man zwischen linearen und
nicht-linearen Widerstinden. Wahrend die nicht-linearen Widerstinde eine gro3e Abhéngig-
keit von einer physikalischen Grof3e, wie z.B. der Temperatur oder einem duf3eren Magnet-
feld, aufweisen, sind die linearen Widerstdnde meist nur gering temperaturabhingig.
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metallische Verbindungs-
leitungen ohne Widerstand

i
e
—
1 s R
s u 2 m— u Ry
o =
5
> “Ql
-—
Bild 2.5.1-2: Einfacher Stromkreis mit Ersatzschaltung :

Lineare Widerstiande sind meist als Draht- oder Schichtwiderstinde aufgebaut, wobei es sich
bei den Schichtwiderstinden um Kohleschichten oder Metallschichten auf einem zylindri-
schen Tragermaterial handelt. Die Gro3e der Bauelemente richtet sich dabei nach der maxi-
malen Leistung, die innerhalb dieser Widerstdnde in Warme umgesetzt werden kann.

Um den Widerstandswert, die Toleranz und den Temperaturkoeffizient (siche Abschnitt

L] ] ‘ | |
| |
Kemnfarbe Widerstandswert in O Tolerans Tl:mper?tur_
zihlende Ziffern | Multiplikator oeffizient
silber - 107 +10% -
gold | - ‘ 10" ‘ 5% | -
schwarz |0 | 10° | - | £200-10°/K
braun |1 | 10’ | +£1% | +£100-10%K
rot | 2 | 10° | 2% | £50-10°/K
orange | 3 ‘ 10° ‘ - | +15:10°/K
gelb | 4 | 10 |- | +2510%K
griin | 5 | 10° | +0,5% |
blau | 6 | 10° | +0,25% | £10-10°K
violett | 7 | 107 | +0,1% | +510%K
grau | 8 ‘ - ‘ | +1-10%K
weif | 9 | - | |
Tabelle 2.5.1-1: Farbcode der Widerstinde
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2.5.2) der Widerstéinde am Bauteil selbst erkennen zu konnen, sind sie mit einem Farbcode
versehen, der in der Tabelle 2.5.1-1 dargestellt ist.

2.5.2 Temperaturabhingigkeit der Widerstinde und Leitwerte

Metalle, lineare Drahtwiderstdnde und lineare Metallschichtwiderstinde haben eine geringe
Temperaturabhingigkeit. Mit steigender Temperatur T steigt auch in den iiberwiegenden Fil-
len deren Widerstandswert. Lineare Kohleschichtwiderstinde verringern dagegen bei steigen-
der Temperatur ihren Widerstandswert. Der Temperaturverlauf der Widerstdnde wird mit Hil-
fe der Beziehung

R(T) = R {1+ 01 -AT) 2.5.2-1

approximiert. Dabei stellt der Wert Ryo den Widerstandswert bei 20°C dar, o9 den Tempera-
turkoeffizienten und AT =T — 273K dar. Hierbei handelt es sich um eine lineare Approxima-
tion. Genauere Beziehungen fiir den Temperaturverlauf erhélt man, wenn die Beziehung
2.5.2-1 um einen quadratischen Term erweitert wird. Dies soll aber an dieser Stelle nicht na-
her betrachtet werden.

Tabelle 2.5.2-1
zeigt fiir verschie-

dene Werkstofte p K

. o
deP spezifischen Material " O m 20
Widerstand p, den 3 /K
spezifischen Leit- m {}mm
wert K sowie den Aluminium 0,028 36 4000-10°
Temperaturkoefti- _ %
Zienten ono. Wider- Silber 0,016 63 4000-10
stinde, die mit zu- Kupfer 0,018 56 4000-10°°
nehmender Tempe- | 5,4 0,023 44 4000-10°
ratur ihren Wider-
standswert verrin- Platin 0,11 9 2000-10°
gern, besitzen einen | Figen 0,125 ] 5000-107°
negativen Tempera- ) P
turkoeffizienten Manganin 0,4 2,5 10-10
0z0. Daraus leitet Chromnickel 1,0 1,0 50-10°

sich auch deren
Bezeichnung NTC-  Tabelle 2.5.2-1: Materialeigenschaften

Widerstand ab (ne-
gative temperature coefficient).

253 Fragen- und Aufgabensammlung
1)  Von welchen Eigenschaften hingt der spezifische Widerstand p eines Werkstoffes ab?
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Skript Samstag, 4. Oktober 2003
Der elektrische Strom



Fachhochschule Kéin Prof. Dr.-Ing. Jiirgen Weber
University of Applied Sciences Cologne Dipl.-Ing. Franz Josef Klein
Campus Gummersbach Andreas Wagen

Einfiihrung in die Mechanik und Elektrotechnik |

2)  Welches Vorzeichen hat der Temperaturkoeffizient o bei einem Kohleschichtwider-
stand?

3)  Welches Vorzeichen hat der Temperaturkoeffizient o, bei einem Metallschichtwider-
stand?

Aufgabe 2.5.3-1:

Eine Leitung (Hin- und Riickleiter) zu einem 2km entfernten Verbraucher hat den Kupfer-
querschnitt A = 80mm”. Wie groB ist der Leiterwiderstand R bei 20°C?

(Losung: R = 0,89Q)
Aufeabe 2.5.3-2:

Eine Kupferleitung mit dem Querschnitt Acy = 10mm? soll durch eine widerstandsgleiche
Aluminiumleitung ersetzt werden. Welchen Querschnitt A muss die Aluminiumleitung er-
halten?

(Losung: AaL = 15,6mm?)
Aufeabe 2.5.3-3:

An einem zylindrischen Kupferleiter der Linge 1 = 10m und dem Durchmesser D = 3mm liegt
eine konstante elektrische Gleichspannung U = 10mV. Welcher Gleichstrom I fliet durch
den Leiter, wenn der Leiter eine Temperatur von 50°C besitzt?

(Losung: [=353mA)
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2.6 Das Ohmsche Gesetz

An einem Widerstand R verhalten sich Spannung u und Strom i proportional zueinander.

Der Spannungsabfall u an einem Widerstand R ist proportional zu dem den
Widerstand durchflieBenden Strom i.

Strom und Spannung an einem Widerstand haben einen
unmittelbaren Bezug zu dem Zéhlpfeilsystem, das die

Zahlrichtung fiir Strom und Spannung festlegt. Sofern an I~ R

einem Widerstand R die Zéhlrichtung fiir den Strom 1 -

und die Spannung u nicht vorgegeben ist, kann das Zahl- —

pfeilsystem willkiirlich festgelegt werden. Dabei kénnen u

beide Zahlpfeile in die gleiche oder in entgegengesetzter

Richtung weisen, wie dies in Bild 2.6-1 dargestellt ist. i R

Entscheidet man sich fiir die gleiche Richtung der Zahl-

pfeile fiir Strom und Spannung oder wurde das Zihl- u

pfeilsystem in dieser Art vorgegeben, so definiert sich

das Ohmsche Gesetz zu: Bild 2.6-1: Zihlpfeilsysteme
u=i-R 2.6-1

Entscheidet man sich fiir die entgegengesetzte Richtung der Zéhlpfeile fiir Strom und Span-
nung oder wurde das Zahlpfeilsystem in dieser Art vorgegeben, so definiert sich das Ohmsche
Gesetz zu:

u=-i1-R 2.6-2

Berechnungen von Strom und Spannung an Widerstinden ergeben ohne
Festlegung eines Zihlpfeilsystems keinen Sinn.

Ergibt sich bei der Berechnung der Spannung u fiir ein festgelegtes Zéahlpfeilsystem ein posi-

tives Vorzeichen, so stimmt der Zéahlpfeil fiir die Spannung mit dem Verlauf des elektrischen

Potenzials ¢ in der Form iiberein, dass der Zahlpfeil vom héheren zum niedrigeren Potenzial
weist. Erhalt
man bei der Be-

P, <O, 0, > ¢,
/ / rechnung des
u<o R u>0 R Stroms 1 fiir ein
festgelegtes
Zahlpfeilsystem
1i<0 (O} i>0 0, ein positives
' Vorzeichen, so
~Richtung der weist der Zihl-

Elektronenbewegung

~——Richtung der

' Elektronenbewegung

I
pfeil fiir den
Strom gegen die
Bild 2.6-2: Interpretation der Zahlpfeile Richtung der
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Elektronenbewegung. Bild 2.6-2 fasst die Interpretation der Zéhlpfeile graphisch zusammen.
Ein einmal gewédhltes Zahlpfeilsystem sollte man aufgrund von negativen Vorzeichen in den
Ergebnissen fiir den Strom oder fiir die Spannung nicht mehr antasten. Es bedarf nur der rich-
tigen Interpretation.

2.6.1 Fragen- und Aufgabensammlung
1)  Wie verhalten sich Strom und Spannung an einem Widerstand zueinander?

2)  In welche Richtung hinsichtlich des elektrischen Potenzials ¢ weist der Zahlpfeil der
Spannung u, wenn diese Spannung negativ ist?

3) In welche Richtung hinsichtlich der Elektronenbewegung weist der Zéhlpfeil des
Stroms 1, wenn dieser Strom negativ ist?

Aufgabe 2.6.1-1: 0,
Gemal des nebenstehenden Bildes wird ein Widerstand R = 100€2 von einem /
Strom i = 20mA durchflossen. Berechnen Sie die Spannung u, die nach dem ul R
eingezeichneten Zahlpfeilsystem am Widerstand R abfallt. Welchen Wert hat
das elektrische Potenzial ¢, wenn fiir @, = -17V gilt? \

. 0,
(Losung: u=-2V; @ =-15V) 1T
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3 GLEICHSTROMSCHALTUNGEN MIT LINEAREN
BAUELEMENTEN
3.1 Ideale Bauelemente der Gleichstromschaltungen

In diesem Kapitel soll das Verhalten von linearen Bauelementen bei zeitlich konstanten Stro-
men und Spannungen betrachtet werden. Nach Formel 2.4.1.2-1 und 2.4.1.2-2 werden diese
Gleichstrome und Gleichspannungen mit grolem I bzw. groBem U gekennzeichnet:

I = Gleichstrom 3.1-1
U = Gleichspannung 3.1-2

Die Betrachtung impliziert, dass das Ereignis ,,ei-

ne elektrische Spannung oder ein elektrischer ( )
Strom wird in einem Netzwerk eingeschaltet™ so -

weit zuriick liegt, dass eventuelle Einschwingvor- U :
. . Q
géinge als abgeschlossen betrachtet werden diirfen.
Unter einem Einschwingverhalten versteht man Bild 3.1-1: Ideale Spannungsquelle

zum Beispiel, dass ein Strom durch einen gewi-
ckelten Drahtwiderstand nicht von 0 auf einen Endwert springen kann, sondern sich dieser
Endwert erst allmdhlich einstellt.

<IL Lineare Bauelemente definieren sich in der Strom-
7\ Spannungs-Charakteristik iiber eine Gerade. Als Quel-
\I |/ len kommen hier zum einen die Gleichspannungsquel-
S len Ug in Betracht, die im Idealfall die konstante
oder U Gleichspannung Ug unabhéngig von dem ihnen ent-
nommenem Gleichstrom I zur Verfiigung stellen (Bild
I, I 3.1-1). Zum anderen kommen Gleichstromquellen I in
© Betracht, die im Idealfall den konstanten Gleichstrom
____________ - I zur Verfligung stellen und jede beliebige Gleich-
U spannung U dazu annehmen kénnen (Bild 3.1-2).
Gleichspannungs- und Gleichstromquellen bezeichnet
Bild 3.1-2: Ideale Stromquelle  man als aktive Bauelemente, da sie in der Lage sind,

eine Wirkleistung zur Verfiigung zu stellen.

Als passives lineares Bauelement, das eine Wirk-

leistung in Warme umsetzt, wird in diesem Kapitel R I
allein der ohmsche Widerstand R betrachtet L
(Bild 3.1-3). U

Bild 3.1-3: Ohmscher Widerstand
3.1.1 Fragen- und Aufgabensammlung
1)  Welche Buchstaben werden fiir die Gleichspannung und den Gleichstrom verwendet?

2)  Unter welchen Voraussetzungen kann davon ausgegangen werden, dass in einem
elektrischen Netzwerk ein Gleichstrom flief3t?
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3)  Wie verhilt sich eine ideale Spannungsquelle?

4)  Wie verhilt sich eine ideale Stromquelle?

5)  Was definiert das Bauelement ,,Gleichspannungsquelle?

6)  Was definiert ein lineares Bauelement in der Strom-Spannungs-Charakteristik?
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3.2 Strom, Spannung, Potenzial und Leistung im einfachen Stromkreis

Legt man an eine Gleichstrom- oder Gleichspannungsquelle iiber Verbindungsleitungen, wie
im Bild 3.2-1 gezeigt, einen Abschlusswiderstand Ry, so bildet sich ein geschlossener Strom-
kreis. Da man von der Voraussetzung ausgehen kann, dass die Ldngen der Verbindungslei-
tungen VL, und VL, wesentlich groBer als deren Querschnittsabmessungen sind, wird in der
Verbindungsleitung ein Gleich-
strom I flieBen, dessen Stromdich-
te S homogen iiber die Quer-
schnittsfliche der Verbindungslei- T . l I
I

O ro
8 [0V}

tung verteilt ist. Ferner wird der Uy,
Strom, der leitungsgefiihrt ist und

keine Verzweigung im Stromkreis U,| (— R U
nach Bild 3.2-1 erfdhrt, im gesam- — A o

ten Stromkreis die gleiche Strom-
starke I aufweisen. Uy,

Durch den Gleichstrom I wird c‘ O
-
nach dem Ohmschen Gesetz am 1 I VL, 4
Widerstand R eine Gleichspan- Bild 3.2-1: Einfacher Stromkreis
nung Ugy abfallen. Geht man da-
von aus, dass die Verbindungsleitungen nach Bild 3.2-1 jeweils den Leitungswiderstand

Ry =1 =Pl 3.2-1
Kg -A A
besitzen, so ergeben sich ebenfalls entlang der Leitungen die Spannungsabfille Uy ; und
Uvyrz. Ob die Widerstdnde der Leitungen und damit die Spannungsabfille an den Leitungen
beriicksichtigt werden miissen, hingt von dem Verhiltnis zwischen dem Widerstandswert des
Bauelements R und den Leitungswiderstinden Ry ab. Im Fall

Ra>> Ry 3.2-2

konnen die Leitungswiderstinde
vernachldssigt werden. In dem Fall VL,
werden die Verbindungsleitungen
nach Bild 3.2-2 als diinne, wider- l |
standslose Verbindungslinien ge-

zeichnet. Ist die Voraussetzung
nach Formel 3.2-2 nicht erfiillt, so UQl (:) R, |:| lUM
stellt man die Leitungswiderstdnde

nach Bild 3.2-3 in Form einer Er-
satzschaltung als konzentrierte

oo
Ow

Bauelemente Ry dar. Dabei miis- o o
sen dann selbstverstandlich die 1 vL, ¢4
Spannungsabfalle an den Ersatz- Bild 3.2-2: Stromkreis mit perfekt leitenden
Verbindungsleitungen
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) Ry, 3 bauelementen beriicksichtigt wer-
o [ | O den.
R I o
U,,, Mit Hilfe der Ersatzschaltung nach
Bild 3.2-3 soll nun der Potenzial-
Ul — U verlauf innerhalb des Stromkreises
L\— R, “ ermittelt werden. Da nur das Auf-
treten einer elektrischen Spannung
Uy U auf eine elektrische Potenzial-
- . .
" — - differenz A schliefen ldsst, wer-
\1' IR_I Z den sich nun die einzelnen Ab-
VL2 :
. ‘ Ireis mi scksichti schnitte der als perfekt angenom-
Bild 3.2-3: Str.0m eis mit ]%eruc sichtigung der menen Verbindungen zwischen
Leitungswidersténde

den einzelnen Bauelementen auf
dem selben elektrischen Potenzial
¢ befinden. Dabei ist es keinesfalls notwendig, dass eine der Verbindungsabschnitte das Po-
tenzial @ = OV besitzt. Der gesamten Schaltung kann, ohne dass sich weder der Strom oder
die Spannungen noch die Leistungen &ndern, ein beliebiges elektrisches Potenzial iiberlagert
werden. Bild 3.2-4 zeigt den Potenzialverlauf innerhalb des abgewickelten Stromkreises nach
Bild 3.2-3. Darin baut die Spannungsquelle Ug mit

U, =0, -0, 3.2-3

die Potenzialdifferenz auf, wihrend sich tiber den einzelnen Widerstdnden die Potenzialdiffe-
renz wieder nacheinander abbaut:

Uvu = I'Rvu =0, -0, 3.2-4
Upya =I'R, =0, -0, 3.2-5
4& Uvu Um U\ L2
L 2 — = 3 — > 4 — ] |
—o— fo—=
RLVI RA RLV2

$j / \ +U\L1

(0
-
Weg entlang des Stromkreises
Bild 3.2-4: Potenzialverlauf im einfachen Stromkreis
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Uy, =Ry, =9, -0, 3.2-6

Mit der Bereitstellung einer Spannung Ug und dem im Stromkreis flieBenden Strom I, liefert
die Spannungsquelle eine Wirkleistung P, die in Watt [W = VA] gemessen wird. Bei der Be-
rechnung der Wirkleistung ist wieder genau auf die vorgegebenen oder festgelegten Zéhlpfeil-
richtungen fiir die Spannung und den Strom zu achten, da das Vorzeichen der berechneten
Leistung eine wesentliche Aussage enthilt.

Haben die Zihlpfeile fiir die Spannung und den Strom an einem Bauelement die gleiche Rich-
tung, so ergibt sich die Wirkleistung P zu:

P=U-I 3.2-7

Haben die Zihlpfeile fiir die Spannung und den Strom an einem Bauelement die entgegenge-
setzte Richtung, so ergibt sich die Wirkleistung P zu:

P=-U-I 3.2-8
Dies gilt auch fiir Spannungs- und Stromquellen (siehe Bild 3.2-5). Liefert das Ergebnis fiir

die Wirkleistung P einen positiven Wert, so handelt es sich um einen ,,Leistungsverbrauch®.
Dieser ,,Leistungsverbrauch* bedeutet bei einem ohmschen Widerstand die Umwandlung von

P

P=U-1  P=-Ul P= I, Iy

Bild 3.2-5: Berechnung der Wirkleistung bei unterschiedlichen Zahlpfeilsystemen

elektrischer Energie in Warme, wéhrend bei einer Strom- oder Spannungsquelle damit der
Ladevorgang charakterisiert wird.

Liefert das Ergebnis fiir die Wirkleistung P einen negativen Wert, so handelt es sich um eine
Bereitstellung von Wirkleistung. Die Bereitstellung von Wirkleistung ist dabei auf die Strom-
und Spannungsquellen begrenzt, da ein ohmscher Widerstand R nur elektrische Energie in
Wirme umwandeln kann.

P>0 = Wirmeumwandlung; Ladezustand 3.2-9
P<0 = Bereitstellung von Wirkleistung 3.2-10

Ohmsche Widersténde gibt es in verschiedenen Leistungsgruppen. Bei Anwendungen muss
die Leistungsangabe beachtet werden.
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Fragen- und Aufgabensammlung
Unter welcher Voraussetzung konnen die Leitungswiderstdnde in einem Stromkreis
vernachldssigt werden?
In welcher Form werden Leitungswiderstidnde im Allgemeinen in Stromkreisen beriick-
sichtigt?
Wie lautet die Gleichung fiir die Wirkleistung P, die in einem Widerstand R in Wérme

umgesetzt wird, wenn die Zahlpfeile am Widerstand fiir den Strom und fiir die Span-
nung entgegengesetzt gerichtet sind?

Was bedeutet ,,Leistungsverbrauch® in einem ohmschen Widerstand?

Kann das numerische Ergebnis fiir die Wirkleistung P, die in einem ohmschen Wider-
stand umgesetzt wird, negativ sein?

Was bedeutet bei einer Gleichstromquelle die Zuordnung einer positiven Wirkleistung?

Aufeabe 3.2.1-1:

Berechnen Sie fiir das nebenstehende Zahlpfeilsystem an einem

Widerstand R = 100€2, an dem die Spannung R | Iy
U
b) Ur=-10V ¢

liegt, den Strom Ig und die Wirkleistung Pg.
(Losung: Pr=1W fiir a) und b))

Aufgabe 3.2.1-2:

Berechnen Sie die Potenziale @;, ¢, und @4 nach Bild 3.2-4 fiir:

Uqg=20V; Rrvi=Rrv2=2Q; Ra=16Q; I=1A; ¢3=35V

(Losung: Q01 =17V; @2=37V; @4=19V)

Skript
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3.3 Die Kirchhoffschen Sitze

3.3.1 Verzweigte elektrische Netzwerke

Einfache Stromkreise nach Kapitel 3.2 treten
nur duflerst selten auf. Im Allgemeinen wird
man elektrische Netzwerke vorfinden, welche
mehrere Stromverzweigungen enthalten.

Bild 3.3.1-1 zeigt ein solches Netzwerk. Dabei
bildet der Punkt nach Bild 3.3.1-2 eine feste
mechanische und elektrische Verbindung, an
der sich der elektrische Strom verzweigen kann.
Die Verbindungspunkte werden als Knoten-
punkte bezeichnet. Uberkreuz verlaufende Li-
nien ohne Punkt nach Bild 3.3.1-3, weisen da-
gegen keine elektrische Verbindung auf. Bild 3.3.1-1: Verzweigtes elektrisches

Das elektrische Netzwerk nach Bild 3.3.1-1 Netzwerk
enthalt:

—1
L |

e Knotenpunkte
e Zweige
e Maschen

In einem Knotenpunkt verzweigt sich wie bereits beschrie-
Bild 3.3.1-2: Knotenpunkt  ben der elektrische Strom (siehe Bild 3.3.1-4).

Zweige sind die Verbindungen zwischen zwei Knoten-
punkten. In den Zweigen konnen passive Bauelemente
und Spannungsquellen liegen. Dagegen sind Verbin-
dungen, die eine Stromquelle enthalten, keine Zweige.
Dies ist besonders bei der Netzwerkanalyse zu beach-
ten, die am Ende dieses Kapitels betrachtet wird. Bei
Verbindungen, die keine Bauelemente enthalten, kon-

nen die beiden an den Enden der Verbindung liegen- Bild 3.3.1-3: Keine clektrische
den Knotenpunkte als ein Knotenpunkt betrachtet und T Verbindung
zusammenge-

fasst werden
(siehe Bild 3.3.1-5).

Maschen sind geschlossene Strukturen im elektri-
schen Netzwerk, die iiber einzelne Zweige laufen
aber auch Pfade {iber offene Klemmenpaare enthalten
diirfen (siehe Bild 3.3.1-6). Ebenfalls zu beachten ist,
dass Maschen zwar prinzipiell iber Stromquellen
laufen kénnen, diese Maschen aber bei der Netz-
werkanalyse nicht berticksichtigt werden diirfen.

Bild 3.3.1-4: Stromverzweigung
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¢t e

d)

Bild 3.3.1-5: Verbindungen zwischen zwei Knotenpunkten
a)und b) Zweige
c) kein Zweig
d) Knotenpunkte konnen zusammen gefalit werden

o )l o)

1
¢ L | ¢ ¢ [ }—o—

Bild 3.3.1-6: Maschen im elektrischen Netzwerk

3.3.2 Der erste Kirchhoffsche Satz (Knotenpunktregel)

Aus der Bedingung, dass alle Ladungstréger, die auf einen Knotenpunkt zuflieen, von die-
sem Knotenpunkt auch wieder abflieBen miissen, definiert sich der erste Satz von Kirchhoff,
die so genannte Knotenpunktregel.

Die Summe aller auf einen Knotenpunkt zuflieBenden Strome ist gleich der
Summe aller von diesem Knotenpunkt abflieBenden Strome.

S =0 3.3.2-1
i=1

Bei der Formulierung der Knotenpunktregel ist auf die
Zahlpfeile der Strome, die in Beziehung mit dem Knoten-
punkt stehen, zu achten. Dabei kann man willkiirlich fiir
jeden Knotenpunkt eines elektrischen Netzwerks entweder
die iiber das Zahlpfeilsystem auf einen Knotenpunkt zu-
flieBenden Strome positiv und die abflieBenden Strome
negativ oder die zuflieBenden Strome negativ und die ab- Bild 3.3.2-1: Knotenpunkt
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flieBenden Strome positiv definieren. Fiir den in Bild 3.3.2-1 dargestellten Knotenpunkt ergibt

sich somit entweder die Gleichung

-1 -1 . -1 ... +1 =0
oder

-1, +1, +1, ... +1I ... -1, =0

Als Knotenpunkt kénnen im iibertragenen Sinn
auch Teile eines elektrischen Netzwerks interpre-
tiert werden. Um den Teil dieses Netzwerks
muss man sich dann eine geschlossene Flache
vorstellen, so dass damit ein Volumen entsteht,
in welches Strome hinein- und hinausflieBen.
Bild 3.3.2-2 zeigt als Beispiel solch einen Teil
eines Netzwerks.

3.33 Der zweite Kirchhoffsche Satz
(Maschenregel)

3.3.2-2

3.3.2-3

Bild 3.3.2-2: Volumenknoten

Der zweite Kirchhoffsche Satz formuliert die Bedingung fiir die Summe der elektrischen
Spannungen innerhalb einer geschlossenen Masche.

ist gleich Null.

Die Summe der Spannungen bei einem vollstiindigen Umlauf in einer Masche

Bild 3.3.3-1 zeigt ein verzweigtes Netzwerk, fiir dass sich sechs unterschiedliche geschlosse-
ne Maschen definieren lassen. Dabei ist der Drehsinn eines Maschenumlaufs mathematisch
positiv (gegen die Uhrzeigerrichtung) oder mathematisch negativ (mit der Uhrzeigerrichtung)
sowie dessen Start-End-Punkt frei wahlbar. Die Gleichungen 3.3.3-1 bis 3.3.3-6 formulieren

R, R, R,
1 1
—» L1 * - — /]\4> :_O
IR' TT IR° I >
2 1 —) Ugs

Q0

T A WA
Igs v Y IF
UR(, I \A !
+— Iy \ \
1
1 I 4 4 O
R,

Bild 3.3.3-1: Beispielnetzwerk
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die im Bild 3.3.3-1 eingezeichneten Maschen. Lauft man beim Maschenumlauf mit der Rich-
tung eines Zihlpfeils fiir die Spannung, so wird diese Spannung mit einem positiven Vorzei-
chen versehen. Lauft man beim Maschenumlauf gegen die Richtung eines Zahlpfeils fiir die

Spannung, so wird diese Spannung mit einem negativen Vorzeichen versehen.

Masche I: —Ug +Ug, +Ug, + Uy =0

Masche II: —Up, +Upy +Ugps = Uy, =0

Masche lll: =~ U+ Ug;—Ug,, + Uy, =0

Masche IV: —Ug + Uy +Ug, + Uy, —Ugp s+ U =0
Masche Vi —U-Ug, =U,, +U;, =0

Masche VI U, —Up, —U—-Uy; —Ug, —Ug, =0

3.3.3-1
3.3.3-2
3.3.3-3
3.3.3-4
3.3.3-5

3.3.3-6

Mit Hilfe des Ohmschen Gesetzes lassen sich die Spannungen an den Widerstdnden durch die
Strome ausdriicken. Dabei miissen die Zéahlpfeilsysteme der einzelnen Widerstdnde beachtet

werden. Die Formeln 3.3.3-1 bis 3.3.3-6 gehen dann in die folgenden Ausdriicke tiber:

Masche I: —Ug +1; Ry +1;, Ry =Ry =0
Masche I~ 1, R, +1;, R, —I;s-Ry-U,, =0

Masche lIl: = U-1;,-Ry—Ug,, +1;;-R; =0

3.3.3-7
3.3.3-8

3.3.3-9

Masche IV: = Uy, +14 R, =Ty, R, +Ug, + 15 ‘R — I R =0 3.3.3-10

Masche Vi —U-1I4,-R; +1;, R, +1;,-R, =0

Masche VI: U, +1gs Ry =U—Tg Ry +1, 'R, =I5, R, =0

3.3.3-11
3.3.3-12

Maschengleichungen werden unter anderem bei der Netzwerkanalyse benétigt, die am Ende

dieses Kapitels besprochen wird.

3.34 Fragen- und Aufgabensammlung

1)  Was sind Knotenpunkte in einem elektrischen Netzwerk?

2)  Was sind Zweige in einem elektrischen Netzwerk?

3)  Was versteht man unter Maschen in einem elektrischen Netzwerk?
4)  Konnen Maschen auch iiber offene Klemmenpaare gefiihrt werden?
5)  Wie lautet die Knotenpunktregel allgemein?

6)  Wie lautet die Maschenregel allgemein?

7)  Die Verbindung zweier Knotenpunkte l4uft iiber eine Stromquelle. Handelt es sich bei

der Verbindung um einen Zweig?
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8)  Eine Verbindung zweier Knotenpunkte enthédlt keine Bauelemente. Wie kann man die
beiden Knotenpunkte deuten?

Aufgabe 3.3.4-1:

Gegeben ist das nebenste-
hende Netzwerk mit den

folgenden Werten:
UQ1 =20V
UQz =40V
IQ3 =400mA
IQ4 = 800mA
R] =100Q U()]l <:
R2 =150Q
R; =250Q
R4 =300Q2
R5 =50Q

Bekannt ist ferner der
Strom Ig; = 275,3mA.

Berechnen Sie simtliche Strome und Spannungen des Netzwerks. Uberpriifen Sie Thr Ergeb-
nis mit Hilfe der Leistungsbilanz des Netzwerks.

(Losung: Uri1 =27,53V; Ir1 = 275mA; Uy = -22,80V; Iz, = -152mA; Ugrs = -7,53V;
IR3 = 301’11A, UR4 = -17,20V; IR4 = -57mA; UR5 = -24,73V; IR5 = 495mA)

Aufeabe 3.3.4-2:

Gegeben ist das nebenstehende Netz-
werk mit den folgenden Werten:

R =11Q

R, =10Q

R3;=20Q

R4 =15Q

U, =3V

UQ1 =-11V

UQ2 =18V

L=-1,5A

I4 = O,SA
Berechnen Sie den Strom I;.
(Lésung: I3=1,54A)
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Aufgabe 3.3.4-3:

Gegeben ist das nebenstehende Netzwerk mit den
folgenden Werten:

RV =5Q
UQ1 =10V
UQ2 =20V

Berechnen Sie die im Verbraucherwiderstand Ry
umgesetzte Leistung. Welche Leistung wird von
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R,
—

| I

U()]l

den einzelnen Spannungsquellen aufgebracht bzw. aufgenommen?

(Losung: Pryv = 20W; Pg; = 20W; Pg, = -40W)

Aufeabe 3.3.4-4:

Gegeben ist das nebenstehende Netzwerk mit den folgenden Werten:

Gyv=0,1S
IQ1 =2A
IQz = O,SA

Berechnen Sie die im Verbraucherleitwert Gy um-
gesetzte Leistung. Welche Leistung wird von den
einzelnen Stromquellen aufgebracht bzw. aufge-
nommen?

(Losung: Pov =22,5W; Pq; = -30W;
PQ2 = 7,5W)

-3-15/58-
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34 Zusammenschaltungen mehrerer Widerstinde

In elektrischen Netzwerken befindet sich mitunter eine Vielzahl von Widerstidnden. Um diese
Netzwerke analysieren zu konnen, ist es mitunter notwendig, mehrere Widerstinde zu einem
Gesamtwiderstand R,.s zusammenzufassen. Dabei treten Serienschaltungen und Parallelschal-
tungen von Widerstidnden auf.

34.1 Die Serienschaltung

Betrachtet wird die Serienschaltung von n Widerstdnden nach Bild 3.4.1-1. Nach der Kirch-
hoffschen Maschenregel ergibt sich fiir die Schaltung:

U + U+t U 44U, ==U  +D U, = 3.4.1-1
i=l
Nach der Auflosung der Gleichung R, R, R,
3.4.1-1 nach Uy folgt: —— F--
N UI UI Un
UW:EQ 3.4.1-2 Q$

Ersetzt man in der Gleichung 3.4.1-2 die
Einzelspannungen U; nach dem Ohm-
schen Gesetz durch I -R;, so ergibt

- h Bild 3.4.1-1: Widerstinde in Serienschaltung
sic

n

Uy =D L

ges
i=1

3.4.1-3

S ges ?

'Ri = Igeszn:Ri = Iges R
i=l1

womit sich durch Koeffizientenvergleich der Gesamtwiderstand einer Serienschaltung von
Widerstédnden zu

szi& 3.4.1-4
i=1

berechnet.

Bei der Serienschaltung (Reihenschaltung) von Widerstinden addieren sich
die einzelnen Widerstinde zum Gesamtwiderstand.

3.4.2 Die Parallelschaltung

Betrachtet wird die Parallelschaltung von n Widerstinden nach Bild 3.4.2-1. Nach der Kirch-
hoffschen Knotenpunktregel ergibt sich fiir die Schaltung:
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ges

S PRES PR PRSI IS BRI AE () 3.4.2-1
i=1
Nach der Auflosung der Gleichung 3.4.2-1 nach I folgt:
Iges = lel 342-2

Ersetzt man in der Gleichung 3.4.2-2 die Einzelstrome [; nach dem ohmschen Gesetz durch
U,../R; so ergibt sich

n U noo] U
I =Y ==-U — = 34.2-3
ges ; Ri ges;Ri R

ges

womit sich durch Koeffizientenvergleich der Gesamtwiderstand einer Parallelschaltung von
Widerstédnden zu

R, =— ! 1 3.4.2-4
z — Iges
i:IRi ot — — — — — — — —
berechnet. l I lli lln
Bei der Parallelschaltung von Widerstinden U
bietet es sich unter Umstédnden an, nicht mit R, |:| R, I:I R, |:|
deren Widerstandswerten sondern mit deren
Leitwerten zu arbeiten. Aus der Gleichung v
3.4.2-3 wird dann wegen O— & — — — - — — — —
G, = 1 3.4.2-5 Bild 3.4.2-1: Widersténde in Parallel-
R; schaltung
die Gleichung
Lo =2 Ug -G =U,>G =U, G,,. 3.4.2-6
i=1 i=1

Der Gesamtleitwert errechnet sich dann {iber die Gleichung:

G = Zn:Gi 3.4.2-7
i=1

Bei der Parallelschaltung von Widerstinden addieren sich deren Leitwerte
zum Gesamtleitwert.

An dieser Stelle soll noch fiir den Spezialfall zweier parallel geschalteter Widerstinde R; und
R, die Berechnungsformel angegeben werden, die sich durch Umformung aus der Gleichung
3.4.2-4 ergibt:
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= RiRy 3.4.2-8
¥ R, +R,
343 Gesamtwiderstand umfangreicher Widerstandsnetzwerke

Um den Gesamtwider-
stand eines Widerstands- Ebene 2
netzwerks zu ermitteln, Q-
muss zunéchst die Ebene
festgelegt sein, fiir die die
Berechnung erfolgen soll.
Bild 3.4.3-1 zeigt ein Bei-

o o]

spiel fiir ein Widerstands- i !
netzwerk, in das 3 ver- Ebene 1 |:| R, R, i Ebene 3

o o

schiedene Ebenen einge-
zeichnet sind. Geht man
davon aus, dass bei der
B‘etrachtung einer Ebene Bild 3.4.3-1:
die Klemmen der anderen

beiden Ebenen jeweils

unbeschaltet sind, so ergeben sich die einzelnen Gesamtwiderstinde durch:

Beispiel fiir ein Widerstandsnetzwerk

R,-(R,+R
Ebene 1 R, =R, /MR, +R;)= RR,+Ry) 3.4.3-1
R, +R,+R;
R, (R, +R
Ebene 2 R, =R, /IR, +R3):2(—13) 3.4.3-2
R, +R, +R,
R, (R, +R
Ebene 3 R_,=R,+[R,//(R,+R,)]=R, RORAR) 5430
¢ R, +R, +R,

Die symbolische Schreibweise ,, // 7 steht hierbei fiir die Parallelschaltung. Wie das Beispiel
zeigt, bauen sich Widerstandsnetzwerke durch Serien- und Parallelschaltungen einzelner
Gruppen von Widerstdnden auf, aus denen sich durch Zusammenfassungen der
Gesamtwiderstand berechnet.

344 Die Stern-Dreieck-Transformation

Mitunter kommt es vor, dass sich der Gesamtwiderstand eines Widerstandsnetzwerks nicht
direkt iiber die Serien- oder Parallelschaltung von Widerstidnden ermitteln 14sst. Ein Beispiel
hierfiir zeigt das Netzwerk nach Bild 3.4.4-1, fiir das die bisher betrachteten Berechnungsar-
ten versagen. In dem Fall hilft nur eine dquivalente Umformung eines Teils des Netzwerks
nach der so genannten Stern-Dreieck-Transformation. Die dquivalente Umformung bezieht
sich dabei auf drei Schaltungspunkte a, b und c, wie sie im Bild 3.4.4-2 dargestellt sind. Dabei
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ist zu beachten, dass nach der Transformation die o .

inneren Spannungs- und Stromaufteilungen nicht

mehr mit den urspriinglichen Aufteilungen tiber-

einstimmen. Demgegeniiber bleibt die Wirkung R, R,
des transformierten Teils des Netzwerks beziiglich
der Klemmen a, b und ¢ nach auflen hin identisch. R,

Mit Hilfe der folgenden Gleichungen, die die Wi- Reo = L]

derstidnde zwischen den einzelnen Klemmen in der
Sternschaltung und in der Dreieckschaltung nach |:| R
Bild 3.4.4-2 angeben, lassen sich die Umrechnun- \
gen von der Sternschaltung in die Dreieckschal-
tung nach den Formeln 3.4.4-4 bis 3.4.4-6 und von
der Dreieckschaltung in die Sternschaltung nach
den Formeln 3.4.4-7 bis 3.4.4-9 ermitteln. Bild 3.4.4-1: Problematisches
Widerstandsnetzwerk

o, L

Berechnung des Widerstands zwischen den
Klemmen a und b:

Rab '(Rac +Rbc)
Rab +Rac +Rbc

R, +R, = 3.4.4-1

Berechnung des Widerstands zwischen den Klemmen b und c:

Rbc .(Rab +Rac)
Rab +Rac +Rbc

3.4.4-2

R,+R, =

Berechnung des Widerstands zwischen den Klemmen a und c:

R, +R, =S Ra #Ry) 3443
Rab +Rac + Rbc

b
Bild 3.4.4-2: Sternschaltung und Dreieckschaltung
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Berechnung der Widersténde der Dreieckschaltung aus denen der Sternschaltung:

R, -R
R, =R, +R, +—=—° 3.4.4-4
RC
R, -R
Ry =R, +R +—— 3.4.4-5
R,-R
R,.=R,+R +——-= 3.4.4-6
b
Berechnung der Widersténde der Sternschaltung aus denen der Dreieckschaltung:
R, R
.= ab e 3.4.4-7
Rab + Rac + Rbc
R, R
R, = b~ be 3.44-8
Rab + Rac + Rbc
R, -R
2 be 3.4.4-9

¢ =
Rab +Rac +Rbc

Die Methode der Stern-Dreieck-Transformation wird noch in dem spiteren Kapitel ,,Dreipha-
senwechselstrom® eine grofle Rolle spielen.

3.4.5 Kennlinien der Widerstinde —

In der Elektrotechnik wird das Verhalten von Bauelementen
oft iber die Strom-Spannungs-Charakteristik beschrieben.

Dabei handelt es sich um eine zweidimensionale grafische U R
Darstellung, die den Verlauf des Stroms I iiber der Spannung

U als Kennlinie aufzeigt. Da es sich bei Ohmschen Wider- \/

stinden um lineare Bauelemente handelt, wird die Kennlinie o

eine Gerade sein, fiir deren Verlauf die Kenntnis zweier
Punkte ausreicht. Damit ldsst sich die allgemeine Beziehung
fiir die Gerade

y=f(x)=m-x+b 3.4.5-1

Bild 3.4.5-1: Widerstand

mit der Steigung m und dem Abschnitt b auf der y-Achse in die Form
I=f(U)=C,-U+C, 3.4.5-2
umschreiben. Die beiden Koeffizienten C; und C, lassen sich iiber das Ohmsche Gesetz nach

Bild 3.4.5-1 leicht durch Koeffizientenvergleich ermitteln:

1:%:01-U+c2 3453
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mit C, =0 und C, :%

Damit folgt fiir die Kennlinie eines Ohmschen Widerstands eine Gerade, die mit dem Stei-
gungswinkel

B= arctanl 3.4.5-4
R

durch den Nullpunkt des Strom-Spannungs-Achsensystems verlduft. Der nach Gleichung
3.4.5-4 angegebene Winkel B bezieht sich dabei auf Achsen, die im gleichen Mafstab, also

zum Beispiel A/cm und V/cm oder mA/cm und mV/cm usw. dargestellt sind. Oft ist aber eine
sinnvolle Darstellung nur durch unterschiedliche MalBstidbe zu erzielen. Wahlt man

my als MaB3stabsfaktor fir die Stromachse und
my als MaBstabsfaktor fiir die Spannungsachse,

so geht die Gleichung 3.4.5-4 in die Formel

B= arctan(l : ﬁj 3.4.5-5
R m,

tiber. Dass die Einfiihrung sinnvoller MaB3stdbe notwendig ist, soll das Beispiel eines Wider-
stands R = 1MQ zeigen. Ohne Einfiihrung unterschiedlicher Maf3stabsfaktoren ergibt sich ein
Steigungswinkel f=57-10"° deg,

der in der Strom-Spannungs- I[A]A
Charakteristik nicht mehr darstellbar 2. Punkt R
i1st. Wahlt man demgegeniiber fiir die
Achsendarstellungen den Strom in <
mA und die Spannung in kV, so er- ’f R }
geben sich die MaBstabsfaktoren zu |
my= 107 und my = 103, womit sich i
dann der Winkel B zu 45° ergibt. L 7777777777777777 i

Im Allgemeinen wird man nicht die i
Steigung fiir die grafische Darstel- p |

lung berechnen. Effizienter ist die ‘ ! ‘ >
Ermittlung der Geraden durch die Ol.\Punkt AU T U, ULV]
Berechnung des zweiten Punktes
nach dem Ohmschen Gesetz, wobei
der erste Punkt wie bereits erwahnt
der Nullpunkt des Achsensystems ist.

Bild 3.4.5-2: Kennlinie eines Widerstands

Eine weitere Moglichkeit fiir die Darstellung der Kennlinie ergibt sich iiber die Definition des
Widerstands iiber

rR=2U 3.4.5-6
Al
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womit man unter Verwendung einer beliebigen Vorgabe fiir AU oder fiir Al die Steigung der
Geraden grafisch darstellen kann.

3.4.6 Widerstand als linearer passiver Zweipol
Als Zweipol bezeichnet man Schaltungen, die nach au3en hin I
als Interface nur zwei Klemmen aufweisen, wie dies im Bild :
3.4.6-1 mit einen Verbraucher-Zahlpfeilsystem dargestellt _
wurde. Die Zweipole teilen sich in 4 verschiedene Gruppen: ,%
(]
e Passive lineare Zweipole Ng
e Passive nicht-lineare Zweipole Y
o——
e Aktive lineare Zweipole
e Aktive nicht-lineare Zweipole Bild 3.4.6-1: Zweipol

Passive Zweipole weisen, wenn man sie isoliert betrachtet, an

thren Klemmen keine Spannung auf. Daraus ergibt sich, dass sich im Inneren des passiven
Zweipols keine Quellen befinden. Passive lineare Zweipole sind in der Gleichstromtechnik
entweder einzelne Ohmsche Widerstinde oder Widerstandsnetzwerke, die an den Klemmen
das Verhalten ihres Gesamtwiderstands aufweisen. Ihre Strom-Spannungs-Charakteristik ent-
spricht demnach der eines Ohmschen Widerstands. Bei nicht-linearen passiven Zweipolen
verlduft die Kennlinie zwar ebenfalls durch den Nullpunkt des Strom-Spannungs-
Achsensystems, weist dann allerdings keine Linearitdt zwischen Strom und Spannung auf.
Bild 3.4.6-2 zeigt Beispiele fiir die Kennlinien eines passiven linearen Zweipols und eines
passiven nicht-linearen Zweipols.

14 14 nicht-linearer passiver Zweipol

linearer passiver Zweipol

> >
0 U 0 U
Bild 3.4.6-2: Kennlinien von passiven linearen und nicht-linearen Zweipolen
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3.4.7 Fragen- und Aufgabensammlung

1)  Beweisen Sie, dass sich bei der Serienschaltung von Widerstdnden der Gesamtwider-
stand aus der Summe der Einzelwiderstinde ergibt.

2)  Beweisen Sie, dass sich bei der Parallelschaltung von Widerstinden der Gesamtleitwert
aus der Summe der Einzelleitwerte ergibt.

3)  Geben Sie die Formel des Gesamtwiderstands zweier parallel geschalteter Widerstidnde
Rjund R, an.

4)  Worauf ist bei der Anwendung der Stern-Dreieck-Transformation nach der Transforma-
tion zu achten?

5)  In welcher Charakteristik kann das Verhalten von Bauelementen grafisch dargestellt
werden?

6)  Durch welchen Punkt in der Strom-Spannungs-Charakteristik verlaufen alle Kennlinien
von passiven Zweipolen?

Aufgabe 3.4.7-1: R, R,

1

R, R, R,

Bestimmen Sie den Gesamtwiderstand des O—
nebenstehenden Netzwerks. Die Werte der
Widerstdande sind wie folgt gegeben:

R;=10Q R,.
R, =20Q
R; =30Q
R4 =40Q
(Losung: Rges = 35,23Q)

Aufgabe 3.4.7-2:

Gegeben ist die nebenstehende Schaltung mit
den Werten:

UQ =20V

R, =15Q

Rz = 8Q

R3 =10Q

R4 =20Q

R5 =7Q

Berechnen Sie den Gesamtstrom Io.s der Schal-
tung.

(Losung: Loes = 1,91A)
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a

I
3.5 Reale Spannungs- und Stromquellen —

3.5.1 Quellen und Innenwiderstiande

Im Abschnitt 3.1 wurden ideale Spannungs- und UQL (:) U, |:| R,
Stromquellen betrachtet. Diese idealen Bauelemente

kommen in der Realitdt nicht vor. Eine ideale Span-

nungsquelle miisste nach Bild 3.5.1-1 unabhingig von O

ihrer Belastung mit einem Abschlusswiderstand R,
immer die konstante Quellenspannung Uq an ihren
Klemmen aufrecht erhalten. Im Extremfall R, = 0Q

(der Ausgang wird kurzgeschlossen) wiirde sich ein
unendlicher Strom I, einstellen, der zur Folge hétte, dass die Quelle wegen

I, =—o0 3.5.1-1

Bild 3.5.1-1: Ideale Spannungs-
quelle

eine unendliche Leistung liefern miisste.

Bei einer idealen Stromquelle ist der Fall R, = o (der Ausgang wird im Leerlauf betrieben)
kritisch, da hier die Spannung U, nach Bild 3.5.1-2 unendlich wiirde, womit auch hier nach

Py =-U, I, = —oo 3.5.1-2

die Quelle eine unendliche Leistung aufbringen miisste.

Beide Fille sind technisch nicht méglich. Deshalb be- ]

J

sitzen reale Spannungs- und Stromquellen inhdrente I =
Innenwidersténde, die das Auftreten dieser Extremfille ‘N
ausschlieBen.

3.5.1.1 Die reale Spannungsquelle

Eine reale Spannungsquelle wird in ihrem elektrotech- Bild 3.5.1-2: Ideale Strom-
nischen Ersatzschaltbild mit der Quelle Ug und dem quelle
damit in Reihe liegenden Innenwiderstand Rjq nach

UR«)T R]Q
U,=U; i [,=1
ui
\)
Bild 3.5.1.1-1: Reale Spannungsquelle im Leerlauf und im Kurzschluss
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Bild 3.5.1.1-1 dargestellt. Befindet sich diese Spannungsquelle im Leerlauf, so wird sich we-
gen

I,=1I =0 3.5.1.1-1

als die maximale Ausgangsspannung, die Leerlaufspannung
U,=U_=U, 3.5.1.1-2
an den Klemmen einstellen.

Schlie3t man die reale Spannungsquelle nach Bild 3.5.1.1-1 an den Ausgangsklemmen kurz,
so stellt sich als der maximale Ausgangsstrom, der Kurzschlussstrom

U, U
[ = =—2=_"% 3.5.1.1-3
R, Ry
ein, wobei die Ausgangsspannung den Wert
U,=U,=0 3.5.1.1-4

annimmt. Die von der realen Spannungsquelle aufgebrachten Leistungen nehmen fiir die bei-
den Extremfille somit den Wert

Py =—Uqy 1, =0 3.5.1.1-5

im Leerlauffall und den endlichen Wert

U2
— _ Q
Poy =-Uq - I = R 3.5.1.1-6 I
iQ " — 2
im Kurzschlussfall an.
Belastet man die reale Spannungsquelle mit dem Ab- UR|QT Ry
schlusswiderstand R, nach Bild 3.5.1.1-2, so ergeben U, |:| R,
sich Ausgangsstrom und Ausgangsspannung zu: U l
Q
U
I =—1— 3.5.1.1-7 v
R, +R, O
R Bild 3.5.1.1-2: Belastete Span-
U =1 R =U,-—*—351.1-8 nungsquelle

* PR’ ¢ R, +R,

3.5.1.2 Die reale Stromquelle

Eine reale Stromquelle wird in ihrem elektrotechnischen Ersatzschaltbild mit der Quelle I
und dem damit parallel liegenden Innenleitwert Giq nach Bild 3.5.1.2-1 dargestellt. Befindet
sich diese Stromquelle im Leerlauf, so wird sich wegen

I,=1=0 3.5.1.2-1
als die maximale Ausgangsspannung die Leerlaufspannung
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U,=U, =—2% 3.5.1.2-2

an den Klemmen einstellen.

Ia - II_
—>
o) o
/L IGiQ /L I(;i()l
IOT _ U, =U, IQT _ U, = Uy i [ =1y
\f G, \r Gy
O ® O
Bild 3.5.1.2-1: Reale Stromquelle im Leerlauf und im Kurzschluss

SchlieBt man die reale Stromquelle nach Bild 3.5.1.2-1 an den Ausgangsklemmen kurz, so
stellt sich als der maximale Ausgangsstrom der Kurzschlussstrom

I, =l =1, 3.5.1.2-3
ein, wobei die Ausgangsspannung den Wert
U,=U, =0 3.5.1.2-4

annimmt. Die von der realen Stromquelle aufgebrachten Leistungen nehmen fiir die beiden
Extremfille somit den endlichen Wert

Py, =-U, I, = —G—‘; 3.5.1.2-5
im Leerlauffall und den Wert
[
Py =-Uyg -1, =0 3.5.1.2-6 —
G

Abschlussleitwert G, nach Bild 3.5.1.2-2, so
ergeben sich Ausgangsspannung und Aus-
gangsstrom zu:

im Kurzschlussfall an. )\ IGin
Belastet man die reale Stromquelle mit dem I T — U
Q -_— a
\‘/ Gy

[ I i .
U,=— = Q 35107 Bild 3.5.1.2-2: Belastete Stromquelle
G, Gy +G,
I,=U,-G, :IQ-L 3.5.1.2-8
Gy, +G,
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3.5.2 Kennlinien der Spannungs- und Stromquellen

Reale Spannungs- und Stromquellen sind lineare Bauelemente. Beide Quellen zeigen dem-
nach an den Ausgangsklemmen ein lineares Verhalten zwischen Strom und Spannung. Dies
muss sich wie bei den Ohmschen Widerstdnden durch eine Gerade in der Strom-Spannungs-
Charakteristik ausdriicken.

3.5.2.1 Kennlinie der Spannungsquelle

Fiir die Kennlinie der linearen Spannungsquelle gilt formal wieder die Geradengleichung
I=I(U)=C,-U+C, 3.5.2.1-1

mit der Steigung C; und dem Abschnitt C, auf der Stromachse. Betrachtet man den Kurz-
schlussfall

I, =C, U, +C,, 3.5.2.1-2

so folgt wegen Uy = 0 fiir C;:
C,=1, =—2% 3.5.2.1-3

Der Leerlauftfall mit I = 0 liefert dann nach elementarer Umformung die Bestimmungsglei-
chung fiir C;:

C =—2=——K 3.5.2.1-4

Die Geradengleichung der Spannungsquelle ergibt sich somit zu

1 U,
[=———U+—. 3.5.2.1-5
Ry Riq
Aus Formel 3.5.2.1-4 lésst sich der
Steigungswinkel o der Geraden
wie folgt ermitteln:

IK
ol = {4+ arctan| ————
UL

3.5.2.1-6

Bild 3.5.2.1-1 zeigt die Strom-
Spannungs-Charakteristik der rea-
len linearen Spannungsquelle. In
dem Bild ist zum Vergleich auch
die theoretische Kurve der idealen
linearen Spannungsquelle gestri-
chelt eingezeichnet.

Bild 3.5.2.1-1: Kennlinie einer Spannungsquelle
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Am einfachsten ergibt sich die Gerade aus den zwei Punkten Kurzschlussstrom Ix und Leer-
laufspannung Uy. Diese Punkte lieen sich auch durch Messungen ermitteln, wenn der innere
Aufbau der Spannungsquelle nicht bekannt ist. Dabei kann es aber im Fall eines extrem nied-
rigen Innenwiderstands zu erheblichen Problemen bei der Messung des Kurzschlussstroms
kommen. Als Beispiel sei hier die Autobatterie genannt, die im Fall des Kurzschlusses mehre-
re 100A als Kurzschlussstrom aufbringen kann. In dem Fall empfiehlt es sich, die bendtigten
Punkte zur Konstruktion der Kennlinie durch Variation des Abschlusswiderstands und die
daraus folgenden Anderungen AU der Spannung und Al des Stroms zu ermitteln.

3.5.2.2 Kennlinie der Stromquelle

Fiir die Kennlinie der linearen Stromquelle gilt formal auch wie bei der Spannungsquelle die
Geradengleichung nach Gleichung 3.5.2.1-1. Betrachtet man den Kurzschlussfall

I, =C,-U, +C,, 3.5.2.2-1
so folgt wegen Uk = 0 fiir Cy:
C, =1 =1, 3.52.2-2

Der Leerlauftfall mit I = 0 liefert dann nach elementarer Umformung die Bestimmungsglei-
chung fiir C;:

C I
C, =-——2=-—X=-G, 3.5.2.2-3
UL UL
Die Geradengleichung der Stromquelle ergibt sich somit zu
[=-G,, - U+lI,. 3.5.2.2-4

Aus Formel 3.5.2.2-3 lésst sich
der Steigungswinkel o der Gera-
den analog zur Spannungsquelle
nach Gleichung 3.5.2.1-5 ermit-
teln. Bild 3.5.2.2-1 zeigt die
Strom-Spannungs-Charakteristik
der realen linearen Stromquelle. In
dem Bild ist zum Vergleich auch
die theoretische Kurve der idealen
linearen Stromquelle gestrichelt

: : 2. Punkt
eingezeichnet.
Am eipfachst.en ergibt sich auch 0 J [V]
hier wieder die Gerade aus den
zwei Punkten Kurzschlussstrom Iy~ Bild 3.5.2.2-1: Kennlinie einer Stromquelle
und Leerlaufspannung Uj..
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353 Vergleich der beiden Quellen

Auf Grund der Tatsache, dass die reale Spannungsquelle und die reale Stromquelle die glei-
che Strom-Spannungs-Charakteristik aufweisen und tiber den Kurzschlussstrom sowie iiber
die Leerlaufspannung ihre Kennlinien definieren, miissen sich beide Quellen beziiglich ihrer
Wirkungen an den Klemmen ineinander umrechnen lassen. Betrachtet man den Kurzschluss-
strom und die Leerlaufspannung beider Quellen, so ergibt sich wegen

Spannungsquelle = —=1I =1, <« Stromquelle 3.5.3-1
iQ
und
Iy
Spannungsquelle = U,=U =—— <« Stromquelle 3.5.3-2
iQ
die Moglichkeit der

Umrechnung der
inneren Spannungs-
quelle in die innere
Stromquelle sowie
die Gleichsetzung
des Innenwider-
stands der Span-
nungsquelle mit
dem Innenwider-
stand bzw. dem

Innenleitwert der Bild 3.5.3-1: Vergleich der Spannungsquelle mit der Stromquelle
Stromquelle:
1
Spannungsquelle = R,, =—— <« Stromquelle 3.5.3-3
iQ

Beide Quellen lassen sich also leicht ineinander umrechnen. Die Spannungsquelle kann be-
zliglich der Wirkung an den Klemmen in eine identische Stromquelle und die Stromquelle in
eine identische Spannungsquelle umgerechnet werden. Dabei ist allerdings zu beachten, dass
die inneren Verhéltnisse sich bei diesen Umrechnungen ver-

andern. Dies betrifft insbesondere die inneren Leistungsum- I
setzungen der Quellen, die flir Strom- und Spannungsquellen O———
unterschiedlich sind.
S
S
v =
3.5.4 Spannungs- und Stromquellen als lineare N
aktive Zweipole \
o

Da Spannungs- und Stromquellen nach auen hin als Inter-

face nur 2 Klemmen besitzen, lassen auch sie sich als Zwei- Bild 3.5.4-1- Zweipol
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pole deuten. Bild 3.5.4-1 zeigt einen Zweipol mit einem Generator-Zahlpfeilsystem.

Da diese Zweipole lineare Quellen enthalten, handelt es sich hier um aktive lineare Zweipole,
deren Kennlinien immer durch eine Gerade charakterisiert werden. Aktive nicht-lineare
Zweipole weisen dagegen keine Gerade in der Strom-Spannungs-Charakteristik auf. Bild
3.5.4-2 zeigt Beispiele fiir die Kennlinien eines aktiven linearen Zweipols und eines aktiven
nicht-linearen Zweipols.

1A T4

aktiver nicht-linearer Zweipol

aktiver linearer Zweipol

0 U 0 U
Bild 3.5.4-2: Kennlinien von aktiven linearen und nicht-linearen Zweipolen
3.5.5 Der Arbeitspunkt der belasteten Quelle
Wie bereits in den Abschnitten 3.5.1.1 und 3.5.1.2 hergeleitet wurde, ergeben sich der Aus-
gangsstrom und die Ausgangsspannung einer mit R, belasteten Spannungsquelle zu
Rig *R, 3.5.5-1
R
U,=1,-R, =10, R iR aR
o T Ra 3.5.5-2
und einer mit G, belasteten Stromquelle zu
I I
%.=6 ~G.+0
» Yo TH, 3.5.5-3
G
I =U,G, =1, ——— 3.5.5-4

Tt 2 GG,

I, und U, bezeichnet man allgemein als den Arbeitspunktstrom bzw. die Arbeitspunktspan-
nung, wobei hier auch der Index A verwendet werden kann. I, = I, und U, = U, legen den so
genannten Arbeitspunkt A der Schaltung fest:
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Arbeitspunkt = f(I,; U, ) 3.5.5-5

Neben der analytischen und numerischen Berechnung des Arbeitspunktes l4sst sich der Ar-
beitspunkt auch grafisch ermitteln. Hierzu miissen nur die beiden Kennlinien der Quelle und
des Abschlusswiderstands in die Strom-Spannungs-Charakteristik eingezeichnet werden, wie
dies im Bild 3.5.5-1 gezeigt ist. Der Schnittpunkt beider Kurven liefert dann den Arbeitspunkt
A, woraus sich die Achsenab-

schnitte I, und U, ergeben. [TA]4

Die grafische Methode ist immer Ll Quelle
dann eine einfache Methode, “

wenn es sich bei der Belastung
und/oder bei der Quelle um eine /
nicht-lineare Kennlinie handelt.
Hierdurch lassen sich im Fall von I,
transzendenten Gleichungen auf-
windige numerische Verfahren
vermeiden. Gleiches gilt auch,

Abschlusswiderstand

falls fiir die Belastung und/oder 0 >
die Quelle nur die Kennlinie und U, U, U[V]
nicht deren Gleichung bekanntist.  Bild 3.5.5-1: Arbeitspunkt einer belasteten Quelle
3.5.6 Fragen- und Aufgabensammlung

1)  Fiir welchen Fall, Kurzschluss oder Leerlauf, tritt bei der idealen Spannungsquelle ein
Problem auf und wie stellt sich dieses Problem dar?

2)  Fiir welchen Fall, Kurzschluss oder Leerlauf, tritt bei der idealen Stromquelle ein Prob-
lem auf und wie stellt sich dieses Problem dar?

3)  Was ist mit jeder realen Spannungs- und Stromquelle inhdrent verbunden?

4)  Zeichnen Sie das Schaltbild einer realen Spannungsquelle und leiten Sie hieraus die
Beziehungen fiir den Kurzschlussstrom und die Leerlaufspannung ab.

5)  Zeichnen Sie das Schaltbild einer realen Stromquelle und leiten Sie hieraus die Bezie-
hungen fiir den Kurzschlussstrom und die Leerlaufspannung ab.

6)  Zeichnen Sie das Schaltbild einer realen Spannungsquelle und leiten Sie hieraus die
Beziehungen fiir die inneren Leistungsumsetzungen im Leerlauf- und im Kurzschluss-
fall ab.

7)  Zeichnen Sie das Schaltbild einer realen Stromquelle und leiten Sie hieraus die Bezie-
hungen fiir die inneren Leistungsumsetzungen im Leerlauf- und im Kurzschlussfall ab.

8)  Zeichnen Sie das Schaltbild einer realen Spannungsquelle, die mit dem Abschlusswi-
derstand R, belastet wird, und leiten Sie hieraus die Beziehungen fiir den Ausgangs-
strom I, und die Ausgangsspannung U, ab.

9)  Zeichnen Sie das Schaltbild einer realen Stromquelle, die mit dem Abschlusswiderstand
R, belastet wird, und leiten Sie hieraus die Beziehungen fiir den Ausgangsstrom I, und
die Ausgangsspannung U, ab.
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10) Zeichnen Sie die Kennlinien der realen und der idealen Spannungsquelle in der Strom-
Spannungs-Charakteristik.

11) Zeichnen Sie die Kennlinien der realen und der idealen Stromquelle in der Strom-
Spannungs-Charakteristik.

12) Erklédren Sie den Begriff ,,Arbeitspunkt®.
Aufgabe 3.5.6-1:

Gegeben ist die nebenstehende * O
Spannungsquelle mit den Werten R
iQ
U= 12V N IT/_\ []G
Q| \ — iQ

Rig = 1,2k€Q. U l \_/
Wandeln Sie diese Spannungs- '
quelle in eine Stromquelle laut o O

nebenstehender Schaltung um
und berechnen Sie deren Werte

IQ und GiQ.

(Losung: Io = 10mA; Gig = 833,3uS)

Aufgabe 3.5.6-2:

Gegeben ist die nebenstehende * o

Stromquelle mit den Werten R

iQ

Io=150mA [Ql 72\ I:I G, —
Gig =20mS \_/ U

Wandeln Sie diese Stromquelle Ql

in eine Spannungsquelle laut ® O

nebenstehender Schaltung um
und berechnen Sie deren Werte
UQ und RiQ.

(Losung: Uq =-7,5V; Riq = 50Q)
Aufgabe 3.5.6-3:

Ein Akkumulator zeigt bei einer Belastung mit dem Strom I,; = 40A die Klemmenspannung
U, = 11,56V und bei einer Belastung mit dem Strom [,; = 80A die Klemmenspannung

U,2 = 10V. Bestimmen Sie den Innenwiderstand Riq, die innere Quellenspannung Ug und den
Kurzschlussstrom Ix des Akkumulators.

(Losung: Riq =39mQ; Uqg = 13,12V; Ix = 336,4A)
Aufgabe 3.5.6-4:

Eine Stromquelle mit dem Quellenstrom I = 50mA und dem Innenleitwert Gig = SmS wird
nacheinander an die Abschlusswiderstdnde

Ra1:2kQ
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R, =500Q
Ra3 = SOQ

angeschlossen. Bestimmen Sie numerisch und grafisch (mit Hilfe des nachfolgenden normier-
ten Kennlinienfeldes) die Arbeitspunktspannungen und die Arbeitspunktstrome.

(L(')Slll’lgi Ua1/UL = 0,91; Ia1/IK = 0,09; Uaz/UL = 0,71; Ia2/IK = 0,29; Ua3/UL — 0,20;
La/Ix = 0,80)

0 R/R, 1
1 Re 1
/1, G,/G,,
0 0
0 U/U, 1
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3.6 Ersatzspannungsquellen und Ersatzstromquellen

Bei umfangreichen Netzwerken mit Widerstdnden und linearen Quellen ist oft nur das Verhal-
ten dieses Netzwerkes an zwei Klemmen von Interesse. Es bietet sich dann an, dieses Netz-
werk als einen aktiven linearen Zweipol zu interpretieren. Bild 3.6-1 zeigt als Beispiel ein

o
-
S

aktiver linearer
Zweipol
=
—
| I
~

o Q =

IQ4 ¢ U,

Bild 3.6-1: Umwandlung eines umfangreichen Netzwerks in einen Zweipol

Netzwerk, dessen Verhalten allein an den Klemmen a und b von Interesse ist. Es besteht jetzt

die Moglichkeit, den aktiven linearen Zweipol nach Bild 3.6-1 als eine Ersatzspannungsquelle

mit der Quellenspannung Ugg und dem Ersatzinnenwiderstand Rjg oder als eine Ersatzstrom-
quelle mit dem Quel-
lenstrom Igg und
dem Ersatzinnen-

ila leitwert G wie in
Bild 3.6-2 dargestellt

U |:| R zuentwickeln.

Ermittelt man die
Elemente der Ersatz-

Qo

7 lU

- v
= L ° |
5 b spannungsquelle
.8 % oder der Ersatz-
5 2 U | R stromquelle durch
Z N a Messung, so erfor-
C Y Lo v | dertdies die Mes-
b N " sung der Leerlauft
G R spannung Uy sowie
" U, = des Kurzschluss-
stroms Ik an den
\J
VI\‘ 5 K!emrr?e'n aund b.
QE b Hierbei ist zu be-
riicksichtigen, ob der
Bild 3.6-2: Umwandlung des aktiven linearen Zweipols Kurzschlussfall zu
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erheblichen Problemen fiihren konnte. In diesem Fall muss man die Elemente der Ersatzquel-
len durch unterschiedliche Belastungen des Ausgangs ermitteln, wie dies bereits im Abschnitt
3.5.2.1 beschrieben wurde.

Um die Elemente der Ersatzquellen zu berechnen, gibt es unterschiedliche Ansétze:
1. Berechnung der Leerlaufspannung und des Kurzschlussstroms
2. Berechnung der Leerlaufspannung und des Ersatzinnenwiderstands
3. Berechnung des Kurzschlussstroms und des Ersatzinnenwiderstands

Mit der Berechnung der Leerlaufspannung Up, an den Klemmen a und b des urspriinglichen
Netzwerks ergibt sich die Ersatzspannungsquelle Ugg. Mit der Berechnung des Kurzschluss-
stroms Ix an den Klemmen a und b des urspriinglichen Netzwerks ergibt sich die Ersatz-
stromquelle Iog. Durch die Beziehung
1 U
R,=—=—"L 3.6-1
GiE IK
erhélt man dann den Ersatzinnenwiderstand oder den Ersatzinnenleitwert, je nachdem welche
Ersatzquelle berechnet werden soll.

Mitunter ist es einfacher, nur die Leerlaufspannung oder den Kurzschlussstrom und den Er-
satzinnenwiderstand zu berechnen. Bei der Berechnung des Ersatzinnenwiderstands geht man
dann wie folgt vor, wobei das Beispielnetzwerk nach Bild 3.6-1 betrachtet werden soll:

e Man schaut in die offenen Klemmen a und b des urspriinglichen Netzwerks
e Dabei werden alle Spannungsquellen kurzgeschlossen
e Alle Stromquellen werden entfernt

Bild 3.6-3 zeigt das Netzwerk nach Bild 3.6-1 fiir die Berechnung des Ersatzinnenwi-
derstands. Daraus ergibt sich der Ersatzinnenwiderstand zu:

R, =R, //R,+R,//R, 3.6-2

Bei der Berechnung der Leerlaufspannung
oder des Kurzschlussstroms erweist es
sich oft als niitzlich, vor der Berechnung
einzelne Stromquellen in Spannungsquel-
len oder einzelne Spannungsquellen in
Stromquellen umzuwandeln.

Bei der Umwandlung einer Stromquelle in
eine Spannungsquelle greift man auf einen
der Stromquelle direkt parallel geschalte-
ten Widerstand zurtick. Fiir das Beispiel-
netzwerk nach Bild 3.6-1 wire das fiir die

Stromquelle Io; der Widerstand R, und fiir Ry,
die Stromquelle Ios der Widerstand Rs. Bild 3.6-3: Berechnung des Ersatzinnen-
Wandelt man beide Stromquellen um, so widerstands
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entsteht die Schaltung nach Bild
3.6-4 mit den neuen Spannungsquel-
len

Ugs =1y R,
und

Ugy = Iy R,

Bei der Umwandlung ist auf die
Zahlpfeile der neuen Spannungsquel-
len nach Bild 3.6-2 zu achten. Das
Netzwerk nach Bild 3.6-4 verhilt
sich beziiglich der Wirkung an den
Klemmen a und b identisch zu dem
Netzwerk nach Bild 3.6-1 und besitzt
damit auch die gleiche Kennlinie in der Strom-Spannungs-Charakteristik. Die inneren Ver-
hiltnisse haben sich dagegen verdndert.

Bild 3.6-4: Netzwerk nach Umwandlung der
Stromquellen in Spannungsquellen

Bei der Umwandlung einer Spannungsquelle in eine Stromquelle greift man auf einen der
Spannungsquelle direkt in Reihe geschalteten Widerstand zuriick. Fiir das Beispielnetzwerk
nach Bild 3.6-1 wire das fiir die Spannungsquelle Ug; der Widerstand R;. Die Spannungs-
quelle Uqo ldsst sich dagegen mit den Mitteln, die in diesem Kurs behandelt werden sollen,
nicht in eine Stromquelle umwan-
I Lo, deln, da der Widerstand R, nicht
I\ o ‘%3 direkt mit der Spannungsquelle in
“ Reihe liegt, sondern durch einen
Knotenpunkt getrennt ist.
Bild 3.6-5 zeigt das neue Netzwerk

U mit der umgewandelten Quelle
o (—
i() [ = Ua

1 = .
Q Rl

Auch hier gilt wieder, dass sich das
Netzwerk nach Bild 3.6-5 beziig-
lich der Klemmen a und b identisch

Bild 3.6-5: Netzwerk nach Umwandlung einer zu d?m Netzwerk nach Bild 3.6-1
Spannungsquelle in eine Stromquelle ~ verhalt.

3.6.1 Fragen- und Aufgabensammlung

1)  Wie lassen sich Netzwerke, deren Verhalten nur an zwei Klemmen von Interesse ist,
interpretieren?

2)  Durch welche Ersatzschaltungen lassen sind aktive lineare Zweipole darstellen?
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3)  Zihlen Sie die drei Moglichkeiten auf, durch die sich die Elemente der Ersatzquellen
eines aktiven linearen Zweipols berechnen lassen.

4)  Wie berechnet man den Ersatzinnenwiderstand eines aktiven linearen Zweipols?

Aufgabe 3.6.1-1:

Wandeln Sie die nachfolgende Schaltung beziiglich der Klemmen a und b in eine Ersatzspan-
nungsquelle um und berechnen Sie deren Elemente Ugg und Rig.

a
O
~

o

b

Gegebene Werte: Iop = 10mA; R; = 100€Q2; R, = 100£2; R3 = 200Q2; R, = 1002

(Losung: Rig = 100€2; Ugg = 0,5V)
Aufgabe 3.6.1-2:

Wandeln Sie in der nebenstehenden Schaltung mit den

Werten
R1 =2kQ
Rz = 1kQ
R3 = 1kQ
IQ1 = 10mA
UQ2 =20V

zunéchst die Stromquelle in eine Spannungsquelle um.

Ermitteln Sie danach die Elemente einer Ersatz-
stromquelle beziiglich der Klemmen a und b.

(Losung: Uqi = 10V; Igg = SmA;
GiE = lmS)
Aufgabe 3.6.1-3:

Wandeln Sie in der nebenstehenden Schaltung mit
den Werten

R1 = 3kQ

Rz =3kQ
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zunéchst die Spannungsquelle in eine Stromquelle um. Ermitteln Sie danach die Elemente
einer Ersatzspannungsquelle beziiglich der Klemmen a und b.

(Losung: Ig1 =4mA; Ugg = -21V; Rig = 11,5kQ)
Aufeabe 3.6.1-4:
Ermitteln Sie mit Hilfe des unten stehenden i E %
Diagramms graphisch den Arbeitspunkt I, und i i
U, der nebenstehenden Schaltung mit den Wer- | R, |
ten: i i
Ug =20V R, R,
R; =100Q U,
R, =33,33Q |
R, =50Q | L o
ey )
I A
0 T T T T T T T T T T 6
(Losung: Ua =3,33V; I, =67mA)
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3.7 Leistungsanpassung

3.7.1 Anpassungsbedingung

In dem Netzwerk nach Bild 3.7.1-1 findet eine —
Leistungsumsetzung im Abschlusswiderstand R,
nach der Beziehung

P =U, I 3.7.1-1 U R
statt. Auf Grund dessen, dass weder im Leerlauf U, l
(R, = o) noch im Kurzschlussfall (R, = 0) eine
Leistung im Verbraucherwiderstand umgesetzt

wird, muss ein Leistungsmaximum P, .y fiir einen
Abschlusswiderstand Bild 3.7.1-1: Belastetes Netzwerk

O =

O0<R, <o

existieren. Nach den Gleichungen 3.5.1.1-7 und 3.5.1.1-8 berechnet sich der Ausgangsstrom
des belasteten Netzwerks nach Bild 3.7.1-1 zu

[ =—e
R +R,
und die Ausgangsspannung zu

R
U, =L-R, =0, ——"—.
R, +R,
Fiir die im Abschlusswiderstand umgesetzte Leistung ergibt sich danach
R
P, =U, ——~=P(R,). 3.7.1-2
(R iQ + Ra )
Aus der Ableitung
dPa U(ZQ '((RiQ+Ra)2_2'Ra.(RiQ+Ra))
_ ; =0 3.7.1-3
dRa (R iQ + Ra )

berechnet sich der Abschlusswiderstand R,, in dem die maximale Leistung umgesetzt wird,
zu:

R, =Ry 3.7.1-4

Die maximale Leistung, die damit eine Spannungsquelle an einen Abschlusswiderstand abge-
ben kann, ergibt sich somit zu:
U2
P =—2 3.7.1-5
4-R,
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Dieses Ergebnis ldsst sich direkt auf eine Stromquelle {ibertragen.

Im Fall der maximalen Leistungsumsetzung im Abschlusswiderstand R, spricht man von
Leistungsanpassung.

Leistungsanpassung liegt vor, wenn eine Quelle mit dem Innenwiderstand
Rig bzw. dem Innenleitwert G;o mit einem Abschlusswiderstand R, = Riq
bzw. einem Verbraucherleitwert G, = Gjq belastet wird.

4 Dieser Sachverhalt 1dsst sich auch in der
Strom-Spannungs-Charakteristik nach
I, Bild 3.7.1-2 verdeutlichen. Haben die
Quellenkennlinie und Kennlinie des Ab-
schlusswiderstands betragsmifig die
gleiche Steigung, so ergibt sich flir das
Rechteck, das durch den Arbeitspunkt
begrenzt wird, die maximale Flache. Die
Flache P, berechnet sich aus

P=U,-I, 3.7.1-6

amax

U v und représentiert damit die Leistungsum-

Bild 3.7.1-2: Maximale Leistungsumsetzung set.zung im Abschlusswiderstand im Ar-
im Abschlusswiderstand beitspunkt.

3.7.2 Der Wirkungsgrad

Bei der Belastung einer Spannungsquelle mit dem Abschlusswiderstand R, muss die innere
Spannungsquelle Ug die Gesamtleistung

U; R Ug R, U;
PQges = ¢ - 5 + < 2 5 = = 3.7.2-1
R +R, ) (Ro+R,] Rig+R,
aufbringen. Bildet man den Quotien- 1,0
ten P,o/Pqges, S0 erhdlt man die Defini-
tion fiir den Wirkungsgrad n der 0,8 E— |
Quelle: e
0,6
n= P __ R n
Ppes Rig TR, 0,4 /
R /R,
_ RuRa 575, 02
1+R, /R,
0,0
Im Fall der Leistungsanpassung 0,0 1,0 2,0 3,0 4,0 5,0
R, /R, = lerhilt man den Wir- R/R,
Bild 3.7.2-1: Verlauf des Wirkungsgrades
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kungsgrad n =0,5. Bild 3.7.2-1 stellt den Verlauf des Wirkungsgrades iiber dem normierten
Widerstand R, /R, dar.

3.7.3 Der Ausnutzungsgrad

Bei der Belastung der Quelle im Kurzschlussfall muss die innere Spannungsquelle Uq die
Kurzschlussleistung

U2
Q
Pox =Uq Iy =R—:PQmax 3.7.3-1
iQ
als die maximale Leistung aufbringen.
Bildet man nun den Quotienten 0,4
P./Pqk, so erhdlt man den Ausnut-
zungsgrad € der Quelle: 03
R, R ’
e = Pa _ iQ a . e ,__\\\\
PQK (R ot Ra) 0,2 ~~ 1
R R. T q
= #‘Qz 3.7.3-2 0.1 /
(1+R,/R,) =
Im Fall der Leistungsanpassung erhalt
. 0,0
man fiir den Ausnutzungsgrad den 0,0 1,0 2,0 3,0 4,0 5,0
maximalen Wert € =0,25. R/R,

Bild 3.7.3-1 stellt den Verlauf des
Ausnutzungsgrades iiber dem bezoge-
nen Widerstand R, /R, dar.

Bild 3.7.3-1: Verlauf des Ausnutzungsgrades

3.74 Anpassungskriterien

Im Fall der Leistungsanpassung ist zu beachten, dass nicht nur im Abschlusswiderstand die
maximale Leistung umgesetzt wird, sondern auch in der Quelle selbst die gleiche Leistung im
Innenwiderstand bzw. im Innenleitwert umgesetzt wird. Dies kann zu erheblichen Problemen
fiihren und ist damit nicht immer erwiinscht.

In der Nachrichtentechnik, wo man es im Allgemeinen mit betrachtlichen Langen bei den
Ubertragungswegen zu tun hat, sind die Leistungen, die zu einem Empfinger gelangen, sehr
niedrig. Ohne Riicksicht auf entstehende Verluste soll dann die maximale Leistung aus dem
schwachen Signal zur Weiterverarbeitung gewonnen werden. In diesem Fall wird man immer
die Leistungsanpassung anstreben.

Forderung in der Nachrichtentechnik R, =R 3.7.4-1

iQ
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In der Energietechnik sollen grof3e Leistungen zum Verbraucher libertragen werden. Die im
Innenwiderstand des Generators umgesetzte Leistung darf auf Grund der Wirtschaftlichkeit
und der damit verbundenen Wiarmeentwicklung nicht gro3 werden. Hier wird man den Fall,
dass der Abschlusswiderstand wesentlich groB3er als der Innenwiderstand ist, der Leistungsan-
passung vorziehen.

Forderung in der Energietechnik R, >>R,, 3.7.4-2

3.7.5 Fragen- und Aufgabensammlung

1)  Was versteht man unter Leistungsanpassung?

2)  Welches Verhdltnis haben bezogen auf die Energietechnik die Widerstéinde Riq und R,
zueinander?

3)  Welches Verhiltnis haben bezogen auf die Nachrichtentechnik die Widerstéinde R;q und
R, zueinander?

Aufgabe 3.7.5-1:

O

Ermitteln Sie fiir das nebenstehende
Netzwerk mit den Werten

Ug =15V i
UQ2 =20V i
R, =500Q i

I

Rz =2kQ
R3 = 1kQ

die maximale Leistung, die in ei-
nem Abschlusswiderstand R, um- oo
gesetzt werden kann. Variieren Sie

ferner den berechneten Abschlusswiderstand um plus und minus 10% und berechnen Sie die
sich dann ergebenden Leistungen, die im Abschlusswiderstand umgesetzt werden.

(Losung: Pamax = 45,7mW; P, =45,6mW; P, = 45,6mW)
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3.8 Der Spannungsteiler

In der Praxis bendtigt man oft Spannungen, die als Teilspannungen von einer groBeren Ge-
samtspannung abgegriffen werden. Als Beispiel sei hier nur auf die Arbeitspunkteinstellung
eines Transistors hingewiesen, die im Teil II des Skriptes behandelt wird. Die einfachste Art,
eine gewiinschte Spannung aus einer beliebig grofleren Spannung zu gewinnen, stellt der
ohmsche Spannungsteiler dar, der allein aus ohmschen Widerstdnden R aufgebaut ist.

3.8.1 Der unbelastete Spannungsteiler

Der Spannungsteiler ldsst sich durch zwei Arten von Widerstédnden aufbauen:

1. Aus einem Schleiferwiderstand Rgs, mit dem man in der Lage ist, durch stufenlose Va-
riation der Schleiferstellung eine gewiinschte Spannung an den Ausgangsklemmen
einzustellen.

2. Aus zwei diskreten Widerstdnden, womit ein festes Spannungsteilerverhéltnis vorliegt.

Bild 3.8.1-1 zeigt einen Spannungsteiler mit einem Schleiferwiderstand Rs, der als aufgeteil-
ter Widerstand in die Teilwiderstinde R, unterhalb des Schleifer parallel zum Ausgang und
R, oberhalb des Schleifers interpretiert wird.

+—O
R] Un
\j T \j
o ‘o) o
Bild 3.8.1-1: Der unbelastete Spannungsteiler mit Schleiferwiderstand

Durch Rg fliet der Gesamtstrom Iy, der am Teilwiderstand R; und damit am Ausgang den
Spannungsabfall

U R

U,=I, R =—2R =U !

R B § 3.8.1-1
a s R, ¢ R,+R, 0’8

zur Folge hat. Mit dem Schleifer lésst sich nun fiir U, jede Spannung zwischen 0 und Ug ein-
stellen, so dass der eingefiihrte normierte Wert g wegen
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__R_U 3.8.1-2
R, +R, U,

g

zwischen 0 und 1 liegen kann. Damit scheint der Spannungsteiler nach Bild 3.8.1-1 eine idea-
le Schaltung zur Erzeugung beliebiger Teilspannungen von Uq zu sein. Zu bedenken ist je-
doch dabei, dass bei dem betrachteten Spannungsteiler {iber den Schleifer kein Ausgangs-
strom flie3t und somit die Ausgangsspannung unbelastet im Leerlauf betrieben wird.

3.8.2 Der belastete Spannungsteiler

3.8.2.1 Der belastete Spannungsteiler als Ersatzspannungsquelle

Um die Eigenschaften des belasteten Spannungsteilers zu analysieren, ist es zweckméBig, den
Spannungsteiler als Ersatzspannungsquelle zu interpretieren. Bild 3.8.2.1-1 zeigt diese Inter-
pretation, wobei nicht vergessen werden darf, dass weder die Ersatzquellenspannung wegen

R
Uy = U, -R—lz U,-g 3.8.2.1-1
S
noch der Innenwiderstand wegen
R,-R R,-R
R,=R,/R,=—1—2=—L"2=-0.R,=¢g-(I-g) Ry 3.8.2.1-2

R, +R, Ry

feste Werte darstellen. Eine Anderung der Schleiferstellung g zieht sofort eine Anderung der
Werte der Elemente der Ersatzspannungsquelle nach sich.

I

ges

—=

C J_ | iln

o®

U, Ry U, [] R,
\j -[ \j
o O
b
Bild 3.8.2.1-1: Der belastete Spannungsteiler als Ersatzspannungsquelle
3.8.2.2 Die Einstellkennlinie

Durch die Belastung des Spannungsteilers wird die Ausgangsspannung U, nicht mehr allein
von der Schleiferstellung g abhéngen. Eine wichtige Rolle spielt jetzt auch der Wert des Ab-

-3-44/58-
Skript Samstag, 4. Oktober 2003
Gleichstromschaltungen mit linearen Bauelementen



Fachhochschule Kéin Prof. Dr.-Ing. Jiirgen Weber
University of Applied Sciences Cologne Dipl.-Ing. Franz Josef Klein
Campus Gummersbach Andreas Wagen

Einfiihrung in die Mechanik und Elektrotechnik |

schlusswiderstands R, im Ver-

gleich zum Wert des Schleifer- 1,0
widerstands Rs. Deshalb wird I, ’
fiir die folgende Betrachtung / /
die normierte Darstellung 0.8 /
U ,
Ry —
=—> 3.8.22-1 /

p Ra Ua max 0’6 - /
eingefiihrt. p=0 /
Der maximale Ausgangsstrom 0,4 5 1 7
I, max und die maximale Aus- .
gangsspannung U, ny stellen A 10~
sich bei einer Schleiferstellung 0,2 - o
g = 1 ein. Hier wird der Teilwi- WMMM Mi@
derstand R; = Rg und der Teil- f"1
riicksichtigung der Formeln g
gi'f}'lz'l_l und 3.8.2.1-2 ergeben  po4389 9. Einstellkennlinienfeld mit Parameter p

U
Limex =5 3.8.2.222
Ra

und

U, = Ug- 3.8.2.2-3

Bezieht man nun den Ausgangsstrom I, und die Ausgangsspannung U, auf die jeweils maxi-
malen Werte I, nax bzw. U, max und stellt diese normierten GréBen iiber der Schleiferstellung
g=R, /Ry dar, so ergibt sich die so genannte Einstellkennlinie. Bild 3.8.2.2-1 zeigt das Ein-
stellkennlinienfeld mit dem Parameter p =R /R, . Dieses Kennlinienfeld, das die Nichtline-

aritit der Kennlinie bei Belastung darstellt, berechnet sich unter Beriicksichtigung der For-
meln 3.8.2.1-1 und 3.8.2.1-2 nach der Gleichung:

Ia UQE Ra _ g'Ra _ g

= : = = 3.8.2.2-4
Iamax RiE+Ra UQ g'(l_g)'RS-i_Ra 1+pg(1_g)
Ferner gilt:
Yo LR 3.82.2°5
Uamax UQ Iamax

Bild 3.8.2.2-1 lasst erkennen, dass mit steigender Belastung durch R,, die Einstellkennlinie
vom linearen und damit optimalen Verlauf immer weiter abweicht. Um einen annéhernd line-
aren Verlauf der Kennlinie zu gewéhrleisten, muss das Verhiltnis p im Bereich von 0 bis 2
gewihlt werden. Damit verbunden ist allerdings immer ein nicht zu vernachlédssigender Strom

-3-45/58-
Skript Samstag, 4. Oktober 2003
Gleichstromschaltungen mit linearen Bauelementen



Fachhochschule Kéin Prof. Dr.-Ing. Jiirgen Weber
University of Applied Sciences Cologne Dipl.-Ing. Franz Josef Klein

Campus Gummersbach Andreas Wagen

Einfiihrung in die Mechanik und Elektrotechnik |

iiber den Teilwiderstand R, der zusammen mit dem Ausgangsstrom I, iiber den Teilwider-
stand R; flieBen muss. Die damit im Schleiferwiderstand Rg umgesetzte Leistung muss zu-
satzlich zu der im Abschlusswiderstand R, umgesetzten Leistung von der Quelle aufgebracht
werden.

3.83 Fragen- und Aufgabensammlung

1)  Unter welchen Voraussetzungen ist die Schleiferspannung eines Spannungsteilers pro-
portional zur Schleiferstellung?

2)  Fir welche Schleiferstellung g unabhéngig von p stellt sich bei einem Spannungsteiler
die maximale Ausgangsspannung ein?

3)  Welchen Wert sollte ein Abschluss R,, der einen Spannungsteiler mit dem Schleiferwi-
derstand Rg = 5kQ belastet, nicht unterschreiten, um die Nichtlinearitit der Einstell-
kennlinie tolerable zu halten?

4)  Fiir einen Spannungsteiler mit Schleiferwiderstand wird das Verhéltnis p = Rg/R, =40
und damit extrem hoch gewdhlt, so dass die Einstellkennlinie eine starke Nichtlinearitit
aufweist. Beschreiben Sie die Beobachtung, die ein Anwender macht, der den Schleifer
kontinuierlich iiber den Schleiferwiderstand bewegt und dabei die Ausgangsspannung
U, betrachtet.

5)  Zur Analyse eines Spannungsteilers bietet es sich an, den Spannungsteiler als Ersatz-
spannungsquelle darzustellen. Was ist bei dieser Ersatzspannungsquelle zu beachten?

Aufgabe 3.8.3-1:

Ein Spannungsteiler mit den Widerstinden R; und R,, dessen Ausgangsklemmen parallel zu
R, angeordnet sind, wird an eine Spannungsquelle Ug = 100V gelegt. Bei Belastung mit dem
Strom I,; = 0,5A stellt sich eine Verbraucherspannung U,; = 54V ein, wihrend eine Belastung
mit [, = 1,2A zu einer Verbraucherspannung U,, = 38V fiihrt. Bestimmen Sie die Widerstédn-
de R; und R;. Fiir welche Leistung miissen diese Widerstinde ausgelegt sein?

(Losung: R, =66,12Q; R, = 34,92Q; Pg; = 64,8W; Pro = 286,4W)
Aufgabe 3.8.3-2: I,
Der nebenstehende Spannungsteiler mit den o
Werten

Uq =20V

R1 =2kQ

Rz = 1kQ U() 1 '8

g &
wird mit einem passiven nicht-linearen Zwei- é’ >
pol belastet, dessen Strom-Spannungs- g N
Charakteristik durch die nachfolgende Kenn- % gg
linie gegeben ist. l S &
Bestimmen Sie die Spannung U, und den
-3-46/58 -
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3.9 Analyse von Netzwerken mit linearen Bauelementen

In diesem Abschnitt soll die Analyse gegebener Netzwerke behandelt werden. Unter Analyse
versteht man hierbei, dass in einem Netzwerk mit bekannten Quellen und bekannten Wider-
standswerten die gesamte Strom- und Spannungsaufteilung sowie die Leistungsverteilung
berechnet werden soll. Dabei bietet es sich an, die Matrizenschreibweise einzufiihren, mit
deren Hilfe dann ein Rechner die sonst zeitlich aufwiandigen numerischen Berechnungen
durchfiihrt.

Bei der Analyse von
Netzwerken handelt es sich
um ein formales Vorgehen,
das am besten an Hand
eines Beispiels erklart
werden kann und von dem
dann auf allgemeine Netz-
werke geschlossen wird.
Bild 3.9-1 zeigt ein Netz-
werk, das die folgende
Abhandlung als Beispiel
begleiten wird.

Bild 3.9-1: Beispielnetzwerk zur Behandlung der

In dem Beispielnetzwerk
nach Bild 3.9-1 werden die Ngigwerkanalyse

beiden Spannungsquellen

Uqi und Ug,, die beiden Stromquellen I3 und Ig4 sowie die Werte aller 5 Widersténde als
bekannt vorausgesetzt. Mochte man jetzt die Leistungsverteilung innerhalb des Netzwerks
ermitteln, so benotigt man zunichst alle Strom- und Spannungsaufteilungen. Um hierbei for-
mal vorzugehen, wird zunéchst der Graph dieses Netzwerks entwickelt.

3.9.1 Der Graph eines Netzwerks

Der Graph eines Netzwerks stellt ein zweidimensionales Gebilde dar, das mit Linien die To-
pologie des Netzwerks nachbildet. Das bedeutet, dass alle Zweige des Netzwerks als Linien

Zweige des Netzwerks

2 S L ATINN b
\ / Graph \

Knotenpunkte

des Netzwerks =
® / \o
c d c d
Bild 3.9.1-1: Entwicklung des Graphen fiir das Beispielnetzwerk
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dargestellt werden. Dabei orientiert man sich am besten an den Knotenpunkten. Das Beispiel-
netzwerk nach Bild 3.9-1 hat 4 Knotenpunkte, die willkiirlich durchnummeriert werden. Aus-
gehend von den 4 Knotenpunkten entwickelt sich der Graph des Netzwerks nach Bild 3.9.1-1.

Aus dem Graphen des Netzwerks entnimmt man, iiber wie viele Zweige das Netzwerk ver-
fiigt. Da jeder Zweig einen Zweigstrom fiihrt, ergibt sich daraus die Anzahl der zu berechnen-
den Zweigstrome. Damit liegt auch die GroBe des Gleichungssystems fest.

Das Beispielnetzwerk verfiigt liber 6 Zweige. Damit ben6tigt man zur Analyse die 6 entspre-
chenden Zweigstrome, woraus ein Gleichungssystem mit 6 linear unabhingigen Gleichungen
fiir 6 Unbekannte resultiert. Es sei an dieser Stelle daran erinnert, dass liber Stromquellen kei-
ne Zweige flihren.

Hat man die Anzahl der Zweige und der damit verbundenen Zweigstrome ermittelt, werden
die Zweigstrome durch Zahlpfeile und entsprechende Bezeichnungen in das urspriingliche
Netzwerk eingezeichnet.
Liegen bereits Zahlpfeile
fiir die Zweigstrome vor,
so werden diese tliber-
nommen. Sonst konnen
die Richtungen der Zahl-

pfeile beliebig gewéhlt
U()]l <_

werden. Gleichzeitig
werden auch die gegebe-
nenfalls auftretenden
Spannungsabfille an den
Widerstinden in den ein-
zelnen Zweigen durch
Zahlpfeile und Bezeich-
nungen eingetragen. Bild 3.9.1-2: Beispielnetzwerk mit eingtragenen Zahlpfeilen
Auch hier sind die Rich-

tungen der einzelnen Zahlpfeile fiir die Spannungsabfille wieder frei wéhlbar und brauchen
nicht mit der Zahlpfeilrichtung der entsprechenden Zweigstrome iibereinstimmen.

Bild 3.9.1-2 zeigt das Beispielnetzwerk nach der Eintragung aller Zahlpfeile fiir die Zweig-
strome und die Spannungen.

Ein Netzwerk besteht aus
e k Knoten und
e 7 Zweigen mit den entsprechenden Zweigstromen.

Stellt man jetzt fiir alle k Knoten eines Netzwerks die Knotengleichungen auf, so erhélt man
insgesamt k Gleichungen. Von diesen Gleichungen sind aber nur r = (k — 1) Gleichungen li-
near unabhéngig.

Die Anzahl von k Knoten eines Netzwerks liefert r = k — 1 linear unabhiingige
Gleichungen.
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Demnach fehlen noch
m=z-r=z-k-1 3.9.1-1
linear unabhéngige Gleichungen, um das Netzwerk analysieren zu kénnen.

Fiir das Beispielnetzwerk erhélt man bei k = 4 Knoten 3 linear unabhéngige Gleichungen.
Wegen m =z —r =6 — 3 = 3, bendtigt man noch weitere 3 linear unabhingige Gleichungen.

Die noch fehlenden m Gleichungen eines Netzwerks miissen aus Maschengleichungen ge-
wonnen werden. Um hierfiir eine formale Vorgehensweise zu zeigen, wird der Graph des
Netzwerks in eine Baum- und Cobaumstruktur zerlegt.

3.9.2 Die Baum- und Cobaumstruktur

Der Graph eines Netzwerks wird durch dessen Zweige dargestellt. Eine Untermenge dieser
Zweige bildet den vollstindigen Baum nach dem folgenden Schema:

Der vollstindige Baum eines Netzwerks wird aus den Zweigen gebildet, die
maximal benotigt werden, um alle Knotenpunkte des Netzwerks miteinander
zu verbinden. Dabei diirfen aber keine geschlossenen Maschen entstehen.
Das heif3t, dass k Knoten mit r = k — 1 Zweigen verbunden werden.

In dem Graphen eines Netzwerks sind abhéngig von der Komplexitét dieses Netzwerks eine
Vielzahl von verschiedenen vollstdndigen Bdumen enthalten. Bei der Analyse bendtigt man
nur einen davon, den man frei wihlen kann.

Fiir das Beispielnetzwerk sind als Auswahl im Bild 3.9.2-1 drei verschiedene vollstéindige
Béume dargestellt.

a b a b a b
® 9 ®
@ ®
c d c d c d
Bild 3.9.2-1: Auswabhl von drei vollstindigen Baumen des Beispielnetzwerks

Die Zweige eines Netzwerks, die nicht im vollstdndigen Baum enthalten sind, bilden den Co-
baum.

Der Cobaum eines Netzwerks wird aus den Zweigen gebildet, die nicht im
vollstindigen Baum enthalten sind. Er bildet ein System von m =z — r unab-
héingigen Zweigen.
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Die Anzahl der Zweige des Cobaums sind
damit identisch mit der Anzahl der noch
fehlenden linear unabhingigen Gleichun-
gen, um das Netzwerk analysieren zu kon-
nen (siche Bild 3.9.2-2).

Fiir das Beispielnetzwerk ergibt sich fiir die
im Bild 3.9.2-1 dargestellten Baume das
Baum-Cobaum-System nach Bild 3.9.2-3.
Die Cobaum-Struktur dient dazu, die noch
fehlenden 3 linear unabhingigen Maschen-
gleichungen fiir das Beispielnetzwerk auf-
zustellen. Dabei geht man so vor, dass die
Maschen entlang der Zweige des Baums
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N

Zweige des Baums

Z=m-+r

S

Anzahl der Zweige

Zweige des Cobaums

l

Anzahl der noch fehlenden linear
unabhingigen Maschengleichungen

Bild 3.9.2-2: Baum- und Cobaumstruktur

und einem Zweig des Cobaums gefiihrt werden. Wie viele Zweige des Baums dabei erfasst
werden, ist dabei nicht von Bedeutung. In der Natur der Sache liegt, dass mindestens ein

Bild 3.9.2-3: Baum-Cobaum-Struktur

a b
- <
e / \
/ / \
/ / \
[ / I
\ /
\ / /
7 /
\ / 7
» > -~
c d

Zweig des Baumes dabei durchlaufen wird. Es darf aber immer nur ein Zweig des Cobaums
in jeder Masche enthalten sein. Fiir die Baum-Cobaum-Strukturen nach Bild 3.9.2-3 ergeben
sich somit die im Bild 3.9.2-4 dargestellten Maschen. An dieser Stelle sei nochmals darauf
hingewiesen, dass der Umlaufsinn jeder Masche frei gewihlt werden kann.

Bild 3.9.2-4:

Maschen in der Baum-Cobaum-Struktur des Beispielnetzwerks

Die Cobaum-Struktur liefert die noch fehlenden linear unabhéingigen Ma-
schengleichungen. Dabei werden die einzelnen Maschen entlang der Zweige
des Baumes und jeweils einem Zweig des Cobaums gefiihrt.
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Mit den Knotenpunktgleichungen und den Maschengleichungen liegt das gesamte Glei-
chungssystem fest. Die ndchste Aufgabe besteht darin, dieses Gleichungssystem aufzustellen
und in eine Matrix-Struktur zu {iberfithren

3.9.3 Die Netzwerkmatrix

Fiir das Beispielnetzwerk mit den bereits einge-
tragenen Zahlpfeilen fiir die Strome und die
Spannungen nach Bild 3.9.1-2 und der nach
Bild 3.9.3-1 dargestellten Baum-Cobaum-
Struktur sollen jetzt die Gleichungen aufgestellt
werden. Fiir die Knotenpunktgleichungen wer-
den willkiirlich die Knotenpunkte a, b und ¢
gewihlt. Ferner wird flir Stréme, die nach Zahl-
pfeil auf den Knotenpunkt gerichtet sind, ein

Bild 3.9.3-1: Baum-Cobaum-Struktur

.. i oo fiir die Analyse
positives Vorzeichen festgelegt. Mit diesen
Festlegungen lauten die Knotenpunktgleichun-
gen wie folgt:
a) L —Ig, +lgy+ 1, +1g; 1y, =0 3.9.3-1
b) Iy -l —-1,=0 3.9.3-2
o) g —Igy =T+, =0 3.9.3-3
Fiir die Maschen I bis Il nach Bild 3.9.3-1 ergeben sich ferner:
I[) Ug+Up,—Ugo=1,-R, -1, -R;+I;,-R,=0 3.9.3-4

) Ug-Up+Ug —Ups=Ip, 'R, ~I R, +Uy + 1Ry =0 3.9.3-5
M) Ug +Up+Ug =Ugy, +1, R, +1, R, =0 3.9.3-6

Die Gleichungen werden jetzt nach den Stromen sortiert, wobei die Quellen auf die rechte
Seite der Gleichungen geschrieben werden. Damit folgt:

+1g, ' +1;; +1g, = —lg 1y,
+1;, -1, = Lo
— Iy —Iys —Igs = _IQ4
IRy +1;, 'R, +1i5 R = 0
=l "R, +1ps Ry +15 Ry = _UQI
+1z, 'R, +1z, 'R, = —Ugy
3.9.3-7

Das Gleichungssystem 3.9.3-7 lésst sich jetzt in einer Matrizengleichung nach 3.9.3-8 formu-
lieren, deren Losungsmatrix die Spaltenmatrix der Zweigstrome ist.
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1 -1 1 0 0) ( Iy —Tg; +1g,
0 1 0 0 0 1|1, Los
-1 0 -1 0 -1 0 ' | _ -1y, by,
0 0 -R, R, R 0] | Ig, 0
-R, 0 0 R, R 0] | Igs -Uy
0 R, 0 R, 0 0) I, - Uy,
Das Gleichungssystem besitzt jetzt die Form
M-I1=5 3.9.3-9

mit der quadratischen Matrix M, der Spaltenmatrix I der zu ermittelnden Zweigstrome und
der Spaltenmatrix § der Storungen, die hier durch die Quellen reprédsentiert werden. Multipli-
ziert man die Matrizengleichung 3.9.3-9 linksseitig mit der inversen Matrix von M, so folgt

M' M- I=E-I=I=M"-8 3.9.3-10
und mit
I=M"'-S 3.9.3-11

die Gleichung fiir die Zweigstrome, die mit Hilfe eines Rechners ermittelt werden kdnnen.
Zur Losung dieser Matrizengleichung kann man auf Standartsoftware, wie zum Beispiel Ex-
cel zuriickgreifen.

Nach der Berechnung der Zweigstrome lassen sich die einzelnen Spannungsabfille an den
Widerstidnden und die Leistungsverteilung auf die einzelnen Bauelemente des Netzwerks er-
mitteln.

3.94 Das Superpositionsverfahren

Das Superpositionsverfahren, auch Uberlagerungsverfahren genannt, ist mit der Nutzung der
Matrizenberechnung durch einen Rechner bedeutungslos geworden. Trotzdem soll an dieser
Stelle kurz auf das Prinzip eingegangen werden, da es fiir kleine Netzwerke, fiir die sich das
Aufstellen der Netzwerkmatrix nicht lohnt, durchaus Vorteile beinhaltet, um zu einer schnel-
len Losung zu finden.

Das Prinzip soll wieder an dem Beispielnetzwerk nach Bild 3.9.1-2 erldutert werden. Das
Netzwerk verfiigt tiber vier Quellen; zwei Spannungs- und zwei Stromquellen. Bei dem Su-
perpositionsverfahren werden jetzt nacheinander alle Quellen bis auf eine eliminiert. Dabei
werden eliminierte Spannungsquellen durch einen Kurzschluss ersetzt, wihrend eliminierte
Stromquellen entfernt werden. Fiir die Spaltenmatrix § der Stérungen nach Gleichung 3.9.3-8
ergeben sich so vier verschiedene Spaltenmatrizen S bis S4, bei der in jeder einzelnen nur
noch eine Strom- oder Spannungsquelle vorkommt. L&st man jetzt die Matrizengleichung
3.9.3-11 jeweils mit den Spaltenmatrizen S bis S4, so erhilt man ebenfalls vier verschiedene
Teillosungen, die dann zum Gesamtergebnis fiir die Zweigstrome addiert werden miissen.

Fiir die Spaltenmatrizen S bis S, folgt somit
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0 0 — s Lo,
0 0 Los 0
R O s, =| ! 5, =| o 3.9.4-1
! 0 T2 0 o o | 0o
-Ugy 0 0 0
0 -Ug, 0 0
woraus sich die Matrizengleichungen
IL=M"S ; LL=M"S,; I,=M"S,; I,=M"-S, 3.9.4-2
ergeben. Die Zweigstrome erhdlt man durch
I=1+1,+1,+1,. 3.9.4-3

Das Superpositionsverfahren kann nur bei Netzwerken mit linearen Bauelementen angewandt
werden. Dariiber hinaus diirfen diese Netzwerke keine gesteuerten Quellen enthalten.

3.9.5 Netzwerke mit gesteuerten Quellen

Unter gesteuerten Quellen
versteht man Spannungs-
und Stromquellen, deren
Wert durch externe physi-
kalische Grofen eingestellt
wird. Als eine solche Gro-
3e kann auch ein Strom

bzw. ein Spannungsabfall le <:
innerhalb eines Netzwerks

auftreten, der eine Quelle
innerhalb des selben
Netzwerks steuert. Die

Behandlung eines Netz- T | N
werks mit gesteuerten - RS
Quellen soll an einem Bei- Bild 3.9.5-1: Beispielnetzwerk mit gesteuerte Quelle

spiel in Anlehnung an das
Beispielnetzwerk im Bild 3.9.1-2 durchgefiihrt werden. Bild 3.9.5-1 zeigt ein Beispielnetz-
werk, in dem die Stromquelle k - I, durch den Strom Ir, gesteuert wird.

Fiir die Knotenpunktgleichungen 3.9.3-1 bis 3.9.3-3 ergeben sich dann die folgenden neuen
Ansitze:

a) Ly =Ly + 1 + 1, + 1 k-1, =0 3.9.5-1
b) Iy —Ip,—1,=0 3.9.5-2
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c) Iy —Iiy—Iis+k-1;, =0 3.9.5-3
Fiir die Netzwerkmatrix folgt dann:
1 —(1+k) 1 1 0 0) (1, —1g;
0 1 0 0 0 -1 | L, »
-1 k -1 0 -1 O |Les| | O
0 0 —R, R, R, O I, | | O
-R, 0 0 R, R 0] Igs -Ugy
0 R, 0 R, 0 0) I, -Ug,
3.9.5-4

Das Gleichungssystem nach 3.9.5-4 ldsst sich dann wieder mit Hilfe eines Rechners l6sen.

Gesteuerte Quellen benutzt man hiufig in Ersatzschaltungen fiir Halbleiterbauelemente, wie
zum Beispiel dem Transistor. Diese Ersatzschaltungen, die die physikalischen Eigenschaften
der Bauelemente in ihren elektrotechnischen Wirkungen reprasentieren sollen, ermoglichen
dann eine Analyse dieser Netzwerke.

3.9.6 Fragen- und Aufgabensammlung

1)  Was versteht man unter dem Graphen eines Netzwerks?

2)  Was kann dem Graphen eines Netzwerks entnommen werden?

3)  Wie viele linear unabhéngige Gleichungen liefern k Knoten eines Netzwerks?
4)  Was versteht man unter dem vollstdndigen Baum eines Netzwerks?

5)  Was bildet der Cobaum eines Netzwerks?

6)  Was liefert die Cobaum-Struktur eines Netzwerks?

7)  Wie werden die Maschen in einer Baum-Cobaum-Struktur gefiihrt?

8)  Was Versteht man unter dem Superpositionsverfahren?

9)  Welche Bedingungen miissen Netzwerke erfiillen, damit bei ihnen das Superpositions-
verfahren angewandt werden kann?

10) Was versteht man unter gesteuerten Quellen?
11) In welchen Netzwerken trifft man hiufig auf gesteuerte Quellen?

12) Kann in Netzwerken, in denen sich gesteuerte Quellen befinden, das
Superpositionsverfahren angewandt werden?

Aufgabe 3.9.6-1:

Gegeben ist das nachfolgende Netzwerk mit den Werten:

IQ1 = 5mA
IQz = 14mA
UQ3 =12V
UQ4 =7V
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Ugs =21V
R1 =2kQ
Rz = 3kQ
R3; =1,5kQ

Berechnen Sie die Leistungsvertei-
lung innerhalb dieses Netzwerks.

(Losung: Pri = 10mW;
PRZ = 1571’1’1W,
Pr3 = 69mW; Pqi = 82mW; Py = -240mW; P3 = 27mW; Pos = 47mW;
Pgs = -152mW)

Aufgabe 3.9.6-2:

Gegeben ist das nebenstehende Netzwerk mit
den Werten:

R,
UQ1 =35V
Loz = 400mA R,
R, = 30Q -
R, =70Q lo:
R3 =200Q
R4 =20Q
Rs5 =80Q
Berechnen Sie die Leistungsumsetzungen der beiden Quellen.
(Losung: Pq1 =-33,388W; Py = 6,952W)
Aufgabe 3.9.6-3:
Gegeben ist das nebenstehende Netz- R, R,
werk mit den Werten: I' | & [ |
Ug =30V Uy, '
k=3,5 ‘
p=2mS I:I R, I:I R, k'URzl <:>
R, =1,2kQ
UQ
R, =1,8kQ -
R; =3,7kQ 1§ @ I  —
Ry = 1,0kQ / =
5
Rs = 5,4kQ AURZ R, pUy,
R6 = 0,81(9 [ I—I -

Berechnen Sie die Leistung, die im
Widerstand R¢ umgesetzt wird.

(Losung: Pre = 674,074mW)
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Aufgabe 3.9.6-4:

Gegeben ist das nachfolgende Netzwerk mit den

Werten: R
1
Ugi = 50V I ]
UQ2 =30V
IQ3 =2A
R, = 50Q Uml <:> C:) lUQz
R, =130Q
R
Berechnen Sie mit Hilfe des Superpositionsverfah- —
rens die in den Widerstdnden R; und R, umgesetz- —~ ;Q}\
te Leistung. ’
(Losung: Pri = 120,99W; Pr, = 25,68W)
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4 DER WECHSELSTROMKREIS
4.1 Darstellung sinusformiger Wechselgrof3en
4.1.1 Die Darstellung im Zeitbereich

In diesem Kapitel werden Wechselgroflen betrachtet, die einen zeitlich sinusformigen Verlauf
mit dem linearen Mittelwert Null besitzen. Spannung und Strom lassen sich dann im Zeitbe-
reich wie folgt darstellen:

u=u(t)=1a-sin(wt+¢@,) 4.1.1-1

i=i(t)=1-sin(ot+@,) 4.1.1-2
mit

;i Scheitelwert der Amplitude

w=2-nt-f: Kreisfrequenz [sec]

f: Frequenz [sec’'; Hz (Hertz)]

T= % : Periodendauer [sec]

0, 0;: Phasenwinkel

Bild 4.1.1-1 zeigt den sinusformigen Verlauf des Stroms mit den charakteristischen Grofen.

Bei Netzwerken mit mehreren Quellen wird die Betrachtung auf den Fall beschriankt, dass alle
Quellen auf der gleichen Frequenz f arbeiten, dabei aber unterschiedliche Amplituden und
Phasenwinkel besitzen diirfen. Wahrend
Quellen mit gleicher Frequenz bei Super- A
position wieder eine sinusformige Zeit- i©
fantion liefgrp (sie.he Bild 4 1.1-2), hat %% T—» N
die Superposition sinusformiger Grof3en !
mit unterschiedlicher Frequenz keine !
sinusformige Zeitfunktion zur Folge (sie- _é / /
—>

he Bild 4.1.1-3).

P \ /
In diesem Kapitel sollen wiederum nur L
lineare Bauelemente benutzt werden. Die-
se haben bei Wechselgrofen eine Lineari-
tat zwischen den Effektivwerten der Bild 4.1.1-1: Zeitlich sinusférmiger Strom
Spannung und des Stroms zur Folge, so
dass auch hier keine nicht-linearen Ver-
zerrungen im Zeitverlauf von Spannung oder Strom auftreten konnen.

Die Uberlagerung der beiden sinusformigen Zeitfunktionen gleicher Frequenz nach Bild
4.1.1-2, ldsst sich auch analytisch bestimmen. Uberlagert man die beiden Zeitfunktionen
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l(t) A

v

Bild 4.1.1-2: Uberlagerung zweier sinusformiger Zeitfunktionen gleicher Frequenz

il(t):f1 -sin(wt + ¢, ) und iz(t):i2 -sin(ot + ¢, ),

so ergibt sich aus den Additionstheoremen der trigonometrischen Funktionen die analytische
Losung

S AR

/ AN

A AR A A A A

VIV VIR
h )

v

Bild 4.1.1-3: Uberlagerung zweier sinusformiger Zeitfunktionen ungleicher Frequenz
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i(t)=1,(t)+i,(t)= il -sin((x)t+(p1)+§2 -sin(mt+(p2):f-sin(u)t+(p) 4.1.1-3
mit
P= i} +1 +2:, 1, coslo ~¢) 4114
(p:arctan(jl.Sm(Pleiz.Sln(Pz]. 4.1.1-5
1,-cos@Q, +1, -cosQ,

Dieses Ergebnis lésst sich so deuten, dass zwei Zeiger
der Langen 1, undi,, die sich in einem xy-Koordina-

tensystem mit der Geschwindigkeit wt drehen und N y: —

zum Zeitpunkt t = 0 die unterschiedlichen Phasen /// A i, ' ll\\

¢, und @, besitzen, iiberlagert werden. Bild 4.1.1-4 / // A \\\
zeigt die geometrische Addition zum Gesamtzeiger i // / . i
und dem Winkel ¢ und seine relative Lage zu den } } R
anderen Zeigern. Der tatsidchliche Augenblickswert der Wy \mt RS
Zeitfunktionen entspricht deren Projektion auf die x- L/
Achse. \ \\ | // // /
Haufig ist der Augenblickswert einer Spannung oder DN ,//

eines Stroms nicht von Bedeutung. Um zum Beispiel T

die Leistungsumsetzung einer Wechselspannung in
einem Ohmschen Widerstand zu berechnen, arbeitet
man mit den Effektivwerten U und Iog. Diese Effek-
tivwerte berechnen sich aus

Bild 4.1.1-4: Zeigerdiagramm

a
U gt :_2 4.1.1-6

bzw.

i
l;=—. 4.1.1-7
ff \/E
Sie besitzen keine Information mehr iiber die Phasenlage der Spannung oder des Stroms und
sind somit nur eingeschriankt nutzbar und werden deshalb in der Elektrotechnik zur Analyse

von Netzwerken kam angewandt.

4.1.2 Die Darstellung im Frequenzbereich

Neben der Darstellung einer Funktion von ot im Zeitbereich, besteht auch die Moglichkeit,
diese Funktion wegen wt = 2xf -t im Frequenzbereich darzustellen. Bild 4.1.2-1 zeigt die
Darstellungen der Funktion

u=u(t)=1a-sin(w,t+o,) 4.1.2-1
-4-6/68-
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. A .
1 (t) N TN 1 (f)
’// \\\ ) / \\
/N
/ / \\
. . — = , >
\\ // t fO f
\\ //
N4
Bild 4.1.2-1: Darstellung einer Sinusfunktion im Zeit- und Frequenzbereich

im Zeitbereich und im Frequenzbereich. Die reine Sinusschwingung zeigt hier eine Spektral-
linie bei der Frequenz f;. Wie beim Effektivwert geht auch bei der Darstellung im Frequenz-
bereich die Information iiber die Phasenlage verloren. Zu welchen Resultaten dies fiihren
kann, zeigt das Bild 4.1.2-2 anhand einer Rechteckfunktion im Zeitbereich. Eine Rechteck-
spannung ldsst sich nach Fourier als Zeitfunktion

~

it)= ﬂ(sin(mot)+ Sm(i o), Sm(ss oY), Sm(77°°°t) + j 4122
T

darstellen. Alle Glieder dieser unendlichen Reihe haben einen festen Phasenbezug. Im Fre-
quenzbereich liefert diese Funktion Spektrallinien bei fy, 31y, 5fy, 7fp usw. mit den entspre-
chenden Amplituden. Obwohl im Bild 4.1.2-2 nur die ersten 10 Glieder der Reihe nach Glei-
chung 4.1.2-2 beriicksichtigt wurden,erkennt man im oberen Teil des Bildes deutlich die Ten-

LA .
o] ic0
Vi | | | 1 1 1 Ly
| = £, 3f 5f £
i)
i(f)
| | ] | 1 1 1Ly
=~ 1 3 s ;
\v/
Bild 4.1.2-2: Zeitfunktionen mit und ohne Phasenbezug sowie deren Spektralfunktionen
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denz der Rechteckfunktion, weil hier der Phasenbezug stimmt. Im unteren Teil des Bildes ist
dagegen der Phasenbezug aufgehoben, womit auch die Tendenz der Rechteckbildung nicht
mehr zu erkennen ist. Beide Darstellungen liefern aber die gleiche Spektralfunktion im Fre-
quenzbereich.

In der digitalen Nachrichteniibertragung ergibt sich ein Problem, wenn Rechteckfunktionen
als digitale Signale iiber Ubertragungsmedien laufen, in denen verschiedene Frequenzen un-
terschiedliche Ubertragungsgeschwindigkeiten besitzen. Am Ende einer zu langen Ubertra-
gungsstrecke stimmen dann, wie im unteren Teil von Bild 4.1.2-2 dargestellt, die Phasenbe-
ziige der einzelnen Spektralanteile nicht mehr, wodurch das urspriingliche Signal nicht zuriick
gewonnen werden kann.

4.1.3 Ubergang zur komplexen Darstellung sinusférmiger Wechselgrofen

Im Abschnitt 4.1.1 wurde bei der Einflihrung des Effektivwerts darauf verwiesen, dass bei
dieser Darstellung der Phasenbezug verloren geht. Dieser Verlust lasst sich dadurch vermei-
den, dass man zu einer komplexen Darstellung von sinusférmigen Wechselgrof3en iibergeht.
Man macht sich hier einen Bereich der Mathematik zu nutze, der als Funktionentheorie be-
zeichnet wird und in der alle elementaren Rechenarten vorhanden sind.

Als Ausgangspunkt der Betrachtung dient die sinusférmige Spannung
u=u(t)=10-cos(ot+e@,). 4.1.3-1

Hier wurde bewusst an Stelle des Sinus der Kosinus als Zeitfunktion gewéhlt, womit ¢ ge-
geniiber der Darstellung nach Gleichung 4.1.1-1 um 90° verschoben wurde. Schreibt man
jetzt die Zeitfunktion komplex, so folgt:

u=u(1)=1 cos(ot +9, )+ Jsin(ot-+9, ) = expli(ot-+9,) s

=G exp(j ¢, Jexp(jot) =1 exp(jot) o

mit

i=texp(jo,). 4.1.3-3
Mit dem Realteil von 4.1.3-2 erhilt man wieder die urspriingliche Zeitfunktion 4.1.3-1. Der
Ubergang zum komplexen Scheitelwert u, der nach Gleichung 4.1.3-3 die Phaseninformation
¢, beinhaltet, ldsst jetzt den Ubergang zum komplexen Effektivwert U zu, ohne die Phasen-

information zu verlieren:

U=Ug eXp(j(Pu): 4.1.3-4

sdlm

Der komplexe Effektivwert U ldsst sich als Zeiger der Lange U und der Phase ¢, in der
komplexen Ebene deuten. Das Ergebnis ldsst sich entsprechend auf den Strom tibertragen:
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= >

I=1 exp(jo;)=—= 4.1.3-5

V2

Bild 4.1.3-1 zeigt die Effektivwert-
zeiger von Spannung und Strom in

der komplexen Ebene. In den {iber- 1 im(U; D

wiegenden Fillen ist nur die Phasen-

differenz ¢ zwischen den Effektiv- U o=0Q, -0,

wertzeigern von Interesse. In diesem N /

Fall ben6tigt man auch nicht mehr I

das komplexe Koordinatensystem. AN

Dartiber hinaus kann willkiirlich ein - O, N \(\Pi
Effektivwertzeiger in die horizontale \\ |

Bezugsebene als Bezugszeiger gelegt — >
werdegn. Bild 4.1.3-2 ziigt sécg)lchgeing 0 Re(Us )
Zeigerdiagramm, in dem der Span- Bild 4.1.3-1: Zeiger in der komplexen Ebene

nungszeiger U als Bezugszeiger ge-
wihlt wurde.

Bei der Rechnung mit den komplexen Effektivwertzeigern konnen die Berechnungsmethoden
der komplexen Zahlen angewandt werden.

Neben den komplexen Effektivwertzeigern gibt es bei
U der Betrachtung des Wechselstromkreises noch weitere
i komplexe Festzeiger. Mit diesen Zeigern wird der
komplexe Widerstand Z bzw. der komplexe Leitwert-
?=0,-9 zeiger G beschrieben. Im Gegensatz zu den komplexen
Eftektivwertzeigern ist die Darstellung des komplexen
Widerstands oder des komplexen Leitwerts an das Ko-
ordinatensystem gebunden. Deren Berechnung und

[

Bild 4.1.3-2: Zeigerdiagramm  Darstellung wird in einem spéteren Abschnitt behan-
delt.
4.1.4 Fragen- und Aufgabensammlung

1)  Wie lésst sich eine sinusformige Spannung im Zeitbereich darstellen?
2)  Welche Beschriankung gilt im Wechselstromkreis bei der Betrachtung von Netzwerken
mit mehreren Quellen?

3)  Welche resultierende Zeitfunktion entsteht bei der Uberlagerung zweier Zeitfunktionen
gleicher Frequenz, aber unterschiedlicher Amplituden und Phasen?

4)  Sinusformige Zeitfunktionen lassen sich als rotierende Zeiger deuten. Wie erhélt man
aus diesen Zeigern den tatsdchlichen Augenblickswert?

5)  Welche Information geht bei der reellen Darstellung des Effektivwerts einer Zeitfunkti-
on verloren?
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6)  Welche Informationen einer periodischen Zeitfunktion gehen beim Ubergang in den
Frequenzbereich verloren?

7)  Welchen Vorteil bietet die Einfithrung des komplexen Effektivwerts gegeniiber dem
reellen Effektivwert?

8)  Welche Informationen trigt der komplexe Effektivwertzeiger?
9)  Bendétigt man bei der Darstellung der komplexen Effektivwertzeiger die komplexe Ebe-
ne?

Aufgabe 4.1.4-1:

In der nebenstehenden Emptéangerschal- Antenne 1 \ l>
tung empfangen die Antennen 1 und 2 j
Signale der Frequenz 1GHz und der Verstérker 1
Ausgang
Spannungen Y
u, = 10uVsin(wt +30°) Verstérker 2
u, = 15uVsin(wt +80°). Antenne 2 ) [>

Im Verstirker 1 wird die Spannung u;

mit dem Faktor 450 verstérkt und die

Phase um +70° gedreht. Im Verstérker 2 wird die Spannung u, mit dem Faktor 250 verstéirkt
und die Phase um -120° gedreht.

Bestimmen Sie mit Hilfe der reellen Rechnung die resultierende Spannung ug.; am Ausgang
des Summierers. Welche Phase ¢, miisste das Empfangssignal u, = 10uV sin(ot + @, ) bei
u, = 15uVsin(wt +80°) aufweisen, damit am Ausgang des Summierers der resultierende

Scheitelwert der Spannung g seine Extremwerte 0 bzw. G annimmt. Wie grof3

ges max ges min

sind diese Extremwerte?
(Losung: Uges = 2,91mV sin(wt+44°); 0

0, =-110°; 0,

esmax = 8,25mMV; u
=70°)

=0,75mV;

ges min

1 ges max i ges min

Aufgabe 4.1.4-2:

Gegeben sind die komplexen Strome
I =(1,5H1,8)A
L, = 4A exp(-j45°).

Bestimmen Sie den komplexen Summenstrom I =1, +1, und den komplexen Differenz-
strom I, =1, —1,. Stellen Sie die komplexen Strome in einer komplexen Zahlenebene gra-
fisch dar.

(Losung: Is=(4,33 —j1,03)A ; Ip = (-1,33 + j4,63)A)
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4.2 Grundgesetze im Wechselstromkreis

Bei einem allgemeinen Wechselstrom 1 =1(t) ist die exakte Rechnung sehr schwierig. Jeder
Strom i verursacht ein magnetisches Feld der Feldstirke H. Ist dieser Strom i als 1 =i(t) zeit-
lich verdnderlich, so wird auch die magnetische Feldstirke als H = H (t) zeitlich verdnder-
lich sein und damit ein elektrisches Feld der Feldstirke E = E(t) erzeugen, welches seiner-
seits wieder mit der magnetischen Feldstirke in Wechselwirkung steht. Um hier exakte Be-

trachtungen anzustellen, muss man auf die Maxwell’schen Gleichungen zuriick greifen, die
die Wechselwirkungen zwischen dem magnetischen und dem elektrischen Feld beschreiben.

Da die Ableitung der Maxwell’schen Gleichungen auf Grund ihrer Komplexitit Gegenstand

eines eigenen Kurses wire, muss an dieser Stelle darauf verzichtet werden. Dies hat aber zur
Folge, dass fiir die weiteren Betrachtungen Vereinfachungen vereinbart werden miissen. Die-
se Vereinfachungen werden in der Praxis nur zu vernachldssigbaren Fehlern fiihren.

Die weiteren Betrachtungen in diesem Kapitel sollen sich auf Netzwerke im quasistationdren
Zustand beschrinken. Das bedeutet, dass ein Einschaltvorgang so lange zeitlich zuriickliegt,
dass sich das Netzwerk auf die Frequenz der Quelle, die eine sinusférmige Spannung oder
einen sinusformigen Strom erzeugt, eingeschwungen hat. In diesem Fall kann die komplexe
Schreibweise angewandt werden und mit den komplexen Effektivwerten gearbeitet werden.

Weiterhin sollen alle Bauelemente so aufgebaut sein, das sie keine magnetischen oder elektri-
schen Streufelder besitzen. Dadurch entfillt die Beriicksichtigung von induzierten Spannun-
gen und Stromen in den Leiterschleifen eines Netzwerks in Abhingigkeit von dessen Geomet-
rie.

Auf Grund dieser Vereinfachungen lassen sich wieder das Ohmsche Gesetz und die Kirch-
hoffschen Gesetze, wie sie im Kapitel 3 abgeleitet wurden, verwenden.

4.2.1 Strom, Spannung und Leistung

In diesem Abschnitt werden die Beziehungen fiir den Strom, die Spannung und die Leistung
in der reellen und in der komplexen Schreibweise gegeniibergestellt.

4.2.1.1 Der Strom
Fiir die reellen Schreibweisen des Stroms als Zeitfunktion und Effektivwert folgen:
i =i(t) = isin(ot+¢,) 42.1.1-1
i
Iy =—= 42.1.1-2

V2

Fiir die komplexen Schreibweisen des Stroms als Zeitfunktion und Effektivwert folgen:

i=i(t)=iexp(j(ot+¢,))=iexp(jg;Jexp(jot) = iexp(jot)
=i [cos(wt +@, )+ jsin(ot + o, )] = i[cos(mt)+ jsin(mt)]

4.2.1.1-3
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A

i

lzﬁzleff exp(jo,) 42.1.1-4
4212 Die Spannung
Fiir die reellen Schreibweisen der Spannung als Zeitfunktion und Effektivwert folgen:
u =u(t) = asin(wt + ¢, ) 42.1.2-1
U, =— 42.122

V2

Fiir die komplexen Schreibweisen der Spannung als Zeitfunktion und Effektivwert folgen:

u=u(t) = dexp(j(wt+ ¢, ) =dexp(j¢, Jexp(jot) = dexp(jot)

4.2.1.2-3
=i [cos(wt + @, )+ jsin(wt + @, )] = 0 [cos(wt) + jsin(wt)]
U= % =U,, exp(jo,) 42.1.2-4
42123 Die Leistung

Bei der Betrachtung von Gleichspannung und Gleichstrom im Kapitel 3 ergaben sich fiir die
berechneten Leistungen, die in Widerstinden umgesetzt oder von Quellen gespeichert oder
aufgebracht wurden, immer so genannte Wirkleistungen P [VA = W]. An die Stelle der
Wirkleistung tritt im Wechselstromkreis zunéchst die Scheinleistung S [VA].

Um den Begriff der Scheinleistung im reellen abzuleiten, betrachtet man zunéchst die Leis-
tung als Zeitfunktion p(t). Dabei wird von einem Zahlpfeilsystem ausgegangen, in dem die
Zahlpfeile fiir die Spannung und den Strom gleich gerichtet sind:

p(t) = u(t)-i(t) = G sin(oot + 0, )- isin(mt + (pi)

I 1 42.13-1
=10 1{5 cos(o, — ¢, ) - 5 cos(2mt + @, + o, )}
Gleichung 4.2.1.3-1 zerfallt in einen
Gleichanteil ﬁTI cos(p, —9,)= ﬁTi cos @ 4.2.1.3-2
und einen
Pendelanteil ﬁTI cos(2mt + @, +¢,) 4.2.1.3-3

mit der doppelten Kreisfrequenz 2 der Spannung und des Stroms. Der Gleichanteil stellt als
der Mittelwert der zeitlichen Leistung die Wirkleistung P dar:

~
A .

13:13:“7'1 cosp=U,, T -cos@p=S-cosq 42.1.3-4
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cos @ wird als der Leistungs- oder Wirkfaktor bezeichnet.

Wandelt man die Gleichung 4.2.1.3-1 in der Form

‘1

p(t) = uT[cos(% —¢,)—cos(2ot + ¢, +¢,)]

= leoso—cos2at+ o, + 9.+, ~,)]
=U,, I -[cos@—cos2ot + 20, + ¢)] 42.1.3-5
=S cos@—S cos(2mt +2¢, ) cos @+ S sin(2mt + 29, ) sin @

=P —P cos(2mt +2¢, )+ Q sin(2wt +2¢, )

mit
Q=Ssin@ Blindleistung [VA = var]. 4.2.1.3-6
und
sin @ Blindfaktor 4.2.1.3-7
um, so spaltet sich die zeitliche Leistung in die Anteile:
p(t)="P Wirkleistung
—P cos(20mt +2¢,) Wirkleistungsschwingung 4.2.1.3-8
+Q sin(2ot + 29, ) Blindleistungsschwingung

Die Blindleistung Q ist als Amplitude der Leistung am so genannten Blindwiderstand defi-
niert. Wie der Blindwiderstand definiert ist, wird in einem spéteren Abschnitt beschrieben.

Addiert man das Quadrat der Wirkleistung und das Quadrat der Blindleistung, so erhilt man
P’ +Q’=S’cos’ +S*sin” @=5". 4.2.1.3-9

Aus Gleichung 4.2.1.3-9 folgt, dass sich die Scheinleistung aus der geometrischen Addition
der Wirk- und der Blindleistung ergibt:

S=4P?+Q? 4.2.1.3-10

Wirkleistung und Blindleistung stehen somit senkrecht aufeinander. Dadurch bietet es sich an,
auch die Scheinleistung S in die komplexe Schreibweise zu tiberfiihren:

S N Q 'l* = Ueff exp(j(‘pu ) Ieff exp(_ J('pl) = Ueff ’ Ieff ’ exp(j((pu - (‘pi )) 42 1 3_1 1
=S exp(j(p) =Scos@+ jSsin@=P+jQ
Die Wirkleistung P entspricht somit dem Realteil von S
P =Re(S)=Re(U I') 42.1.3-12

und die Blindleistung Q dem Imaginérteil von S
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Q=Im(8)=1m(U-I'). 42.1.3-13

Bild 4.2.1.3-1 zeigt das Zeigerdia-
. gramm der komplexen Scheinleis-
JIm(S) tung.

Im Gegensatz zu dem Zeigerdia-
gramm der Effektivwertzeiger der
komplexen Spannungen und der
komplexen Strome darf man bei
der Darstellung der Scheinleis-
tung, die als Zeiger einen Festzei-
ger darstellt, im Zeigerdiagramm
»  das Koordinatensystem nicht ent-
0 P Re(S)  fernen. Hier haben die Wirkleis-
tungen und die Blindleistungen
Bild 4.2.1.3-1: Zeigerdiagramm der Scheinleistung  immer einen festen Bezug zu der
reellen Achse bzw. zu der imagi-

1)

iQ

4

niren Achse der komplexen Ebene.

Die Verwendung des konjugierten komplexen Wertes I” in der Gleichung 4.2.1.3-11 lésst
sich am einfachsten durch die Wirkleistungsumsetzung in einem Ohmschen Widerstand erkla-

ren:

S=U-I'=1-R-I" =|1

|2

‘R=P 4.2.1.3-14

4.2.2 Die Kirchhoffschen Gesetze

422.1 Zihlpfeilsysteme

In dem Kapitel 3 wurden Zdhlpfeilsysteme fiir Spannung und Strom definiert. Um in Wech-
selstromnetzwerken die Kirchhoffschen Gesetze definieren zu kdnnen, benétigt man ebenfalls
Zahlpfeilsysteme fiir die komplexen Effektivwerte U und I. Alle Vorschriften fiir die Rech-
nungen auf Basis der Zahlpfeilsysteme, die im Kapitel 3 abgeleitet wurden, werden fiir die
Wechselstromnetzwerke libernommen.

4222 Die komplexe Knotenpunktregel

Unter der Voraussetzung des quasistationdren Zustands
nach Abschnitt 4.2 kann die Knotenpunktregel aus dem
Kapitel 3 direkt in komplexer Form {ibernommen wer-
den:

\ I = y Re(l,)+jIm(l, ))=0 4.2.2.2-1
g_l ;( oll, )+ tm(l,) Bild 4.2.2.2-1: Knotenpunkt

Die Gleichung 4.2.2.2-1 zerfillt dabei in die Komponen-
~4-14/68 -
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ten

Re(l;)=0 42222
und

Im(I;)=0. 42223

Ob die Strome, die iiber die Zahlpfeile auf den Knotenpunkt zuflieBend definiert wurden, mit
einem negativen oder einem positiven Vorzeichen versehen werden, kann wieder willkiirlich
festgelegt werden.

4223 Die komplexe Maschenregel
Unter der Voraussetzung des quasistationdren Zustands nach Abschnitt 4.2 kann die Ma-
schenregel aus dem Kapitel 3 direkt in komplexer Form iibernommen werden:

n

> U =3 (Re(U,)+ jim(U, )= 0 42231

i=1
Die Gleichung 4.2.2.2-1 zerfallt dabei in die Komponenten

Zn:Re(Qi): 0 42232

i=1

und
> Im(U;)=0. 4223-3

Der Umlaufsinn der Maschen kann wieder willkiirlich festgelegt werden. Dabei werden wie-
der Spannungen deren Zédhlpfeile mit dem Umlauf gerichtet sind positiv in der Maschenregel
berticksichtigt.

4.2.3 Fragen- und Aufgabensammlung
1)  Was versteht man unter einem quasistationdren Zustand?

2)  Welchen Vorteil bietet die Einfiihrung der komplexen Schreibweise?
3)  Welche Dimensionen haben die Wirkleistung, die Blindleistung und die Scheinleistung?

Aufgabe 4.2.3-1:

Durch einen Verbraucher flieBt der Wechselstrom I = 3,5A exp(j30°) und verursacht dort bei
entgegen gerichteten Zéhlpfeilen fiir Strom und Spannung einen Spannungsabfall

U =130V exp(-j70°). Berechnen Sie die Scheinleistung S, die Wirkleistung P und die Blind-
leistung Q.

(Losung: S =455VA exp(j80°); P =79W; Q = 448var)

-4-15/68 -
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Aufgabe 4.2.3-2:

Fiir den nebenstehenden Knotenpunkt sind die Strome
I, =3A exp(j20°)
L=(2,8+j0,9A
I3 =-4,6A exp(-j70°)

bekannt. Berechnen Sie den Strom 4.
(Losung: L =(-1,59 +j4,20)A = 4,49A exp(j111°))
Aufgabe 4.2.3-3:

Gegeben ist der nebenstehende Ausschnitt aus einem I, —»
Netzwerk mit den Werten: |I |
U, = 12V exp(-j30°) Il ll
H2 = (498 _J1277)V
U; = 8,9V exp(j135°) U,
I=(1,16-j2,67)A U,
L =2,1A exp(-j80°)  —
) > L
15=(0,87 -Jl,26)A T —
I, =-1,98A exp(-j150°) B U,

Berechnen Sie die Spannung U, und die in den Scheinwi-
derstinden umgesetzten Scheinleistungen, Wirkleistungen und Blindleistungen.

(Losung: Uy =(-8,9 +j12,4)V = 15,3V exp(j125,7°);
S, = 34,9VA exp(j36,5°) = 28,1W + j20,8var;
S, = 28,5VA exp(j10,7°) = 28,0W + j5,3var;
Sy = 13,6VA exp(j10,4°) = 13,4W + j2,5var;
S =30,2VA exp(-j84,3°) = 3,0W — j30,1var)

-4-16/68 -
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4.3 Lineare Bauelemente im WechselstromKreis

4.3.1 Wirkwiderstand und Wirkleitwert

Nach Bild 4.3.1-1 soll das Verhalten des Ohmschen Wider- —— —
stands und Ohmschen Leitwerts im Wechselstromkreis
untersucht werden. Am Widerstand R bzw. am Leitwert

G=—, 43.1-1 N
R L

der vom komplexen Strom [ durch_ﬂossgn erd, liegt die . Bild 43.1-1: Widerstand:
komplexe Spannung U. Unter Beriicksichtigung des quasi- Leitwert
stationdren Zustands und des Zéhlpfeilsystems nach

Bild 4.3.1-1 gilt das Ohmsche Gesetz

U=IR=—.
G

43.1-2
Schreibt man die Gleichung 4.3.1-2 in die Form
: . 1 :
U, exp(j@,) =R I exp(jo;) = G L exp(JO;) 4.3.1-3

um, so erhilt man durch Koeffizientenvergleich die Aussage
(pu :(pi :(p 431‘4

Das bedeutet, dass bei einem Ohmschen Wider-
stand und einem Ohmschen Leitwert die Spannung I

U und der Strom [ den gleichen Phasenwinkel be-

sitzen. Stellt man diese Erkenntnis in einem Zei- Bild 4.3.1-2: Zgigerdiagramm
gerdiagramm dar, so erhilt man das Bild 4.3.1-2, in Widerstand, Leitwert

dem die Spannung und der Strom in Phase liegen.

Ic

v

1

Die Scheinleistung berechnet sich somit nach:

S=U- l* =U g exp(jo,) L exp(=j@;) = U exp(jO) - I exp(—j@)

. : 4.3.1-5
=U_ L, exp(j0°)=P+j0=P
Damit wird im Ohmschen Widerstand oder im Ohmschen
Leitwert eine reine Wirkleistung P in Warme umgesetzt. 1 R
Deshalb spricht man auch von Wirkwiderstdnden bzw. von [ |
Wirkleitwerten. G
Fiir den Wirkwiderstand R oder Wirkleitwert G soll noch-
mals die Betrachtung auf der Basis des Zéhlpfeilsystems & >
nach Bild 4.3.1-3 durchgefiihrt werden. U
Hier ergibt sich zunéchst Bild 4.3.1-3: Widerstand;
Leitwert
~4-17/68 -
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Q=—1-R=—l, 4.3.1-6
G
woraus
: . 1 .
U exp(Jo,) = —R - L exp(jo;) = G L exp(j@;) 4.3.1-7
resultiert. Mit der Interpretation
—1=exp(£j180°) 43.1-8
folgt dann
: . o 1 : o
Uer exp(j@,) =R - T exp(j(; —180°)) = e exp(j(@; —180°)), 4.3.1-9
woraus durch Koeffizientenvergleich
¢, =0, —180°. 4.3.1-10
6]

v

folgt. Fiir die Darstellung im Zeigerdiagramm er-
geben sich jetzt die beiden im Bild 4.3.1-4 gezeig- -1
ten Moglichkeiten. In diesem Zusammenhang sei
bereits darauf hingewiesen, dass bei der Darstel-
lung im Zeigerdiagramm der Zeiger der Spannung I
nicht den selben Ursprung wie der Zeiger des —
Stroms besitzen muss. Trotzdem bleibt die Infor-
mation liber die Phasenlage erhalten, die in diesem
Fall 180° betrdgt. Betrachtet man abschlieBend die
Scheinleistung, so ergibt sich wegen

Ic

v

Bild 4.3.1-4: Zeigerdiagramm
Widerstand, Leitwert

S=-U-I"= Uy exp(j9, ) - Ly exp(=j@;)
=U,, I, exp(j(p, —180°— @, —180°)) 4.3.1-11
= Uy Ly exp(j0°) =P+ jO=P
folgerichtig, dass in einem Wirkwiderstand und

einem Wirkleitwert nur positive Wirkleistungen
umgesetzt werden konnen.

__________________
.~ o

- .

4.3.2 Die Induktivitat

FlieB3t ein Strom i durch einen Leiter, so wird
dieser Strom im und um den Leiter herum ein
magnetisches Feld der Feldstidrke H hervorrufen.
Wie jedes magnetische Feld besitzt auch dieses
eine Energie, die dem Stromkreis entnommen
wird. Diese Energie wird nicht in Wérme umge-
setzt, wie dies bei einem Wirkwiderstand ge- Bild 4.3.2-1: Induktivitét

H A ’ kY )
Y S TN L S
Y T 0 LU T
A R 1 J oo

HI I . ‘ ‘
i H
: H
[ I R Li T [
T M 1 H v H [
) H \ kY H vy ¥ ; 1 H
[ \ ;7 [

~~~~~
..................

...............
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schieht, sondern gespeichert. Das hat zur Folge, dass sich der Strom 1 nicht sprunghaft &ndern
kann, da das magnetische Feld durch seine Energie eine Wechselwirkung mit dem Stromkreis
nach dem Induktionsgesetz besitzt.

Bei einer Induktivitdt handelt es sich um einen metallischen Leiter mit einem vernachléssig-
baren Wirkwiderstand, der zu Leiterschleifen in Form einer Spule gewickelt wird, um das
magnetische Feld raumlich zu konzentrieren. Dabei kann die im magnetischen Feld gespei-
cherte Energie durch spezielle magnetisch leitende Werkstoffe (magnetische Kerne) erhoht
werden.

Bei einer Induktivitdt L, deren Wert in Henry [H] angege-

ben wird, handelt es sich um ein passives Bauelement, des- .

sen Schaltbild und dessen Zusammenhang zwischen Strom N
und Spannung nach Bild 4.3.2-2 durch

ﬂﬂ:bgﬂg 43.2-1
dt

gegeben ist. An der Gleichung 4.3.2-1 erkennt man, dass u(t)

Spriinge von i(t) zu unendlich hohen Spannungsspitzen Bild 4.3.2-2 Induktivitit
fiihren wiirden. Beschrinkt man dagegen die Betrachtung

auf einen sinusformigen Strom der Form

i(t) = isin(ot + @, ), 4.3.2-2
so folgt fiir Gleichung 4.3.2-1

. dsin(wt + @, )

u(t)=L it

:Li(ﬂ-cos((nt+(pi):ﬁsin(mt+(pu) 4.3.2-3

und damit fir
¢, =0, +90°. 4.3.2-4

An dem Ergebnis erkennt man, dass Spannung und Strom nicht mehr die gleiche Phasenlage
besitzen. Die Spannung eilt dem Strom um 90° voraus. Wegen

i=Lio 43.2-5
und L
U, =Lol, 43.2-6

handelt es sich bei der Induktivitdt bei sinusformigen Zeit-
funktionen bezogen auf die Effektivwerte um ein lineares
Bauelement. >

Geht man zu der komplexen Schreibweise nach

Bild 4.3.2-3 iiber, so folgt fiir die Gleichung 4.3.2-1 Bild 4.3.2-3: Induktivitdt
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u(t)=L- dit) ~Lj- dexp(jot)
dt t

= joLiexp(jo; Jexp(jot) = oLiexp(jo, Jexp(j90)exp(jot)

= texp(jg, Jexp(jot) = dexp(jot)
mit
i =tdexp(jo, )= dexp(j(o; +90°)).
Fiir die komplexen Effektivwerte folgt somit:
U=joLI 4.3.2-9

Das Zeigerdiagramm fiir die komplexen Effektiv-
wertzeiger fiir Strom und Spannung zeigt das

Bild 4.3.2-3. Hier wurde der Spannungszeiger, der
dem Stromzeiger um 90° voraus eilt, willkiirlich in
die Bezugsebene gelegt.

Fiir die komplexe Scheinleistung, die mit der Indukti-
vitdt nach Bild 4.3.2-3 verbunden ist, folgt unter Be-
riicksichtigung der Phasenlage zwischen Spannung
und Strom:

S=U- 1* = U, exp(jO,) - L exp(—]9;)
U Lege eXp(j((Pi +90° — @ ))

= joLiexp(jot)

4.3.2-7
4.3.2-8

U

90°
I
Bild 4.3.2-4: Zeigerdiagramm
Induktivitit

4.3.2-10

=U L exp(j90°) = jU 4 - Is =0+ jQ =jQ

Damit wird in der Induktivitit keine Wirkleistung in Warme, sondern nur eine Blindleistung
umgesetzt, mit der die Speicherung magnetischer Energie verbunden ist. Dabei wird der In-

duktivitét eine positive Blindleistung Q zugeordnet.

Aus Gleichung 4.3.2-9 resultiert die Definition des Blindwiderstands X; und des Blindleit-

werts By durch

U=joLl=jX, I=— 43211
JBL
mit
1
XL =onL=——. 432-12
BL

In der Realitdt besitzt die Spule wegen ihrer Wicklung
auch einen Wirkwiderstand. Dariiber hinaus besitzt ge-
gebenenfalls auch der Eisenkern Verluste, die der Ener-
gie des Stromkreises entzogen und in Wiarme umgesetzt
wird. Daraus ergibt sich das Ersatzschaltbild einer Spule
nach Bild 4.3.2-5, in dem der Ohmsche Widerstand der

-4-20/68 -
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Wicklung durch Ry und die Verluste des Eisens durch Rgg repréasentiert werden.

4.3.3 Die Kapazitiit

Legt man eine elektrische Spannung u an zwei sich gegeniiber liegende Metallplatten, so bil-
den sich an deren innenliegenden Oberfldchen positive und negative Influenzladungen, die
zwischen den Platten ein elektrisches Feld der

Feldstiarke E hervorrufen. Wie jedes elektri- O
sche Feld besitzt auch dieses eine Energie, die
dem Stromkreis entnommen wird. Auch diese
Energie wird nicht in Warme umgesetzt, son- u
dern gespeichert. Das hat zur Folge, dass sich E
die Spannung u nicht sprunghaft dandern kann,

da das elektrische Feld durch seine Energie

eine Wechselwirkung mit dem Stromkreis ©

besitzt. Bild 4.3.3-1: Kapazitit

Die Anordnung zweier sich gegeniiber liegen-

der Platten bezeichnet man als Kondensator, dem als Wert eine Kapazitit C zugeordnet wird.
Um den Kondensator auf kleinem Raum zu konzentrieren, konnen an Stelle der Platten auch
metallische Folien verwendet werden, die aufgewickelt werden. Zwischen den Folien wird
dann zur Isolierung ein Dielektrikum angeordnet, welches

den Wert der Kapazitit beeinflusst. i(t
en c cr apama cecimiluss () IIC

<l
-

Bei einem Kondensator mit einer Kapazitit C, deren Wert
in Farad [F] angegeben wird, handelt es sich um ein passi-
ves Bauelement, dessen Schaltbild und dessen Zusammen-
hang zwischen Strom und Spannung nach Bild 4.3.3-2 .
durch u(t)

Bild 4.3.3-2: Kapazitit

u(t)= é [i(t)de 43.3-1

gegeben ist. An der Gleichung 4.3.3-1 erkennt man, dass Spriinge von u(t) unendlich hohe
Stromspitzen voraussetzen wiirden. Beschrankt man dagegen die Betrachtung auf einen sinus-
formigen Strom der Form

i(t) = isin(ot + @, ), 4.3.3-2
so folgt fiir Gleichung 4.3.3-1

A

ut)=—i- j sin(ot + @, )dt = —— - cos(ot + ¢, ) = isin(ot + ¢, ) 4.3.3-3
C oC
und damit fiir
¢, =@, —90°. 43.3-4
-4-21/68-
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An dem Ergebnis erkennt man, dass Spannung und Strom nicht mehr die gleiche Phasenlage
besitzen. Die Spannung eilt dem Strom um 90° nach. We-

gen .
i=—o 43.3-5 I
oC
und
U :Iﬁ 4.3.3-6 U ”
oC

. . ) . ) . Bild 4.3.3-3: Kapazitit
handelt es sich bei der Kapazitit bei sinusformigen Zeit-

funktionen bezogen auf die Effektivwerte um ein lineares
Bauelement.

Geht man nach Bild 4.3.3-3 zu der komplexen Schreibweise iiber, so folgt fiir die Gleichung
4.3.3-1

~

u(t)= é ' Ii(t)dt = % : jexp(jwt)dt = iexp(joot)

joC

_ iexp(jo, Jexp(jot) _ iexp(jo, Jexp(= j90)exp(jor)
joC oC

=texp(jo, Jexp(jot) = dexp(jot)

4.3.3-7

mit
i =texp(jo, ) = exp(jlp; =90°)). 4.33-8
Fiir die komplexen Effektivwerte folgt somit:

1
I_J=.l =-] L =] ! 4.3.3-9
JoC oC "—oC

Das Zeigerdiagramm fiir die komplexen Effektiv-
wertzeiger fiir Strom und Spannung zeigt das 90° U
Bild 4.3.3-4. Hier wurde der Spannungszeiger, der —
dem Stromzeiger um 90° nach eilt, willkiirlich in die Bild 4.3.3-4-
Bezugsebene gelegt.

Zeigerdiagramm
Kapazitét

Fiir die komplexe Scheinleistung, die mit der Kapazi-

tit nach Bild 4.3.3-3 verbunden ist, folgt unter Beriicksichtigung der Phasenlage zwischen
Spannung und Strom:

S=U- 1* = U exp(jO,) - L exp(=]j9;)

Uer L exp(jle; —90° - g;)) 4.33-10
Uy Lo exp(=j90°) =—j U - I =0-jQ=-JQ
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Damit wird in der Kapazitit keine Wirkleistung in Warme umgesetzt, sondern nur Blindleis-
tung, mit der die Speicherung elektrischer Energie verbunden ist. Dabei wird der Kapazitét
eine negative Blindleistung Q zugeordnet.

Aus Gleichung 4.3.3-9 resultiert die Definition des Blindwiderstands X¢ und des Blindleit-
werts B¢ durch

U=j 2t =X I=—j— 43311
-oC B.

mit

Xp=———=——. 433-12

In der Realitét besitzt der Kondensator durch das R,
Dielektrikum Verluste. Diese Verluste bestehen dar- I:I

in, dass ein kleiner Strom iliber das Dielektrikum
zwischen den Platten bzw. den Folien des Kondensa- | 1€ o
tors flieit, wodurch sich ein aufgeladener Kondensa- |
tor langsam entlidt. Bild 4.3.3-5 zeigt das Ersatz- Kondensator
schaltbild des realen Kondensators, in dem die Ver-

luste des Dielektrikums durch den Widerstand Rp Bild 4.3.3-5: Ersatzschaltbild
reprasentiert werden. eines Kondensators

4.3.4 Der allgemeine lineare passive Zweipol

Im Wechselstromkreis stellt ein allgemeiner linearer passi- I
ver Zweipol eine Kombination der Bauelemente Wider-
stand R, Induktivitdt L und Kapazitit C dar. Sie bilden in
threr Wirkung den allgemeinen komplexen Widerstand Z
(Scheinwiderstand oder Impedanz) oder den allgemeinen
komplexen Leitwert Y (Scheinleitwert oder Admittanz)
nach den Beziehungen

Z=R+jX =Zexp(jo) 4.3.4-1

Z
1
I

Y

\j

U
Bild 4.3.4-1: Widerstand;
Leitwert
und

Y=G+jB=Yexp(jo,)=—= %exp(—j(p). 4.3.4-2

1
Z

Uber die Spannung und den Strom nach Bild 4.3.4-1 definiert sich der komplexe Widerstand
durch

Z=

U U, exp(jo,) U, ) ) .
= _ f p .](‘p — ff eXp(J((Pu _ (‘pi )) — Zexp(J(p) = R + JX 434‘3
1 L exp(jo;) L

und der komplexe Leitwert durch
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L exp(jo;) _ L

1
U Ugexp(jo,) Ug

=<
I

exp(— j(9, —9,))=Yexp(-j9) =G+ jB. 4.3.4-4

Im Zeigerdiagramm stellen sich der komplexe Span-
nungszeiger und der komplexe Stromzeiger nach Bild

4.3.4-2 dar, in dem der Stromzeiger willkiirlich in die
Bezugsebene gelegt wurde. Legt man das Zahlpfeil- U
system nach Bild 4.3.4-1 zu Grunde, kann der Winkel

. . . .. N4
¢ im Bereich zwischen +90° und —90° variieren. Fiir I
positive Werte von ¢ eilt die Spannung dem Strom —»
voraus, womit der komplexe Widerstand oder Leit- Bild 4.3.4-2: Zeigerdiagramm

wert ein induktives Verhalten aufweist. Fiir negative
Werte von ¢ eilt die Spannung dem Strom nach,

womit der komplexe Widerstand oder Leitwert ein kapazitives Verhalten aufweist. Die
Scheinleistung wird dann allgemein wegen

S=U-I'"=U, eXp(j(Pu)' L eXP(_ Jjo; )=Sexp(jo)
=Scos@+ jSsin@=P+ jQ

4.3.4-5

einen Wirkleistungsanteil und einen Blindleistungsanteil enthalten. Dabei wird der Blindleis-
tungsanteil einen positiven Wert bei einem induktiven Verhalten des komplexen Widerstands
oder Leitwerts aufweisen. Mit einem negativen Wert des Blindleistungsanteil ist dann ent-
sprechend ein kapazitives Verhalten des komplexen Widerstands oder Leitwerts verbunden.

4.3.5 Spannungs- und Stromquellen

Wie die Gleichspannungs-
und Gleichstromquellen,
besitzen auch die Quellen der
Wechselstromnetzwerke eine
innere Quelle Ug bzw. Ig und
einen Innenwiderstand Ziq
bzw. einen Innenleitwert Yiq.
Bild 4.3.5-1 zeigt beide Quel-
len mit ihren Ersatzschaltun-
gen. Beide Quellen miissen in
der Lage sein, Wirkleistun-
gen und Blindleistungen zur
Verfiigung zu stellen, wenn
deren Belastung mit einem komplexen Abschlusswiderstand Z, dies verlangt. Fiir die im

Bild 4.3.5-1 dargestellten Quellen macht die Darstellung einer Quellenkennlinie in der Strom-
Spannungs-Charakteristik keinen Sinn mehr, da es sich hier um komplexe Spannungen und
Strome handelt, die zusammen in einem zweidimensionalen Bild nicht mehr dargestellt wer-
den konnen.

lYiQ
7\ l
VA
T\\/ u.

0

Bild 4.3.5-1: Komplexe Spannungs-und Stromquelle
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1)

12)

13)
14)
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17)
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19)
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Fragen- und Aufgabensammlung
Welche Phasenlage besitzen Strom und Spannung an einem Ohmschen Widerstand R,
wenn das Zahlpfeilsystem fiir Strom und Spannung gleich gerichtet ist?

Welche Phasenlage besitzen Strom und Spannung an einem Ohmschen Widerstand R,
wenn das Zahlpfeilsystem fiir Strom und Spannung entgegen gerichtet ist?

Welche Komponenten besitzt die komplexe Scheinleistung, die in einem Ohmschen
Leitwert umgesetzt wird?

Welche Phase besteht zwischen Strom und Spannung an einer Induktivitdt L, wenn das
Zahlpfeilsystem fiir Strom und Spannung gleich gerichtet ist?

Welche Phase besteht zwischen Strom und Spannung an einer Induktivitdt L., wenn das
Zahlpfeilsystem fiir Strom und Spannung entgegen gerichtet ist?

Welche Komponenten besitzt die komplexe Scheinleistung, die in einer Induktivitdt L
umgesetzt wird?

Welches Vorzeichen wird der Blindleistung Q einer Induktivitdt zugeordnet?
Wie berechnet sich der Blindwiderstand X; der Induktivitat L?
Wie berechnet sich der Blindleitwert By der Induktivitit L?

Welche Phase besteht zwischen Strom und Spannung an einer Kapazitit C, wenn das
Zahlpfeilsystem fiir Strom und Spannung gleich gerichtet ist?

Welche Phase besteht zwischen Strom und Spannung an einer Kapazitdt C, wenn das
Zahlpfeilsystem fiir Strom und Spannung entgegen gerichtet ist?

Welche Komponenten besitzt die komplexe Scheinleistung, die in einer Kapazitit C
umgesetzt wird?

Welches Vorzeichen wird der Blindleistung Q einer Kapazitdt zugeordnet?
Wie berechnet sich der Blindwiderstand X der Kapazitit C?
Wie berechnet sich der Blindleitwert B¢ der Kapazitdt C?

Wie verhalten sich die Zeiger von Strom und Spannung bei gleich gerichteten Zahlpfei-
len an einem komplexen Widerstand Z, der ein kapazitives Verhalten aufweist?

Wie verhalten sich die Zeiger von Strom und Spannung bei entgegen gerichteten
Zihlpfeilen an einem komplexen Leitwert Y, der ein induktives Verhalten aufweist?

Warum lassen sich fiir Quellen im Wechselstromkreis keine Kennlinien in der Strom-
Spannungs-Charakteristik definieren?

Welche Féhigkeiten miissen Quellen im Wechselstromkreis besitzen?

Aufeabe 4.3.6-1:

Eine Kapazitit hat den Wert C = 100uF. Wie groB3 ist deren Blindwiderstand X und deren
Blindleitwert B¢ bei einer Frequenz f von 1kHz?

(Losung: Xc=-1,59Q; B¢ = 628mS)

Skript
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Aufgabe 4.3.6-2:

Eine Induktivitit hat den Wert L = 150mH. Wie gro8 ist deren Blindwiderstand X; und deren
Blindleitwert By, bei einer Frequenz f von 15kHz?

(Losung: Xp = 14,14kQ; By =-70,7uS)

Aufgabe 4.3.6-3:

An einer Spule mit einem vernachlédssigbaren Wirkwiderstand wird bei einer Frequenz f von
100Hz und einem durch die Spule flieBenden sinusférmigen Strom mit dem Scheitelwert

i=15A eine Spannung von Ugg = 180V gemessen. Wie grol3 ist die Induktivitdt L der Spule?
Wie groB} sind der Blindwiderstand X; und die Blindleistung Q der Spule?

(Losung: L =27mH; X =16,97Q; Q = 1,909kvar)
Aufgabe 4.3.6-4:

Bei welcher Frequenz f wird die Kapazitit C = 25uF betrieben, wenn der Scheitelwert der
Spannung 220V und der Scheitelwert des Stroms 200mA betragen? Wie grof3 ist der Blindwi-
derstand und die Blindleistung der Kapazitit? Wie grof3 ist der Scheitelwert der Augenblicks-
leistung p(t)?

1

(Losung: f=5,79Hz; Xc= -1,1kQ; Q = -22var; p=22W) ——
Aufgabe 4.3.6-5:
An dem nebenstehenden komplexen Widerstand U 7
Z = (150 - j280)Q
\j
wird die Spannung U = 25V exp(j30°) gelegt. Berechnen Sie den Strom I
und die Scheinleistung S. Zeichnen Sie ferner das Zeigerdiagramm und das
Diagramm der Scheinleistung.
(Losung: 1=78,7mA exp(j91,8°); S=1,97VA exp(-j61,8°) = 0,93W — j1,74var)
Aufgabe 4.3.6-6: I
4;
Fiir den nebenstehenden Leitwert ergibt sich die Spannung und der Strom o
zu:
U = 14V exp(j50°) u |:| Y
I1=(-250 + j50)mA o
Berechnen Sie den Leitwert Y. Zeichnen Sie das Zeigerdiagramm. Berech- \J
nen Sie die Scheinleistung und stellen Sie diese im Diagramm dar. ©
(Losung: Y =18,2mS exp(-j61,3°); S = 3,57W exp(j61,3°) = 1,71W +j3,13var)
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Aufgabe 4.3.6-7: I

Q

Eine Spannungsquelle mit dem Innenwiderstand Zig = 0 und
U = 15V exp(j20°) wird laut nebenstehender Schaltung an

den Widerstand Uol I,\D
Z=(15+j85)Q

1
I
IN

angeschlossen. Berechnen Sie den Strom 1. Welche Wirkleis-

o

tung und welche Blindleistung muss die Quelle aufbringen?
(Losung: I1=173,8mA exp(-j60°); Sq = -0,453W —j2,57var)
~4-27/68 -
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4.4 Reihen- und Parallelschaltung passiver Zweipole
4.4.1 Die komplexe Widerstands- und Leitwertebene
44.1.1 Die komplexe Widerstandsebene
o)
Betrachtet man den komplexen Widerstand
Z=R+jX=Zexp(jo), 44.1.1-1 R
so kann sein komplexer Wert als Zeiger in der komplexen Z —
z-Ebene dargestellt werden. Da es sich hier um die Darstel- iX
lung eines Widerstands handelt, bezeichnet man die Dar-
stellungsebene als komplexe Widerstandsebene. Mit der I
Aufteilung
Wirkwiderstand R Bild 4.4.1.1-1: Komplexer
! Widerstand
Blindwiderstand X=X,=———
oC
X=X, =oL

folgt die allgemeine Darstellung nach Bild 4.4.1.1-2. Positive Imaginérteile sind dabei der
Induktivitit L und negative Imaginérteile der Kapazitdt C zugeordnet.

jm2)}

- Z X

¢
! [ R®@
R

C

Bild 4.4.1.1-2: Komplexe Widerstandsebene
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4412 Die komplexe Leitwertebene
o
Betrachtet man den komplexen Leitwert

Y=G+jB=Yexp(jo,), 4.4.1.2-1
so kann sein komplexer Wert als Zeiger in der komplexen Y = G B |:|

y-Ebene dargestellt werden. Da es sich hier um die Dar-
stellung eines Leitwerts handelt, bezeichnet man die Dar-

stellungsebene als komplexe Leitwertebene. Mit der Auf- o)
teilung
Wirkleitwert G Bild 4.4.1.2-1: Komplexer
Leitwert
Blindleitwert B=B.=0C
1
B=B, =———
- oL

folgt die allgemeine Darstellung nach Bild 4.4.1.2-2. Positive Imaginirteile sind dabei der
Kapazitit C und negative Imaginérteile der Induktivitit L zugeordnet.

iimY)T

?,

0 S rew

\ 4

Bild 4.4.1.2-2: Komplexe Leitwertebene
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4.4.2 Die Serienschaltung passiver Zweipole

Fiir die Serienschaltung von passiven Zweipolen gilt weiterhin die bereits im Kapitel 3 fiir
Ohmsche Widerstéinde abgeleitete Beziehung, dass sich der Gesamtwiderstand Zg.s aus der
Summe der Widerstéinde der Einzelzweipole zusammensetzt:

Ly ZZ Z Z,)+jIm(Z ZRe +jZn:Im(zi) 4.4.2-1
i=1

i=1

Betrachtet man als Beispiel eine Serienschal-

tung der Zweipole Widerstand R, Induktivitét U, U, U,
L und Kapazitdt C nach Bild 4.4.2-1, so gilt: — ] ¥
U=U, +U, +U, T R - e
|
=(R+jX, + ]X -1 :
4422 g
(R ] (DL S j U

. Bild 4.4.2-1: Serienschaltung

= —ges =

Damit folgen fiir Z,.s die Beziehungen:

Z,. =R+jX, +jX.=R+ j(wL —é] =Z,. exp(jo) 4.42-3
mit
1 2
= JR>+(X, +X.) :\/R2+[mL——j 4.42-4
oC
und
1
oL ———
X, +X
@ = arc tan(%j = arctan TO)C 4.4.2-5

Zycs lsst sich nach Bild 4.4.2-2 in die komplexe Widerstandsebene zeichnen. Dariiber hinaus
kann man, wie im Bild 4.4.2-3 gezeigt, die Gleichung 4.4.2-2 als Zeigerdiagramm darstellen.
In diesem Zeigerdiagramm, in dem der Strom I in die Bezugsebene gelegt und in einem eige-
nen System dargestellt wurde, ldsst sich die Maschenregel

Uy +U, +U.-U=0 4.4.2-6

nach Bild 4.4.2-1 erkennen. Bildet man einen Umlauf entlang der Spannungszeiger und ad-
diert alle Spannungszeiger in deren Pfeilrichtung man l&uft und subtrahiert alle Spannungs-
zeiger gegen deren Pfeilrichtung man lduft, so erhdlt man folgerichtig die Gleichung 4.4.2-6.
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im(z) T
jim(Z) .
X,

Bild 4.4.2-2: Darstellung in der komplexen Widerstandsebene

Werden beliebige komplexe Widerstinde in Serie geschaltet, so lassen sich die einzelnen
Widerstande nach Abschnitt 4.4.1.1 in die Realteile und Imaginirteile zerlegen, so dass nach
Gleichung 4.4.2-1 der Gesamtwiderstand berechnet werden kann. Fiir diese Gleichung

Z,. = Zz =Y (Re(z,)+jIm(z,))

i=1

lasst sich dann der Betrag von Z nach

=

Bild 4.4.2-3: Zeigerdiagramm
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) \/(Z:‘Rijz +(ZX1I 4.42-7

und der Phasenwinkel ¢ nach

n

S

@ =arctan| =— 4.4.2-8

2R
i=1

berechnen.

4.4.3 Die Parallelschaltung passiver Zweipole

Fiir die Parallelschaltung von passiven Zweipolen gilt weiterhin die bereits im Kapitel 3 fiir
Ohmsche Leitwerte abgeleitete Beziehung, dass sich der Gesamtleitwert Y. aus der Summe
der Leitwerte der Einzelzweipole zusammensetzt:

1
Y. ZY Z Y,)+jIm(Y ZRe +JZIm :—1 4.43-1

i=1

o Z;
Betrachtet man als Beispiel eine Parallelschaltung der I
Zweipole Leitwert G, Induktivitdt L und Kapazitit C o —>
nach Bild 4.4.3-1, so gilt:
ll(; lL l(‘
I=1; +I, +1.
G+)B, +jB. )-U
=(G+iBy+iBc)-U i U G| L p—
=G+ J mC L T ¢
L Y
— o
- Xge U
Damit folgen fiir Yy die Beziehungen: Bild 4.4.3-1: Parallelschaltung
Y,.=G+jB, +jB. =G+ j[mC —ij =Y, expljo, ) 4.43-3
mit
1 2
=G> +(B, +B.) =\/G2 +(mC——j 4.43-4
oL
und
~4-32/68-
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oC——
B, +B
@ = arctan| ——— | = arctan oL 4.4.3-5
G G

Y, ldsst sich nach Bild 4.4.3-2 in die komplexen Leitwertebene zeichnen. Dariiber hinaus
kann man, wie im Bild 4.4.3-3 gezeigt, die Gleichung 4.4.3-2 als Zeigerdiagramm darstellen.
In diesem Zeigerdiagramm, in dem die Spannung U in die Bezugsebene gelegt und in einem
eigenen System dargestellt wurde, ldsst sich die Knotenpunktregel

I+, +I.-1=0 4.4.3-6

nach Bild 4.4.3-1 er-
kennen. Bildet man im R
Bild 4.4.3-3 einen Phad  JIm(Y)
entlang der Stromzeiger
und addiert alle Strom- '
zeiger in deren Pfeil- JBc
richtung man lduft und
subtrahiert alle Strom-
zeiger gegen deren
Pfeilrichtung man lauft,
so erhdlt man folgerich-
tig die Gleichung
4.4.3-6.

Werden beliebige kom-
plexe Leitwerte parallel
geschaltet, so lassen
sich die einzelnen
Leitwerte nach Ab-
schnitt 4.4.1.2 in die
Realteile und Imaginér-  Bild 4.4.3-2: Darstellung in der komplexen Leitwertebene
teile zerlegen, so dass

nach Gleichung 4.4.3-1

der Gesamtleitwert berechnet werden kann. Fiir die Gleichung

Y, = zz =3 (Re(Y, )+ jim(Y,))

i=1

lasst sich dann der Betrag von Y g nach

n 2 n 2
Yges :\/(ZGlj +(ZB1J 443-7
i=1 i=1

und der Phasenwinkel @ nach
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¢, = arctan = 4.4.3-8

berechnen.

Bild 4.4.3-3: Zeigerdiagramm

4.4.4 Gesamtwiderstand oder -leitwert komplexer Widerstandsnetzwerke

Betrachtet man Netzwerke mit komplexen Widerstdnden oder Leitwerten, in denen sowohl
Serienschaltungen als auch Parallelschaltungen auftreten, so muss man, wie bereits im Kapi-
tel 3 beschrieben, die einzelnen Widerstande und Leitwerte entsprechend zusammenfassen.
Mochte man diese Zusammenfassung mit Hilfe der komplexen Widerstands- und Leitwert-
ebenen durchfithren, so sind Transformationen aus der Widerstandsebene in die Leitwertebe-
ne und umgekehrt notwendig.

Die Transformation erfolgt entweder nach

z=Zexp(jo) = Y=Yexpljo,) 4.4.4-1
mit
y=1
Z
und
~4-34/68-
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¢, =-¢
oder nach

Y= Yexp(j(py) = Z =Zexp(jo) 4.4.4-2
mit

z=1

Y

und

(p = _(Py °

. . . . Z

Die Vorgehensweise soll an einem Beispiel nach I:|_2
Bild 4.4.4-1 gezeigt werden. Fiir das Wider-
standsnetzwerk nach Bild 4.4.4-1 gilt:

Zo =2, (2 +2511Z,) Zeo = [jZ [jl DL
Zunichst rechnet man die Widerstinde Z; und Z4
in die Leitwerte Y5 und Y4 um und stellt die Pa- o ¢ ®

rallelschaltung von Y3 und Y4 in der Leitwert-

ebene als Y34 dar (siche Bild 4.4.4-2). Dann folgt ~ Bild 4.4.4-1: Widerstandsnetzwerk
die Transformation von Y34 nach Zs4 in die Wi-

derstandsebene. In der Widerstandsebene wird der Widerstand Z, addiert, woraus sich der
Widerstand Z,34 ergibt, der nach Y»34 in die Leitwertebene transformiert wird. AnschlieBend

A . A
Im(Z Im(Y
jim(Z) Z. e jim(Y)
; R .
\ P34 Z, 2 1B;
\
| -(Py34 \‘ > | 3 ‘\ R
v Dys4 n
’/(pges q -(Pyges Re(Z) (2 - XM JV Re(X)
XZH J
Z,, G,
Bild 4.4.4-2: Darstellung in der komplexen Widerstands- und Leitwertebene
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wird der aus Z; berechnete Leitwert Y; in der Leitwertebene zu Y34 addiert, womit der Ge-
samtleitwert Y,.s des Widerstandsnetzwerks entsteht, der zuletzt in die Widerstandsebene
nach Z, transformiert wird.

4.4.5 Fragen- und Aufgabensammlung

1) In welche Komponenten kann der komplexe Widerstand Z zerlegt werden?
2)  Welchem Bauelement ist ein negativer Blindwiderstand zugeordnet?

3)  Welchem Bauelement ist ein positiver Blindwiderstand zugeordnet?

4)  In welche Komponenten kann der komplexe Leitwert Y zerlegt werden?

5)  Welchem Bauelement ist ein negativer Blindleitwert zugeordnet?

6)  Welchem Bauelement ist ein positiver Blindleitwert zugeordnet?

7)  Welche Gesetze findet man in dem Zeigerdiagramm der Spannungen und Strome wie-
der?

8)  Wie wird der Widerstand Z von der Widerstandsebene in die Leitwertebene transfor-
miert?
9)  Wie wird der Leitwert Y von der Leitwertebene in die Widerstandsebene transformiert?

Aufgabe 4.4.5-1:

Die komplexen Widerstdnde
Z, = (100 +j74)Q
Z, = 250Qexp(~ j40°)
Z, = 58Qexp(j78°)
sind in Serie geschaltet. Berechnen Sie den Gesamtwiderstand Zg.; nach Betrag und Phase

sowie den Wirkwiderstand R den Blindwiderstand Xge. Uberpriifen Sie das Ergebnis mit
Hilfe der komplexen Widerstandsebene.

(Losung: Zoes = 305,052 exp(-j5,64°); R =303,57Q2; X = -29,96Q)
Aufoabe 4.4.5-2

Z,

Gegeben ist das nebenstehende Widerstandsnetz-

werk mit den Werten:
Z, = (305~ j467)Q
Z, = 456Qexp(j68°) .
Z, = (249 +j567)Q e
Z, =298Qexp(- j32°)
Z, =700Qexp(jl16°)

Berechnen Sie den Gesamtwiderstand Zg.s nach
Betrag und Phase sowie den Wirkwiderstand Rges
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den Blindwiderstand Xges. Uberpriifen Sie das Ergebnis mit Hilfe der komplexen Wider-
stands- und Leitwertebene. Wirkt die Schaltung induktiv, kapazitiv oder rein ohmsch?

(Losung: Zoes = 56482 exp(-j21°); Rges = 527€2; Xges = -200€2; kapazitiv)

Aufeabe 4.4.5-3

Gegeben ist das nebenstehende Netzwerk mit den Wer-
ten:

L=3mH
C=10uF
R =10Q
f=1kHz

U =10V exp(j0°)
Berechnen Sie den Strom [
(Losung: 1=294mA exp(-j15,8°))
Aufgabe 4.4.5-4

In der nebenstehenden Schaltung betragen die Wirkwi-
derstdnde R = 1002 und die Blindwidersténde

Xy =250Q und Xc = -120Q. Berechnen Sie den Strom |
bei U =50V.

(Losung: 1=(330,6 +380,3)mA)

-4-37/68 -
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4.5 Komplexe Netzwerke

4.5.1 Berechnungsverfahren

Fiir komplexe Netzwerke konnen alle Berechnungsverfahren aus dem Kapitel 3 iibernommen
werden. So lassen sich aus den komplexen Netzwerken Ersatzspannungsquellen und Ersatz-
stromquellen aus dem Kurzschlussstrom, der Leerlaufspannung und dem Innenwiderstand
entwickeln. Dariiber hinaus lésst sich auch fiir komplexe Netzwerke die Netzwerkmatrix zur
Berechnung aller Zweigstrome aufstellen.

Im Zusammenhang mit der Netzwerkmatrix, die nach der Gleichung

M'.S=1 4.5.1-1

die komplexen Zweigstrome berechnet, sei an dieser Stelle auf ein Berechnungsverfahren
hingewiesen, falls man nicht iiber ein Programm verfiigt, welches komplexe Matrizenrech-
nungen beherrscht. Die Gleichung 4.5.1-1 ldsst sich zunéchst in der Form

(M, +im,)" (S, +jS)=(1, +jI,) 4.5.1-2

mit den Realteilen und Imaginérteilen schreiben. Fiir ein Programm, welches nur reelle Matri-
zengleichungen l9sen kann, muss die Matrizengleichung wie folgt umgeschrieben werden:

M, -M\' (S (I
17 = 45.1-3
M, M, s )\

Hier handelt es sich um Matrizen, deren Elemente selbst wieder Matrizen sind. Nach der Lo-
sung der Spaltenmatrix der Strome, muss man die Zuordnung der Real- und Imaginirteile
vornehmen.

4.5.2 Zeigerdiagramme

Oft ist bei komplexen Widerstands-
netzwerken von Interesse, wie die
Quelle belastet wird und wie die
Amplituden- und Phasenbeziige der
Spannungen und Stréme der Bau-
elemente untereinander sind. Hier ist

die Entwicklung eines Zeigerdia- ul /-
gramms der einzelnen Spannungen Ql <¥> I
und Strome ein niitzliches Mittel, um .
sich einen Uberblick zu verschaffen. U, G| l .
Bei der Entwicklung des Zeigerdia- T v
gramms kann man nach zwei ver-
schiedenen Methoden vorgehen:

Bild 4.5.2-1: Beispielnetzwerk
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e Entwicklung des Zeigerdiagramms durch exakte komplexe Berechnungen fiir die
Amplituden und die Phasen der Effektivwerte der Spannungen und Stréme.

e Entwicklung des Zeigerdiagramms durch Berechnung der Amplituden der Effektiv-
werte der Spannungen und Strome sowie die Ermittlung der Phasen aus a priori In-
formationen.

Beide Verfahren sollen an Hand eines Beispielnetzwerks nach Bild 4.5.2-1 mit den Werten

R1 =15Q
R2 =250
X1 =20Q
XL2 =30Q
Xc1 =-10Q
Xcz =-10Q

erldutert werden. Dazu werden zunichst in dem Beispielnetzwerk alle Strompfeile und Span-
nungspfeile eingezeichnet. Fiir den Strom I; wird der Wert 1A mit der Phase 0° vorgeben.

Aus der exakten Berechnung folgt:
Ug =1, - jX¢ =10V exp(- j90°) = (0 jlO)V
U, =1, -R, =25Vexp(j0°) = (25+ jO)V
U, =U,, +U, =(25-jl0)V = 26,9V exp(- j21,8°)

I, = & =0,897A exp(~ jl111,8°) = (- 0,333 - j0,833)A

X0,

I, =1 +1, =(0,667 - j0,833)A = 1,067 A exp(— j51,3°)

Up =1;-R, =16,0V exp(— J5 1,30) = (10 - j12,5)V
U, =U,, +U,, =(35-j22,5)V =41,6Vexp(- j32,7°)

I, = % =2,080A exp(— j122,7°) = (= 1,125 - j1,750)A
JA L

L. =L +1, =(-0458-j2,583)A = 2,623A exp(- j100,0°)
U, =1 iXe, =26,2Vexp(-j190,1°) = (- 25,8+ j4,6)V
U,=U,, +U, =(9.2-j17.9)V = 20,1V exp(- j62,9°)

Bei der Berechnung wurden die Maschen und die Knoten des Netzwerks beriicksichtigt. Aus
den Ergebnissen lédsst sich nun das Zeigerdiagramm nach Bild 4.5.2-2 aufbauen. In dem Zei-
gerdiagramm findet man alle Knotenpunkt- und Maschengleichungen des Netzwerks wieder.
Das Zeigerdiagramm wurde im MaBstab 10V = 2,5cm;1A = Scm dargestellt. Als Ergebnis
kann aus dem Zeigerdiagramm entnommen werden, dass die Schaltung die Quelle induktiv
belastet. Der Winkel zwischen der Quellenspannung und den Gesamtstrom betragt
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Bild 4.5.2-2: Zeigerdiagramm fiir das Beispielnetzwerk

Py =—100°+62,9° = ~37,1°.

Da mit dem Zeigerdiagramm alle Verhéiltnisse fest liegen, kann man jetzt eine beliebige Span-
nung Ug vorgeben, die zu einer neuen Skalierung der Spannungen und der Strome fiihrt. Das
gesamte Zeigerdiagramm kann auch beliebig gedreht werden, so dass zum Beispiel die
Quellenspannung Ug in der Bezugsebene liegt. Selbstversténdlich lassen sich auch alle Span-
nungen und Strome durch die Netzwerkmatrix ermitteln.

Um nach der zweiten Methode das Zeigerdiagramm zu entwickeln, bendtigt man nur die Be-
trage der Spannungen und Strome. Die entsprechenden Phasenwinkel ergeben sich dann aus
der Uberlegung,

e dass an einem Widerstand Spannung und Strom in Phase sind,
e dass an einer Induktivitit die Spannung dem Strom um 90° voreilt
~4-40/68 -
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e dass an einer Kapazitit der Strom der Spannung um 90° voreilt.

Im Einzelnen ergibt sich dann folgende Rechnung und Vorgehensweise, die mit dem Zeiger-
diagramm nach Bild 4.5.2-2 korrespondiert:

|11| wird in die Bezugsebene gelegt.

|Qc1| = |L -jXCl| =10V eilt dem Strom [, um 90° nach.

[Uro| =1, - R,|=25V liegt mit I, in Phase.

|QL2| wird mit 26,9V durch Messung dem Zeigerdiagramm entnommen.
L= ‘J[;J(—Lz

L2

=0,897A eilt der Spannung U, , um 90° nach.

|13| wird mit 1,067A durch Messung dem Zeigerdiagramm entnommen.
[Upi|=[1; - R}|=16,0V liegt mit I, in Phase.

|Q Ll| wird mit 41,6V durch Messung dem Zeigerdiagramm entnommen.

=2,080A eilt der Spannung U, um 90° nach.

L=

L1

I

—ges

wird mit 2,624A durch Messung dem Zeigerdiagramm entnommen.

|Qc2| =

Lo -jXCz‘ =26,2V eilt dem Strom [, um 90° nach.
‘[_JQ‘ wird mit 20,1V durch Messung dem Zeigerdiagramm entnommen.

@, Wird mit —37° durch Messung dem Zeigerdiagramm entnommen.

Wie man sieht, erspart man sich bei dem zweiten Weg eine
mitunter aufwéindige Rechnung. Wie bereits erwihnt,
mochte man mit Hilfe des Zeigerdiagramms eine Ubersicht
tiber die Verhéltnisse der Spannungen und Strdme inner-
halb des Netzwerkes erhalten, so dass die Ungenauigkei-
ten, die sich durch das Messen und Ablesen im Zeigerdia-
gramm zwangslaufig ergeben, tolerabel sind.

Auf eine Besonderheit bei der Entwicklung des Zeigerdia-
gramms aus den Betrdgen der Spannungen und Stréme sei
abschlieBend noch hingewiesen. Als Beispiel dient das
Teilnetzwerk nach Bild 4.5.2-3. Ist nach diesem Bild die
Spannung U; und der Strom I3 bekannt und sollen aus die-
sen Vorgaben die Spannungen Uc und Ug ermittelt werden,

Bild 4.5.2-3: Teilnetzwerk
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so muss der Taleskreis, der durch den Span-
nungszeiger Uy nach Bild 4.5.2-4 definiert
wird, herangezogen werden. Da

U, =U.+U;

gilt und die Zeiger von U, und U senk-

recht aufeinander stehen, muss Ug in Phase
zu I3 in den Taleskreis eingezeichnet werden.
Welchen Teil des Taleskreises man nimmt,
ist hierbei uninteressant. Uc schlie3t dann die
Masche. Folgerichtig eilt die Spannung am
Kondensator dem Strom um 90° nach.

4.5.3 Ubertragungsverhalten

Bisher wurde das Verhalten eines Netzwerks
an zwei Klemmen analysiert. Dazu wurde

X

Bild 4.5.2-4:

Zeigerdiagramm des
Teilnetzwerks

das Netzwerk als ein Zweipol betrachtet. Besitzt ein Netzwerk wie im Bild 4.5.3-1 dargestellt
zwei Eingangsklemmen und zwei Ausgangsklemmen, so bezeichnet man das Netzwerk als
einen Vierpol. Zu den Vierpolen gibt es eine umfangreiche Theorie, die aber im Rahmen die-

ses Kurses nicht erldutert werden soll. An dieser Stelle
soll nur das Ubertragungsverhalten

4.5.3-1

elementarer Vierpole in Abhéngigkeit der Kreisfre-
quenz ® und damit wegen @ = 2nf auch in Abhén-
gigkeit der Frequenz f betrachtet werden.

Allgemeine Betrachtungen des Ubertragungsverhaltens
von Vierpolen benutzen die Laplace-Transformation
und das Pol- und Nullstellenverhalten in der komple-
xen s-Ebene. Auch diese Betrachtung soll nicht Ge-
genstand dieses Kurses sein, so dass die folgenden Ana-
lysen nur im Frequenzbereich durchgefiihrt werden.

Zunichst soll der elementare komplexe Vierpol nach
Bild 4.5.3-2 betrachtet werden. Sein Ubertragungsver-
halten ldsst sich nach der komplexen Spannungsteiler-
regel durch die Ubertragungsfunktion

Z,(w)

He)= 2 @)z,

4.5.3-2

-4-42/68 -
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beschreiben. Gleichung 4.5.3-2 bildet die Basis der folgenden Betrachtungen, in denen die
komplexen Widerstinde Z durch Ohmsche Widerstéinde R, Induktivitdten L und Kapazititen

C ersetzt werden.

453.1 RC-Vierpole

Fiir den RC-Vierpol nach Bild 4.5.3.1-1 folgt die Ubertragungsfunktion

1

joC

1

4.5.3.1-1

T 1
joC

R+

1

0, =—:.
* RC

Bild 4.5.3.1-2 zeigt das Ubertragungsverhalten des
Betrages | E(m)| und der Phase ¢, (w)(Amplituden-
und Phasengang) der Ubertragungsfunktion iiber dem

Logarithmus der Kreisfrequenz. Aus dem Amplituden- -
gang geht hervor, dass bei niedrigen Frequenzen der

Betrag der Ausgangsspannung |[_Jz| identisch mit dem

+joRC

1+jg
0‘)O

=[F(w) exp(jor (w))

4.53.1-2

C
— U,

O ? O

Betrag der Eingangsspannung |Ql| ist. Bei hohen Fre-

quenzen nimmt der Betrag der Ausgangsspannung ab.

Bild 4.5.3.1-1: RC-Vierpol

Diese Frequenzen werden nur geddmpft an den Aus-
gang iibertragen. Dieses Verhalten nennt man Tiefpass. Der Tiefpass besitzt die Eckfrequenz
® = 0, . An dieser Stelle ist die Amplitude auf den Wert

»

|E(w)]4

1,0

0,707

0,54 \

0,0+
Bild 4.5.3.1-2:
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1 0,707 4.5.3.1-3

V2
abgesunken. Der Phasengang lauft tiber der Kreisfre-

quenz von 0° bis -90°. Bei der Eckfrequenz hat die
Phase den Wert -45°. ©

Da die Kreisfrequenz in der Ubertragungsfunktion nur
in der ersten Potenz auftritt, nennt man das Ubertra-
gungsverhalten einen Tiefpass 1. Ordnung. Der Tief-
pass stellt ein Filter dar, das niedrige Frequenzen an o o

den Ausgang gelangen lésst, hohe Frequenzen aber
spertt. Bild 4.5.3.1-3: RC-Vierpol

Vertauscht man im Bild 4.5.3.1-1 die beiden Bauele-
mente, so erhilt man den Vierpol nach Bild 4.5.3.1-3 mit der Ubertragungsfunktion

. @

(0)= R joRC JOTO
' 1 1+ joRC 1+j2
joC ®,

4.53.1-4

Der Amplituden- und Phasengang ist im Bild 4.5.3.1-4 dargestellt. Es handelt sich hier um
einen Hochpass 1. Ordnung. Der Hochpass stellt ein Filter dar, das hohe Frequenzen an den
Ausgang gelangen lésst, niedrige Frequenzen aber sperrt.

|[E()[4 P(w)4
1 0 1 2 1 0 1 2
1.0 10 10 10 IIO; 90° 10 10 10 1!0;
y log(w/m,) log(/ey)
0,707
0,5+ / 451
\\,
\\
\‘\
N\
00— 0ol —
Bild 4.5.3.1-4: Amplituden- und Phasengang der Ubertragungsfunktion
4532 RL-Vierpole
Fiir den RL-Vierpol nach Bild 4.5.3.2-1 folgt die Ubertragungsfunktion
~4-44/68 -
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mit
0, =—. 45322

Da die Ubertragungsfunktion identisch mit der Uber-
tragungsfunktion nach Gleichung 4.5.3.1-4 ist, ergibt
sich der Amplituden- und Phasengang nach Bild
4.5.3.1-4, womit es sich bei dem Vierpol um einen
Hochpass 1. Ordnung handelt.

Vertauscht man im Bild 4.5.3.2-1 die beiden Bauele-
mente, so ergibt sich der Vierpol nach Bild 4.5.3.2-2
mit der Ubertragungsfunktion

F(o) R 1 1

" R+joL

. L o

I+jo— 1+j—

R 0
Da die Ubertragungsfunktion identisch mit der Uber-
tragungsfunktion nach Gleichung 4.5.3.1-1 ist, ergibt
sich der Amplituden- und Phasengang nach
Bild 4.5.3.1-2, womit es sich bei dem Vierpol um ei-
nen Tiefpass 1. Ordnung handelt.

4533

Kombinationen mehrerer RC- oder RL-Vierpole fiih-
ren zu Tief- oder Hochpéssen hoherer Ordnung, deren
Amplitudenginge im Vergleich zu Tief- und Hochpis-
sen 1. Ordnung einen steileren Verlauf iiber der Fre-

Tief- und Hochpésse hoherer Ordnung

4.5.3.2-1

=
-
=

o
(0]

Bild 4.5.3.2-1: RL-Vierpol

4.53.2-3

=
=
=

o
o

Bild 4.5.3.2-2: RL-Vierpol

quenz aufweisen und die Phase liber 90° hinaus drehen. Tief- und Hochpésse 2. Ordnung ent-
stehen durch RLC-Vierpole. Kombinationen von Tiefpdssen und Hochpéssen fiithren zu
Bandpissen, die nur einen Frequenzbereich zwischen einer unteren und oberen Grenzfrequenz

am Ausgang ungedampft passieren lassen.

Eine dem Thema gebiihrende Analyse der Tief-, Hoch- und Bandpésse hoherer Ordnung, lasst
sich nur mit Hilfe der Laplace-Transformation durchfiihren. Deshalb soll an dieser Stelle
nicht néher auf deren Amplituden- und Phasengiinge eingegangen werden.
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Fragen- und Aufgabensammlung
Wie lautet die Matrizengleichung zur Berechnung der Zweigstrome komplexer Netz-
werke?

Wie kann die Matrizengleichung zur Berechnung der Zweigstrome komplexer Netz-
werke formuliert werden, wenn man iiber kein Programm verfiigt, welches komplexe
Matrizen berechnen kann?

Welchen Zweck erfiillt das Zeigerdiagramm der komplexen Spannungen und Strome?

Nach welchen Methoden kann das Zeigerdiagramm der komplexen Spannungen und
Stréme entwickelt werden?

Was ist ein Tiefpass?
Was ist ein Hochpass?
Was charakterisiert einen Tief- oder Hochpass 1. Ordnung?

Welchen Wert besitzt die Amplitude der Ubertragungsfunktion eines Tief- und Hoch-
passes 1. Ordnung an der Stelle der Eckfrequenz?

Welchen Wert besitzt die Phase der Ubertragungsfunktion eines Tiefpasses 1. Ordnung
an der Stelle der Eckfrequenz?

Welchen Wert besitzt die Phase der Ubertragungsfunktion eines Hochpasses 1. Ordnung
an der Stelle der Eckfrequenz?

Aufgabe 4.5.4-1:

Von dem nebenstehenden Netzwerk sind die folgen- S

den Werte bekannt:

Ermitteln Sie mit Hilfe eines Zeigerdiagramms gra-
fisch die Quellenspannung Ug und den Gesamtstrom
Iees des Netzwerks und den Phasenwinkel ¢ zwischen
Iees und Ug. Belastet das Netzwerk die Quelle induk-
tiv, kapazitiv oder rein ohmsch?

Benutzen Sie folgende MaBstibe: M

L=(1+j0)A
Ur=(0+j3)V
R1 =4Q

R, =10Q

XC =-2Q l

~0Q

1A = S5cm
1V = 2cm

Uberpriifen Sie anschlieBend das Ergebnis mit Hilfe der Netzwerkmatrix.

(Losung: U, =4,6Vexp(j2,5°); 1

Skript

=1,43Aexp(jl2,1°); 9 =9,6°)

ges
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Aufgabe 4.5.4-2:

=ges

Von dem nebenstehenden Netzwerk sind die folgen- o
den Werte bekannt:

L=(1+jDA R

Uc=(G-j3)V

R=2Q

XL1 =2Q

X =48 HLl -
Ermitteln Sie mit Hilfe eines Zeigerdiagramms gra-
fisch die Quellenspannung Ug und den Gesamtstrom
Ioes des Netzwerks und den Phasenwinkel @ zwischen

Iees und Ug. Belastet das Netzwerk die Quelle induk-
tiv, kapazitiv oder rein ohmsch? L,

4‘_—_‘—
]
A

=
I o

Benutzen Sie folgende Mafstibe: \

e A = S5cm
o 1V = 2cm

Uberpriifen Sie anschlieBend das Ergebnis mit Hilfe der Netzwerkmatrix.

(Losung: U, =5,53Vexp(j5,2°); L., =0,791A exp(—j18,4°); ¢ =23,6°)

ges

Aufgabe 4.5.4-3:

=ges

Von dem nebenstehenden Netzwerk sind die folgenden

Werte bekannt: ° 'T
L=(0+j2)A l
R1 =10Q
R, =10Q I:I R, C
X1 =20Q U, —
XC =-20Q
Ermitteln Sie mit Hilfe eines Zeigerdiagramms gra- L
fisch die Quellenspannung Ug und den Gesamtstrom v R,
Ioes des Netzwerks und den Phasenwinkel ¢ zwischen o [ |
Iees und Ug. Belastet das Netzwerk die Quelle induktiv,
kapazitiv oder rein ohmsch?
Benutzen Sie folgende MaBstébe:
e 1A = 3cm
o 10V = 2,5cm
Uberpriifen Sie anschlieBend das Ergebnis mit Hilfe der Netzwerkmatrix.
(Losung: U, =54Vexp(jl58,2°); L., =1Aexp(jl80°); ¢ =-21,8°)
~4-47/68 -
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Aufgabe 4.5.4-4:

Gegeben ist das nebenstehende Netzwerk

mit den Werten:
R; =30Q
Rz =17Q
XL1 =24Q
X2 =12Q
XCI =-8Q
Xcz =.22Q)

Uqg =20V exp(-j45°)

Berechnen Sie den Gesamtstrom Iy mit
Hilfe der Netzwerkmatrix. Belastet das
Netzwerk die Quelle induktiv, kapazitiv
oder rein ohmsch?

(Losung: Loes = 1,99A exp(-j11,6°); kapazitiv)
Aufgabe 4.5.4-5:

Gegeben ist das nebenste- I—°>—& . ﬁ
hende Netzwerk mit den C
Werten: =1
R, J—
R;=10Q U C,
R, =20Q —Ql GD —_
Xp1 = 30Q C,
X2 = 15Q J— L,
XCI =-40Q
Xez = -20Q ° °
Xc3 =-50Q

Ermitteln Sie mit Hilfe eines Zeigerdiagramms grafisch den Phasenwinkel ¢ zwischen Lo
und Ug. Belastet das Netzwerk die Quelle induktiv, kapazitiv oder rein ohmsch?

Uberpriifen Sie anschlieBend das Ergebnis mit
Hilfe der Netzwerkmatrix. Z, Ly,

(Losung: ¢ =-34,9°, kapazitiv)

Aufgeabe 4.5.4-6:

Gegeben ist das nebenstehende Netzwerk mit
den Werten:

Z, =(20- jo5)Q2
Z, =(30+j15)Q
Z, = (0~ 9 A
Q2
-4-48/68 -
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Z, =(13+j28)Q
U, =120V exp(jl10°)
Iy, =2,8Aexp(- j45°)

Berechnen Sie die in den komplexen Widerstinden umgesetzte Scheinleistungen.

(Losung: S =69,1W —j224,5var; S, = 124,1W +j62,0var; S; = 7,5W —j3,4var;
S4=103,3W +j222 4var; Sq| = -168,6 W +j146,0var;
Sq2 =-135,3W —j202,6var)

Aufeabe 4.5.4-7:

Von dem nebenstehenden Netzwerk sind die folgen- =
o- -
den Werte bekannt:
ll = (058 +J174)A lll
R, =20Q
R, =13Q I:] R, C
XL =19Q U, —
Xc=-12Q
Ermitteln Sie mit Hilfe eines Zeigerdiagramms gra- L
fisch die Quellenspannung Ug und den Gesamtstrom v R,
Ioes des Netzwerks und den Phasenwinkel ¢ zwischen o || ||
Iees und Ug. Belastet das Netzwerk die Quelle induk-
tiv, kapazitiv oder rein ohmsch?
Benutzen Sie folgende MaBstébe:
e 1A = 3cm
e 10V = 2,5cm
Uberpriifen Sie anschlieBend das Ergebnis mit Hilfe der Netzwerkmatrix.
(Losung: U, =30Vexp(j0°); L, =1,25A exp(j36,3°); ¢ =—-36,3°)
~4-49/68 -
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4.6 Ortskurven

4.6.1 Einleitung

Die bisher betrachteten Zeigerdiagramme fiir die Spannungen, die Strome, die Scheinleistun-
gen und die komplexen Widerstinde und Leitwerte in den komplexen Widerstands- und
Leitwertebenen entstanden unter der Voraussetzung fester Werte der Bauelemente und einer
festen Frequenz. Mit der Anderung des Wertes mindestens eines Bauelements eines Netz-
werks oder der Frequenz, werden die Zeigerdiagramme Verdnderungen unterliegen. Variiert
man die Werte kontinuierlich, so beschreiben die Zeigerspitzen in der komplexen Zahlenebe-
ne eine Ortskurve. Es handelt sich damit um eine Abbildungsfunktion, die allgemein in der
Form

2 3

£(p) = A+Bp+gp :th ...... o <P < oo 4.6.1-1
A +Bp+Cp"+Dp +...

geschrieben werden kann. Aus der Funktionentheorie (Theorie der komplexen Zahlen) folgen
die Darstellungen fiir elementare geometrische Formen:

Gerade f(p)=A+Bp 4.6.1-2

Kreis f(p) =% 4.6.1-3
A +Bp

Parabel f(p)=A+Bp+Cp’ 4.6.1-4

Die folgenden Betrachtungen sollen sich nur auf einfache Netzwerke beziehen. Zur Ermitt-
lung der Ortskurven umfangreicher Netzwerke greift man heute auf Rechner zuriick.

4.6.2 Elementare Ortskurven als Funktion der Frequenz

Die Ortskurven, die sich als Funktion der Frequenz ergeben, sollen anhand komplexer Wider-
stainde und Leitwerte in Beispielen erkldrt werden. Stellt die Frequenz bzw. die Kreisfrequenz
die variable Grof3e dar, so geht in der allgemeinen Abbil-

dungsfunktion nach Gleichung 4.6.1-1 die Variable p in die R L

Variable @ mit dem Wertebereich 0 < ® < o {iber. o— ] - o

Zunichst soll die Impedanz Z nach Bild 4.6.2-1 betrachtet

werden. Sie ergibt sich aus Bild 4.6.2-1: Impedanz Z
Z=R+joL 4.6.2-1

und stellt damit eine Funktion der Kreisfrequenz ® dar, die durch Koeffizientenvergleich mit
Gleichung 4.6.1-2 eine Gerade als Ortskurve liefert:

A=A_+iA, -~ A_=R 4.6.2-2
B = Bre + jBim = jBim = _]L 462-3
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Die Ortskurve ist im Bild 4.6.2-2 dargestellt.

Bildet man den Kehrwert der Impedanz Z nach Gleichung 4.6.2-1, so erhélt man die Admit-
tanz Y in der Form

y-1__1 4.6.2-4
Z R+joL

Durch Koeffizientenvergleich mit der Gleichung 4.6.1-3 besitzt die Ortskurve der Admittanz
eine Kreisform, die ebenfalls im Bild 4.6.2-2 dargestellt ist.

. A 3 . A
im(Z) Ortskurve Jim(Y)
@ = oo 0=0
Z / G, ~
0 o, Re(Y)
o
Y
. o - Ortskurve
0=0
| R
0 Re(Z)

Bild 4.6.2-2: Ortskurve der Impedanz Z und der Admittanz Y

Als nichstes soll die Impedanz Z nach Bild 4.6.2-3 betrach-

tet werden. Sie ergibt sich aus R | IC
1 1 o— 1] | | O
Z=R+—=R—-j— 4.6.2-5
joC oC

Bild 4.6.2-3: Impedanz Z
und stellt damit eine Funktion des Kehrwerts der Kreisfre-

quenz ® dar, die durch Koeffizientenvergleich mit Glei-
chung 4.6.1-2 eine Gerade als Ortskurve liefert:

A=A_+jA, = A_=R 4.6.2-6

e

B = Bre + jBim = jBim = _Jé 462-7

Die Ortskurve ist im Bild 4.6.2-4 dargestellt.

Bildet man den Kehrwert der Impedanz nach Gleichung 4.6.2-5, so erhélt man die Admittanz
Y in der Form
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:;1, 4.62-8
R—j—
oC

X:

IN|—

Durch Koeffizientenvergleich mit der Gleichung 4.6.1-3 besitzt die Ortskurve der Admittanz
eine Kreisform, die ebenfalls im Bild 4.6.2-4 dargestellt ist.

jm@2)] oo jm(){
AN
0 Re(2)
= o, Ortskurve
) &
o
Ortskurve

Bild 4.6.2-4: Ortskurve der Impedanz Z und der Admittanz Y

Abschlieflend soll die Impedanz Z nach Bild 4.6.2-5 betrachtet werden. Sie ergibt sich aus
Z:R+ij+;:R+j(wL—Lj 4.6.2-9
JoC oC

und stellt damit eine Funktion der Kreisfrequenz @ sowie deren Kehrwerts dar. Hier fallt
zunidchst auf, dass fiir die Kreisfrequenz ®, der Imaginirteil von 4.6.2-9 nach

mOL—L:O = ®, :; 4.6.2-10

®,C JLC
verschwindet und somit als Gesamtwiderstand nur der Re-
alteil R {ibrig bleibt. Diese Frequenz nennt man die Reso- R L C
nanzfrequenz. Sie wird Gegenstand der Betrachtung im O_:l_-_l | 0
nichsten Abschnitt ,,Schwingkreise* sein.

Dass die Ortskurve der Gleichung 4.6.2-9 eine Gerade ist,
erhdlt man am einfachsten aus der Aufspaltung

Bild 4.6.2-5: Impedanz Z

Z:R+ij+.L:[1R+ijJ+(lR—ij. 4.6.2-11
joC 2 2 oC

Beide Funktionen stellen im Bereich 0 < @ < e Geraden dar, so dass eine Uberlagerung zu
der Ortskurve der Impedanz nach Bild 4.6.2-6 flihrt. Aus deren Kehrwertbildung lasst sich
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dann die Ortskurve der Admittanz bilden, die hier, wie im Bild 4.6.2-6 dargestellt, einen vol-

len Kreis beschreibt.

>>

. A
JjIm(Z) Ortskurve

Re(Z)

Bild 4.6.2-6:

4.6.3

Die Ortskurven, die sich als Funktion der
Variation der Werte der Bauelemente bei
einer festen Frequenz ergeben konnen, sollen
anhand eines Beispielnetzwerks nach

Bild 4.6.3-1 erklart werden. In dem Netz-
werk 1st der Widerstand R; im Bereich

R, =k-R 4.6.3-1

1max
mit
0<k<l1

einstellbar. Ermittelt werden soll die
Ortskurve des Gesamtleitwerts Y des Netz-
werks als Funktion von k.

Am(Y) !

0, Ortskurve

R;e(X)

Ortskurve der Impedanz Z und der Admittanz Y

Ortskurven als Funktion der Variation der Werte der Bauelemente

[ LY,
o} & - | | Q o]
! I ‘.l
: 1Y,
! R,
\\I—I //
Bild 4.6.3-1: Beispielnetzwerk

Hierzu wird erst einmal das Beispielnetzwerk, wie im Bild 4.6.3-1 gezeigt, aufgeteilt. Fiir die

Impedanz Z; folgt dann
Z, =k R, +joL

4.6.3-2

4.6.3-3

-4-53/68-

und fir die Admittanz Y,
_ 1
' kR, +joL’
Skript

Der Wechselstromkreis

Samstag, 4. Oktober 2003



Fachhochschule Kéin Prof. Dr.-Ing. Jiirgen Weber
University of Applied Sciences Cologne Dipl.-Ing. Franz Josef Klein
Campus Gummersbach Andreas Wagen

Einfiihrung in die Mechanik und Elektrotechnik |

. A . A
jIm(Z,) JIm(Y)

/ (Pmin
/

joL ¥

Ortskurve

0 Re(Z) k=0

Bild 4.6.3-2: Ortskurve der Impedanz Z, und der Admittanz Y,

. A
Wihrend Z,; eine Gerade darstellt, Jm(Y) -

beschreibt Y einen Teilkreis. Beide > k=1
Ortskurven sind im Bild 4.6.3-2 dar-
gestellt. In der komplexen Leitwert-
ebene muss jetzt noch der feste Zei-
ger der Parallelschaltung Y, zu der
Ortskurve von Y, addiert werden. Y(k) « Ortskurve
Bild 4.6.3-3 zeigt die resultierende /,/ k, R,
Ortskurve des Leitwertes Y des Bei- N

spielnetzwerks. Diesen Leitwert kann k=0

man selbstverstiandlich in die kom-

plexe Widerstandsebene transformie- 0 I{e Y)
ren, was aber mit einem erheblichen -
Aufwand verbunden ist. Bild 4.6.3-3: Ortskurve der Admittanz Y

<
AN

4.6.4 Fragen- und Aufgabensammlung

1)  Wie entstehen im Allgemeinen Ortskurven?

2)  Welche elementaren Ortskurven liefern einfache Impedanzen und Admittanzen als
Funktion der Frequenz?

Aufgabe 4.6.4-1:

Ermitteln Sie fiir die nebenstehende Reihenschaltung oi: L‘ o

eines Ohmschen Widerstands R = 200€2 und einer vari-
ablen Induktivitdat L =100 ..... 300mH die Ortskurve fur

. L u
die Gesamtspannung U bei einem konstanten Strom -
I=10mA bei f=200Hz.
~4-54/68 -
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(Losung: Gerade mit den Eckpunkten (2 +j1,26)V und (2 +j3,77)V)

Aufgabe 4.6.4-2:

. . R C
Fiir den nebenstehenden komplexen Widerstand mit den | ,I{
O
Werten o—|: /f |

R=100Q
C=10..... 100uF
f=1kHz

soll die Ortskurve als Funktion von C konstruiert werden.
(Losung: Gerade mit den Eckpunkten (100 —j15,9)Q2 und (100 —j1,59)Q2)
Aufgabe 4.6.4-3:

An den Eingang des nebenstehenden Netzwerks

wird die Spannung U; mit veradnderlicher Fre-

quenz gelegt.

a)  Stellen Sie die Gleichung der Ubertra-
gungsfunktion U, /U, auf.

b)  Vereinfachen Sie die Gleichung durch
R;=R,=Rund o, =R, /L und kon-
struieren Sie die Ortskurve der Ubertragungsfunktion als Funktion von .

(Losung: Halbkreis mit negativen Imaginérteilen mit den Eckpunkten (0,5 + j0) und
(0+30))
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4.7 Schwingkreise

In komplexen Netzwerken, in denen Induktivitidten und Kapazitdten vorhanden sind, kénnen
sich deren Blindwiderstinde wegen derer unterschiedlichen Vorzeichen fiir bestimmte Fre-
quenzen kompensieren. Diese Frequenzen bezeichnet man als die Resonanzfrequenzen des
Netzwerks. Fiir die Quelle, die dem Netzwerk die Frequenz aufprégt, wirkt das Netzwerk bei
Resonanz wie ein Ohmscher Widerstand oder Leitwert.

Im Folgenden soll der Reihenschwingkreis genauer betrachtet werden. Aus seinem Verhalten
sollen die GesetzmaBigkeiten und Definitio-
nen abgeleitet werden, die auf allgemeine

Netzwerke iibertragen werden konnen. U, U _%,
 — -
'—'R s I
4.7.1 Der Reihenschwingkreis IT

\

Der Reihenschwingkreis besteht aus der Se-
rienschaltung der Bauelemente Widerstand R,
Induktivitit L und Kapazitit C nach Bild 4.7.1-1: Der Reihenschwingkreis
Bild 4.7.1-1. Der Scheinwiderstand Z,.s des

Reihenschwingkreises ergibt sich somit zu:

Ic

Z,..=R+jX, +jX.=R +j(wL—%j =| Z,..|exp(jo) 4.7.1-1
Q)

4.7.1.1 Die Resonanzfrequenz

Betrachtet man den Imaginérteil, also den Blindwiderstand des Reihenschwingkreises nach
Gleichung 4.7.1-1, so wird sich dieser fiir eine bestimmte Kreisfrequenz ®, wegen

o,L-——=0 47.1.1-1

mit
0, =— 4.7.1.1-2

zu Null ergeben. Die Blindwiderstdnde X der Induktivitit und X¢ der Kapazitit kompensie-
ren sich bei der Resonanzfrequenz

% _ 1 47.1.13

" 2n 2mlLC
Durch den Energieaustausch zwischen der Induktivitidt und der Kapazitdt wirkt das System
dhnlich wie ein mechanisches Federsystem. Wird das mechanische Federsystem nach
Bild 4.7.1.1-1 durch einen Impuls angeregt, so schwingt es auf einer Frequenz mit einer je
nach Grofle der Dampfung abklingenden Amplitude. Auf den Schwingkreis {ibertragen, stellt
der Widerstand R die Ddmpfung des Systems dar. Setzt man eine verlustfreie Induktivitit und
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Kapazitét voraus, so stellt die Resonanzfrequenz f die Frequenz dar, mit der das ungedédmpfte

System (R = 0) selbst schwingt.

gen.

Resonanz bedeutet, dass ein dimpfungsarmes schwingfihiges System mit der
gleichen Frequenz angeregt wird, bei der es in der Lage ist selbst zu schwin-

4 Amplitude

Bild 4.7.1.1-1: Gedampftes Federsystem

Bauelemente folgen dann die Spannungsabfille:

Bei der Resonanzfre-
quenz des Schwing-
kreises nach

Bild 4.7.1-1 geht der
Scheinwiderstand Zs
in den Ohmschen Wi-
derstand R iiber. Dar-
aus ergibt sich der
Strom als

I=1(w,)=1, zu

Fir die einzelnen

Uy =Ug(0,)=R-I,=U 4.7.1.1-4
U, =U, (0,)=jX, I, = jo,L-I, 20 47.1.1-5
A Aj]:rn(ch:s) A
= iX,

U -
QR IN .] C
U R R
> chs Re(des)
I

Bild 4.7.1.1-2: Zeiger- und Widerstandsdiagramm bei Resonanz
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chgc(wo):jxc'lo:_j 'lo #0 47.1.1-6

0
Aus dem Maschenumlauf
—U+Ug+U, +U. =0
folgt wegen U, = U fiir die Resonanzfrequenz:

HL(mo):jmoL'lo :_jL'Io :[_Jc(mo) 4.7.1.1-7
®,C
Das Zeigerdiagramm der Spannungen und Strome sowie das Widerstandsdiagramm in der
komplexen Widerstandsebene sind fiir den Resonanzfall im Bild 4.7.1.1-2 dargestellt. Es sei
an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass die Betrdge der Spannungen an der Induktivitdt und
an der Kapazitit groBer werden konnen, als der Betrag der Gesamtspannung U.

47.1.2 Der Kennwiderstand

Dem Reihenschwingkreis wird nach Definition der Kennwiderstand
Z,=0,L=—-=/— 4.7.1.2-1

zugeordnet.

4.7.1.3 Die Giite

Allgemein gibt die Giite Q das Verhiltnis zwischen der maximalen gespeicherten Energie und

der in Warme umgesetzten Verlustenergie innerhalb eines Netzwerks wéihrend einer Perio-

dendauer des sinusformigen Wechselstroms an. Fiir den Reihenschwingkreis ldsst sich die

Giite aber auch durch den Quotienten
Z, oL 1

Q:_

= = 4.7.1.3-1
R R o,CR

angeben. Erweitert man die Gleichung 4.7.1.3-1 mit dem Betrag des Stroms I, so folgt:

_ O)OL'|10|_ |HL(0)0)| _|HL(0)0)| _|gc(wo)|

= = = 4.7.1.3-2
R'|lo| |HR(0)O)| |[_J(0)o)| |[_J(0)o)|

Die Giite ist damit auch ein MaB fiir die Verhiltnisse zwischen den Betrdgen der Spannung an
der Induktivitét oder Kapazitit und der Gesamtspannung, die an den Reihenschwingkreis
gelegt wurde.

4714 Resonanzkurven

Da der Scheinwiderstand Z.; des Reihenschwingkreises eine Funktion der Frequenz ist, wird
auch der Strom I bei einer festen Spannung U, die an den Schwingkreis nach Bild 4.7.1-1
angelegt wird, eine Funktion der Frequenz sein. Da im Resonanzfall nur noch der Wirkwider-
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|I/I |A QA
=20

1,0+ 90°

0,8+

0,6

OO
0,4+
0,2+ ’
_—
0,0 == -90°-
10

Bild 4.7.1.4-1: Resonanzkurven des Betrags des normierten Stroms und dessen Phase

stand nach auf3en hin in Erscheinung tritt, wird das Maximum des Betrages des Stroms [ fiir
den Resonanzfall erreicht:

11| =1, 4.7.1.4-1
Stellt man den normierten Strom
I )
= =|=|-exp(jop) 47.1.4-2
L, L

iiber dem Logarithmus der normierten Frequenz f/fy nach Betrag und Phase fiir verschiedene
Werte der Giite Q dar, so erhilt man das Bild 4.7.1.4-1. Im Bild 4.7.1.4-1 erkennt man, dass
fiir groBere Werte der Giite Q die Resonanzkurve schmaler ausféllt und damit die Resonanz
iiber der Frequenz schérfer ausgeprégt ist. Der Phasengang, der zwischen +90° und -90° vari-
iert, zeigt fiir groere Werte der Giite Q einen steileren Verlauf um den Wert der Resonanz-

|u/U s |U/U &
lu/ul] Q=1 luul] Q=3
lu/ul lu/u| ,y
1,0 /N
Al
/
F
2,0 |
I\
0,5- e \ N
I’O_F—‘—// /,' / \ """ ——
/‘ / \
/ ‘ -’/
= ~__ L
0,0 1 -1 b j F
100 10 10 10
Bild 4.7.1.4-2: Resonanzkurven des Betrags der normierten Spannungen
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frequenz. Diese Steilheit ist beim Bau von Oszillatoren, wie sie zum Beispiel bei Uhren als
Zeitmal} bendtigt werden, ein Kriterium fiir deren Stabilitét. Oszillatoren sind Systeme, die
auf einer festen Frequenz schwingen. Dabei treten bei Oszillatoren mit Schwingkreisen nied-
riger Giite Schwankungen um die Resonanzfrequenz auf. Wahrend man mit diskret aufgebau-
ten Schwingkreisen wegen des Wicklungswiderstands der Spule nur Werte kleiner 100 fiir die
Giite realisieren kann, erhdlt man bei der Verwendung eines Quarzes, dessen Ersatzschaltbild
einen Reihenschwingkreis darstellt, Werte tiber 1000. Deshalb sind Quarze, die eine Wech-
selwirkung einer mechanischen Schwingung mit dem Stromkreis eingehen, fiir prézise Uhren
notwendig.

Wie bereits erwédhnt, konnen die Betrdge der Spannungen an der Induktivitdt und an der Ka-
pazitit den Betrag der Spannung, die an dem Schwingkreis liegt, weit iiberschreiten. Bild
4.7.1.4-2 zeigt die Spannungsverldufe iiber dem Logarithmus der Frequenz fiir zwei verschie-
dene Werte der Giite Q. Das Bild zeigt, dass die Giite, wie es in Gleichung 4.7.1.3-2 bereits
abgeleitet wurde, den Multiplikator fiir die Spannungsiiberh6hung an der Induktivitit und
Kapazitit bei der Resonanzfrequenz f; darstellt:

U, (0,)| | Uc(o,)
Ulo,) | | Ulo,)

=Q

Dariiber hinaus erkennt man, dass der maximale Betrag der Spannung an der Kapazitit vor
der Resonanzfrequenz und der maximale Betrag der Spannung an der Induktivitdt nach der
Resonanzfrequenz erreicht wird. Der Wert dieser Maxima ldsst sich durch die Ndherungsfor-
mel

& = Uc = Q 4.7.1.4-4
Q max H max 1 1
4Q 2
berechnen.
4.7.1.5 Die Bandbreite

Betrachtet man den Reihenschwingkreis nach Bild 4.7.1.5-1 als Vierpol, so ergibt sich als
Ubertragungsfunktion

F(o)= Y _ R = ! j = F(f). 4.7.1.5-1

U, ( 1 j ([ f
N R+joL——ro 1+ - _0
oc) TIp Ty
Diese Ubertragungsfunktion liefert die Resonanzkurve |QR / Q| nach Bild 4.7.1.4-2 und ist
als Beispiel fiir die Giite Q = 3 nach Betrag und Phase im Bild 4.7.1.5-2 dargestellt. Interes-
sant sind in dem Zusammenhang die Werte 1/ \2 =0,707 im Verlauf des Betrags |£(f )| der

Ubertragungsfunktion. An diesen Stellen werden die Grenzfrequenzen definiert, die die
Begrenzungen der Bandbreite B [Hz] darstellen.
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Bei der Betrachtung des Reihenschwingkreises L

als Vierpols nach Bild 4.7.1.5-1 handelt es sich —IIllB H IC o)
also um ein einfaches Frequenzfilter, das nur ein
bestimmtes Frequenzband unterhalb und ober- R U
halb der Resonanzfrequenz an den Ausgang ge- = 7
langen ldsst. Die Bandbreite lédsst sich dabei iiber
die Ndherungsformel o O
B~ f, 47152 Bild 4.7.1.5-1: Frequenzfilter
Q
berechnen.
|F( f) | A ¢ a
1,0+ f 90° s
|
0,707------=========- T
I oI,
0,57 o 0° 1= T >
[1 10 10 10
./"/ . \ \\
AR N . \
0,0 1 - T B 900 TE——
100 10 10

Bild 4.7.1.5-2: Filterkurve des Vierpols und dessen Bandbreite

4.7.2 Der Parallelschwingkreis

Der Parallelschwingkreis besteht aus der Parallelschaltung der Bauelemente Leitwert G, In-
duktivitit L und Kapazitdt C nach Bild 4.7.2-1. Der Scheinleitwert Y., des Parallelschwing-
kreises ergibt sich somit zu:

expljo, ) 4.7.2-1

. . . 1
Xges :G+JBC +.]BL :G+J[mC_EJ :‘Xges

Formal gilt die gleiche Betrachtung wie bei dem Reihenschwingkreis nach Abschnitt 4.7.1
mit den folgenden Umbenennungen:

R IN
b4
0l
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C = L I
— >
I = U © *
H = l ll(; llL ll(
Reihen- und Parallelschwingkreis verhalten U
sich zueinander dual. Insbesondere gilt wei- o G L
terhin: C
\j
1 4.7.2-2 ©
0, =— 7.2-
VLC Bild 4.7.2-1: Parallelschwingkreis
®, 1
=0 = 4.7.2-3
" 2n 2mlLC
Bei der Resonanzfrequenz f gilt
I=1; =1,. 4.7.2-4

Bei entsprechender Giite treten im Parallelschwingkreis Stromiiberh6hungen auf. Das bedeu-
tet, dass die Betrdge der Strome I; und I¢ erheblich groBBere Werte als der Betrag des Stroms 1
annehmen konnen. Dies hat Auswirkungen auf die Anwendung der so genannten Blindstrom-
kompensation, die im nidchsten Abschnitt betrachtet wird.

4.7.3 Fragen- und Aufgabensammlung

1)  Was versteht man unter Resonanz?

2)  Was passiert, wenn ein Netzwerk von einer Quelle seine Resonanzfrequenz aufgeprégt
bekommt?

3)  Aus welchen Bauelementen besteht ein Reihenschwingkreis?
4)  Welche Spannungsverhéltnisse sind ein MaB fiir die Giite des Reihenschwingkreises?

5)  Welche Eigenschaften der Resonanzkurve des Betrags und der Phase des Stroms durch
den Reihenschwingkreis werden durch den Wert der Giite Q beeinflusst?

6) Zwischen welchen Werten variiert die Phase des Stroms, der durch den Reihen-
schwingkreis fliel3t?

7)  Welche Bauelemente eines diskret aufgebauten Schwingkreises begrenzen die Giite zu
hohen Werten hin?

8)  Konnen die Betrdge der Spannungen an
der Kapazitit und an der Induktivitét

eines Reihenschwingkreises groBer 1,

werden als der Betrag der Spannung, °

die an den Schwingkreis gelegt wurde? ll(; lL llc
Aufgabe 4.7.3-1: U
Gegeben ist der nebenstehende Parallel- G L C
schwingkreis mit den Werten: !;
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R =31,42kQ
L=1mH
C=2533pF

Der Parallelschwingkreis wird an einer Spannung U = 20V betrieben.
Berechnen Sie flir den Parallelschwingkreis:

e die Resonanzfrequenz fj
e den Kennleitwert Y

o die Giite Q

e die Bandbreite B

e die normierten Strome ITG, ITL und ch im Resonanzfall

(Losung: fo = IMHz; Y, = 159,2uS; Q = 5; B = 200kHz; ITG =1; ITL =-J5; ch =135)
Aufgabe 4.7.3-2:
Die nebenstehende Schaltung zeigt die Zusammen- I IC
schaltung einer Kapazitit mit einer Spule mit dem
Wicklungswiderstand Ry. Berechnen Sie die Reso-
nanzfrequenz f; der Schaltung fiir die folgenden Wer-
te der Bauelemente: Ry, L
RW =50Q
L=1mH
C =100nF
(Losung: fo = 13,8kHz)

Aufgabe 4.7.3-3:

An den nebenstehenden Vierpol wird an den
Eingang eine periodische Rechteckspannung
mit der Periodendauer T = lms und dem

Scheitelwert 4V gelegt. Der Vierpol hat eine u,(t) R u,(t)
hohe Giite und eine Resonanzfrequenz von

f() = 3kHz. o Io)
Welche Spannung u,(t) ergibt sich am Aus-

gang des Vierpols?

(Losung: Sinusférmige Spannung mit dem Scheitelwert 1,7V und der Frequenz 3kHz)

-4-63/68 -
Skript Samstag, 4. Oktober 2003
Der Wechselstromkreis



Fachhochschule Kdln
University of Applied Sciences Cologne
Campus Gummersbach

Prof. Dr.-Ing. Jiirgen Weber
Dipl.-Ing. Franz Josef Klein
Andreas Wagen

Einfiihrung in die Mechanik und Elektrotechnik |

4.8 Die Blindstromkompensation

Die Blindstromkompensation ist ein Begriff, der unmittelbar mit der elektrischen Energie-
technik zusammenhéngt. Ziel der elektrischen Energieiibertragung ist die Vermeidung unnoé-
tiger elektrischer Verluste auf den Zuleitungen vom Energieerzeuger zum Abnehmer oder
Verbraucher. Neben dem Energietransport mit Hilfe von hohen elektrischen Wechselspan-
nungen, die dann verbraucherseitig durch Transformatoren auf gebrduchliche Spannungen
wie z.B. Uner, = 230V reduziert werden miissen, trigt auch die Vermeidung eines Transports
von Blindleistung zur Reduktion der Leitungsverluste bei. Dieser Sachverhalt soll an einem
Beispiel gezeigt werden.

Allgemein besitzen Verbraucher, die an der Netzspannung Une, = 230V mit der Frequenz
50Hz betrieben werden, neben Wirkwiderstinden oder Wirkleitwerten auch Blindwiderstdnde
bzw. Blindleitwerte. Damit verbunden ist die Umsetzung von Wirkleistungen und Blindleis-
tungen. Im Beispiel sollen zwei Verbraucher betrachtet werden, die vom Hersteller die Leis-
tungsangabe ,,P = 1kW bei 230V Wechselspannung* tragen. Daraus ergibt sich fiir beide
Verbraucher ein Wirkleitwert von

P

G, =——=189mS. 4.8-1
| Unee |
Wihrend nach Bild 4.8-1 Verbraucher 1 Verbraucher 2
der erste Verbraucher allein . o -
diesen Wirkleitwert besitzt,
soll beim zweitem Verbrau-
cher in seiner Er;atzschal- |:| G, |:| G, B,
tung eine zusitzliche Induk-
tivitat mit dem Blindleitwert
Bry = -18,9mS parallel ge- o— | o p\
schaltet werden.
Bild 4.8-1: Verbraucher fiir die Beispielrechnung

Blindleitwerte treten bei
vielen handelsiiblichen
Verbrauchern, wie zum Beispiel Staubsaugern, Haarfonen usw., aber auch bei PC’s wegen
ihrer Liifter und Transformatoren, auf. Die Blindanteile sind in den Féllen systeminhérent.
Das bedeutet, dass diese

Blindanteile nicht mecha-

nisch aus den Verbrauchern e R,

entfernt werden konnen. © > °©
U

Beide Verbraucher werden U, = -
jetzt iiber relativ lange Ver- Y U, Y,
bindungsleitungen mit den 230V/50Hz
Leitungswiderstinden B Un
Ry = 2Q an die Netzspan- o— ol
nung 230V/50Hz nach R,
Bild 4.8-2 angeschlossen. Bild 4.8-2: Verbraucher an der Netzspannung
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Fiir den Verbraucher 1 nach Bild 4.8-1 ergeben sich dann die folgenden Berechnungen, um zu
den Verlustleistungen Pry auf den Verbindungsleitungen zu gelangen:

Verbraucher 1:

2'PRL:2'QRL'IZ =21 2'RL=65,33VV 482

es =ges

mit

2

L.

:H$”1 =16,33A° 4.8-3
2-R, +—
G

v

Fiir den Verbraucher 2 nach Bild 4.8-1 ergeben sich die folgenden Berechnungen, um zu den
Verlustleistungen Pgp auf den Verbindungsleitungen zu gelangen:
Verbraucher 2:

2

®

2:Py =2-Uy I, =2¢|L[ -R, =130,03W 4.8-4
mit
‘ 2
Iges 2 _ HNetZ 1 A 32,51A2 48-5
‘Z-RL +—
Gy +JjBy

An den Ergebnissen erkennt man die Zunahme der Verlustleistung auf den Verbindungslei-
tungen im Fall des Verbrauchers 2, in dem gegeniiber dem Verbraucher 1 eine zusitzliche
Blindleistung umgesetzt wird. Ubertrigt man das Beispiel auf groBere Energieiibertragungen,
so erkennt man, dass die Ubertragung von Blindleistung wegen der hohen Leitungsverluste
fiir den Stromerzeuger unattraktiv ist. Er fordert deshalb eine verbraucherseitige Blindstrom-
kompensation.

Zur Erlduterung der Blindstromkompensation soll wieder der Verbraucher 2 nach Bild 4.8-3
herangezogen werden. Im Bild 4.8-3 stellt der Strom durch den Wirkleitwert Gy den Wirk-
strom I, und der Strom durch den Blindleitwert By v

den Blindstrom I, dar: .
=ges
Lev =1, 486 © :
lBLV = lb 48_7 ll(;v llBLV

Das entsprechende Zeigerdiagramm der Spannung und
der Strome ist im Bild 4.8-4 dargestellt. Der darin ein-
getragene Winkel ¢ wird als Argument des Kosinus
nach Definition zum Wirkfaktor cos(¢).

G, B,

Bild 4.8-3: Verbraucher mit
Blindleitwert
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[=

Das Ziel der Blindstromkompensation ist die Ver-
anderung des Wirkfaktors cos(¢p) zum Wert 1 hin.

Dies geschieht mit Hilfe eines Kompensationskon-
densators Cy, der dem Verbraucher nach Bild 4.8-5
parallel geschaltet wird. Durch den Kompensations-
kondensator entsteht die Parallelschaltung zweier
Blindleitwerte mit entgegengesetzten Vorzeichen,
wodurch der Gesamtblindleitwert verdndert wird.
Das Zeigerdiagramm fiir die Spannung und die
Strome nach der Blindstromkompensation nach
Bild 4.8-5 ist im Bild 4.8-6 dargestellt.

Bild 4.8-4: Zeigerdiagramm ]
Ublich ist die Blindstromkompensation auf den

Wirkfaktor
cos(@, )= 0,9 mit @, >0. 4.8-9

Damit wird eine Uberkompensation vermieden, die im Fall @, =0 zum Resonanzfall des

Systems ,,Verbraucher und Kompensa-
tionskondensator* fithren wiirde. Von
Uberkompensation spricht man im Fall L.

|le|2|lBLV

wenn der Betrag des Kompensations-
blindstroms grof3er als der Betrag des

b

il(‘l( = le
C

zu kompensierenden Blindstroms ist. Uy 1=K
4.8.2 Fragen- und Aufga- v
bensammlung o

1) Welches Ziel hat gF Qg™ Bild 4.8-5:  Verbraucher mit Blindstrom-

stromkompensation? K X

ompensation

2)  Was versteht man unter dem

Wirkfaktor? U,

>

3) Aufwelchen Wert wird der Wirkfaktor 7([)’(

eingestellt? | =L
4)  Was bedeutet Uberkompensation? L
Aufgabe 4.8.2-1:
Ein Wechselstrommotor mit der mechanischen
Nennleistung von 30kW und dem Wirkungsgrad
N =80% liegt an der Spannung 220V/50Hz. Der
Wirkfaktor cos(¢) des Motors betrigt 0,7.
Bestimmen Sie die Kompensationskapazitit Cx,  Bild 4.8-6: Blindstromkompensation
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um einen Wirkungsgrad von cos(¢)=0,9 zu erreichen.

(Losung: Ck = 1,32mF)
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5 MESSTECHNIK
5.1 Messinstrumente
5.1.1 Das Drehspulinstrument

Das Drehspulinstrument ist ein Zeigerinstrument, das auch heute noch in vielen Laboren und
Einrichtungen zur Messung von elektrischen Spannungen und Stroémen benutzt wird. Das
Kernstiick des Instruments ist das Drehspulmesswerk. Um das Prinzip des Drehspulmess-
werks zu verstehen, soll zunéchst

die Kraftwirkung eines stromdurch- ‘
flossenen Leiters im magnetischen B
Feld eines Permanentmagneten ©O)

betrachtet werden. Bild 5.1.1-1 I

zeigt einen vom Gleichstrom I — N

durchflossenen diinnen Leiter, der Leiter
sich auf der Lénge 1 im magneti-
schen Feld der Flussdichte B eines
Permanentmagneten befindet. Das Bild 5.1.1-1: Kraft auf einen stromdurchflossenen
eingezeichnete magnetische Feld Leiter

weist als Vektor dabei aus der Ebe-

ne. Auf den Leiter wird eine Kraft F ausgeiibt, deren Betrag sich wie folgt ergibt:

A
p—
v

F

|F|=F=11:|B|=11-B 5.1.1-1

Befestigt man den Leiter an einem Federsystem, so wird die Auslenkung des Leiters in Rich-
tung der Kraft F ein MaB fiir den Strom darstellen. Dies ist das Prinzip des Drehspulmess-
werks, in dem eine drehbar gelagerte Spule, an der ein Zeiger befestigt ist, im Feld eines Per-
manentmagneten je nach Stirke des Gleichstroms I iiber ein Drehmoment ausgelenkt wird.
Das auf den Zeiger wirkende Drehmoment ist proportional dem arithmetischen Mittelwert des
durch die Spule flieBenden Stroms. Bei reinen Wechselstromen ist deshalb kein Zeigeraus-
schlag zu registrieren, wahrend bei Mischstromen der Gleichstromanteil zur Anzeige kommt.

Beim Drehspulmesswerk dreht sich eine stromdurchflossene Spule im Feld
eines Permanentmagneten. Die Richtung der Auslenkung ist von der Strom-
richtung abhingig.

Das Drehspulmesswerk zeigt den arithmetischen Mittelwert des Stroms an.

Das Messwerk hat bereits bei wenigen A Vollausschlag. Um den Messbereich zu erweitern
und die Messung von Strom und Spannung zu ermdglichen, werden im Instrument zuschalt-
bare Widerstdnde angeordnet, die fiir die Strommessung parallel zum Messwerk und fiir die

Spannungsmessung im Serie zum Messwerk geschaltet werden.

Damit man mit dem Drehspulinstrument auch sinusféormige Wechselstrome oder Wechsel-
spannungen messen kann, verfiigen diese Instrumente iiber Gleichrichter, die den Wechsel-
strom in einen Gleichstrom umwandeln. Die Skala des Instruments ist dabei so geeicht, dass
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der Effektivwert des Wechselstroms oder der Wech-

selspannung angezeigt wird. Dies fiihrt zu systembe-
dingten Fehlern, falls die zu messende WechselgroBe
keinen sinusféormigen Zeitverlauf aufweist.

Ein Drehspulmesswerk erkennt man an der im

Bild 5.1.1-2 dargestellten Kennzeichnung. In dem
Bild ist ebenfalls die Kennzeichnung eines Drehspul- —>|—
messwerks mit Gleichrichter abgebildet.

— —

Bild 5.1.1-2: Kennzeichnungen

5.1.2 Das Dreheiseninstrument

Das Dreheiseninstrument ist ein sehr robustes Zeigerinstrument, das auch heute noch in vielen
Schalttafeln alter Laboreinrichtungen zur Messung von elektrischen Spannungen und Stromen
benutzt wird. Das Kernstiick des Instruments ist das Dreheisenmesswerk. Das Prinzip des
Messwerks ist die Magnetisierung eines festen und eines an einem Zeiger befestigten magne-
tisch weichen Eisenstiicks, welches drehbar mit einem Federsystem gelagert ist. Beide Ei-
senstiicke werden durch eine stromdurchflossene Spule gleichsinnig in Abhangigkeit der
Stirke des Stroms polarisiert. Damit stoflen sich die beiden polarisierten Eisenstiicke ab und
erzeugen ein Drehmoment, welches iiber das Federsystem zu einer Auslenkung des Zeigers
fiihrt. Die abstof3ende Kraft, die auf die beiden Eisenstiicke wirkt, ist proportional dem Quad-
rat der magnetischen Feldstarke und damit proportional dem Quadrat des durch die Spule
flieBenden Stroms. Durch die Triagheit des Systems entsteht eine Mittelwertbildung, die im-
mer einen positiven Ausschlag des Messwerks zur Folge hat. Uber die Skala des Messinstru-
ments wird der Effektivwert des Stroms angezeigt.

Beim Dreheisenmesswerk stoflen sich magnetisierte Eisenstiicke ab. Drehei-
senmesswerke bilden den Mittelwert des Quadrates des Stroms.

Das Dreheisenmesswerk ist relativ unempfindlich. Es benétigt fiir den Vollausschlag mehrere
mA, womit das Dreheiseninstrument nicht zur Messung kleiner Strome im Bereich von uA
geeignet ist. Um den Messbereich zu erweitern und die

Messung von Strom und Spannung zu ermdglichen,

werden im Dreheiseninstrument dem Messwerk Wider-

stainde zuschaltbar parallel und in Serie angeordnet. Die

Skala ist dabei so geeicht, das der Effektivwert der

Spannung oder des Stroms angezeigt wird.

Wegen der Ummagnetisierung der Eisenstiicke und der
damit verbundenen Tréigheit, ist das Dreheiseninstru-
ment nur fiir niedrige Frequenzen < 1kHz geeignet.

Ein Dreheisenmesswerk erkennt an der im Bild 5.1.2-1 Bild 5.1.2-1: Kennzeichnung
dargestellten Kennzeichnung.
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5.1.3 Das Digitalmultimeter

Moderne Messinstrumente fiir die Spannungs- und Strommessung arbeiten heute nach dem
Prinzip der Analog-Digital-Wandlung. Dabei wird der Funktionsverlauf des zu messenden
Signals zeitlich hintereinander abgetastet und digitalisiert. Das bedeutet, dass dem abgetaste-
ten Wert eine seiner Grof3e entsprechende Zahl zugeordnet wird. Die daraus entstehenden
Zahlenfolgen werden digital verarbeitet. Danach erscheint das Ergebnis in der numerischen
Anzeige des Messinstruments, das man allgemein als Digitalmultimeter bezeichnet. Auf das
Prinzip der Analog-Digital-Wandlung wird in einem Kapitel des 2. Teils des Skriptes einge-
gangen.

Digitalmultimeter sind heute in der Lage, sehr genau Strdme und Spannungen {iber einen wei-
ten Amplitudenbereich zu messen. Dies gilt sowohl fiir GleichgroBen als auch fiir Wechsel-
groflen bis in den Bereich hoher Frequenzen hinein. Bei periodischen Wechselgroen wird
der jeweilige Effektivwert unabhangig vom zeitlichen Verlauf der Amplitude angezeigt.

Digitalmultimeter haben heute die mechanischen Messinstrumente weit gehend verdrangt.
Dies hdngt zum einen mit der hoheren Genauigkeit, wobei hier auch die Ablesegenauigkeit
beriicksichtigt ist, zusammen und zum anderen mit der Méglichkeit, iiber eine Schnittstelle
den digitalisierten Wert der Messung zur automatisierten Messdatenverarbeitung dem Digi-
talmultimeter zu entnehmen.

Viele Digitalmultimeter bieten iiber die Messungen von Spannungen und Strémen hinausge-
hend die Moglichkeit, auch Widerstinde und die Frequenz einer periodischen Zeitfunktion zu
messen.

5.1.4 Das Oszilloskop

Oszilloskope (der Name kommt aus dem Griechischen und bedeutet ,,Schwingungsbetrach-
ter) sind als Messwerkzeuge zur Darstellung von Zeitfunktionen und Messung im Zeitbe-
reich nicht mehr wegzudenken. Mit Hilfe des Oszilloskops konnen auch mehrere Zeitfunktio-
nen betrachtet und verglichen werden.

Das Oszilloskop besitzt einen relativ komplexen Aufbau, der prinzipiell im nidchsten Ab-
schnitt beschrieben werden soll.

5.1.4.1 Der Prinzipielle Aufbau eines Oszilloskops
5.14.1.1 Die Oszilloskoprohre

Die Oszilloskoprohre, auch Kothodenstrahl- oder Elektronenstrahlrohre genannt, ist eine Wei-
terentwicklung der nach ihrem Erfinder K. F. Braun benannten Braunschen Réhre, mit der es
im Jahr 1897 erstmals gelang, die Zeitverldufe elektrischer Strome sichtbar zu machen. Sie ist
der wichtigste Bestandteil eines Oszilloskops und besteht vereinfacht betrachtet aus einem
trichterformigen, evakuierten Glaskolben. In diesem Glaskolben wird ein Elektronenstrahl
erzeugt. Das System zur Erzeugung des Elektronenstrahls befindet sich im Kolbenhals. Der
Kolbenboden, der den Leuchtschirm darstellt, trigt eine Luminiszenzschicht, die jeweils dort
zum Leuchten angeregt wird, wo der Elektronenstrahl auf sie trifft. Hierbei hangt die Hellig-
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keit des Leuchtpunktes von der Menge und der Geschwindigkeit der auf die Luminiszenz-
schicht auftreffenden Elektronen ab. Bild 5.1.4.1.1-1. zeigt das Prinzipschaltbild eines Oszil-
loskops. Anhand dieses Bildes soll die Wirkungsweise erklart werden.

Die Elektronen treten durch thermische Emission aus der Kathode K aus, welche durch einen
Heizfaden h erwdrmt wird. Auf Grund des Kraftwirkungsgesetzes der Elektrostatik (Gesetz
von Coulomb)

F=QE 5.1.4.1.1-1
mit

Q: elektrische Ladung

F: Vektor der Kraft auf die elektrische Ladung

E: Vektor der elektrischen Feldstérke

werden die negativ geladenen Elektronen von der gegeniiber der Kathode positiv geladenen
Gegenelektrode, der Anode a angezogen. Zwischen der Kathode und der Anode befindet sich

.

Hor. Amp.
X-Eingang EXT.
>
INT. ot
X-Verstirker Yy
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Trigger EXT. Schmitt
o——o chmitt-
Trigger | | ~ | Y X
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Bild 5.1.4.1.1-1: Autfbau eines Oszilloskops
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eine dritte Elektrode, der sogenannte Wehneltzylinder, mit dem man die Menge der zum
Leuchtschirm gelangenden Elektronen und damit die Helligkeit des Leuchtpunkts steuert. Je
nach Hohe der mittels des Potentiometers R, eingestellten, gegeniiber der Spannung an der
Kathode negativen Spannung am Wehneltzylinder, werden von diesem mehr oder weniger
Elektronen abgestoBen oder zum Leuchtschirm durchgelassen.

Die Kombination von drei auf den Wehneltzylinder folgenden, zylindrischen Elektroden, den
Anoden aj, ay, a3 wirkt auf den Elektronenstrahl wie eine Linse zur Fokussierung. Der Brenn-
punkt dieser Linse kann durch Verdndern der Potentialdifferenz zwischen der Anode a, und
den beiden miteinander verbundenen Anoden a; und a; mit Hilfe des Potentiometers R, so
gelegt werden, dass auf dem Leuchtschirm ein scharfer Leuchtpunkt entsteht.

Mit Hilfe von zwei Plattenpaaren, den Vertikalablenkplatten (Y-Richtung) und den Horizon-
talablenkplatten (X-Richtung) kann der Elektronenstrahl aus seiner Richtung abgelenkt wer-
den. Legt man eine Spannung an diese Platten, so werden auch hier auf Grund des schon er-
wihnten Kraftwirkungsgesetzes der Elektrostatik die negativ geladenen Elektronen sowohl in
Y- wie in X-Richtung von der positiv geladenen Platte angezogen und von der negativ gela-
denen Platte abgestof3en.

Bei geringer Elektronengeschwindigkeit sind die Elektronen den Ablenkungskriaften zwischen
den Ablenkplatten relativ lange ausgesetzt. Das hat zur positiven Folge, dass man schon mit
relativ niedrigen Spannungen grofle Ablenkungen erzielt. Die negative Folge der geringen
Geschwindigkeit ist aber eine nur geringe Helligkeit (Intensitéit) des Leuchtpunkts. Diesen
Nachteil hilft die Nachbeschleunigungsanode a4 auszugleichen. Sie besteht aus einer an der
Innenseite des Glaskolbens wendelférmig aufgebrachten Bahn schlecht leitenden Wider-
standsmaterials. Dadurch sind die Elektronen auf ihrem Weg zum Leuchtschirm einer immer
hoéheren Beschleunigungsspannung ausgesetzt, so dass sie mit der ndtigen kinetischen Energie
auf den Leuchtschirm treffen.

5.1.4.1.2 Der Y-Kanal

Die Eingangskopplung

Uber den Y-Kanal gelangt das zu messende Signal vom Y-Eingang iiber die Eingangskopp-
lung, den Eingangsteiler und den Verstirker auf die Y-Ablenkplatten. Die Eingangskopplung
besteht aus einem Schalter mit den drei Stellungen GND, DC und AC.

e Ground (GND = Masse, Nullpegel)
In dieser Stellung wird das Messsignal vom Messkanal getrennt und dieser auf Masse
gelegt. Damit liegen OV am nachfolgenden Verstérker und auf dem Bildschirm wird
der Nullpegel angezeigt, der Elektronenstrahl befindet sich in Nulllage. Diese Nulllage
lasst sich mit Hilfe des ,,POS*“-Drehknopfes auf eine bestimmte Hohe auf dem Bild-
schirm einstellen, z. B. auf die in der Mitte liegende fein gestrichelte Linie. Stellt man
dann die Kopplung wieder auf AC oder DC, so sind von dieser Linie aus nach oben
und nach unten die positiven und negativen Spannungswerte abzumessen.

e (Gleichspannungskopplung (DC = Direct Current = Gleichstrom)
In dieser Stellung wird das Signal direkt durchgeschaltet. Auf dem Bildschirm ist so-
mit der gesamte Signalinhalt (Gleich- und Wechselspannungsanteile)zu sehen.
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Wechselspannungskopplung (AC = Alternating Current = Wechselstrom)
In dieser Stellung wird das Signal iiber einen Kondensator auf den Verstarker gege-

ben. Der Kondensator blockt die Gleichspannungsanteile des Signals ab. Zu sehen
sind also nur die Wechselspannungsanteile.

Will man bei einer Mischspannung mit hohem Gleichanteil und kleiner Amplitude der Wech-
selspannung (Bild 5.1.4.1.2-1a) diese Amplitude messen, so wire diese Messung in Stellung
DC (Bild 5.1.4.1.2-1b) sehr nachteilig. In Stellung AC (Bild 5.1.4.1.2-1c¢) hingegen wird der
Gleichspannungsanteil abgeblockt und der verbleibende Wechselspannungsanteil kann so
verstirkt werden, dass die Darstellung auf dem Bildschirm (Bild 5.1.4.1.2-1d) eine genaue

Messung zulisst.
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Der Eingangsspannungsteiler

Der Eingangsspannungsteiler dient dazu, die Messspannung auf einen fiir den nachfolgenden
Verstirker geeigneten Wert herabzusetzen. Diese vom Prinzip her sehr einfache Funktion
erfordert wegen der nicht idealen Eigenschaften technischer Bauelemente und der messtech-
nischen Anforderungen an das Oszilloskop ein kompliziertes Netzwerk aus Widerstidnden,
Kondensatoren und Schaltern, auf das hier nicht eingegangen werden soll. Mit Hilfe eines
Stufenschalters ldsst sich die Eingangsempfindlichkeit z. B. zwischen 5V/DIV und 5SmV/DIV
in einem 1-2-5-Raster (z. B. 10mV/DIV, 20mV/DIV, 50mV/DIV, 100mV/DIV usw.) einstel-
len. Dass heif3t, dass das Signal auf dem Bildschirm zwischen 5V pro DIV (DIV = Division =
Teileineinheit) und SmV pro DIV angezeigt werden kann.

Der Y-Verstirker

Der Y-Verstérker ist meist in mehreren Stufen aufgebaut, um die an ihn gestellten hohen An-
forderungen (Verstarkung, breiter Frequenzbereich...) zu erfiillen. Ndheres soll hier nicht be-
handelt werden.

5.14.13 Die X-Ablenkung

Normalerweise werden mit dem Oszilloskop Zeitverldufe von Signalen dargestellt. Das heifit,
dass auf dem Bildschirm in X-Richtung die Zeit dargestellt wird. Der auf dem Bildschirm
gezeigte Kurvenverlauf ist somit u, = f(t) . Diese Betriebsweise nennt man ,,Y-t-Betrieb®.

Daneben gibt es aber auch die Moglichkeit zwei Signale in Abhingigkeit voneinander darzu-
stellen, alsouy =1f(u, ). Diese Betriebsweise nennt man ,,X-Y-Betrieb*.

Der Y-t-Betrieb

Soll der zeitliche Verlauf eines in Y-Richtung eingegebenen Signals gezeigt werden, so muss
sich der Elektronenstrahl und damit verbunden der Leuchtpunkt in X-Richtung zeitabhingig
von links nach rechts iiber den Bildschirm bewegen. Diese Zeitabhéngigkeit wird in der

., Time Base* durch einen sogenannten Sigezahngenerator hergestellt. Ublicherweise werden
heute hierzu digitale Schaltkreise und Digital-Analog-Umsetzung verwendet. Im einfachsten
Fall wird mit Hilfe eines Kondensators, der mit konstantem Strom geladen wird, eine zeitlich
ansteigende, lineare Spannungsrampe (Ségezahn) erzeugt. Gibt man diese der Zeit proportio-
nale Spannungsrampe auf die X-Ablenkplatten, so wird der Elektronenstrahl abgelenkt und
damit der Leuchtpunkt auf dem Bildschirm in X-Richtung proportional zur Zeit bewegt. Ist
der Kondensator vollstindig geladen, so wird er entladen und der Ladevorgang beginnt er-
neut, womit sich auch der Elektronenstrahl erneut von links nach rechts iiber den Bildschirm
bewegt. Wihrend des Entladens des Kondensators muss sich auch der Elektronenstrahl vom
rechten Bildrand zum linken Bildrand zuriick bewegen. Um diese storende Bewegung auf
dem Bildschirm nicht sichtbar werden zu lassen, wird wihrend der Entladezeit tg; des Kon-
densators die Strahlerzeugung z. B. durch Spannungsdanderung am Wehneltzylinder verhin-
dert. Der Riicklauf wird ,,dunkelgetastet®.

Durch Verdndern der Ladezeit des Kondensators édndert sich der Anstieg der Spannungsrampe
und damit die Geschwindigkeit mit der der Strahl abgelenkt wird. Mit dem Zeitwahlschalter
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des Oszilloskops kann man diese Verdnderungen vornehmen und damit den ZeitmaBstab in
,, TIME/DIV* einstellen. Da der Elektronenstrahl auf dem Bildschirm ein kurzes Nachleuch-
ten bewirkt, erhdlt man eine Kurve des Signals auf dem Bildschirm.

Die Triggerung

In Bild 5.1.4.1.3-1 ist der zeitliche Verlauf der Spannung u, und ihre Darstellung auf dem
Bildschirm gezeigt. Wahrend der Hinlaufzeit ty; bewegt sich der Elektronenstrahl auf dem
Bildschirm mit von der Spannungsrampe uy vorgegebener gleichméBiger Geschwindigkeit
vom linken zum rechten Bildschirmrand. Wahrend der Riicklaufzeit tz; wird der Elektronen-
strahl dunkelgetastet wieder zum linken Rand gefiihrt und der Vorgang beginnt erneut. Wie
man sieht, wird bei jedem Durchlauf des Elektronenstrahls ein anderer Kurvenverlauf gezeigt,
wodurch bei schnellen Bildfolgen eine Beobachtung des Signals unméglich wird. Um das zu
verhindern und ein sogenanntes ,,stehendes Bild* zu erzeugen, muss gewéhrleistet sein, dass
man bei einem periodischen Signalverlauf immer den gleichen Abschnitt des Kurvenzuges
auf dem Bildschirm darstellt. Dies wird mit der ,, Triggerung* (to trigger = ausldsen, ansteu-
ern) erreicht. Hierbei wird mit Hilfe elektronischer Schaltungen abgefragt, wann das so ge-
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nannte Triggersignal einen bestimmten Spannungspegel oder Triggerlevel erreicht hat. Bei
Erreichen dieses Triggerlevels wird ein Impuls erzeugt, der wiederum bewirkt, dass der Elekt-
ronenstrahl vom linken Bildschirmrand nach rechts loslduft. Den Triggerlevel kann man mit
dem Drehknopf ,,LEVEL am Oszilloskop vorwéhlen. Als Triggersignal bietet sich meist die
zu messende Spannung uy selbst an.

Im Bild 5.1.4.1.3-2 wird der Signalverlauf mit Triggerung gezeigt. Als Triggersignal wird
hier die zu messende Spannung u, genutzt. Der ,, LEVEL® ur ist auf ca. 2/3 der positiven ma-
ximalen Amplitude eingestellt. Bei Punkt A hat der Leuchtpunkt den rechten Bildrand er-
reicht. Der Elektronenstrahl wird dunkelgetastet zum linken Bildrand zuriick gelenkt und war-
tet nun bis er einen Triggerimpuls erhélt. Dies wére bei Punkt B der Fall, denn dort hat die
Spannung uy genau den eingestellten Triggerlevel erreicht. Wiirde der Elektronenstrahl aber
nun loslaufen, so sdhe man ein anderes Bild als beim ersten Durchlauf. Um wieder genau den
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gleichen Kurvenabschnitt zu sehen, darf der Elektronenstrahl erst bei Punkt C loslaufen. Man
muss also zusétzlich zum ,,LEVEL* auch bestimmen, ob dieser Triggerlevel positiv oder ne-
gativ steigend erreicht werden soll. Diese Einstellung wird mit dem Schalter ,,SLOPE* (Slope
= Steigung, Anstieg) vorgenommen. Man stellt ,,+* flir positiven und ,,-* fiir negativen An-
stieg ein.

Im Bild 5.1.4.1.3-2 ist der Slope auf positiven Anstieg (+) eingestellt und der Elektronenstrahl
lauft erst bei Punkt C erneut los.

Nutzt man die zu messende Spannung u, als Triggerquelle, so spricht man von interner Trig-
gerung. Das Triggersignal wird intern an der zu messenden Spannung abgegriffen. Hierzu
stellt man den Schalter zur Wahl der Triggerquelle ,,SOURCE® (source = Quelle) oder

» TRIG* in die Stellung ,,INT*. Wiirde man eine andere, externe Spannung als Triggerquelle
benutzen, so miisste diese liber der Eingang ,,EXT* angeschlossen werden. Der Schalter
»SOURCE* (,,TRIG*) stidnde entsprechend in Stellung ,,EXT*. Auch die das Oszilloskop ver-
sorgende Netzspannung kann als Triggerquelle genutzt werden. Das hat immer dann Vorteile,
wenn Signale mit der Netzspannungsfrequenz von 50 Hz ausgemessen werden sollen. Der
Schalter ,,SOURCE® (,,TRIG") ist dann in Stellung ,,LINE* (line = Leitung, Stromnetz) zu
bringen.

Steht nun der Schalter ,,SOURCE* z. B. in Stellung ,,INT*, aber es liegt keine Spannung am
Y-Eingang des Oszilloskops an, so kann auch kein Triggerimpuls erzeugt werden. Nach dem
bisher Gesagten bedeutet das, dass kein Bild auf dem Schirm zu sehen ist, da der Elektronen-
strahl dunkelgetastet am linken Bildschirmrand auf ein Triggersignal wartet. Um dennoch den
Elektronenstrahl auch bei Nichtvorhandensein eines Triggersignals sehen zu konnen, unter-
scheidet man zwischen ,,normaler* und ,,automatischer* Triggerung.

Alles bisher Gesagte bezog sich auf die normale Triggerung. Bei der automatischen Trigge-
rung lduft der Elektronenstrahl auch dann los, wenn kein Triggersignal vorhanden ist. Es wird
die Nulllinie angezeigt. Ist dann ein Signal vorhanden, so sucht sich die Triggereinrichtung
automatisch einen Triggerpegel, man sieht ein stehendes Bild.

Die Einstellung fiir normale oder automatische Triggerung wird meist mit dem Drehknopf
,»LEVEL* vorgenommen. Dreht man ihn in die linke, eingerastete Position, so ist die automa-
tische Triggerung eingeschaltet. Dreht man ihn aus dieser Position heraus, ist die normale
Triggerung eingestellt und der Elektronenstrahl ist nur dann zu sehen, wenn ein Triggersignal
vorhanden ist und der mit dem gleichen Drehknopf eingestellte Pegel erreicht wird.

Der X-Y-Betrieb

Die ,,Time Base* ldsst sich von der X-Ablenkung trennen. Es besteht dann die Mdglichkeit
ein externes zweites Signal auf die X-Ablenkung zu geben, womit dieses Signal die horizon-
tale Aussteuerung iibernimmt. Mit Hilfe dieser Betriebsart lassen sich unter anderem Kennli-
nien in der Strom-Spannungs-Charakteristik aufnehmen.

In der Regel besitzen die heutigen Oszilloskope keinen gesonderten X-Eingang mehr, sondern
nach Betdtigen eines Schalters wird einer der beiden Y-Eingédnge als X-Eingang genutzt. So
kann man ohne Umstecken der Leitungen komfortabel zwischen dem Y-t-Betrieb und dem X-
Y-Betrieb schalten.
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514.1.4 Der Zweikanalbetrieb

In aller Regel ist bei einem Oszilloskop der Y-Kanal zweimal vorhanden, so dass gleichzeitig
zwei verschiedene Signale beobachtet werden konnen. Dazu bedarf es einer Oszilloskopréhre
in der zwei Elektronenstrahlen erzeugt und unterschiedlich abgelenkt werden kénnen oder

einer elektronischen Schaltung, die es ermdglicht, durch zeitliche Aufteilung des Elektronen-
strahls auf die beiden Y-Eingangskandle zwei Signale darzustellen. Aus Kostengriinden wird
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Bild 5.1.4.1.4-1: Zeitlicher Ablauf bei der Betriebsart “CHOPPED”
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iiberwiegend das letztere Verfahren angewendet. Hierbei gibt es zwei verschiedene Metho-
den, die Betriebsart ,, CHOPPED* (Zerhackerverfahren) und die Betriebsart ,, ALTERNATE®,
um mit einem Elektronenstrahl zwei zeitlich unterschiedliche Kurvenverldufe zu zeigen, die
vom tragen menschlichen Auge als gleichzeitig und vollstdndig aufgenommen werden.

e Bei der Betriebsart ,, CHOPPED wird der Elektronenstrahl wiahrend des Durchlaufs
vom linken zum rechten Bildrand mit einer Frequenz von z. B. 250 kHz zwischen den
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Bild 5.1.4.1.4-2: Zeitlicher Ablauf bei der Betriebsart “ALTERNATE”
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beiden Y-Eingéngen hin und hergeschaltet. Er wird ,,zerhackt, so dass er wéhrend ei-
nes Durchlaufs aufeinanderfolgend abwechselnd -in von der Choppfrequenz vorgege-
benen Zeitabschnitten- entweder das Signal vom ersten oder vom zweiten Y-Eingang
zeigt. Der zeitliche Ablauf bei dieser Betriebsart ist im Bild 5.1.4.1.4-1 dargestellt.

e Bei der Betriebsart ,, ALTERNATE® wird wihrend des gesamten Durchlaufs des
Strahls von links nach rechts das Signal eines Y-Eingangs gezeigt, wihrend beim
nichsten Durchlauf das Signal des anderen Y-Eingangs dargestellt wird. Man sieht al-
so abwechselnd (alternierend) das gesamte Bild des einen Kanals und dann das gesam-
te Bild des anderen Kanals. Der zeitliche Ablauf bei dieser Betriebsart ist im

Bild 5.1.4.1.4-2 dargestellt.

Damit das Auge die zeitliche Abfolge nicht wahrnehmen kann, ist die Betriebsart
,»CHOPPED* immer dann vorzuziehen, wenn -wegen relativ niedriger Frequenz der zu mes-
senden Signale- mit dem Zeitwahlschalter relativ lange Zeiten (> ca. 2ms/DIV) fiir einen
Durchlauf des Strahls eingestellt sind. Die hierzu im Verhéltnis sehr kleinen Zeitabschnitte
der Choppfrequenz sind dann auch wegen des Uberstrahlens des Bildpunktes auf dem Bild-
schirm nicht zu erkennen. Wire hier die Betriebsart ,, ALTERNATE® eingestellt, so wiirde das
Auge wegen der relativ langen Durchlaufzeiten des Strahls die abwechselnde Darstellung der
beiden Signale erkennen.

Im Gegensatz dazu muss bei relativ hohen Frequenzen der zu messenden Signale die Be-
triebsart ,, ALTERNATE® eingestellt sein. Bei diesen Frequenzen miissen mit dem Zeitwahl-
schalter relativ niedrige Durchlaufzeiten (< ca. 1ms/DIV) eingestellt werden. Als Folge wire
dann auch die Aufteilung des Strahls in die kleinen Zeitabschnitte der Choppfrequenz stérend
wahrzunehmen (Bild 5.1.4.1.4-1). Das ,,Alternieren* ist nun wegen der geringen Durchlauf-
zeiten und der damit einhergehenden schnellen Abfolge nicht mehr zu erkennen.

5.1.4.2 Messen mit dem Oszilloskop

Die Eingénge eines Oszilloskops sind ausschlieBlich spannungsempfindlich. Will man andere
physikalische GréBen (z. B.: Strom, Kraft, Weg, Temperatur...) darstellen, so miissen diese
durch geeignete Messumformer erst in entsprechend proportionale Spannungen umgewandelt
werden. Soll z. B. ein Strom gemessen werden, so ldsst man diesen Strom durch einen be-
kannten Ohmschen Widerstand flieBen. Die an diesem Widerstand darauthin abfallende Span-
nung kann dann als ein direktes MaB fiir den Strom gemessen werden.

5.1.5 Fragen- und Aufgabensammlung

1)  Welchen Werten ist die Kraft auf einen stromdurchflossenen diinnen Leiter proportio-
nal?

2)  Was ist das Funktionsprinzip eines Drehspulmesswerks?

3)  Fiir welche Stromarten ist das Drehspulmesswerk geeignet?

4)  Wie lassen sich mit dem Drehspulinstrument Wechselspannungen und Wechselstrome
messen?

5)  Was ist das Funktionsprinzip eines Dreheisenmesswerks?
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Fiir welche Stromarten ist das Dreheisenmesswerk geeignet?
Bis zu welchen Frequenzen kann mit dem Dreheiseninstrument gemessen werden?

Wie nimmt man bei Zeigerinstrumenten die Messbereichserweiterung zur Messung von
Spannungen vor?

Wie nimmt man bei Zeigerinstrumenten die Messbereichserweiterung zur Messung von
Stromen vor?

Nach welchem Prinzip arbeitet das Digitalmultimeter?
Erldutern Sie die Funktionsweise der Oszilloskoprohre.

Erldutern Sie die Eingangskopplungen ,,Ground®, ,,DC* und ,,AC* des Y-Kanals eines
Oszilloskops.

Welche Aufgabe hat der Eingangsspannungsteiler des Y-Kanals eines Oszilloskops?
Was bedeutet beim Oszilloskop der Y-t-Betrieb?
Zu was dient bei einem Oszilloskop die Triggerung?

Erlautern Sie die Betriebsarten ,, CHOPPED und ,,ALTERNATE® bei einem
Zweikanaloszilloskop.

Wann wihlt man im Allgemeinen die Betriebsart ,, CHOPPED* bei einem Zweikanalos-
zilloskop?

Wann wihlt man im Allgemeinen die Betriebsart ,, ALTERNATE* bei einem
Zweikanaloszilloskop?

Was bedeutet beim Oszilloskop der X-Y-Betrieb?

Was kann ein Oszilloskop prinzipiell nur messen?
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5.2 Messung elektrischer Grofien

5.2.1 Die Strommessung

Die Strommessung in einem Zweig eines .
Netzwerks soll anhand eines einfachen Bei-
spiels nach Bild 5.2.1-1 erldutert werden. U T R

RiQ iQ

(0]

Soll der Wert eines Stroms I gemessen werden, R, |:| lUR“
so erfolgt dies in der Regel mit Hilfe eines

Strommessgerétes, eines so genannten Ampe- U"l
remeters. Hierzu muss der Strom durch dieses
Amperemeter flieen. Das setzt voraus, dass
das Amperemeter in den Stromkreis einge-
bracht wird, wozu der Stromkreis aufgetrennt
werden muss. An welcher Stelle eines Strom-
kreises oder eines Zweiges das geschieht, spielt dabei keine Rolle. Im Bild 5.2.1-2 wurde das
Amperemeter in den Stromkreis eingefiigt.

(o)

Bild 5.2.1-1: Einfacher Stromkreis

Durch das Einbringen des Messgerites wird
allerdings ein zusédtzlicher Widerstand ndmlich
der Innenwiderstand des Messgerites Rja in
den Stromkreis eingebracht und dadurch der
Wert des zu messenden Stroms verdndert. Da-
mit diese Anderung méglichst klein und damit
vernachldssigbar bleibt, muss der Innenwider-
stand eines Amperemeters moglichst klein
sein. Wie grof der Einfluss des Innenwider-
stands des Messinstruments auf die Messung
Bild 5.2.1-2: Einfacher Stromkreis ist, hingt von dem Innenwiderstand R;, des
Amperemeters, aber auch von den Werten der

mit Amperemeter : R .
Widerstidnde Rjq und R, ab, wie die Gleichun-
gen 5.2.1-1 und 5.2.1-2 zeigen:

U, )
= ohne Messinstrument 5.2.1-1
R, +R,
U, U, . .
I= < mit Messinstrument 5.2.1-2

R,+R,+R,, R, +R,

Das ideale Amperemeter hat den Innenwiderstand R;x = 0.

5.2.1.1 Gleich- und Wechselstrommessung mit dem Drehspulinstrument

Bei der Gleichstrommessung mit dem Drehspulinstrument muss auf die richtige Polung der

Anschliisse geachtet werden. Jede Strommessung mit dem Drehspulinstrument beginnt man

zum Schutz des Messwerks im grofiten Strommessbereich und schaltet dann gegebenenfalls
=5-17/29 -

Skript Samstag, 4. Oktober 2003
Messtechnik



Fachhochschule Kéin Prof. Dr.-Ing. Jiirgen Weber
University of Applied Sciences Cologne Dipl.-Ing. Franz Josef Klein

Campus Gummersbach Andreas Wagen

Einfiihrung in die Mechanik und Elektrotechnik |

in kleinere Messbereiche zuriick, um den groBtmoglichen Zeigerausschlag auf der Skala zu
erhalten. Die zum Messgerit filhrenden Leitungen sind an dessen Klemmen so anzuschlief3en,
dass ein positiver Zeigerausschlag entsteht. Andernfalls konnten Schiden am Messwerk ent-
stehen. Ist die Stromrichtung vor der Messung nicht eindeutig bekannt, so muss die Messung
mit dem grofiten Messbereich begonnen und dann eventuell ebenfalls auf kleine Messbereiche
zuriickgeschaltet werden. Bemerkt man einen leichten Ausschlag des Zeigers in die negative
Richtung, muss eine Umpolung erfolgen.

Der Innenwiderstand des Drehspulinstruments nimmt fiir kleine Messbereiche bei der Gleich-
strommessung zu. Mit dem kleinsten Messbereich, der im pA-Bereich liegt, ist somit der
groBte Innenwiderstand verbunden. Dieser Innenwiderstand entspricht dem Leitungswider-
stand der Spule des Messwerks des Drehspulinstruments.

Sofern das Drehspulmessinstrument iiber eine Gleichrichtung verfiigt, lasst sich damit der
Betrag des Effektivwertes eines sinusformigen Wechselstroms messen. Auf eine Polung des
Messinstruments ist dann nicht zu achten. Zum Schutz des Messwerks ist die Strommessung
wiederum im gréfften Strombereich zu beginnen.

Durch die Gleichrichtung, die einen zusitzlichen Spannungsabfall an den Klemmen des
Messinstruments zur Folge hat, ist die Messung kleiner Wechselstrome stark eingeschrénkt.

52.1.2 Gleich- und Wechselstrommessung mit dem Dreheiseninstrument

Beim Einsatz eines Dreheiseninstruments spielt die Polung der Anschliisse keine Rolle. Jede
Strommessung mit dem Dreheiseninstrument beginnt man im gréfiten Strommessbereich und
schaltet dann gegebenenfalls in kleinere Messbereiche zuriick, um den grofStmdoglichen Zei-
gerausschlag auf der Skala zu erhalten. Eine Aussage tiber die Stromrichtung lésst sich beim
Dreheiseninstrument wegen des immer positiven Zeigerausschlags, gleich welche Polung der
Anschliisse man vornimmt, nicht treffen.

Der Innenwiderstand des Dreheiseninstruments nimmt fiir kleine Messbereiche bei der
Strommessung zu. Mit dem kleinsten Messbereich, der im mA-Bereich liegt, ist somit der
grofite Innenwiderstand verbunden. Dieser Innenwiderstand entspricht dem Leitungswider-
stand der Spule des Messwerks und ist verglichen mit dem Innenwiderstand des Drehspulin-
struments wesentlich grof3er.

Bei der Wechselstrommessung erhélt man unabhédngig von der Kurvenform immer den Betrag
des Effektivwertes eines Wechselstroms. Zum Schutz des Messwerks ist die Strommessung
wiederum im gréften Strombereich zu beginnen.

52.13 Gleich- und Wechselstrommessung mit dem Digitalmultimeter

Beim Einsatz eines Digitalmultimeters spielt die Polung der Anschliisse keine Rolle. Uber das
Vorzeichen in der numerischen Anzeige erhilt man eine Aussage liber die vorliegende Strom-
richtung bei Gleichstrom. In vielen Fillen stellt sich der optimale Messbereich automatisch
ein. Andernfalls ldsst sich der optimale Bereich manuell wihlen. Dabei nimmt das Instrument
bei falscher Wahl auf Grund elektronischer Sicherungsvorrichtungen keinen Schaden.
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Der Innenwiderstand des Digitalmultimeters bei der Strommessung ist in der Regel vernach-
lassigbar. Trotzdem sollte man sich vor der Messung anhand des Datenblattes davon iiberzeu-
gen.

Bei der Wechselstrommessung wird der Betrag des Effektivwertes des Wechselstroms ange-
zeigt.

52.14 Gleich- und Wechselstrommessung mit dem Oszilloskop

Da die Eingangsschaltungen eines Oszil-
loskops nur Spannungsmessungen zulassen, Oszilloskop
muss zur Gleich- und Wechselstrommessung
mit dem Oszilloskop in den Zweig des Netz-
werks ein bekannter Widerstand vorhanden N
sein oder ein zusdtzlicher Messwiderstand
Riess €ingefiigt werden, iiber dessen Span- UR@T
nungsabfall der Strom ermittelt werden kann.
Wihrend die Zeigerinstrumente und das Digi- UQl
talmultimeter an jeden Punkt des Netzwerks
eingefiigt werden konnen, legt das Oszil-
loskop in das Netzwerk einen Massepunkt
fest. Unter dem Massepunkt versteht man das
Bezugspotential ¢ = 0. Probleme kdnnen ent-
stehen, wenn ein weiteres Instrument oder
Bauelement ebenfalls einen Massepunkt festlegt. Bild 5.2.1.4-1 zeigt diese Problematik. Hier
wird durch einen Massekonflikt der Widerstand R, iiberbriickt und damit das Netzwerk we-
sentlich verdndert. Dieser Konflikt ist im Bild
5.2.1.4-2 durch eine andere Lage des Messwi-
derstands behoben.

=0

= — Massepunkt
Bild 5.2.1.4-1: Massekonflikt

Gleichstrommessungen mit dem Oszilloskop
sind wegen der im Vergleich zu Zeigerinstru-
menten und Multimetern geringeren Ablese-
genauigkeit uniiblich. Dies gilt prinzipiell auch
bei Wechselstrommessungen mit dem Oszil-
loskop, solange man nur den Betrag des
Stroms ermitteln mochte. Mit dem Oszilloskop
lasst sich der Scheitelwert der Spannung am
Messwiderstand R.ss und damit der Scheitel- Oszilloskop
wert des Stroms ermitteln. Bei der Anwendung
des Oszilloskops steht gegeniiber der Messung

Bild 5.2.1.4-2: Messanordnung

mit Zeigerinstrumenten und Digitalmultime- ohne Massekonflikt
tern in den iiberwiegenden Fillen die Visuali-
sierung der Zeitfunktion auf dem Bildschirm im Vordergrund.
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5.2.2 Die Spannungsmessung

Die Spannungsmessung erfolgt immer unmittelbar parallel zu dem Bauelement, dessen Span-
nung gemessen werden soll. Bild 5.2.2-1 zeigt wieder das Beispielnetzwerk des vorangegan-
genen Abschnitts, in dem die Spannung Ug, mit einem Voltmeter gemessen wird. Das Volt-
meter besitzt einen Innenwiderstand R;y, der sich jetzt parallel zu dem Widerstand schaltet,
dessen Spannung gemessen werden soll. Dadurch verdndert sich das Netzwerk und die zu
messende Spannung. Damit die Anderung moglichst klein und damit vernachlissigbar bleibt,
muss der Innenwiderstand eines Voltmeters moglichst grof3 sein. Wie grof3 der Einfluss des
Innenwiderstands des Messinstruments auf die Messung ist, hingt von dem Innenwiderstand
R;v des Voltmeters, aber auch von den Werten der Widerstinde Riq und R, ab, wie die Glei-
chungen 5.2.2-1 und 5.2.2-2 zeigen:

U, ‘R, ,
Uy =—— ohne Messinstrument 52.2-1
R +R,
U, ‘R, U, ‘R, : )
U, = < mit Messinstrument 5.2.2-2
R R, +R,
Ri| ——+1|[+R,
RiV

Das ideale Voltmeter hat den Innenwiderstand R;y = co.

5221 Gleich- und Wechselspannungsmessung mit dem Drehspulinstrument

Bei der Gleichspannungsmessung mit dem Drehspulinstrument muss auf die richtige Polung
der Anschliisse geachtet werden. Jede Spannungsmessung mit dem Drehspulinstrument be-
ginnt man zum Schutz des Messwerks

im groBten Spannungsmessbereich

und schaltet dann gegebenenfalls in i

kleinere Messbereiche zuriick, um
den grofBtmoglichen Zeigerausschlag

auf der Skala zu erhalten. Die zum URlQT Riq

Messgerit flihrenden Leitungen sind R, |:| lURJ CV)
an dessen Klemmen so anzuschlie3en, U l

dass ein positiver Zeigerausschlag Q
entsteht. Andernfalls konnten Sché-

den am Messwerk entstehen. Ist der
Potenzialverlauf vor der Messung Bild 5.2.2-1: Spannungsmessung

nicht eindeutig bekannt, so muss die

Messung mit dem grof3ten Messbe-

reich begonnen und dann gegebenenfalls auf kleinere Messbereiche zuriickgeschaltet werden.
Bemerkt man einen leichten Ausschlag des Zeigers in die negative Richtung, muss eine Um-
polung erfolgen.

o)
\

o)
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Der Innenwiderstand des Drehspulinstruments bei der Gleichspannungsmessung nimmt fiir
kleine Messbereiche ab. Mit dem kleinsten Messbereich, der im mV-Bereich liegt, ist somit
der kleinste Innenwiderstand verbunden. Dieser Innenwiderstand entspricht dem Leitungswi-
derstand der Spule des Messwerks des Drehspulinstruments.

Sofern das Drehspulmessinstrument iiber eine Gleichrichtung verfiigt, ldsst sich damit der
Betrag des Effektivwertes einer sinusformigen Wechselspannung messen. Auf eine Polung
des Messinstruments ist nicht zu achten. Zum Schutz des Messwerks ist die Spannungsmes-
sung wiederum im gréBten Spannungsbereich zu beginnen.

Durch die Gleichrichtung, die einen zusétzlichen Spannungsabfall an den Klemmen des
Messinstruments zur Folge hat, ist die Messung kleiner Wechselspannungen stark einge-
schrénkt.

5222 Gleich- und Wechselspannungsmessung mit dem Dreheiseninstrument

Beim Einsatz eines Dreheiseninstruments spielt die Polung der Anschliisse keine Rolle. Jede
Spannungsmessung mit dem Dreheiseninstrument beginnt man im gréfiten Spannungsmessbe-
reich und schaltet dann gegebenenfalls in kleinere Messbereiche zuriick, um den groBtmogli-
chen Zeigerausschlag auf der Skala zu erhalten. Eine Aussage iiber den Potenzialverlauf ldsst
sich beim Dreheiseninstrument wegen des immer positiven Zeigerausschlags, gleich welche
Polung der Anschliisse man vornimmt, nicht treffen.

Der Innenwiderstand des Dreheiseninstruments bei der Gleichspannungsmessung nimmt fiir
groBBere Messbereiche zu. Mit dem kleinsten Messbereich, der im V-Bereich liegt, ist somit
der kleinste Innenwiderstand verbunden. Dieser Innenwiderstand entspricht dem Leitungswi-
derstand der Spule des Messwerks und ist verglichen mit dem Innenwiderstand des Drehspul-
instruments wesentlich grofer.

Bei der Wechselspannungsmessung erhilt man den Betrag des Effektivwertes einer Wechsel-
spannung. Zum Schutz des Messwerks ist die Spannungsmessung wiederum im grofiten
Spannungsbereich zu beginnen.

5223 Gleich- und Wechselspannungsmessung mit dem Digitalmultimeter

Beim Einsatz eines Digitalmultimeters spielt die Polung der Anschliisse keine Rolle. Uber das
Vorzeichen in der numerischen Anzeige erhilt man eine Aussage liber den vorliegenden Po-
tenzialverlauf. In vielen Fillen stellt sich der optimale Messbereich automatisch ein. Andern-
falls lésst sich der optimale Bereich manuell wéhlen. Dabei nimmt das Instrument bei falscher
Wahl auf Grund elektronischer Sicherungsvorrichtungen keinen Schaden.

Der Innenwiderstand des Digitalmultimeters bei der Spannungsmessung ist in der Regel sehr
grof3 und liegt im Bereich von 10MQ.

Bei der Wechselspannungsmessung erhélt man den Betrag des Effektivwertes der Wechsel-
spannung.
5224 Gleich- und Wechselspannungsmessung mit dem Oszilloskop

Die Spannungsmessung mit dem Oszilloskop unterscheidet sich im Prinzip nicht von der
Strommessung, da die Strommessung bereits iiber die Spannungsmessung definiert wurde.
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Die Spannungsmessung an einem Bauelement an einer beliebigen Stelle innerhalb eines
Netzwerks kann auch wie bei der Strommessung zu unlésbaren Konflikten mit dem vom Os-
zilloskop festgelegten Massepunkt fiihren.

5.2.3 Indirekte Strommessung

Besitzt ein Messinstrument fiir die Strommessung einen zu hohen Innenwiderstand, so 1dsst
sich ein zu messender Zweigstrom in einem Netzwerk durch den Spannungsabfall an einem
passiven Bauelement ermitteln. Dabei muss vorausgesetzt werden, dass zum einen der In-
nenwiderstand des Messinstruments flir die Spannungsmessung ausreichend gro8 ist, so dass
auf diese Art der Messfehler verringert wird, und zum anderen der Wert des passiven Bau-
elements genaustens bekannt ist. Dann lésst sich iiber das Ohmsche Gesetz aus der Spannung
der Strom berechnen.

5.2.4 Gleichzeitiges Messen von Strom und Spannung

Mochte man den Strom durch ein Bauelement und die an dem Bauelement abfallende Span-
nung gleichzeitig messen, so ergeben sich fiir die Messanordnung zwei Mdoglichkeiten. Beide
Messanordnungen sind zusétzlich zu
I den bereits fiir die Strom- und Span-
o— m . nungsmessung beschriebenen Fehlern
U lIR ll ~ mit einem weiteren Messfehler auf
' " Grund des gleichzeitigen Einbringens
der Messinstrumente behaftet.
oK .
U l Die erste Messanordnung zeigt das
Q Bild 5.2.4-1. Hier liegt der zusétzliche
Messfehler darin, dass mit dem Volt-
o ¢ meter zwar die Spannung U, direkt

gemessen wird, das Amperemeter
aber den Strom Iy durch das parallel

URIQT R,

Bild 5.2.4-1: Stromfehlerschaltung

zum Widerstand R, geschaltete Voltmeter mit
misst. Man nennt diese Messanordnung U
»spannungsrichtige Messung* oder ,,Strom-
fehlerschaltung.

Amp

— APy

ll
I

Die zweite Messanordnung zeigt das

Bild 5.2.4-2. Hier liegt der zusétzliche Mess-
fehler darin, dass mit dem Amperemeter zwar
der Strom Ig, direkt gemessen wird, das
Voltmeter aber den Spannungsabfall U, am
Amperemeter mit misst. Man nennt diese
Messanordnung ,,stromrichtige Messung*

oder ,,Spannungsfehlerschaltung™. Bild 5.2.4-2: Spannungsfehlerschaltung
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Wann welche Messanordnung zur Minimierung des Messfehlers vorzuziehen ist, hdngt von

den Quotienten R,, /R, und R, /R, ab.

Die Stromfehlerschaltung ist {iberschldgig im Fall
Ri > Ra

R R

a iA

vorzuziehen.

Die Spannungsfehlerschaltung ist iiberschldgig im Fall

RiV < Ra
Ra RiA
vorzuziehen.
5.2.5 Die Frequenzmessung

Einige Digitalmultimeter konnen die Frequenz einer
periodischen Zeitfunktion direkt messen. Dazu wer-
den sie parallel zu einem beliebigen Bauelement
eines Netzwerks angeschlossen.

Die Frequenzmessung ist auch mit Hilfe des Oszil-
loskops mdglich. Hierzu wird das Oszilloskop eben-
falls parallel zu einem Bauelement eines Netzwerks
geschaltet. Dabei ist wieder auf die Vermeidung
eines Massekonflikts zu achten. Nach der Einstel-
lung der Nulllinie am Bildschirm wird iiber die
Zeitablenkung und die interne Triggerung eine voll-
standige Periode der periodischen Zeitfunktion wie
im Bild 5.2.5-1 am Bildschirm dargestellt. Uber die
Nulldurchgidnge ermittelt man dann die Perioden-
dauer T, die dann als Kehrwert die Frequenz f lie-
fert.

5.2.6 Die Phasenmessung

5.2.4-1

5.2.4-2

? o LyDiv
VN 7
4 \ V4
Vd Y| 4
/
3\ /
‘,\ ;’
/
/
\ /
l\ ’j
N
Bild 5.2.5-1: Frequenzmessung

am Oszilloskop

Mit Hilfe des Oszilloskops ldsst sich der Phasenwinkel zwischen zwei Zeitfunktionen gleicher
Frequenz messen. Meist wird die Phase zwischen einem Bezugssignal, wie zum Beispiel die
Phase des Generators innerhalb eines Netzwerks, und einer beliebigen Spannung an einem
Bauelement des Netzwerks gemessen. Auch hier ist wieder auf die Vermeidung eines Masse-
konflikts zu achten. Das Oszilloskop muss dazu mindestens zwei Y-Eingidnge besitzen.
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Nach der Einstellung der Nulllinie beider Y-Kanéle
am Bildschirm, wobei unbedingt auf die gleiche
_——1 > | Nulllage beider Kanéle zu achten ist, werden iiber
u, die Zeitablenkung und die interne Triggerung die
yd Nulldurchginge der periodischen Zeitfunktionen
wie im Bild 5.2.6-1 am Bildschirm dargestellt. Uber
die Zeitdifferenz At und bei Kenntnis der Perioden-
dauer T ldsst sich nun der Phasenwinkel iiber die
Beziehung

4 DIV

v
A

At

A4

e

]

N J 360°
0=="—"

Bild 5.2.6-1: Phasenmessung am
Oszilloskop berechnen.

At 5.2.6-1

Im Bild 5.2.6-1 eilt die Spannung u; der Spannung
u; um den Winkel ¢ voraus. Stellt die Spannung u, das Bezugssignal dar, so hat die gemesse-
ne Phase ein negatives Vorzeichen. Stellt die Spannung u, das Bezugssignal dar, so hat die
gemessene Phase ein positives Vorzeichen.

5.2.7 Die Widerstandsmessung

5.2.7.1 Die einfache Widerstandsmessung

Viele Digitalmultimeter verfiigen iiber die
Moglichkeit einer direkten Widerstandsmes-
sung, indem man den zu messenden Wider-
stand R an die dafiir vorgesehenen Anschliis-
se legt.

\%
Benutzt man zur Bestimmung des Wider-
—

stands R Zeigerinstrumente, so bendtigt man U
die Strom- gnd Spannqngsmessupg am Wi- Bild 5.2.7.1-1-
derstand. Dies kann mit den bereits im Ab-

schnitt 5.2.4 beschriebenen Alternativen ge-

schehen.

L
0
)

Widerstandsmessung mit
der Stromfehlerschaltung

Benutzt man die Stromfehlerschaltung nach Bild 5.2.7.1-1, so errechnet sich der Widerstand
aus den Messergebnissen der Instrumente
nach
U o
. 5.2.7.1-1
U

R
1
| I
R, /\7{ | R,
\_/
U

R =

Benutzt man die Spannungsfehlerschal-
tung nach Bild 5.2.7.1-2, so errechnet

Bild 5.2.7.1-2: Widerstandsmessung mit der
524/29. Spannungsfehlerschaltung
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sich der Widerstand aus den Messergebnissen der Instrumente nach

R:%—RiA. 5.2.7.1-2
5.2.7.2 Die Widerstandsmessung mit der Wheatstonschen Briicke

Die Wheatstonsche Briicke arbeitet nach dem Prinzip eines Nullindikators. Bild 5.2.7.2-1
zeigt die Wheatstonsche Briicke, bei der das Widerstandsverhéltnis variiert wird, bis der
Strom durch das Amperemeter auf Null abgeglichen ist. Damit hat der Innenwiderstand Ria
des Amperemeters bei der Berechnung des Widerstandswerts R keinen Einfluss.

Im abgeglichenen Zustand I, = 0 folgt:

Iy =1, und I;, =1;, 5.2.7.2-1
Wegen Uy = 0 gilt ferner:

U, =Uy, und Uy, =Ug, 5.2.7.2-2

Nach elementarer Umformung ergibt sich

das Widerstandsverhiltnis °
R _R,
R, R,’
woraus sich der Widerstand R durch
U
R, ‘R Q
R=—"" 5.2.7.2-4
R 2

berechnet. Fiir den Schleiferwiderstand
und den Widerstand R; werden Prizisi-
onswiderstdnde benoétigt, damit der Mess- \
fehler minimiert wird. ©

Bild 5.2.7.2-1: Widerstandsmessung mit der
Wheatstonschen Briicke

5.2.8 Der Messfehler

Messungen sind immer mit einer Ungenauigkeit behaftet. Sie konnen zum einen durch Able-
sefehler bei Zeigerinstrumenten und dem Oszilloskop oder durch Rundungsfehler beim Digi-
talmultimeter und zum anderen durch die inhdrenten Fehler der Messanordnungen entstehen.

Definiert man den Istwert des Messergebnises mit X; und den wahren Wert mit Xy, so ldsst
sich der absolute Fehler F,ps einer Messung wie folgt definieren:

F,. =X -X, 5.2.8-1

Der relative Fehler Fy einer Messung definiert sich iiber die Beziechung
Xi B XW
rel — X—

w

5.2.8-2

-5-25/29-
Skript Samstag, 4. Oktober 2003
Messtechnik



Fachhochschule Kéin Prof. Dr.-Ing. Jiirgen Weber
University of Applied Sciences Cologne Dipl.-Ing. Franz Josef Klein

Campus Gummersbach Andreas Wagen

Einfiihrung in die Mechanik und Elektrotechnik |

Beide Definitionen der Fehler setzen voraus, dass der wahre Wert X, bei der Fehlerrechnung
zur Verfligung steht.

5.2.9 Die Aufnahme von Kennlinien

Mochte man die Strom-Spannungs-Charakteristik eines passiven Zweipols aufnehmen, so
bendtigt man ein Oszilloskop, das in den X-Y-Betrieb geschaltet ist. Bild 5.2.9-1 zeigt hierfiir
die prinzipielle Messanordnung. In dieser Messanordnung wird eine Spannungsquelle ver-
wendet, die eine beliebige periodische Zeitfunktion als Spannung ug(t) generiert. Als Zeit-
funktionen eignen sich sinusformige oder dreieckformige Spannungen, wéhrend rechteckfor-
mige Spannungen ungeeignet sind. Bei rechteckférmigen Spannungen wiirde man nur die
Endpunkte der Kennlinien erhalten.

Um die Kennlinie in einem gewiinschten Bereich auf dem Bildschirm des Oszilloskops dar-
stellen zu konnen, muss sich die Amplitude der Spannungsquelle variieren lassen. Dariiber
hinaus muss eine ausreichend hohe Frequenz verwendet werden, damit auf dem Bildschirm
die Kennlinie als

stehendes Bild er-

scheint. Um einen zum X-Eingang des Oszilloskops
Massekonflikt zu i(t) ‘

vermeiden, darf die ~
Spannungsquelle assiver
: uy(t) pass’
auch keinen Masse- ‘ Zweipol
punkt besitzen. An-

dernfalls muss die !
Uy(H)
Spannungsquelle ) “u (t)l

li(t)

Messanordnung zur Aufnahme von Kennlinien

iiber einen Ubertra-
ger an die Messan-
ordnung geschaltet
werden.

» zum Y-Eingang des Oszilloskops

Q

Parallel zu den

Klemrgen dps Zwei-  Biu45209.1
pols wird die Span-

nung uy(t) fiir die X-

Auslenkung der Kennlinie gemessen, die damit die Spannungsachse der Strom-Spannungs-
Charakteristik beschreibt. Die Stromachse {ibernimmt die dem Strom proportionale Spannung
uy(t), die liber einem Messwiderstand abfillt. Dabei ergibt sich auf Grund der Messanordnung
das Problem, das die Spannung am Y-Eingang des Oszilloskops invertiert werden muss. Dies
ist beim Oszilloskop iiber eine einfache Schalterumstellung moglich.

5.2.10 Fragen- und Aufgabensammlung

1)  Erldutern Sie das Prinzip der Strommessung.
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2)  Welcher Fehler muss bei einer Strommessung beriicksichtigt werden?
3)  Welchen Innenwiderstand R;s hat das ideale Amperemeter?

4)  Erlautern Sie die Vorgehensweise bei einer Gleichstrommessung mit einem Drehspulin-
strument.

5)  Erldutern Sie die Vorgehensweise bei einer Gleichstrommessung mit dem Oszilloskop.
6)  Was bedeutet bei Messungen mit dem Oszilloskop der Begriff ,,Massekonflikt*“?

7)  Erldutern Sie das Prinzip der Spannungsmessung.

8)  Welcher Fehler muss bei einer Spannungsmessung beriicksichtigt werden?

9)  Welchen Innenwiderstand R;y hat das ideale Voltmeter?

10) Erlautern Sie die Vorgehensweise bei einer Gleichspannungsmessung mit einem
Drehspulinstrument.

11) Was versteht man unter einer ,,indirekten Strommessung*?

12) Welche Messanordnungen gibt es fiir die gleichzeitige Messung von Strom und Span-
nung?

13) Erldutern Sie die Frequenzmessung mit dem Oszilloskop.

14) Erldutern Sie die Phasenmessung mit dem Oszilloskop.

15) Erlautern Sie das Prinzip der einfachen Widerstandsmessung.

16) Erlautern Sie das Prinzip der Widerstandsmessung mit der Wheatstonschen Briicke.

17) Erldutern Sie das Prinzip der Kennlinienaufnahme mit dem Oszilloskop.

Aufeabe 5.2.10-1:

Gegen ist der nebenstehende Stromkreis mit o >
den folgenden Werten:
Ug=11V UM)T Ry
RIQ = IOQ Ra lURu
R, =100Q2 U‘?l
In dem Stromkreis sollen der Strom I und die
Spannung Ug, gemessen werden. Fiir die Mes- o
sung stehen ein Amperemeter mit den Werten
Ria =10Q 1m Messbereich bis 10mA
Ria=1Q im Messbereich bis 100mA
Ria=0,1Q2  im Messbereich bis 1A
und ein Voltmeter mit den Werten
Ry = 10kQ im Messbereich bis 100V
Ryv = 1kQ 1m Messbereich bis 10V
Riv=0,1kQ im Messbereich bis 1V
zur Verfligung. Berechnen Sie fiir die Messungen
-5-27/29-
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a)  Strommessung

b)  Spannungsmessung

¢) indirekte Strommessung

d) gleichzeitiges Messen von Strom und Spannung nach der Stromfehlerschaltung

e) gleichzeitiges Messen von Strom und Spannung nach der Spannungsfehlerschal-
tung

den absoluten Fehler F,,s und den relativen Fehler F,. Die Messinstrumente sollen jeweils
den grofBten Zeigerausschlag bei der jeweiligen Messung liefern.

(Lésung: a) F, =-900uA;F_ =-9,01-10"

> trel T
b) Fabs =- 9071mV: Frel =- 9,01 : 10-3
C) Fabs =- 900MA’ Frel =- 9,01 . 10-3
d) Fl :8’9mA; F[ :8910-3; FUabs :_071V; FUrel :_1'10-2

e) B, =—18mA; F,  =-18-10"; F,, =-0,08V; F,  =-8-107)

abs rel — Uabs —

abs rel

Aufgabe 5.2.10-2:

Ein Drehspulmesswert hat den Widerstand 1€2 und bei einem Strom von 300uA Vollaus-
schlag.

a)  Welche Beschaltung mit einem zusitzlichen Widerstand Ry muss vorgenommen
werden, um einen Messbereich von 10V zu erhalten?

b)  Welche Beschaltung mit einem zusétzlichen Widerstand Ry muss vorgenommen
werden, um einen Messbereich von 100mA zu erhalten?

(Losung; R, =33332,33Q; R, =3mQ)
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5.3 Literaturhinweise

1) Moeller/Frohne Grundlagen der Elektrotechnik

2) Weillgerber Elektrotechnik fiir Ingenieure I

3) Pregla Grundlagen der Elektrotechnik I

4) Zastrow Elektrotechnik

5) Drachsel Grundlagen der elektrischen Messtechnik

6) Frohne Grundlagen der elektrischen Messtechnik

7) Kories Taschenbuch der Elektrotechnik
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6 DREIPHASENWECHSELSTROM

6.1 Mehrphasensysteme

6.1.1 Erzeugung einer Wechselspannung

Befindet sich eine Leiterschleife, die die Fliche A v (t)

nach Bild 6.1.1-1 aufspannt, im Feld der zeitlich A B(%)
verdnderlichen magnetischen Induktion B(t), so wird

die Flache A vom zeitlich veranderlichen magneti-

schen Fluss

6.1.1-1

—

u(t)

durchsetzt. Dieser zeitlich veridnderliche Fluss indu-

Bild 6.1.1-1: Leiterschleife im

ziert in der Leiterschleife eine elektrische Spannung Feld B(t)
MQ:—EQQ 6.1.1-2
dt

Die Gleichung 6.1.1-2 setzt allein die zeitliche Ande-
rung des magnetischen Flusses durch die Fldche A vor-

aus. Diese Anderung kann auch dadurch erreicht wer-
N den, dass sich die Leiterschleife im Feld einer zeitlich
konstanten magnetischen Induktion B # B(t) bewegt.
N Um eine sinusformige Spannung zu erzeugen, wird, wie
im Bild 6.1.1-2 dargestellt, eine Leiterschleife im Feld
B der permanenten magnetischen Induktion B gedreht.
Die induzierte Spannung
M u(t)=1t-sin(ot+¢,) 6.1.1-3
S ist in Kor- . .
senkrechte Lage der Leiterschleife
respon- A : : :
denzmit WO PN § AN
Bild 6.1.1-2: Erzeugung einer  der jewei- f \ / \
Sinusspannung  ligen La- /A //’ \\
ge der o \ o :
Leiterschleife nach Bild 6.1.1-2 in Bild 6.1.1-3 S — / . >
o/ \ / Vot
dargestellt. I AU |
N AN : ;
SchlieBt man an die rotierende Leiterschleife e o\ / \\
einen Ohmschen Widerstand an, so flieBt ein J/ N\ 0
elektrischer Strom, der im Ohmschen Wider- | | | ‘

stand die zeitliche Wirkleistung

Skript
Dreiphasenwechselstrom

waagerechte Lage der Leiterschleife

Bild 6.1.1-3: Induzierte Spannung
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‘1

p(t) = “7[1 — cos(2mt +2¢, )] 6.1.1-4

umsetzt. Der zeitliche Leistungsverlauf nach Gleichung 6.1.1-4 hat seine Maxima jeweils
dann, wenn die rotierende Leiterschleife die senkrechte Lage durchléuft. Fiir einen Span-
nungsgenerator bedeutet dies eine nicht-konstante mechanische Belastung beim Antrieb der
Leiterschleife.

Verbindet man mechanisch dquidistant mehrere elektrisch nicht verbundene Leiterschleifen,
wie dies im Bild 6.1.1-4 als Beispiel fiir 4 Leiterschleifen dargestellt wurde, und belastet je-
weils jede Leiterschleife mit dem gleichen Ohmschen Widerstand R, so ergibt sich die Sum-
me der in allen Widerstinden umgesetzten zeitli-

chen Leistung in einem System mit m Leiterschlei-

fen zu:
p(t)= u, (t)-i,(t) N
k=l 6.1.1-5
- +
o a-i firm=>3 o
2 >< .
mlt O ><\./>< O
oA
uk(t):ﬁ-sin(mtunﬁj 6.1.1-6 O v
und | S

ik(t):i-sin(mt+2n-£j 6.1.1-7
m

Bild 6.1.1-4: Erzeugung mehrerer

Die Gleichung 6.1.1-5 liefert als Ergebnis, dass ab Sinusspannungen

drei mechanisch dquidistant verbundenen Leiter-

schleifen, in denen die selben Scheitelwerte der Spannungen und der Stréme induziert wer-
den, die Summe der in den Widerstdinden umgesetzten Wirkleistungen zeitlich konstant ist.
Das bedeutet auch, dass in dem Fall ein Generator eine konstante mechanische Belastung
beim Antrieb erfahrt. Dies ist der Grund, warum man in der Energieerzeugung symmetrische
Dreiphasensysteme benutzt.

In Generatoren werden die Leiterschleifen durch Wicklungen mit n Windungen ersetzt. Damit
wird in den einzelnen Wicklungen die n-fache Spannung einer einzelnen Leiterschleife indu-
ziert. Im Schaltbild eines Generators werden deshalb die einzelnen Wicklungen als Spulen
gezeichnet. Die Wicklungen bilden generatorseitig die so genannten Strange.

6.1.2 Offene Mehrphasensysteme

In offenen Mehrphasensystemen besitzt der Generator m Striange, die ohne Bezug zueinander
wie einzelne Wechselspannungsquellen mit verschiedenen Phasenlagen betrachtet werden.
Das System, das im Bild 6.1.2-1 dargestellt ist, bendtigt 2 - m Leitungen.
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Bild 6.1.2-1: Offenes Mehrphasensystem

6.1.3 Verkettete Mehrphasensysteme

In verketteten Mehrphasensystemen be-
sitzt der Generator m Striange, die einen
festen Bezug zueinander haben. Die Sys-
teme konnen auf zwei Arten verkettet
werden, die im Folgenden kurz erldutert
werden.

6.1.3.1 Die Sternschaltung

Die Strénge einer Sternschaltung besitzen
einen gemeinsamen Sternpunkt. Die
Sternschaltung, die im Bild 6.1.3.1-1 dar-
gestellt ist, bendtigt m +1 Leitungen.
Eine dieser Leitungen bildet den

Mittelleiter, der vom Sternpunkt aus
gefiihrt wird. Bild 6.1.3.1-1: Sternschaltung

6.1.3.2 Die Ringschaltung

Die Stringe einer Ringschaltung, die fiir m = 3 auch
Dreieckschaltung genannt wird, befinden sich in einer
Summenreihenschaltung. Die Ringschaltung, die im
Bild 6.1.3.2-1 dargestellt ist, bendtigt m Leitungen.

6.1.4 Bezeichnungen

; Im Folgenden sind die gebrduchlichsten Bezeichnun-
) ) gen fliir Mehrphasensysteme zusammengestellt. Dabei
. o liegt einem Generator in Stern- oder Ringschaltung
- ein Verbrauchersystem in der entsprechenden Schal-
tung gegeniiber.

Bild 6.1.3.2-1: Ringschaltung
Im einzelnen bezeichnet man:
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e  Wicklungen und Widerstinde in der Strombahn - Strange

e Leiter zum Verbraucher — AuBlenleiter

e gemeinsamer Mittelpunkt — Sternpunkt

e gemeinsamer Mittelpunkt fiir m =3 - Mittelpunkt

e Leiter vom Sternpunkt — Mittelleiter

e Spannungen an den Klemmen der Strange — Strangspannungen

e Strome durch die Stringe - Strangstrome

e Spannung zwischen 2 Aullenleitern — AuBenleiterspannung

e Strome durch die AuBlenleiter — AuBenleiterstrome

e Strom durch den Mittelleiter - Mittelleiterstrom

e m — Strang- oder Phasenzahl
6.1.5 Symmetrische Mehrphasensysteme

Bei symmetrischen Mehrphasensystemen sind alle Strangspannungen gleich grof3 und gegen-
einander um den Winkel 2t/m phasenverschoben. Dariiber hinaus besteht eine symmetrische

Belastung. Eine symmetrische Belastung bedeutet, dass identische Scheinwiderstéinde in den
Strangen des Verbrauchers liegen. In diesem Fall gilt:

U, =0 6.1.5-1 N

Ic

und 14

D1, =0 6.1.5-2 p
k=1 U,
Fiir das Beispiel m = 4 ergibt sich dann das Zeigerdia-
gramm der Spannungen und Stréme nach Bild 6.1.5-1.

A
\/

LH
||JG

Symmetrische Mehrphasensysteme konnen sowohl in

Ringschaltung als auch in Sternschaltung betrieben

werden. Befindet sich ein symmetrisches Mehrphasen- U
system in Sternschaltung, so wird der Mittelleiterstrom o
zu Null und kann damit entfallen. Bild 6.1.5.-1:

Symmetrisches
Betrachtet man die Leistungsverhiltnisse eines sym- System
metrischen Mehrphasensystems, so folgt eine zeitlich

konstante Leistung fiir das Gesamtsystem:

A

p(t)ziuk(t)-ik(t)z%-ﬁ-f-cos((pu—(pi):%-ﬁ-i-cosq) fir m>3 6.1.5-3
k=1
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mit
A k
u, (t)=10-sin| ot +21-—+0, 6.1.5-4
m
und
. . k
i (t)=1-sin| ot +21x-—+ @, 6.1.5-5
m

Symmetrische Mehrphasensysteme erzeugen ein so genanntes Drehfeld, auf das in diesem
Skript nicht ndher eingegangen werden soll. Durch das erzeugte Drehfeld ist der Begriff
,Drehstrom® fiir diese Mehrphasensysteme entstanden.

6.1.3 Fragen- und Aufgabensammlung

1)  Wodurch wird in einer Leiterschleife eine elektrische Spannung induziert?

2)  Wie kann eine sinusformige elektrische Spannung erzeugt werden?

3)  Eine rotierende Leiterschleife im Feld der permanenten Induktion B induziert eine si-
nusformige Spannung. In welcher Lage der Leiterschleife wird die maximale Spannung
induziert?

4)  Was ist der Grund fiir die Verwendung eines symmetrischen Dreiphasensystems?

5)  Was versteht man unter einem offenen Mehrphasensystem?

6)  Wie viele Zuleitungen bendtigt ein offenes Mehrphasensystem?

7)  Was versteht man unter einem verketteten Mehrphasensystem?

8)  Wie viele Zuleitungen benétigt ein verkettetes Mehrphasensystem in Sternschaltung?

9)  Wie viele Zuleitungen bendtigt ein verkettetes Mehrphasensystem in Ringschaltung?

10) Wie bezeichnet man in einem verketteten Mehrphasensystem die Ringschaltung mit
einer Strangzahl m = 3?

11) Erlautern Sie den Begriff ,,Symmetrisches Mehrphasensystem*.
12) Welche Besonderheit besteht bei einen symmetrischen System in Sternschaltung?
13) Wie ist der Begriff ,,Drehstrom* entstanden?
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6.2 Das Dreiphasensystem

6.2.1 Das symmetrische Dreiphasensystem

Das symmetrische Dreiphasensystem besitzt generatorseitig
drei Wicklungen, die, wie im Bild 6.2.1-1 dargestellt, je-
weils um 120° versetzt auf der Drehachse angeordnet sind.
Die drei Wicklungen, die mit den Buchstaben U;-U,, V-V,
und W;-W, gekennzeichnet sind, erzeugen damit die drei im

u(t)f
U SN AN

U
- \ oA

Bild 6.2.1-2: Zeitverlauf der Spannungen im symme-
trischen Dreiphasensystem

Die Spannungen sind auch in der komplexen Schreibweise
Uy, Uy und Uy definiert, wo sie als komplexe Effektivwert-
zeiger dargestellt werden konnen. Das Zeigerdiagramm der
komplexen Spannungen ist im Bild 6.2.1-3 gezeigt.

6.2.1.1 Die Sternschaltung

Bei der Sternschaltung handelt es sich allgemein um ein
Vierleitersystem, das im Bild 6.2.1.1-1 dargestellt ist. Die
Spannungen zwischen den AuBBenleitern und dem Mittelleiter
bezeichnet man als die Strangspannungen.

Strangspannungen:
U,
U, = U, exp(-jl20°) 6.2.1.1-1

U; =1, exp(+ leOo)

-6-8/18-
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Dreiphasenwechselstrom

Bild 6.2.1-1: Dreiphasen-
Generator

Bild 6.2.1-2 dargestellten sinus-
formigen Spannungen uy t),uy(t)
und uy, (t), die jeweils um 120°
phasenverschoben sind.

Bild 6.2.1-3: Zeiger-
diagramm
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Bild 6.2.1.1-1: Symmetrisches Dreiphasensystem im Sternschaltung

Die Spannungen zwischen den einzelnen AuBlenleitern bezeichnet man als die Aullenleiter-

spannungen.
AuBenleiterspannungen:
U,=U
U,y =Uexp(-j120°)
U,, = Uexp(+ j120°)

6.2.1.1-2

Die Strome, die iiber die AuBBenleiter vom Generator zum Verbraucher flieBen, bezeichnet

man als AuBenleiterstrome.

AuBenleiterstrome:
I =1

I, = Lexp(= j120°)
13 = 16Xp(+ .]1 200)

6.2.1.1-3

Da es sich hier um ein symmetrisches Dreiphasensystem handelt, gilt fiir den Mittelleiter-

strom

6.2.1.1-4

womit der Mittelleiter stromlos ist und damit entfallen kann.

Betrachtet man die Verhiltnisse zwischen den Auflenleiterspannungen und den Strangspan-

nungen, so gilt:

Qu :Q1 _Qz
Q23 :Qz _23
Qn :Qs _gl

Skript
Dreiphasenwechselstrom

6.2.1.1-5

-6-9/18-
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Daraus leitet sich das im Bild 6.2.1.1-2 dargestellte
Zeigerdiagramm der Spannungen des symmetrischen
Dreiphasensystems in Sternschaltung ab. Die Ver-
hiltnisse der Betrdge der einzelnen Auf3enleiterspan-
nungen U,, zu den entsprechenden Strangspannun-

gen U, ergeben sich zu

Ya

=2-c0s30°=4/3. 6.2.1.1-6

=~k

Fiir unsere Hausnetzspannung bedeutet dies:

U, |=230V 6.2.1.1-7
und Bild 6.2.1.1-2: Spannungzeiger-
U, |=398V 6.2.1.1-8 diagramm
6.2.1.2 Die Dreieckschaltung

Bei der Dreieckschaltung handelt es sich um ein Dreileitersystem, das im Bild 6.2.1.2-1 dar-
gestellt ist. Die Spannungen zwischen den einzelnen AuBlenleitern bezeichnet man als die Au-
Benleiterspannungen.

AuBenleiterspannungen:
U,=U
Uy, = Uexp(~j120°) 6.2.1.2-1

U,, = Uexp(+j120°)

Die Strome, die tiber die Aullenleiter vom Generator zum Verbraucher flielen, bezeichnet
man als AuBlenleiterstrome.

§] L,
A
U,
U,
W \Y
L
e
1 Hz:»i
—
Bild 6.2.1.2-1: Symmetrisches Dreiphasensystem im Dreieckschaltung
-6-10/18 -
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AuBenleiterstrome:

11 =1

I, =Iexp(-jl20°) 6.2.1.2-2
1, = Lexp(+ j120°)

Die Strome, die in den Strangen flieen, bezeichnet man als Strangstrome.

Strangstrome:
U
223 : o

Ly ==+=1, exp(— j120°) 6.2.1.2-3
U

I = _731 =1, exp(+ jl20°)

Betrachtet man die Verhiltnisse zwischen den AuBenleiterstrémen und den Strangstrémen, so
gilt:

[ =1,-L
L =1;-1, 6.2.1.2-4
L=1,-1,;

Daraus leitet sich das im Bild 6.2.1.2-2 dargestellte
Zeigerdiagramm der Stréme des symmetrischen Drei-
phasensystems in Dreieckschaltung ab. Die Verhalt-
nisse der Betridge der einzelnen Aulenleiterstrome I,

zu den entsprechenden Strangstromen [,; ergeben sich
zu

I,

=2.c0s30°=4/3. 6.2.1.2-5

=kl

Bild 6.2.1.2-2: Stromzeiger-
diagramm

6.2.1.3 Die Leistungen

Im symmetrischen Dreiphasensystem wird in jedem

Strang des Generators die gleiche Scheinleistung erzeugt und in jedem Strang des Verbrau-
chers die gleiche Scheinleistung umgesetzt. Um diese Scheinleistungen zu ermitteln, miissen
die Strangstrome und die Strangspannungen herangezogen werden. Deshalb ist es auch sinn-
voll, einen Phasenwinkel ¢ zu definieren, der die Phasendifferenz zwischen dem Strangstrom

sy und der entsprechenden Strangspannung Us;; beschreibt:

Us, =| U, [exp(jo, ) 6.2.1.3-1
Lse =L, [exp(jo;) 6.2.1.3-2
-6-11/18-
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=0, -6 6.2.1.3-3

In der Sternschaltung sind die Strangstrome Is; identisch mit den Auf3enleiterstromen Ly, so
dass folgendes gilt:

Sternschaltung

IStr = lk

Ug, =U,

6.2.1.3-4

In der Dreieckschaltung sind die Strangspannungen Us;, identisch mit den AuBlenleiterspan-
nungen Uy, so dass folgendes gilt:

Dreieckschaltung

I, =1

—Str —kl

U, =U

—Str —kl

6.2.1.3-5

Fiir die Schein-, Wirk- und Blindleistung des gesamten Verbrauchersystems gilt dann unab-
hiangig von der Schaltungsart:

523'23'& 'lgtr 6.2.1.3-6

P=3-|gsﬁ|-‘15tr .COS @ 6.2.1.3-7

Q=3 Uy, || Ls,|-sine 6.2.1.3-8
6.2.2 Das unsymmetrisch belastete Dreiphasensystem

Eine symmetrische Belastung des Dreiphasen-

systems geht immer auf einen sehr kompakten U
und leistungsstarken Verbraucher zuriick, wie

zum Beispiel einen elektrischen Antrieb oder l
eine Elektroheizung im 2-stelligen Kilowattbe-

reich.
Zl lul
Kleinere Verbraucher schliefit man nur an einen

Strang des Dreiphasensystems meist in Stern-
schaltung an. So arbeitet zum Beispiel unser all-
gemeines Hausnetz. Hier werden einzelne Berei-
che von Wohnungen oder von Héusern an ver-
schiedene Stringe angeschlossen. Statistisch
gesehen entsteht so eine anndhernd symmetri-
sche Belastung fiir den Generator. Dies setzt aber No
voraus, dass fiir den Fall der Unsymmetrie ent-
sprechende Vorkehrungen geschaffen sind. In
den folgenden Abschnitten sollen deshalb zu-

Bild 6.2.2.1-1: Vierleitersystem in
Sternschaltung
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ndchst die Auswirkungen einer unsymmetrischen Belastung im Vierleitersystem in Stern-
schaltung und danach im Dreileitersysteme abgehandelt werden.

6.2.2.1 Das Vierleitersystem

Bei dem Vierleitersystem
handelt es sich um eine
Sternschaltung mit Mit-
telleiter. Befinden sich
wie im Bild 6.2.2.1-1
gezeigt in den Strangen
des Verbrauchers unter-
schiedliche Belastungen,
so bleiben dennoch die
Strangspannungen

U, = U, erhalten.
Demgegeniiber werden
sich die Strangstrome
I, =1, in Betrag und

Phase nach den einzelnen
Belastungen richten. Dies
fihrt dazu, dass der Mit-
telleiterstrom Iy;, wie im
Bild 6.2.2.1-2 dargestellt,
nicht mehr Null wird.

Ih=1+1,+1;#0 6.2.2.1-1

Bild 6.2.2.1-2: Zeigerdiagramm des Vierleitersystems bei
unsymmetrischer Belastung

Bei unsymmetrischer Belastung fliefft im Vierleitersystem ein Mittelleiter-
strom Iy # 0.

6.2.2.2 Das Dreileitersystem
6.2.2.2.1 Die Dreieckschaltung

Wird die Dreieckschaltung wie im Bild
6.2.2.2.1-1 dargestellt in den Stréingen des
Verbrauchers unterschiedlich belastet, so bleiben
die Strangspannungen U, = U,, erhalten. Dem-

gegeniiber werden sich die Strangstrome
I, =1,, in Betrag und Phase nach den einzelnen

Belastungen richten. Dies fiihrt auch zu unter-
schiedlichen Aullenleiterstromen Ii:

Bild 6.2.2.2.1-1: Dreileitersystem in
Dreieckschaltung

-6-13/18-
Skript Samstag, 4. Oktober 2003
Dreiphasenwechselstrom



Fachhochschule Kdln
University of Applied Sciences Cologne
Campus Gummersbach

11 = 112 _131
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13 = 131 _123

Das entsprechende Zeigerdiagramm
ist im Bild 6.2.2.2.1-2 dargestellt.

6.2.2.2.2 Die Sternschaltung

Verfligt die Sternschaltung wie im
Bild 6.2.2.2.2-1 dargestellt {iber
keinen Mittelleiter und werden die
Strange des Verbrauchers unter-
schiedlich belastet, so wird trotz-
dem die Bedingung

Iy=1L+1,+1;=0

erzwungen. Auf Grund des Aufbaus
des Generators wird dieser seine
Strangspannungen Uy aufrecht er-
halten und dem System aufpréigen,
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Bild 6.2.2.2.1-2: Zeigerdiagramm des Dreileiter-
systems in Dreieckschaltung bei
unsymmetrischer Belastung

so dass auch weiterhin die AuBlenleiterspannungen Uy erhalten bleiben:

Generatorseitig
le = Hl _gz
Uy=U,-U;
231 = 23 _[_Jl

Mit einem Mittelleiter wéren auch
verbraucherseitig die Strangspannungen
aufgeprigt. Ohne Mittelleiter gilt ledig-

U, lich:
Verbraucherseitig
U, = HI - g;
o Uy = E; - Q;
‘ U, =U;-U,
Bild 6.2.2.2.2-1: Dreileitersystem in Stern- mit
schaltung EZ #U,

Die Kennzeichnung mit dem Stern soll

die Verbraucherseite verdeutlichen. Sie bedeutet hier nicht die konjugiert komplexe Form.

Da die Strangspannungen des Generators und des Verbrauchers nicht mehr identisch sind,
existiert eine Potenzialdifferenz Uy zwischen dem Sternpunkt N des Generators und dem

Skript
Dreiphasenwechselstrom
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Sternpunkt N des Verbrauchers U
(Bild 6.2.2.2.2-2). Daraus lassen
sich die noch fehlenden Beziehun-

gen
H; =U,-Uy I iU] Z, I:

ableiten, wodurch eine Berechnung

des Systems durch die folgenden NI U, N
Vorgehensweisen moglich wird: PR PRI
- ~ e ~
1)  Mit Hilfe der Stern- -7 N -7 N

Dreieck-Transforma-
tion muss zunéchst der
Verbraucher in eine
Dreieckschaltung um-
gewandelt werden.

Potentialdifferenz zwischen den
Sternpunkten

Bild 6.2.2.2.2-2:

Im Dreieck sind die AuBlenleiterspannungen gleich den Strangspannungen, womit
die Strangstrome und danach die AuBenleiterstrome berechnet werden konnen. An
dieser Stelle kann bereits die Gesamtscheinleistung des Verbrauchersystems be-
rechnet werden.

Danach erfolgt die Riicktransformation in die Sternschaltung, in der die berechne-
ten AuBlenleiterstrome identisch mit den Strangstromen sind. Daraus lassen sich
wiederum die Strangspannungen sowie die Potenzialdifferenz Uy zwischen den
Sternpunkten berechnen.

Uber die Strangstrome und die Strangspannungen lassen sich die Einzelleistungen
der Stringe ermitteln, womit das Gesamtsystem berechnet ist.

2)  Das Gesamtsystem wird mit Hilfe der allgemeinen komplexen Rechnung iiber die
Netzwerkmatrix gelost.

Im Bild 6.2.2.2.2-3 ist das Zeigerdiagramm der unsymmetrischen Sternschaltung dargestellt.
Man erkennt, dass fiir den Generator die Symmetrie erhalten bleibt, wihrend der Verbraucher
weder eine Symmetrie in den Strangspannungen noch in den Strangstromen aufweist.

Damit im unserem Hausnetz die konstante Spannung von ‘ U ‘ =230V zur Verfligung steht,

besitzt das Netz einen Mittelleiter. Probleme treten auf, falls dieser Mittelleiter bei unsymmet-
rischer Belastung, von der man im Allgemeinen Betrieb ausgehen darf, entfernt wird. In dem
Fall wird die Strangspannung des Strangs, der zur Zeit dieses Ereignisses am niedrigsten be-
lastet war, verbraucherseitig einen wesentlich hoheren Wert als 230V annehmen, was zur Zer-
storung der betriebenen Elektrogerdte und Glithlampen fiihrt und den Strangstrom auf Null
reduziert. Unmittelbar anschlieBend wird die Strangspannung des Strangs, der die zweitnied-
rigste Belastung hatte, verbraucherseitig einen wesentlich hoheren Wert annehmen, womit die
gleiche Konsequenz fiir die betriebenen Elektrogerite verbunden ist. Da der letzte Strang nun
keinen Strangstrom mehr fiihren kann, bleiben dessen Geréte verschont.

-6-15/18-
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Bild 6.2.2.2.2-3: Zeigerdiagramm eines unsymmetrischen Dreileitersystems

6.2.3

1))
2)

3)
4)

S)

6)

Skript

in Sternschaltung

Fragen- und Aufgabensammlung

Was versteht man unter einem symmetrischen Dreiphasensystem?

Um wie viel Grad sind in einem symmetrischen Dreiphasensystem die einzelnen Span-
nungen phasenverschoben?

Welchen Strom fiihrt der Mittelleiter in einem symmetrischen Vierleitersystem?

In welcher Schaltung im Dreiphasensystem sind die Strangstrome identisch mit den
AuBenleiterstromen?

In welcher Schaltung im Dreiphasensystem sind die Strangspannungen identisch mit
den Aufenleiterspannungen?

Wieso wird das Hausnetz mit einem Vierleitersystem betrieben?
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7)  Was versteht man unter einem unsymmetrisch belasteten Dreiphasensystem?

8)  In welchem Fall existiert im Dreiphasensystem eine Potenzialdifferenz zwischen dem
Sternpunkt des Generators und dem Sternpunkt des Verbrauchers?

9)  Welche Konsequenz hat der abrupte Wegtfall des Mittelleiters in einem unsymmetrisch
belasteten Dreiphasensystem in Sternschaltung?

Aufgabe 6.2.3-1:

Gegeben ist ein unsymmetrisch belastetes Vierleitersystem mit den Verbraucherwiderstinden

R; =10Q
R2 =100Q
R3 = le,

Dem vom Generator die festen Strangspannungen | U, | =230V aufgeprigt werden. Berech-

nen Sie die einzelnen Strangstrome und den Mittelleiterstrom. Berechnen Sie ferner die in den
Strangen des Verbrauchers umgesetzten Leistungen und die Gesamtleistung des Verbraucher-
systems.

Durch ein Missgeschick 16st sich die Verbindung zwischen dem Sternpunkt des Generators
und dem Sternpunkt des Verbrauchers. Berechnen Sie fiir diesen Fall die einzelnen Strang-
strobme und Strangspannungen des Verbrauchers und die Spannung zwischen den beiden
Sternpunkten. Berechnen Sie ferner die jetzt in den Strdngen des Verbrauchers umgesetzten
Leistungen und die Gesamtleistung des Verbrauchersystems.

(Ldsung: I, =23A exp(j0°); I, =2,3A exp(-j120°); I; = 0,23A exp(j120°);
In = 21,8A exp(-j4,7°);
Pri = 5,29kW; Pro= 529W; Pr3= 52,9W; Pyes = 5,87kW;
I, = 3,78A exp(j25°); U; = 37,8V exp(j25°); L = 3,6 1 A exp(j210°);
U, =360,5V exp(j210°); I = 0,38A exp(j145°); Us = 378V exp(j145°);
Uni = 198,11V exp(-j5°):
PR1 = 143W, PR2 = 1,3kW, PR3 = 144W, Pges = 1,59kW)
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6.3 Literaturhinweise

1) Moeller/Frohne Grundlagen der Elektrotechnik

2) Linse Elektrotechnik fiir Maschinenbauer

3) Zastrow Elektrotechnik

4) Kories Taschenbuch der Elektrotechnik
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7 DER TRANSFORMATOR

7.1 Einleitung

Transformatoren findet man in fast allen elektronischen Geriten. Sie bilden dort den Uber-
gang zwischen unserem Hausnetz und der Elektronik der Geréte, indem sie die Netzspannung
in eine niedrigere Wechselspannung transformieren. Nach einer Gleichrichtung kann jede
beliebige Gleichspan-

nung zur Verfligung

stehen. Aber auch unser L R,

Hausnetz mit seiner © —©
sinusformigen Wech- U

selspannung mit dem U. R, U
Effektivwert von 230V —"l 0 P, l—‘
und einer Frequenz von U

50Hz wird von einer - "

wesentlich hoheren ' © R °
Wechselspannung ¥

durch Transformatoren Bild 7.1-1: Stromkreis mit Leitungswiderstdnden

gewonnen. Weshalb zur
Energietlibertragung hohe Wechselspannungen benétigt werden und dadurch der Einsatz von
Transformatoren notwendig wird, soll das folgende Beispiel zeigen.

Nach Bild 7.1-1 soll in einem Wirkwiderstand Ry die Wirkleistung Py = 1kW umgesetzt
werden. Zwischen dem Generator und dem Verbraucher befinden sich lange Zuleitungen mit
dem Leitungswiderstand Ry, = 1€Q2. Vergleicht man die Verlustleistungen auf den Zuleitungen
in Abhidngigkeit der Hohe der Verbraucherspannung, so erhélt man folgendes Resultat:

1)  Im ersten Fall soll die Verbraucherspannung Uy = 100V betragen. Daraus resul-
tiert:

[=10A; U, =10V; U, =120V; P, =-12kW
Die Verluste auf den Zuleitungen betragen danach 16,6%.

2)  Im zweiten Fall soll die Verbraucherspannung Uy = 100kV betragen. Daraus re-
sultiert:

I=10mA; U, =10mV; U, =100.000,02V; P, =-1.000,0002W

Die Verluste auf den Zuleitungen betragen danach 2-107%.

Das Beispiel zeigt, dass die Leitungsverluste wesentlich geringer sind, wenn die Energie mit
einer hohen Spannung transportiert wird. Deshalb wird in der Energietechnik bei den Fern-
verbindungen mit hohen Spannungen gearbeitet. Diese Spannungen werden dann iiber Trans-
formatoren, die in der Energietechnik auch als Umformer bezeichnet werden, iiber mehrere
Stufen herab transformiert. Diese Transformationen sind notwendig, um Spannungsiiber-
schlige bei zunehmend engerer Leitungsfithrung (Uberlandleitungen, Erdleitungen, Hausin-
stallation) zu vermeiden.
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Wie in einem spéteren Abschnitt noch gezeigt wird, konnen Transformatoren auch zur Leis-
tungsanpassung benutzt werden. Dies ist in der Nachrichtentechnik {iblich, wo der Transfor-
mator auch Ubertrager genannt wird. Beim Einsatz als Spannungstransformierer in der Mess-
technik bezeichnet

man ihn als Wandler. Eisenkern

Das Grundprinzip des
Transformators ist die
magnetische Flussver-
kettung zweier Leiter- i 1 jun g1 —— 4 | Wicklung 2
schleifen. Dabei kann 4| P
diese Flussverkettung o o
entweder durch eine
lose Kopplung iiber
den Luftraum oder
durch eine feste Kopp- Bild 7.1-2: Transformatoraufbau fiir eine feste Kopplung
lung iiber Eisen erfol-

gen.

(e, | — O

Der Transformator hat einen Primédrkreis und einen Sekundérkreis. Den Primérkreis bildet
nach Bild 7.1-2 die Wicklung 1, deren Klemmen den Eingang des Transformators darstellen.
Den Sekundérkreis bildet die Wicklung 2, deren Klemmen den Ausgang des Transformators
darstellen.

Besteht keine elektrische Kopplung zwischen dem Primérkreis und dem Sekundérkreis, so
stellt der Transformator eine so genannte galvanische Trennung zwischen den beiden Kreisen
dar. Das bedeutet, dass es keinen gemeinsamen Bezugspunkt fiir das elektrische Potenzial
gibt. Mit Hilfe eines Transformators lassen sich somit Massekonflikte 16sen.

7.1.1 Fragen- und Aufgabensammlung

1)  Weshalb wird zur Energietlibertragung eine hohe Spannung gewéhlt?

2)  Welche Bezeichnung tragt der Transformator in der Energietechnik?

3)  Welche Bezeichnung trigt der Transformator in der Nachrichtentechnik?
4)  Welche Bezeichnung tragt der Transformator in der Messtechnik?
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Theoretische Grundlagen

Das Prinzip des Transformators basiert auf der magnetischen Flussverkettung zweier Leiter-
schleifen, wie sie in den Bildern 7.2-1 und 7.2-2 dargestellt sind. Die Erklérung der magneti-
sche Flussverkettung erfolgt in zwei Schritten:

Skript

1))

2)

Der Strom 1;(t) wird der Leiterschleife 1 (Bild 7.2-1) aufgeprégt. Dieser Strom hat
ein magnetisches Feld zur Folge, wodurch die Leiterschleife 1 vom magnetischen
Fluss ¢1(t) durchsetzt wird. Dieser Fluss induziert in der Leiterschleife 1 die
Spannung

ul'(t)=%, 72-1

die an den Klemmen nach aufen hin in Erscheinung tritt.

Auf Grund der geometrischen Anordnung wird der Teil ¢,,(t) des Flusses ¢;1(t)
auch die Leiterschleife 2 durchsetzen und in ihr die Spannung

dq)Zl
u,'(t)=—=— 7.2-2
=2
induzieren. Man spricht davon, dass der Teilfluss ¢,;(t) mit der Leiterschleife 2
verkettet ist. Da die Leiterschleife im Leerlauf betrieben wird, tritt diese Span-
nung an den Klemmen nach auf3en hin in Erscheinung.

Leiterschleife 1 Leiterschleife 2

u,’(t) u,’(t)
Bild 7.2-1: System zweier Leiterschleifen

Der Strom i,(t) wird der Leiterschleife 2 (Bild 7.2-2) aufgeprégt. Dieser Strom hat
ein magnetisches Feld zur Folge, wodurch die Leiterschleife 2 vom magnetischen
Fluss ¢y2(t) durchsetzt wird. Dieser Fluss induziert in der Leiterschleife 2 die
Spannung

u,"(t)= —dit” , 72-3

die an den Klemmen nach aufen hin in Erscheinung tritt.
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Auf Grund der geometrischen Anordnung wird der Teil ¢;2(t) des Flusses ¢a(t)
auch die Leiterschleife 1 durchsetzen und in ihr die Spannung

ul”(t)=—d§t‘2 72-4

induzieren. Da die Leiterschleife im Leerlauf betrieben wird, tritt diese Spannung
an den Klemmen nach auflen hin in Erscheinung.

Leiterschleife 1 Leiterschleife 2

—> 4___
u,”(t) u,” (1)
Bild 7.2-2: System zweier Leiterschleifen

Uberlagert man jetzt beide Fille, so ergeben sich die Spannungen an den Klemmen der beiden
Leiterschleifen zu:

_ do,, + dg,,

u,(t)=u,"(t)+u,"(t) d d& 7.2-5
s ()=, () +u (1) = 224 2 7.2:6

Ersetzt man die Leiterschleifen durch Wicklungen mit N; und N, Windungen, so gehen die
Gleichungen 7.2-5 und 7.2-6 in die Gleichungen

u,(t)=N, (djgl +d§1’—tlzj 7.2-7
dg,,  do
u,(t)=N, (Tzwd—t”j 7.2-8

iiber. Dies sind die Ausgangsgleichungen fiir die folgenden Betrachtungen.
Bei einer losen Kopplung gelten die Bedingungen

o, >> 0, 7.2-9
und

0, >> 0. 7.2-10
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Das bedeutet, dass nur ein geringer Teil des magnetischen Flusses mit der jeweils anderen
Leiterschleife oder Wicklung verkettet ist.

Bei einer festen Kopplung mit Hilfe eines Eisenkdrpers wird der magnetische Fluss auf Grund
des geringeren magnetischen Widerstands des Eisens gegeniiber dem magnetischen Wider-
stand des Luftraums im Eisen gefiihrt. Daraus leiten sich die Verhéltnisse

b, = 0, 7.2-11

und

by = 0. 7.2-12

ab. Damit wird bei fester Kopplung in der vom verketteten Fluss durchsetzten Leiterschleife
oder Wicklung eine hohere Spannung induziert als dies bei gleicher Geometrie mit einer losen
Kopplung der Fall wiére.

Die Flussverkettung wird durch den Kopplungsfaktor k beschrieben:

= L2 = e 7.2-13
q)ll ¢22
7.2.1 Fragen- und Aufgabensammlung
1)  Erldutern Sie das Prinzip des Transformators.
2)  Was versteht man unter einer Flussverkettung?
3)  Was gibt der Kopplungsfaktor k an?
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7.3 Der ideale Transformator

Fiir die Betrachtung des idealen Transformators wird auf die komplexe Darstellung sinusfor-
miger Zeitfunktionen, wie sie im Kapitel 4, Abschnitt 4.1.3, eingefiihrt wurde, zuriick gegrif-
fen:

u(t) = Gexp(jot) 7.3-1
mit
i = dexp(jo, ) 7.3-2

Der ideale Transformator,

der im Bild 7.3-1 dargestellt
ist, besitzt eine feste Kopp- i P = ~ L
lung {iber einen Eisenkorper, o +> p
der auch als Eisenkern 4
bezeichnet wird. Weiterhin
ist er liber die folgenden

Bedingungen definiert: O

F

L
\__J\__\__ _

I

e Die Leitungswider-
stande der beiden

Wicklungen sind Bild 7.3-1: Aufbau des idealen Transformators
Null

e Der Eisenkern besitzt eine relative Permeabilitét |1, = oo, die einen verschwindenden
magnetischen Widerstand zur Folge hat. Daraus resultiert, dass der gesamte auftreten-
de magnetische Fluss im Eisenkern gefiihrt wird.

e Der Kopplungsfaktor nimmt den Wert 1 an:

¢21:q—)i:1

0, 0,

Berticksichtigt man diese idealen Bedingungen, so flieBt durch den Eisenkern der magneti-
sche Fluss

k=

q—)zgll +i)12 :q_)Zl +i)22 =§)6Xp(J0)t) 73_3
mit

&=dexplip, ). 7.3-4
Daraus resultieren nach den Gleichungen 7.2-7 und 7.2-8 die Spannungen

do

u, =N, d—z =joN, ¢ 7.3-5

und
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do
2odt

aus denen sich die komplexen Effektivwerte der Spannungen durch

u, = joN, 9, 7.3-6

ioN. ¢
QI:J 10 7.3-7
V2
und
iON,
u, =2 : ¢ 7.3-8

=2 \/E

ermitteln lassen. Aus den Gleichungen 7.3-5 bis 7.3-8 ldsst sich nun die Spannungsiiberset-

zung angeben:

= & = & 7.3_9
NZ

2

= ||_s

I

Die Spannungen an den Klemmen der Wicklungen eines idealen Transfor-
mators verhalten sich zueinander wie die Windungszahlen der Wicklungen.

In Analogie zum elektrischen Stromkreis defi-
niert sich der magnetische Kreis. In diesem mag- _@_>

netischen Kreis wird dem Eisen ein magnetischer
Widerstand R;,, zugeordnet, der sich aus den
Eigenschaften des Eisens wie folgt berechnet: ol /7>
| i Ava R,
R =—— 7.3-10
u“r ’ HO ’ A

Die Léange | stellt dabei die mittlere Lange des
Eisenkerns und A dessen Querschnitt da. Bild 7.3-2: Der magnetische Kreis

Im magnetischen Kreis (Bild 7.3-2) stellt der
magnetische Fluss ¢ die Analogie zum Strom i dar. Die magnetische Quelle wird durch die

Durchflutung 6 beschrieben, so dass in Analogie zum Ohmschen Gesetz die folgende Glei-
chung formuliert werden kann:

8=R, -0 7.3-11
Die Durchflutung einer Wicklung definiert sich allgemein durch
0=N-"1i. 7.3-12

Betrachtet man den Transformator im magnetischen Kreis, so befinden sich wegen der zwei
Wicklungen auch zwei magnetische Quellen in diesem Kreis. Unter Beriicksichtigung der
Gleichungen 7.3-11 und 7.3-12 ldsst sich dann die Gleichung fiir den magnetischen Kreis des
Transformators angeben:
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Q:Q1+922N1'i1+N2'12:Rm'¢ 7.3-13

Fiir den idealen Transformator wird wegen I, — oo der magnetische Widerstand R, = 0, so
dass sich die Gleichung 7.3-13 zu

N, i, +N, i, =R, -¢=0 7.3-14

fur ein endliches ¢ vereinfacht. Aus dieser Gleichung kann nun die Stromiibersetzung nach

L L_ N, 7.3-15
L, L N,

berechnet werden.

Die Betrige der Strome in den Wicklungen eines idealen Transformators
verhalten sich zueinander umgekehrt wie die Windungszahlen der Wicklun-
gen.

Aus den Gleichungen 7.3-9 und 7.3-15 lésst sich eine Aussage iiber die im Transformator
umgesetzte Leistung treffen. Wegen

N_U_ L_ L 73-16

i
N, U, I

folgt
[_Jl'l;k_i'[_Jz'l;:Sl"'Sz:O- 7.3-17

Im idealen Transformator geht keine Energie verloren.

Primérseite gleicher Wicklungssinn

u:l

\ ¢ i ° / Sekundirseite
1 2 1 2
o— = W,

N

feste Kopplung

Bild 7.3-3: Schaltbilder des Transformators

Das Verhiltnis der Windungszahlen der Primirwicklung N; und der Sekundarwicklung N,
bezeichnet man als Ubersetzungsverhiltnis ii:
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u=— 7.3-18

Fiir den Transformator gibt es zwei unterschiedliche Schaltzeichen. Beide Schaltzeichen sind

im Bild 7.3-3 dargestellt. Wiahrend das linke Schaltzeichen rein symbolisch ist, enthilt das

rechte erheblich mehr Informationen. So wird in diesem Schaltbild neben der Angabe, ob es
sich um eine

I, i1 L R L e lose oder feste
m 5 o—] | 1 | Kopplung han-
— — > delt, auch das
Us U U, Ubersetzungs-
U, U, verhéltnis und
der Wicklungs-
L/ v sinn angegeben.
© Der Transforma-
Bild 7.3-4: Belasteter Transformator tor soll nun nach

Bild 7.3-4 se-

kundirseitig mit
der Serienschaltung eines Widerstands R, einer Induktivitit L und einer Kapazitit C belastet
werden. Im Sekundérkreis ergibt sich dann die folgende Maschengleichung:

[_Jz:HR'i'HL"'HC:_lz'Z:_lz'(R+jXL+ch) 7.3-19
Wegen
N, U
ﬁ:_1:__1:_1_2 7.3-20
N2 QZ ll
folgt
U, =<' und <1, =i, 7321
i

womit die Gleichung 7.3-19 in die Form

U =i’ 12261 (R4 X, +X,)

02 7.3-22
=1, [uz R+ joli? L)+ i(“—])

jo{ C

umgewandelt werden kann. Liest man nun diese Gleichung und zeichnet dazu die passende
Schaltung, so ergibt sich das Bild 7.3-5. Aus diesem Bild geht hervor, dass der Transformator

primérseitig mit den Bauelementen R'=1’-R; L'=ii*-L und C'= C/ii* belastet wird.

Der ideale Transformator transformiert Impedanzen mit dem Quadrat sei-
nes Ubersetzungsverhiltnisses ii.
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Die Moglichkeit dieser Impedanztransfor- I R L Clii
mation wird zur Leistungsanpassung oft in o — Ju—| u- | 1
der Nachrichtentechnik eingesetzt. — I
U,
7.2.1 Fragen- und Aufgaben-
sammlung v

1)  Erldutern Sie die Bedingungen fiir ©

cinen idealen Transformator. Bild 7.3-5: Transformierte Impedanzen

2)  Wie verhalten sich die Spannungen
an den Klemmen der Wicklungen ei-
nes idealen Transformators?

3)  Was sind die Analogien zwischen dem elektrischen Stromkreis und dem magnetischen
Kreis?

4)  Auf welche Weise transformiert der ideale Transformator die sekundérseitigen Impe-
danzen in den Primérkreis?
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7.4 Der reale Transformator

7.4.1 Das Ersatzschaltbild des realen Transformators

Fiir die Betrachtung des realen Transformators miissen alle Vereinfachungen, die fiir den
idealen Transformator galten, fallen gelassen werden:

1)  Die Wicklungen sind nicht mehr perfekt leitend, sondern besitzen die Ohmschen
Widerstande R; und Ro.

2)  Der Eisenkern
hat eine endliche
Permeabilitét
WL, # oo, womit o

fiir dessen mag-
netischen Wi- 4,
derstand R #0
folgt. Dadurch

treten Verluste

in dem Eisen-

kern auf, die die-  pjjq47.4.1-1: Magnetische Fliisse im realen

sen erwarmen. Transformator
Dartiber hinaus

tritt wegen
R #0 ein Teilfluss, der so genannte Streufluss, aus dem Eisen aus.

3)  Zwischen dem Eisenkern und den Wicklungen existiert ein Luftspalt, so dass ein
zusitzlicher Streufluss die Folge ist.

Im Bild 7.4.1-1 sind der Hauptfluss ¢ , der beide Wicklungen durchsetzt, und die Streufliisse
¢, und ¢_ dargestellt.

Auf Grund der magnetischen Fliisse und des Ohmschen Widerstands der Wicklungen berech-
nen sich die Spannungen an den Klemmen der Wicklung durch die folgenden Gleichungen:

. d
u, :11-R+N1-a(q_>51+q_>h) 7.4.1-1

: d
1_12:12-R+N2-a(4_)52+¢h) 7.4.1-2

Mit dem Ziel, fir den realen Transformator ein Ersatzschaltbild zu entwickeln, sollen zu-
ndchst in den Gleichungen 7.4.1-1 und 7.4.1-2 die Streufliisse 9 und 9, genauer betrachtet

werden. Wegen

u=N-——=L-$ 7.4.1-3
N dt dt

-7-13/28-
Skript Samstag, 4. Oktober 2003
Der Transformator



Fachhochschule Kéin Prof. Dr.-Ing. Jiirgen Weber
University of Applied Sciences Cologne Dipl.-Ing. Franz Josef Klein
Campus Gummersbach Andreas Wagen

Einfiihrung in die Mechanik und Elektrotechnik |

lassen sich fiir die Streufliisse iiber so genannte Streuinduktivititen Lg; und Ls; in der Form

d .
N, D Ly AL 74.1-4
dt dt
und
d .
N, - b =L, Ay 7.4.1-5
dt dt

einfiihren. Damit konnen die Gleichungen 7.4.1-1 und 7.4.1-2 zunéchst wie folgt geschrieben
werden:

- d
1_11:11-R+L51-g+N1-& 7.4.1-6
dt dt
di do
u, =i, -R+L,,-—%2+N, .=t 7.4.1-7
=2 =2 S2 dt 2 d

Um ein Ersatzschaltbild zu entwickeln, miissen noch die jeweils letzten Terme der Gleichun-
gen 7.4.1-6 und 7.4.1-7 umgewandelt werden. Hierzu wird auf die Gleichung 7.3-13 zuriick-
gegriffen:

0=0,+6,=N,-1,+N, 1, =R_-¢

Leitet man diese Gleichung nach der Zeit t ab, so folgt:

. . d
INTRLIFNS E m-—9 7.4.1-8
dt dt dt
Diese Gleichung wird jetzt umgestellt:
40 _ Ny di, NN, di, 7.4.1-9

Ydt R dt R dt

m m

Nach Gleichung 7.4.1-3 kann jetzt die so genannte Hauptinduktivitit des Primérkreises Ly
und die Gegeninduktivitdt M eingefiihrt werden:
d . .

99y, by g

dt dt dt

Die Einfithrung der Gegeninduktivitdt M ist bei der Betrachtung eines Transformators mit
fester Kopplung tiber einen Eisenkern unvorteilhaft. Giinstiger ist die Darstellung der Glei-
chung 7.4.1-9 in der Form

N, - 7.4.1-10

d? dil R. N;-N, diz
N1 ._:th 4 . 5 . .
dt dt N2 R, di
7.4.1-11
d 1 di
=L, -—|i,+=>|=L, -—X
"t (‘1 uj "ot
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mit dem Magnetisierungsstrom 1i,,,, der ein MaB fiir den Hauptfluss ist. Hieraus resultiert nun
die Spannungsgleichung des Primérkreises:

u, =i,-R+Ly - —-+L,,- 7.4.1-12

dt dt

Aus dieser Gleichung kann nun die Er-
satzschaltung des Primérkreises nach Bild
7.4.1-2 entwickelt werden. Damit geht i 'R, i,/
man hier den umgekehrten Weg. Aus — > —
einem Netzwerk wird nicht die Maschen-

und Knotenpunktgleichung ermittelt,

sondern aus einer Maschengleichung, die
implizit eine Knotengleichung enthlt, u,
wird das Netzwerk extrahiert. Im Bild -
7.4.1-2 bildet der Strom i,/ii die Verbin-

dung zum Sekundirkreis.

Verfahrt man ausgehend von der Glei- o
chung 7.4.1-8 fiir den Sekundirkreis in

der dhnlichen Form, so erhilt man die

folgenden Schritte zur Aufstellung der Bild 7.4.1-2: Ersatzschaltung des
resultierenden Spannungsgleichung fiir Primirkreises

den Sekundarkreis:

dt R, dt R, dt dt dt

_l.&.&Jrl.N_f.%_{l. M, 1

Damit folgt fiir die Spannungsgleichung 7.4.1-7 des Sekundérkreises:
. di 1 di,, -
u, =1, R+Lg 'd;tz""_'th %

)

i}
Aus dieser Gleichung kann nun die Ersatzschaltung des Sekundirkreises nach Bild 7.4.1-3
entwickelt werden.

7.4.1-14

Im nédchsten Schritt sollen nun die Bilder 7.4.1-2 und 7.4.3-3 zusammengefiigt werden. Dies
geschieht zunéchst iiber einen idealen Transformator. Hierzu wird die Induktivitit th/l'i2 des
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Sekundarkreises in den Primérkreis trans- L,,-di,/dt iR,
formiert. Damit entsteht die Ersatzschal- 1L -~ - L
tung nach Bild 7.4.1-4, in dem die Bezie- 1 I O
hungen R,
. di
u, = th ) ;11:“ th . di.\u
i dt
7.4.1-15
i\/{l'i'1
und l
\/
# . O
odooa M dt
74.1-16 Bild 7.4.1-3: Ersatzschaltung des
gelten. Der Stern an den Spannungen steht Sekundérkreises
hier nicht fiir die konjugiert komplexe
Form, sondern kennzeichnet nur eine andere Ebene im Schaltbild.
il Rl L51 lz/u . Rz 1,
o—= 1 - il "
I L
H] HZ
\j \/
(o, O

Bild 7.4.1-4: Zusammenfassung der Maschen

Im néchsten Schritt werden die Streuinduktivitét Lg, und der Wicklungswiderstand R, vom
Sekundirkreis in den Primérkreis transformiert. Damit entsteht das Bild 7.4.1-5. Den Ab-

schluss der Entwicklung der Ersatzschaltung des realen Transformators, bildet der Verzicht
auf die Darstellung des idealen Transformators und der Ubergang zu den komplexen Effek-

.2 ) e .
i, R, 'L, U'R, i/i - L
- u: R
"

°© I L] o o
H] HZ

\ A\

O
Bild 7.4.1-5: Transformation in den Primérkreis
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tivwerten fiir die Spannung und den Strom. Diese Schritte sind im Bild 7.4.1-6 vollzogen. Es
reprasentiert das endgiiltige Ersatzschaltbild des realen Transformators. In dem Ersatzschalt-
bild wurden noch weitere Eisenverluste, die von der Hysterese des Eisens und den Wirbel-
stromverlusten herriihren, durch den Widerstand Rgg parallel zur Hauptinduktivitit Ly; be-
riicksichtigt. Ferner gilt flir die transformierte Streuinduktivitit Ls, und den transformierten
Wicklungswiderstand R;:

L,'=i’ L, 7.4.1-17
R,'=i’ R, 7.4.1-18
L Rl LSI Lsz’ Rz’ 12/1,1
47

U, L, I-:I R u-U,
1
1MI !
\ ; \
o & o
Bild 7.4.1-6: Ersatzschaltbild des realen Transformators
7.4.2 Die Entwicklung des Zeigerdiagramms des realen Transformators

Um sich die Spannungs- und Stromverhiltnisse im Transformator klar zu machen, soll das
Zeigerdiagramm der Spannungen und Strome des realen Transformators nach Bild 7.4.1-6
entwickelt werden. Dabei sollen ausgehend vom idealen Transformator schrittweise die Er-
satzbauelemente eingefiihrt werden. Damit im Primérkreis ein Strom I, flief8t, wird dieser mit

dem Scheinwiderstand Z = Zexp(j¢) belastet.

1)

Idealer Transformator

Skript

Das Ersatzschaltbild des idealen Transformators ist im Bild 7.4.2-1 dargestellt.
Aus ihm ergeben sich die Spannungsgleichung

U =iU,=0U,' 7.4.2-1
und die Stromgleichung
1
L =——1=-L" 7.4.2-2
i

Das Zeigerdiagramm, das durch die Belastung Z den Phasenwinkel ¢ aufgeprigt
bekommt, wird im Bild 7.4.2-2 gezeigt.
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\ \)
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Bild 7.4.2-1: Ersatzschaltbild des idealen Transformators

1A 4

Bild 7.4.2-2: Zeigerdiagramm des
idealen Transformators

Berilicksichtigung der Wicklungswiderstidnde

Skript

Beriicksichtigt man die Wicklungswiderstande R; und R», so ergibt sich die Er-
satzschaltung nach Bild 7.4.2-3.

L R, R IV
o—— 1 ] | S —
| T PN
HR] QRZ
A \J
(o O

Bild 7.4.2-3: Ersatzschaltbild unter Beriicksichtigung der
Wicklungswiderstinde
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Aus ihm ergeben sich die Spannungsgleichung

U, =Ug + Ui, + U, 1.4.2-3
und die Stromgleichung
L= —% L =-L". 7.4.2-4
u

Das entsprechende Zeigerdiagramm wird im Bild 7.4.2-4 gezeigt.

Bild 7.4.2-4: Zeigerdiagramm unter Berticksichtigung
der Wicklungswiderstande

Berucksichtigung der Streuung des magnetischen Flusses

Skript

Beriicksichtigt man neben den Wicklungswiderstinden R; und R, ebenfalls die
magnetische Streuung durch die Streuinduktivitdten Lg; und Lg,, so ergibt sich die
Ersatzschaltung nach Bild 7.4.2-5.

1] Rl LSI LSZ’ RZ’ 17’
—/{ Hilk g 0
— — — —

URI QI,S] QI,S2 QR2’

\j \j
O O
Bild 7.4.2-5: Erweitertes Ersatzschaltbild unter Berticksichtigung der
Streuinduktivititen
Aus ihm ergeben sich die Spannungsgleichung
U =Ugy+Ug+Uz,"+ Ui, + U, 7.4.2-5
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und die Stromgleichung
I = _% 1, =-1,". 7.4.2-6
i

Das entsprechende Zeigerdiagramm wird im Bild 7.4.2-6 gezeigt.

u[.s]

'Y

I,

'Iz 2

Bild 7.4.2-6: Erweitertes Zeigerdiagramm unter
Beriicksichtigung der Streuinduktivititen

Im Zeigerdiagramm nach Bild 7.4.2-6 entsteht das so genannte ,,Kappsche Drei-
eck®. Um das Dreieck sichtbar zu machen, fasst man zunichst die Wicklungswi-
derstdnde und die Streuinduktivititen zusammen:

R =R, +1i? ‘R, - Up =U;, +Ug,' 7.4.2-7
X5 =0 (L51 +1i? 'Lsz) - Us=Ug+U' 7.4.2-8

Zeichnet man unter Berticksichtigung der beiden letzten Gleichungen das Zeiger-
diagramm nach Bild 7.4.2-6 um, so erhélt man ein Zeigerdiagramm, das im Bild
7.4.2-7 dargestellt ist. Das Kappsche Dreieck spielt bei Leistungstransformatoren
in der Energietechnik eine groe Rolle. Es beinhaltet die Wicklungswiderstinde
sowie die Streuinduktivititen und somit die Hauptverluste des Transformators.
Diese Verluste erscheinen zunéchst unerwiinscht. Kommt es aber durch ein Miss-
geschick oder einen Unfall zu einem sekundérseitigen Kurzschluss mit U, =0,

so begrenzt das Kappsche Dreieck den Strom [; und somit die Belastung auf den
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Zuleitungen zum Transformator. Das Kappsche Dreieck ist somit ein MaB fiir den
Schutz vor einem sekundérseitigen Kurzschluss (Bild 7.4.2-8).

Uy

Kappsches Dreieck

Bild 7.4.2-7: Zeigerdiagramm mit dem Kappschen Dreieck

U

Kappsches Dreieck

U, [ =-1

Bild 7.4.2-8: Zeigerdiagramm mit dem Kappschen Dreieck
bei sekundérseitigem Kurzschluss

Uk bezeichnet man deshalb als die Kurzschlussspannung. Sie ist bei sekundérsei-
tigem Kurzschluss identisch mit der Eingangsspannung U;. Mit @k bezeichnet
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man den Kurzschlusswinkel. Er beschreibt bei einem sekundérseitigen Kurz-
schluss die Phasenverschiebung zwischen dem Eingangsstrom I; und der Ein-
gangsspannung U;.

4)  Beriicksichtigung der Hauptinduktivitét
In den Betrachtungen 1) bis 3) dieses Abschnitts wurde die Hauptinduktivitit
nicht berticksichtigt. Sie wurde als unendlich grof3 interpretiert, so dass der Strom
Imi durch die Hauptinduktivitidt zu Null wurde. Wegen u, # o0 und R, # 0 soll
die Voraussetzung 1,,, =0 jetzt fallen gelassen werden. Damit ergibt sich die Er-
satzschaltung nach Bild 7.4.2-9.
1] R] LSI LSZ’ RZ, 17’
— —» — —»
URI QI,S] QI,S2’ URA’
U, UUHi ILm U, [] UZZ
L, i
\j \j
(o, g O
Bild 7.4.2-9: Erweitertes Ersatzschaltbild unter Beriicksichtigung der
Hauptinduktivitét

Aus ihm ergeben sich die Spannungsgleichungen

U =Ug +U +U, 7.4.2-9
und

U =0+ U, + Uy’ 1.4.2-10
sowie die Stromgleichung

I, =1,-L". 7.4.2-11
Das entsprechende Zeigerdiagramm wird im Bild 7.4.2-10 gezeigt. In dem Bild
eilt die Spannung Uy, dem Strom Iy um 90° voraus. Der Strom [; und die Span-
nung Ug; sind in Phase, wiahrend die Spannung U; s; dem Strom I[; um 90° voreilt.

5)  Beriicksichtigung der Eisenverluste

Abschlieflend soll noch der Eisenverlust durch den Ohmschen Widerstand Rgg be-
rlicksichtigt werden. Das gesamte Ersatzschaltbild des realen Transformators ist
im Bild 7.4.2-11 dargestellt.

Aus ihm ergeben sich die Spannungsgleichungen
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!I.S]

Bild 7.4.2-10: Erweitertes Zeigerdiagramm unter
Bertiicksichtigung der Hauptinduktivitét

U =Up +Uig + Uy, 7.4.2-12
und

Up =Up + U, + U, 7.4.2-13
sowie die Stromgleichung

11 = IM] +1RFE _12' . 7.4.2-14

i’z
Bild 7.4.2-11: Erweitertes Ersatzschaltbild unter Berticksichtigung der
Eisenverluste
~7-23/28-
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>

L\“ :/ lRH—_’

Bild 7.4.2-12: Erweitertes Zeigerdiagramm unter
Beriicksichtigung der Eisenverluste

Aus dem letzten Ersatzschaltbild und dem letzten Zeigerdiagramm lassen sich die Verhiltnis-
se bei sekundérseitigem Kurzschluss- und Leerlaufbetrieb ableiten.

Im Kurzschlussbetrieb ist der Betrag der Spannung Uy y,; gering. Damit flieen nur ein gerin-
ger Magnetisierungsstrom Iy, und ein geringer Strom Irpg. Damit ist auch der magnetische
Hauptfluss 9, im Eisenkern sowie die Erwdrmung des Eisenkerns durch die Eisenverluste

Rpg gering. Eine Erwdrmung des Transformators findet hauptséchlich iiber die Wicklungswi-
dersténde statt.

Im Leerlaufbetrieb weicht die Spannung an der Hauptinduktivitit L,; und am Widerstand Ryg
nur geringfiigig von der Eingangsspannung U, ab. Damit nimmt der Betrag des magnetischen
Hauptflusses 9, seinen Maximalwert an. Gleichzeitig sind auch die Eisenverluste maximal.

Eine Erwidrmung des Transformators findet jetzt hauptsachlich tiber die Erwdrmung des Ei-
senkerns statt.

7.4.3 Spezielle Arten von Transformatoren

7.4.3.1 Der Lufttransformator

Der Lufttransformator besitzt keinen Eisenkern. Damit ist er fiir hohe Frequenzen geeignet, da
jetzt keine Ummagnetisierungsverluste im Eisenkern entstehen, die mit zunehmender Fre-
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quenz anwachsen. Auf der anderen Seite lassen sich mit diesem Transformator keine grof3en
Leistungen tibertragen, so dass seine Anwendung auf die Nachrichtentechnik beschrénkt ist.

Um das Ersatzschaltbild dieses Transformators zu entwickeln, werden die Widerstinde der
Primarwicklung und der Sekundarwicklung vernachldssigt. Ferner wird eine Kopplung der
Kreise mit k = 1 angenommen, die durch das Ubereinanderwickeln der beiden Wicklungen in
Form von Ringspulen anndhernd erreicht wird.

Ausgangspunkt der folgenden Betrachtung sind die Spannungsgleichungen 7.2-7 und 7.2-8:

O
dt dt

uz(t) =N, (dq)ﬂ +d¢—22j

dt dt
Nach Gleichung 7.4.1-3

d .
peN 2 d
- dt dt
konnen diese in die Form
di di
t)=L, - —+L, —= 7.4.3.1-1
1_11( ) gt 274
di di
u,(t)=L,, -d—'t1+L22 -d;tz 7.43.1-2
umgeschrieben werden. Durch die Kopplung k = 1 folgt fiir die Gegeninduktivititen
L,=L, =M. 7.4.3.1-3

Schreibt man zur Vereinfachung fiir
L, =L,

und
L, =L,,

so folgt fiir die Spannungsgleichungen:

TRV

u,(t)=L, i +M 7.4.3.1-4
i i Bild 7.4.3.1-1: Lufttransformator
w)=m-I G 5450
2 . dt

Fiir diese Spannungsgleichungen ldsst sich noch keine befriedigende Ersatzschaltung entwi-
ckeln. Primér- und Sekundirkreis sind hier noch vollstindig voneinander getrennt, so dass nur
eine Ersatzschaltung nach Bild 7.4.3.1-1 angeben kann. In dem Bild wurden bereits die kom-
plexen Effektivwerte der Spannungen und der Stréme verwendet.
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Um zu einer Ersatzschaltung mit den eingefiihrten Induktivititen zu gelangen, werden die
Spannungsgleichungen 7.4.3.1-4 und 7.4.3.1-5 in der Form

N
t . t 5 t t 743.1-6
i
=(L,-M)-—L+M-—(i, +i
)B4
und
e =
t . t ; t t 743.1-7
i
=(L,-M)-—2+M -—(i, +i
Lm0 e )
umgewandelt. Aus diesen Gleichun-
gen ldsst sich nun die Ersatzschal- I L -M L,-M I

tung nach Bild 7.4.3.1-2 angeben.
7.4.3.2

Eine weitere Art des Transformators

Der Spartransformator

stellt der Spartransformator dar. Bei U, M I U,
dem Spartransformator handelt es
sich um einen Transformator mit I + Izl
Eisenkern, der nur eine Wicklung Y v
mit Schleiferabgriff besitzt. Der o ¢ 0
Transformator mit seinen Beschal-
tungsmoglichkeiten ist im Bild Bild 7.4.3.1-2: Ersatzschaltbild des
7.4.3.2-1 dargestellt. Lufttransformators
Ko Ho
L L
—_> —_>'
(o, (o, ——F
12 L« “’0 L g — X HO
%+
H] < Qz q — X
Qz 9 Hl < — L
|/ 9 v <
(o] O O O
M 1.
Bild 7.4.3.2-1: Beschaltungsmoglichkeiten eines Spartransformators
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Die Betrachtung des Spartransformators kann analog zu den Betrachtungen des realen Trans-
formators mit 2 getrennten Wicklungen durchgefiihrt werden. Zu beachten ist aber, dass
dieser Transformator keine galvanische Trennung zwischen dem Eingang und dem Ausgang
besitzt.

7.4.4 Fragen- und Aufgabensammlung

1)  Welche Vereinfachungen, die bei einem idealen Transformator galten, miissen bei
einem realen Transformator fallen gelassen werden?

2)  Was versteht man unter dem Kappschen Dreieck?

3) In welchem der beiden sekundérseitigen Extremfille ,,Kurzschluss® oder ,,Leerlauf*
nimmt der Betrag des Hauptflusses im Eisenkern eines realen Transformators den ma-
ximalen Wert an?

4)  Wodurch erwidrmt sich der Eisenkern eines Transformators?

5)  Zeichnen Sie die komplette Ersatzschaltung eines realen Transformators mit fester
Kopplung und entwickeln Sie daraus das Zeigerdiagramm der Spannungen und der
Strome.

6)  Wo liegt der Einsatzbereich eines Lufttransformators?
7)  Was ist ein Spartransformator?
8)  Was versteht man unter galvanischer Trennung?

Aufgabe 7.4.4-1:

Reale Transformatoren mit Eisenkern besitzen eine gewisse Streuung beziiglich des magneti-
schen Flusses. Kann diese damit verbundene Streuinduktivitit erwiinscht sein?. Diskutieren
Sie diesbeziiglich die Wirkung eines sekundérseitigen Kurzschlusses auf den Primérkreis.

(Losung: Streuinduktivitédten schiitzen vor Zerstdrung)

Aufgabe 7.4.4-2:

Wie verhilt sich bei einem realen Transformator mit Eisenkern die Amplitude des magneti-
schen Hauptflusses in Abhdngigkeit von dem sekundarseitig entnommenen Laststrom? Disku-
tieren Sie dies anhand des Ersatzschaltbildes mit den Werten:

R; =100
R, =20Q
XLSI =200Q
XLSZ =40Q
Xth = 1kQ
i=2
(Losung: Ivi/U; = 830,5uS exp(-j85°) bei Leerlauf; Iv1/U; = 407,82US exp(-)88°) bei
Kurzschluss)
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