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[ ANALISI STATISTICA DEI DATI J

STATISTICA E PROBABILITA'

Misuradi una grandezzafisica

: rumenti di misur
Errori Strumenti di misura

dovuti a Parametri non controllabili da sperimentatore

I
\

® <davaloreverograndezza
® variadamisuraamisura

La misuraefenomeno casuale elasingola misura sara evento

casuale.

Evento casuale (o aleatorio): evento ripetibile (infinite volte) che

s manifesta in modo non prevedibile singolar mente
(es. lancio dado/moneta, estrazione carta ...)

~

esy)
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S. insemedi tutti i modi possibili del
fenomeno casuale
E: generica modalita dell'evento casuale

(generico evento casual ¢

E

iIn modo unTvg(c(oE) (numeroreale)
x(E): variabile casuale definita nél'insieme S.

o ~J discrete o continue
Variabili casuali
numero finito o infinito di valori

4 N
La misura di una grandezza fisica puo esser e consider ata come

un evento casuale e il numero (che s ottiene) la variabile

casualeassociata all'evento.
\_ Y,

PROBLEMA DELLA MISURA

insieme di misuredella < 7> valore
stessa grandezza fisica " VEero

<™ Analis statistica delle misure
v che utilizza teoria della probabilita

Definireintervallo di valori della variabile casuale " misura" co
assegnata probabilita di contenere valoreser o della grandezza

N S
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La STATISTICATe un ramo ddla matematica che studia |

fenomeni casuali utilizzando |laTEORIA della PROBABILITAS

PROBABILITA

1) Definizione " classica”
Probabilita P(E) di un evento casuale E: rapporto fra numero
del cag "favorevoli" (cas in cui 9 presenta E) enumerototale
cas possibili, purchétutti i casi possibili sian@quiprobabili

COROLLARIO: 0O=P=1
b numero reale

PROBLEMA:  Tautologia (per definire probabilita e
necessario valutare equiprobabilita)

Es. 1. Lotto

1 :
PN =—=g5 P(pari) = gg = ;

Es. 2. 3 figlinon dello stesso sesso

MMM MME MEM EMM _MEF _EMF_EEM FFF

Tot casl possibili =8
P(non stesso sesso)= g ==

N S




2) Definizione" empirica"  (Freguenzistica)

Frequenzardativadi E: f (E)

f (E)= 0

N: numero totale prove

n: numero voltein cui s e presentato £ su N prove

Si definisce:

N® 8

P(E) = lim f (E)= lim —EI—

N® 8

PROBLEMA: ® postulachelimf (E) sia numero definito

® non edef. operativa

‘ A
® L}

E: testa su lancio moneta




2) Definizione " assiomatica"

S: Insiemedi tutti i possibili E
A Sottoinsiemedi S

P(A) E'un numero associato univocamente aé tale che:

- _ U Unione
P(A) =0 per ogni A N Intersezione
= P(9=1 = Contenuto

= P(A+B) = P(A) + P(B) se ANB = 0
AR

PROBLEMA: Non ci dice quanto vale P
L'asseganzione di P ad A e un modello matematico

A partire da definizione assiomatica di P si puo dimostrar e che:

f(E) — ™ P(E) per N — 8

L EGGE DElI GRANDI NUMERI




LEGGE DEI GRANDI NUMERI

Dato evento casuale E acui e associata P(E),

sef(E) = r]W(su N prove), sceti due numeri positivi a piacere

e e' epossibiledefinireun N tale che, per ogni M > N:

P (If(E) - (E)|>€")<e”

(Inanalis: |f(E) - P(E)|<e)

Si dimostra a partire dalla diseguaglianza
di BIENAYME' - CEBICEV




PROPRIETA DELLA PROBABILITA"

1) Evento complementaredi E : E

f(E)= NN =1-.0__4_ ¢F
N N

P(E) = 1- P(E)
P(E) + P(E) =1

SeE1q... Em:insiemedi tutti gli eventi possibili in S, mutuamente
esclusivi:

m

§i P(E)=1

OO e

Evento complesso = prodotto logico di due eventi casuali
E,F (es.: moneta/carta)

— 4 possibili casi:
F|F
EF
N E | Ny1 | Nypp EF
prove -
EF
E | Ny | Moo

. i ©),




4 - — —— )
f(EF)= Ni1: fEF) -N21 .f(EF) _ N1z  f(EF) _ P22 .
N N N ’ N ’

f(E)= NutNio= f(EF)+ f(EF)
N

f(F)= Muthoi= f(EF)+ f(EF)

N
Lo
P(E) = P(EF) + P(EF)

P(F) = P(EF) + P(EF)

PROBABILITA  CONDIZIONATA:
Probabilita che s verifichi E ses everificato F (0 viceversa)

PE|F) P(F|E)

f (E|F) = N1 - Ny N :f(EF)
Ng1+Nyy N Np+ny, — F(F)

f (EF
f(FIE)= —Mu f(E )
N1+ n12 ( )

&

PER= e

P(EF) = P(F) P(E|F)
Ii‘>

_ P(EE) _ Jp— A
. P(F|E) = p(E) P(EF) = P(E) -P(F[E) 9




2)| LEGGE DELLE PROBABILITA" COMPOSTE

SeE ed F sono statisticamente indipendent

P(E|F) = P(E) @ P(FIE) = P(F)

-

p
P(EF) = P(E)- P(F)

P(El-E2 Em) = E_)i P(E|)

.

L a probabilita che avvengano contemporaneamente E ed F
(prodotto logico) e uguale al prodotto dele probabilita

dell'evento E edell'evento -
se E ed F sono statisticamente indipendenti

(Es. 2 dadi - Probabilita che escano due 4)

21 1 _ -1
6 6 36

Se E ed F sono mutuamente esclusivi:;

4

P(E|F) = P(F|E) = 0

P(4,4) =P(4) - P(4) =

( P(EF)=0 ) )




3)|LEGGE DELLE PROBABILITA  TOTALI

f(E+F):evento £ 0o evento - oambedue

Ni1+Nio+ N (Nq4+ N1o)+H(N o1+ Nq1)-N
fE +F)= 1L N17 21 _ .

f(E+F)= f(Eilef(F)-f (EF)

( P(E + F) = P(E) + P(F) - P(EF) J

Se E ed F sono mutuamente esclusivi
P(EF)=0

P(E + F) = P(E) + P(F)

PEL .. Em) = S P(Ei) )

Dimostrabile anche usando la definizione assomatica di
probabilita: c
A=(A-C)+C

@ B=(B-C)+C
(A - C),(B - C), C: disgiunti

<)




Dalll assoma: (P(A +B) =P (A) + (P(B)) seA,B disgiunti;

P(A) =P(A - C) + P(C) P(A-C)=P(A) - P(C)

P(B) =P(B - C) + P(C) P(B - C) =P(B) - P(C)
A

Seoraconsideriamo insieme somma A+B :

A+B=(A-C)+(B-C)+C
P(A+B)=P(A-C)+P(B-C)+P(C)

P(A + B) = P(A) - P(C) + P(B) - P(C) +4>6
P(A + B) = P(A) + P(B) - P(C)

P(A -B)

[ P(A +B)=P(A) + P(B) - P(A -B) ]

Se considero 3 eventi casuali :
P(A1+ A+ A3)=P(A1) +P(A) +P(A3-P(A1A 2 -P(A A J
- P(A2A3) + (P(A1 A2 Ag)

Az

A3




STATISTICAMENTE INDIPENDENT]I

PEF)=P(E)  P(FIE) = P(F)
— P(EF) = P(E) - P(F)

STATISTICAMENTE DIPENDENTI

MAZZO CON 42 CARTE (solo KQJ fiori)

E estrazione FIORI
F estrazione RE

_4

P(E) =—> P(F) =

42

P(E[F) = ji— P(F|E) = —%—

PE-F)= .1 =1 4 pE)-PF

42 3 42

P(E) P(FIE) 1 A _ 1
Y2 42 126
3

e3)




statisticamente
indipendenti

statisticamente
dipendenti

statisticamente
esclusivi

P(A) - P(B)

{P(A) - P(B|A)

\P(B) - P(A[B)

P(A) + P(B) - P(A-B)

P(A) + P(B) -P(A-B)

P(A) + P(B) -P(A-B)



(Es.: efficienza di scanning nellaricerca di eventi rarij

N : N. di eventi rari presenti nel campione (incognito)

N1i>+ Nq: N. di eventi trovati nella 18ricerca
N1i>+ N5 : N. di eventi trovati nella 28ricerca
N5 : N. di eventi trovati in ambedue

P(L) Nio+ Ny
N (1) e(2) statisticamente indipendenti
Ni>+ N
P(2) = 12N 2
N Nio+ Np)-(Nyp+ N
P(L 2) = =2 _p1).p2) :> - (N12+ N1)-(Nip+ Np)
N N2
N N
P(1) = —12 P(2) = 12
Ni2+ N (N12+Ny)

Probabilita di trovare un evento nelleduericerche;

(N4> + N1)+(N1')+ N'))_ N1 _

P(1+2) =P(1) + P(2) - P(1) -P(2) = N N

- Sz (Ny+ N +Njy)
“(Ng2+Np)- (Npo+Ny) L e e

N




DISTRIBUZIONE DI PROBABILITA"

=
DENSITA DI PROBABILITA"

1) Variabile casuale discreta X =1, ..

Xj —» P, (Xi) = |im
N~ N

S P (X)=1

L'insieme di P; costituisce la
distribuzione di probabilita della variabile casuale
2) Variabile casuale continuax

D DX
L 2] 2]

>
X

F(X- Dt x+ D%): frequenzain x + D%
2 2 % 2
n(x + D)

N

Frequenza limite per unita di Dx:
f(x- +
DX; , X DXE)

l[im
DX—™0 DX

R,

f(x) : DENSITA" DI PROBABILITA o
FUNZIONE DI DISTRIBUZIONE

=1(x)

e




dP(x, X + dx) - 109
dx
dP = f(x) dx

b probabilita chela b
P(a, b) = Q= variabilecasuale = O f(x) dx
a cadain (a,b)

(‘)f(X) dx = (‘3+" f(x) dx = 1

S

11 —*= 2
Es. 1J2}a .
P(x) & . .
P(x) un dado %6 | 2dadi (§omma) L
— (] ([ 290 >—4
1/ | oeoe 000 — ° ) 3
6 — ) )
- ® P ’
Lt 1 1 11 > ]/36_|. N A N N NN TR B | ? >
123456 2 7 12 X
X
Es.
'\ '\
fx) f(x)
1 ...
b-a
> >
a b X m X

Densita uniforme di probabilita

b
_ s _ _ __1
f()=C 0C-.dx=C-(b-a)=1 C=p3.3

.
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(CUI\/I ULATIVA DI UNA FUNZIONE DI DISTRIBUZIONE]

Funzione cumulativa: F(x) = dx f(x') dx
PROPRIETA'":
4 F(X) =P (-" <X <X)

b b a
@ Pa<x<b)= FWde= 3 dx- Gi(x) dx = F(b) - F(@)

f(X)dx = F(x + dx) - F(x) = dF(x)

dF(x)  _ £(%) F(x) € monotona crescente
dx dato che f(x) " O sempre

’ Sex edefinitofraaeb:
F@=0 FMb)=1 (F(-")=0;F(+")=1)

Es.
A
f(x)
1 -
b-a
>
a b X
Fx) §
i g
B X, X-a
F(x)—b_anx— b-a
0 . i >
X
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A\REI\/I ETRI CARATTERISTICI J

RIBUZIONI DI PROBABILITA"

1) La" posizione" delladistribuzione

Lamoda: x per cui ladistribuzione hail massimo
(unimodali, multimodali )

@ Lamediana: x), chedivideametaladistribuzione

JM _ \+" _ 1
Q f(x)dx= QMf(X)dX_ ,

@ L amedia (ovalore aspettato) : (=)

o

E[x]=p= ¢ x-f(x)dx continuo
n

EX]=pu= S xj-Pj(xi) discreto
1

In generale si definisceil valore aspettato di unafunzionedix, g(x)
(se x variabile casuale g(x) e anche variabile casuale):

+II

E[gi)] = @ 9(x) - T(x) dx

.




fx) 4
0.15
0.1
0.05
; . .
? 10 15 20 X
M edia (valore aspettato)
Mediana
Moda
'\
f(x)
>
X

M oda
M ediana

M edia (val ore aspettato)




Proprieta del valore aspettato:

E[Sk ak. ok (X)] =Sk ak -E[gk (X)]

Cas notevoli:
E[a =a oa f(x)dx=a- ¥(x) dx = a
E[a-g(x)] =a-E[g(X)] =1
Notar e:

E[(x- W] =E[x]-pn=0

2) La"larghezza" delladistribuzione _ \,5ianza
= valoreaspettato di (x - p)2

: _ 2 +"
[Varlaiza— S ] 82: d (X - U)Z _f(x) dx continuo
E[(x - u)?]

n -
s2=Si (xi- W2 Pi (x)  discreto

E[(x - )] = E[(X? + P2 - 2ux)] =

ED + 12 20BN =EBA -2 _ oo o

s =\s2 = deviazione standard
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3) La"asimmetria" delladistribuzione
(valore aspettato di (x - p)3)
o > 0: coda a destra
O (x- )3 f(x)dx < 0: codaasinistra

SKEWNESS sK = <3 rispetto a

=0 per distribuzioni  f(x) smmetriche

CURTOSIS E[(x-u?*] 3

4 Px .
S :
= 0 per gaussiana >0piu plcc_:ata
< 0 meno piccata

In generalelafunzione di distribuzione € completamente definita
dall'insieme dei suoi momenti:

Momento k-esimo di f(x) rispettoaxo= [ "\ K .tx) g
= Pk (xo) = E[(x - Xg)K] 0 bl o
Ho(O) =1  Ho() =1 Si (X - XX Pi(x)

Si puo dimostrare che:

K
k r
ko) = S (2| L) Ko e, O
coefficiente binomiale

Funzione ssimmetrica
—> momenti dispari rispettop =0
rispettoap

VALORE ASPETTATO : n1(0)= p = momento primorispettoaxg=0
VARIANZA: (W) = s2 = momento secondorispettoa xg = |
SKEWNESS:  pg(Ws3) = momentoterzorispettoa W,/ 3

CURTOSIS:  momento quarto rispetto a|4/54
L

L
.
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VAL ORE ASPETTATOl

di f(x) smmetricarispetto axg,

U =Xo

| nfatti:
8
M=Q X f(x) dx = % (X' +X%o) f(X' +Xg) dx' =
X

- Xo X=X +X%X, dx=dx

+8
= Q X" f(X" +Xg) dX' + X, g f(X' +Xg) dX' =Xg
. N
=0 (f dispari -f pari) =1

I_VAR|ANZA di una distribuzione uniforme

0 {—8 a
D7 () = { b +8
’ - " c=—1=ap

a pu b X b-a

b b
= A — ~ 1 — 1 (hZ-aZ_):m
M 0 x f(x) dx Q052 X dx =" . 5

b b
s%= g)(x—u)zf(x) dx = g)xzf(x) dx - p2 =

_ 3.3 (h+a@ (h-a)2
T 3ba) 24~ 12

_ _ -a) 1 _D_
(o= )22 v )




4 )

[ FUNZIONE GENERATRICE DEI MOMENTI J

Funzione della variabile casuale x :
Gy (t) = E [ex]

Sviluppanoin serieext ;

2 12 k tk
Gx(t):E[1+xt+X—2t—+...% +..] =

2 k
:1+u1(0)t+u2(0)_t2_ IJk(O) L + ...

| coefficienti dello sviluppo della G (t) in seriedi potenzedi t
sono i momenti intorno all'origine.

dk G(1) _E[JL eXt] - xk-eXt]
dik *
4 )
dk G(0
S =E X = 1 0
g J




(
PROPRIETA NOTEVOLI :

(1) Gex (t) = E [ecxt] =E [ex<t] = Gy (ct)
(1) Geux (t) = E [e@1] = et E [ex] = ect G (1)

@ Gy (0)=1

La@ci per mette di calcolarei momenti centrali:
Es. s 2: momento secondo di (X - W)

Gy () = et Gy (1)
f

- Gy (=M Gyt) +elt -~ Gy (1)

2 - —d_
| _;[E Gy () = EH Gy(t) -u et . 4 Cx () +

d _ 2
eHt . = Gy () + et jt% Gy (1)

=1 = U

—ddt—Gx-u(O):'HG(O) +:grcjx(0)‘:0 (—d—G(O)—LJ
dt — X\

_d2 2 _d?
qt2 (-1x-u 0)=p=p2 - K "_ddt_ (f‘x (O "" o2 Gy (0)
S 2




FUNZIONE DI DISTRIBUZIONE PER FUNZIONE
DELLA VARIABILE CASUALE

X — f(x) y =Yy(Xx) —>  f(y)?
corr. biunivoca

dP(x, x + dx) = dP(y, y + dy)

y&)

V

f(x) dx =f(y) dy

dato chef deve
esseresempree 0O




NOTARE : |

El00] = [ a9 100

0x) =y
E[y]zfy-f(x)-dxzfy-f(y)-dy

| nfatti;

f(y) = §—§ ()

[y f(y) dy =

! dx B
y- W f(x).dy =

ry(x)f(x) -dx




| sotr opa: flusso di particelle emesso (per unita di tempo )
proporzonale ad angolo solido e costante

0 . _ OSgea L
dszera"r singdqdj dw = ) =d(cosq) - dj

Quindi lafunzionedi distribuzione di cosq sara costante
fra-1, +1; f(cosg) = —12‘

Funzionedi distribuzionedi q ?

-1<x<1
q = arcos (cos a)

y
f(y) = f(X)

p>y>0

‘ Slnq

f -g-—squq - -1—cosq‘ =1

Es. “_UMULATIVA F(x) e variabile casuale funzione di x

y=F()= f fx') dx W -
-8 dx
Funzionedi distribuzionedi y : f(y) = f(x) dx = 1) =1
dy f(X)

uniformefraOel
\_ f(X) )




Dato che F(x) e distribuita uniforme (0, 1) posso ottenere
variabili casuali con funzione di distribuzione qualsias a
partire da variabile casuale con distribuzione uniforme fra

Oel(utilene calcolatori). |
Es. “DISTRIBUZIONE ESPONENZIALE |

x = f(x) = -l-e Xg
O

¥
f f(x)dx=1
0

X X
y:F(x):fig Xo dx'=1-e Xo
0

Sey ela cumulativa di f(x), generatoy uniforme, x = g(y) sara
distribuito secondo f(x)

X
y=1-¢€ x4

lge (1-y) =- ;(XO- X =-X%l0e(1-Y)

Per generaregaussiana(u=0,s =1) :

X =8N (2pyy) - V-2 Iggy2

Y1, Y2 : 2numeri casuali con distribuzioneuniforme

)




| vALORE AsPETTATO EVARIANZADIY | Y = g(X)

. 2 . .
Sianop, e s £ valoreaspettato e varianzadi x.

Sviluppoy(x) inseriedi Taylor intornoa W

Y() = y() + (gXX)u@-”XH %(%nyz)“

~am, g g
-

®

Hy =E[y] = y(Hy) + (gxl)pE [(X-J] + = (ﬂ—?z)uX-E

Trascurando i termini di ordine piu alto:

{ Hy = E [y] = y(y) }

elf-vonfF Gy el oom - (),

Hy

4

1(y)

r

s;=E l(y-y(ux))zF (

.

approssimata




=g (X
Sey efunzionelinearedi X : y=9()

y=ax+Db

g N
Ly = aply + b

\ y

ESATTA




(DISTRI BUZIONE BINOM IALE)

Processo casuale generico

"successo' :  una certa modalita E di presentars nd
processo casuale con probabilitap
(evento complementare E, probabilita (1 - p))

Se facciamo n prove, quale € la probabilita che il successo si
presenti k volte?

Pnp (K)

Da teorema delle probabilita composte (le prove sono
statisticamente indipendenti) :

k successl, n-k insuccess
pK (1-p)nk k volte (S1), (n-k) volte (NO)

p(1-p)"k pkl S, (n-k) volte NO, (k-1) SI

Sommar e su tutte le possibili combinazioni: |
n
(n. di combinazioni n oggetti k ak = (n ) )

K )T mow




-

[PERM UTAZIONI ] (P)

Dati n oggetti distinti, in quanti modi se ne possono selezionarer?

nPr=n:(n-1...(n-r+1)
nPh=n-(n-1)...(nA nA41)=n!
v RICORDARE:

al
— > 0l =1
nPr (n-r)!

(comommzion ) (C)

Se non siamo interessati all'ordinein cui compaiono gli r oggetti:

_ n! _(n‘_n-(n-l)...(n-r+;)_
(n-r)'rl \r/ r!

p
n!
[nCr'r! = nPr ] nCr = (n-r)r! ]
q

nCr

=




DISTRIBUZIONE
BINOMIALE

Distribuzione di probabilita nella variabile casuale k
(n. finito di valori: O ... n)

n

OSkP”’p (k) Z(:SK(E) pK-(L-p)k = (EH (1 -,p'))n: 1

Ricordare che;

(a+b)" = oék (E) akpn-k

Es.
Qobabilita di un 2 su 10 lanci di un dado:

1 probabilita
P = 6 evento
favorevole

10 1\ 12
Plo%(l)‘ 11 (10-1)! |6 )(1 T)‘O'?’Z

n=10 Numero
prove

Probabilita di nessun 2:

100 (1
Pio_1(0) = : (
10—+ 010! | 6

Probabilita di tutti 2:

Pin 1(6) =
10’?“




Probabilita di avere almeno un 2;

10
SkplQl/G (k) =]1- P10,1/6 (O) =1-0.16=0.84

Proprieta notevoli della binomiale:

@Val or e aspettato e varianza

n

H=ElKl = G, k7 (:' o K- (1-p)k =

1 dato che k =0 annulla primo termine

(n-1)! _ N
o p$k -k PP

S X

N
| ' b
“NP S e ko P

g

)

s2=E [k-np)2 EEKZ - (np)?




E[k?] = §kk n (nn' ol pk (1-p)* =

_ (n-1)! 101 - ek
-ne §kk G .

K'=k -
n'=n-

1
1 n'
=np § k' +) Py, (K) =

=np-E[(k' + D] =np-(E[k']+1) =
L n-1p

=np-{(n-1)-p+1}=n(n-1)-p>+n-p

s2=n(-1)-p2+n-p -(-p)2 =np(L-p)

s2=np -(1-p)

s =\np (1-p)

Distribuzione binomiale:
Pnp K) = ( )pkq”k

W=np s = npq




(

e s?2 deladistribuzione binomiale
usando funzione gener atrice dei momenti

{ H=Hq(0)

2= Uy (1)

Pnp (K) = ( )pkq'\'k

N
Gk (t) = E [etk] — $k ak (EI) pk qN-k =

- S M orea = (o
=( .p+)N
gf G (t)=N-(et.p+qNL.p &
d‘:—zz Gy()=N-(&-p+gNLl.p & +
+N-(N-1) (¢ -p+ N2 p2.e

(0= 5 G 0

Hp (M) = 52 ﬁtze (0) - 2




M= dt Gk(O):N '(p:+:fI)N'1.p: N ‘P

2
ﬁfz Gk (O =N (p+ cll)'\"l-p +

+N (N-1)-(p+ )2 -p? =
=1

=N-p+N-(N-1)-p?

2= gt% Gk (0) - 12 = Np + N2p2- Np2 +

-(Np)?’=Np -(1-p) =

=IN-p-q




-

@)I\/I assimo della distribuzione)

Massimo in corrispondenzaa k ~np {senp >> 1

Al
Pup(K+D  (k+ 21! (N-k-1)! pk*l gNk-1
Pupk) Al o opkegNk
k! (N - k)!
= N -k . D
k+1 ¢

Distribuzione crescente per

N-k P _,
k+1 ¢

k=Np-q




-

@)M assimo della distribuzione}

Massimo in corrispondenzaak ~np (senp >> 1)

@)sep:O.S >

Praa(9= 7 (nm- K)! ( 3 )k' (1"]2_)n-k

Pn,u2 (N -k) = (n-rl:!)! k! (J_)n-k' (1'_]2_)k

p(k)=p (n-k)

v

Sep = 0.5distribuzione ssmmetrica intorno a np (intero)

@) n—8, p = costante )

Tendealladistribuzione" normale" (gaussiana) con:

n=np s=\ np.(1-p)

@) n—8, np = costante )

Tende alla distribuzione di Poisson




— Poison(m=1) Py (k)

— Binomide




. Frequenza su n prove

(Evento favorevole con probabilita p)

1
= n—z{n(n-l) p2+np}»p2

Vedi anche
Teorema di Bernoulli

Fluttuazioni di densita in un gas
ideale

Y,

Date N molecole in V, da p la probabilita per generica
molecola di esserein A e (1 - p) la probabilita di esserein B.

(Nessuna interazione fra molecole, a parte urti ® posizone

molecola indipendente da posizione altre molecol 8.




Probabilitaad un certoistantedi ivere na Mmolecolein A?

Ogni molecola € una prova indipendente
e "eventofavorevole' = esserein A.

_ N (1 N-
P,p{Na) = (nA)'pA”A (1-pa)™™"a

sep = (1- pA) = —]2— (dato chei volumi sono uguali)

_ N! 1 |N
PN’JZ- (nA)_ nA! (N -nA)! . (2 )

p =2 sw=% VN

Applicando laformula di Stirling alla variabile x:

scarto rdativo di

nA - -
X= — = na dal suo
> valore aspettato
2
—\ /_2_  e(N-D) -
P(x) 0N 2
2

Dato che nell'esponente compare - 5

appenax s scostadaO,P® 0 (x=108 P~0).

UN GASHA SEMPRE DENSITA" UNIFORME

con N molto grande,




DISTRIBUZIONI SPERIMENTALI

(. Variabile casuale discreta)

@ Somma di due dadi
X 2

P(X) P2 P3 P4

3 4

N Esperimenti ripetuti (lancio dadi)

Risultato: n, nj .. Npo

n n n
o BTy P Y
Per il Teorema ‘
di Bernoulli N® 8

|

vy v
P> P3 P12




Consideriamo un particolare valore della variabile
casuale (Es. 2):

= N® 8 no,® NP,

= N finito: FZO P2 nz? NP2

Qualeeladistribuzonedi probabilitadi n-?

PN, p,(K) = N | PR (1- PNk (binomiale)

Se P, e probabilita ddla variabile 2, la probabilita di
k(=n») success su N prove g ottiene dalla distribuzione

binomiae

Ripetendo M voltela seriedi N lanci (N cost) i valori di n,
che s ottengono saranno distribuiti secondo la Py p 2(n2)
(0 < n, < N). [Se N grande e P, piccolo la distribuzione
tendera alla poissoniana con m = NP,. Vedi dopo.

V aloreagettato evarianzadin:
LN )=NP;
s2(np) =N Py (1-Pp)

)




o (Variabile casuale conti nua)

prove:
nl n2 n3 . . . . . . nl
I I I I I I I I I I ' >
<1 2 3 4 5 . . . . X
DX n; valori di xinintervalloi

Xj+DX

N Nes. DR (9= fx) DX

N x
Per N finiton; ? NDP.
Ripetendo M volte la serie di N misure |l

contenuto n; del generico Dx avra distribuzione

binomiale Py ¢« ) o« (Nj) [tendera alla poissoniana
I T

con m{nj) = N f(x;) - Dxper N grandee DP

piccol ).



4 )
[ Rappresentazione grafica J
(istogrammi )
caso discreto
A N prove
N eventi| * valore aspettato = NP,
— . eventi osservati
10T
5 -
NEEEE . [
2

Z 6 8 10 12 X

caso continuo

N eventi 4 n; valori di xinintervalloi

157 o N-f(x) Dx

10 7 ) N prove

S - / Lo

// u

: X !
e \‘\o\ _
[x X

Area=SIinDx=DxS nj=Dx N
Valoreaspettato in intervalloi:
Hi = N f(x;) - Dx
Area=gj i Dx=N.Dx S f(xj)) Dx=Dx N

o
. ‘Sf(x)dx—l )




QUINCONCE DI GALTON

N : filedi perni
Dx : spaziatura perni

p : probabilita di deviazione
o adestra
(in generep == )

@ e <+—K
3 : N
| I T T N N N . | >

0 Xi

Ad ogni urto la pallina subira spostamento %

Coordinatax; finaleddlapallina:

Xi:(nD- %) Dx

I nfatti:
Np: N. urti con deviazione a destra
ng= (N - np): n. urti con deviazione a sinistra
L DX
2
=(2np-N) = =(np - ) Dx

_ Dx
X=nNp (N-np) =~ =

np=0,...,N N+1 valori
- _ N N
Xt (x=0)

Vogliamo valutare la
probabilita che la pallina P (%) =P (np)

abbiaallafinex




-

Evento favorevole : deviazione a destra
Un singolo urto: unaprova ogni filadi perni
Dopo N prove(= N di filedi perni), la probabilita che evento

favorevole si sia presentato np volte (essendo p la probabi-
litadi deviazioneadestra) :

Pnp (Np) = (rI\IID) p"D . (1- pN-ND
H(np)=N-p

s%(np) =N-p -(1-p)
Seconsidero ora lavariabile x = f(np):

P(y)=P(z= —{y-b})

Hly)=a-pz+b

x=(Np-5) DX

_x N
nD_DX + 2
P(xX) =P (np calcolatoin x) = (h' )-p”D-(l-p)N'”D
D

HO) = (N -p-—5) - DX

sz(x):(N-p-(l-p)-sz

L a probabilita chela pallina abbia coord. finale x € una

BINOMIALE con { n. prove = n. file chiodi
p = prob. urto a destra : ),

\_




LANCI RIPETUTI

Numeriamo casdle di arrivo della pallinada O a N
(k (numeroddlacasdla) = np)

Xk = (coordinata centro cdla) = (k 2 —';L) avendo posto:
P() = P(np) = P(xi) et

Sefaccio N landi di palline, quale &la probabilita di trovare
my pallinein cellak?

Se eseguiamo N lanci (N prove) e se P(k) & la probabilita
che la pallina vada ndla cdla k (evento favorevole), la
distribuzione di probabilita per la variabile casuale m,

(= numero di success su N prove, ciod numero di pallinein

cellak) eunabinomiale

PN p(k) (Mk) =( rlhlk) -lP(k)]mk. [Q(k)]'\"mk

'

O=mg =N
con

P(k) = Ptk =(V) k1 py

N: numero di filedi chiodi

p: probabilita di deviazione a destra
%




Lavariabile casuale m, avravaloreaspettato evarianza:

u(my) =N -P(k)

s 2(m) =N -P(k) «(1- P (k))

Dove p(my) rappresenta il numero aspettato di palline nella

celak sesi eseguono N lanci es (= \/varianza = deviazione

standard) elalarghezza delladistribuzioneintorno al valore
aspettato. Notare che:

cm). N .PK.0-PK) 1 _\/ -
mmy) N - P(k) "IN TP(K)

|

\J

Larghezzardativadistribuzione =
Intervallo fluttuazione valori
osservati intorno a valore
aspettato/val ore aspettato

Quindi “'a—decresce come ';— per un dato P(k)

NOTARE:
seP(k) << 1, fL-P(k) & 1

s2 (M) ~ K (M) i ﬁ
7/




TRACCIA SUGGERITA ESPERIENZA
(P=05 XD =1)

Verifica valore aspettato e varianza
variabile x

N determinazioni di x con N lanci
Miglior stimadi pes :

SiX
N

X =

(N-1) |

(N-1) = N

\ S (X--)_()Z _ \ii_xiz__)‘(z

Nella genericacdlak, my paline;

—® osservato m, volte x, = (k - _521_)
N N
§i Xj= §kxk' My

N N
§i X = §k (X~ My )




Confronto valori misurati — valori aspettati

(Stime)
X, S(X) 1(x), s(x)

Per buon accordo alto numero N di lanci

(N =30, N = 10:000)

Confronto distribuzione aspettata e
distribuzione osservata variabile my

Valoreaspettato di my in cdlak avendo effettuatoN lanci:

e = u(my) = N-P(Kk)
Confrontare, per ogni cdlak, py, con valore osservato my.

Verificare, utilizzandoil test del ¢2(vedi dopo),!'accordofra

distribuzione aspettata e distribuzione osservata.

Accordo (visivo)miglioracon N —% (—S— —1—)
(visivo)migli T

. &)




Con stesso valoredi N faredue serie
con N piccolo e N grande

Nl =100

N »= 10000

Confronto distribuzione osservata e
3> distribuzione aspettata per un
determinato m

Vs

Fissounacdlak

M seriedi N lanci

img=numerodi palinein cdlak ndlaseriej(j =1, M)

Distribuzione aspettata per n;, _
. . .
n; = numero di volte che s osservamy in celak

ni (Mk) = M- P(m})

con Py =( 1y et [Mar N

_____




DISTRIBUZIONE DI POISSON

Evento casuale E cui e associata variabile casualet con le
seguenti car atteristiche:

1) Densitadi probabilita uniformef(t) = |
dP =1 dt
2) Eventi statisticamente indipendenti

3) Probabilitatrascurabiledi averepiu di un eventoin dt

Distribuzione di probabilita che in un intervallo (O, t) si
verifichino k eventi:

P (k, 1)
dP (1, dt) =1 dt dP(0, dt) =1-1 dt

Pk, t +dt) = P(k -1, 1) -dP(L, dt) + P(k,t) dP (0, dt)
=Pk -1, 1)1 dt +P(k,t)-(1-1 dt)

P(k,t+(2’t)-P(k,t):| Pkk-1,1)-1 -P(k, 1)
t

w #1 Pk, t)-1 -P(k-1,1)=0




-

k=0 — P(k-1,1=0

APO.0 _ | pp, 1)

dt
PO, t)=¢lt
k=1
_dEE-j];_L)_-FI P(1,1) - | gt =0
Sol.:|P(1,t) =It-elt |infatti:
J/e‘”/-|2e't+|%(-|/e’“/:o
k=2 d—Pé%—t)—H PR1)-12t-elt =0
K p(k, ) = LD e

t: costantee m= | t costante

K Distribuzione
[Pm(k) = em ] di

Poisson
(dipende da un solo

parametro: m)
k: variabile casualediscretafra0® + 8

Normalizzazione:




Valoreaspettato: 0=k =8

8 ]

1
K'=k-1

_mem&,&' me*{,e"”/

Notare:

p=m | @ Py (k)=Py (kD) T

crescente fino a
k=m

@ _ i
Varianza: Pm (M) =Py (M-1)

s2=E|k-m2 FE |2 ]-m2

8

E[kZ]: %@-ﬁ& em=m Sk —(Ele)l m =

s2=m(m + 1) - m2

L

s2=m




La distribuzione di Poisson s puo anche ottenere da
distribuzione binomiale per n molto grande, p molto piccolo
(n .p limitato).

| nfatti (esempio decadimento radioattivo): per ogni intervallo
di tempo t: o
p : probabilita di decadere

1) Si fanno n prove (n nuclei che possono decadere)
2) S ottengono k " success" (= k decadimenti)
p: molto piccolo n: moltogrande np: limitato

Pop)=fim (1) pr- pp -

np=cost. / 1-p~1 se p piccolo

uk)=n.p s4k)=np
¢ o Poisson)
m—>p="5
n.(n-1)...(n-k+1) (m)¥({ -m)*¥
lim - ()" (2™ =

n
n.n-1)...(n-k+1) mk Y¥"n/ 1!#)

n® 8 nk k! (1 JIC!]CL)k
-~ R --~danchekf|n|to ( )n
Comk (11
“heb 1(.1\__\%)(1 %) (1_"%1)\1“(1 %n)k: leem
Ricordare che: o c.v.d.
lim (1+§*)X:ea im (1- T = em

X® 8 n® 8 n
)




DIMOSTRAZIONE ALTERNATIVA:

. n! W
5 K-k PP

p=*t

ni~V2pn.nn.en

FORMULA DI STIRLING :

n>>1
Slim L 20 ol ;i m
@8 Kl “V2p(n-k) (n-k)mk ek N n
i L K (1 _m\"k _
_r!g% k! (1_-k_)n-k. " m (1 \\rl) =
n o
: \ef"
Ricor dare:
o Ay
@b (_1__+__?‘,_) -

)n-k




-

. Decadimento nuclel radioattivi :

Se m e numero medio di decadimenti per unita di tempo
(m = media), la probabilita di osservare k dec. ndl'unita
di tempo e data dalla :

Pm (k) = _[IE_

10 dec./U.T.: Probabilita di O dec.?

P (0)= &610 45 105

10
P.o (10) = %elo - 0.13

w=m s=Vm

Pm-Ym =k=m+/m) ?

P10 (7 =k =13) = F40(13) - F10 (7) = 0.865 - 0.220 = 0.645

Sem =4

P,2=k=6)=F,(6)- F;(2) =0.889-0.238 = 0.651




ES. (Esperimento di Rutherford)

Sorgente g su bersaglio

< conteggio numero di particelle con angolo di " scattering"

@)

< 2608 conteggi da 7.5 s; 10094 particellein totale.

12(-3%%4 =in media 3.87 particelle/conteggio = m

Veifica della distribuzione Poisson de numero di particelle
osservate in un conteggio:

C  Pprovefatte 2608 =N
C Probabilita di osservarek particellein un conteggio :

mk
Pm (k) = KI em

€ Numero aspettato di conteggi in cui osservo k particele,
avendo fatto N prove (da binomiale) :

Nk = N 'Pm(k)

Kk 0| 1 21 3| 4| 5|1 6| 7|89 |F10

n
(ow\ifato) 57 1203 |383 |525 | 532|408 |2/3 |139 | 45 | 27 | 11

n
(aspettato)| 54 | 210 (407 |526 | 508 (393|254 [140 | 68 | 20 | 17

Sny 71214120 |23 |22 |20 |16 |12 | 8 | 5 4

.




[
. Conteggi darivelatorecone<1

& numero medio per unitadi tempo di particelenel

rivelatore: n
(con distribuzione di Poisson)

®  numerodi particelle osservate nell'unita di tempo
quale& P (r) ?

Per averer conteggi, =r particdle nel rivelatorecon
p = probabilita del rivelatore di osservare particella

PI) =Sy Py(n) Brplr) =

:8$n _r11'_ .nn-en .(p)pr (1-p)n =
8 n-r
:—;Ir.(pn)r ehn in m'{n'(l-p)_}, =

sviluppoin seriedi € con
k=n(@-p)

:Jrl_'(pn)r en . dIp)n =

=—1=(pn)" - &P = By (1)

Poisson con m = pn




l DISTRIBUZIONE UNIFORME

h-x
b-a

-1

™) =% a

F(x) =

1 x2|P

b-a 2

_’I_dX:
b-a

b
W= E[X] =7 x

a

_ 1 b2-32 _
~ 2 b-a

a

7 (b+a)




l DISTRIBUZIONE ESPONENZIALE

fb(x):-f)—erxlb 0=x=8
b>0
8

\8 \8
Ot dx =" 0O exp dx:-e'X/b‘ -1
0 b o 0

H(X):'é_ d eXp dx=-x- ex/b‘ OBefX/b dx =
0

Integrando per parti :
u=xXx V= e'X/b

dv =- 1 eXb dx

~ b b

N3
Sg:_ilb_ O x2 eXb dx -b2= ']—-2b3- b2 = b2

_aZ

0 b
O e dx =
_.eai(xz Zx_ _2_)
4 A
H(X) = p
fn(x):—]r;exlm 2 :
s“(x)=H
\ y,

=)




l CUMULATIVA DELLA DISTRIBUZIONE ESPONENZIAL;

F(X) =(O)X4n; ex/m dx' = 1-e¥m

P(u-s =x=p+s) =F(2u) =1-e2=0.86
0 2




Distribuzione del Dt fra due particelle consecutive in
un fascio con distribuzione temporale uniforme.

/ N;t particdle
DX

I
ty tg t, L
f(t) = cost
f(t) 4
1 g
-1y
! >
5] ) t

Fissato arbitrariamentetg:
O particella in Dt
1 " n dt

dP(Dt) =e! Bt .| dt

L L. dP(1, dt)

P(0,t) (vedi pag. AS-54)
f(Dt)='d%Lt'll= |- el D

_ Nigt
tr-1;

]
| = W) ==" = Negy




DISTRIBUZIONE DI GAUSS
(NORMALE)

(x - xg)2 +3
f(x):\/zip_a-e' - O fodx=1

-8

@ Smmetriaintornoa: X =X,

@ Xg-a Xg+ asonoi punti di flesso (—gffz-):o

a misuralalarghezza della distribuzione

@ massimo: f(x = X,) =

s

2p.a dx

Valore aspettato

1 (X-Xg)
u:E[X]:\/E-a c_%xe' o2 UX=

cambiando variabile:

\+8

1
Ty QB(a'on)e' £ =




f(x)




Varianza

f=X=H dt =——1- dx
a a
2 A 12
:\IZ——L(S)Z-e'z dt = (mtegrando per parti
0 -
u=t du =dt
12 2
v=€o2 dv=t-e2 dt

~ ™)
1 (x - W)2 Distribuzione
f(xX)= > € 9.2 di
pS Gauss
- y,




( )

\ X (X' - |!)2
I:(X)=C_% ‘/Zos W dx' | Cumulativa

G J

Variabile ridotta

Se x hafunzionedi distribuzione (x) ,

t=tx) ——* g(t):‘?t""f(xzt)

u=0

Funzione universale 12
2 s=1

g(t):g/.ﬁ/s/.e

Gauss ana{

Cumulativa Nt

c)=Q or)adr

g(t) e G(t) tabulate.




a(t)




4 )

Il contenuto probabilistico di un intervallo px per la
funzione di Gauss s ottiene usando G(t):

\to \to
P (D, 1+D) = Pt tg = Qo dt=20) ot dt =
o

_ Xo- M
to= s

x 2 { C\jo g(t) dt - c\j)g(t) dt}:
s 3

=2 {G(to) . G(O)} = 2G(ty) - 1

-
2

G(0) =05 g(t)
G(1) = 0.841345

G(2) = 0.977250 o1
G(3) = 0.998650 ™ GO= 7
G(4) = 0.999968

P(L+1s)=2-G(1)-1=0.6827 P(u+3s)=2-G(3)-1=0.9973

P(L+25)=2-G(2)-1=009545 P(u+4s)=2.G(4) - 1=0.99994

.




s -l o)

Se, fissato P = P, voglioricavare (a, b) ?

P,=G (b_sll_) - G(Ls-u_) infinite soluzioni

Serichiedointervallo smmetrico: (intorno a )

P,=2G (b—S“—) 1

b-u )_ P+ 1

P(x>u+ns)=1-G(n)

P(L-ns =x=u+ns)=2(1-G(n))




[Funzione di distribuzione di piu variabili casuaIiJ

Dato un fenomeno causale che dipende da piu variabili casuali

X = (X1, X9, .. Xp)
Si puo definire una densita di probabilita congiunta

f(X) = f(Xq, - Xp)

[ e ax=1
C

El60)= | 660 160 aix
Cn
E <Xi }: f X T(x) dx = ;
C
£l w2 = [P o o

e fo-my 04 = J e 0 - 1) 9 x



=fcn(Xin + L - Xk - Xik) f(X) dx =
=E {Xin }"‘ ik - 21k

o E{Xin }-E{Xi }E{Xj} = V”

Vijj : matricedi covarianza

@ eunamatricesmmetrica V;; = Vj;
@ elementi diagonali V;;=s2(x;)

@ 1 7] Vj; 1 covarianza (x;, X;) (<O]

Coefficiente di correlazioner (x;, X;)

Vij _ _cov(xi, X))

r (X-,X-) = =
" V'V - V.. Sj-Sj

| J]

r = 0 scorrelate
-1:r(Xi, Xj) =1
r =z 1 completamente correlate

| nfatti : (es)

S2(X1 +ax,) = s(Xq) + @825 2(Xy) + 2a- COV(X1Xo)

[Vedi dopo combinazioni lineari di variabili casuali]



Dato che s?(x; +ax,) e per definizione=0:
s2(x,) + aZs2(xo) + 2a Cov(X1%y) =0
Dividendo per s2(x;) :

s2(Xp) s(Xo) _COV(X;Xo)
Vs T s -0

2 a
a r (X1Xo)
1+a2+2ar =0 per ogni g
— r2=1 _]_:r:]_

Sele x; sono mutuamente indipendenti:
f(Xq ... Xp) = f(Xq) £(X) ... f(Xp)

EOGGH= [ X% T06) o Fxg) g . oy =
= [ %, fx)) F(x;) dx; dx; =

= [ ) [ 106) g = Q) )

(vedi pag. prec) —  cov(x;x;) =Operj ?i



@ ( X1 € X, indipendenti )

0< X1 < 1 0< Xy < 1
X, A {F. di distribuzione
11 unifolmeentrocz
C2 f(Xl, X2) =1
f > .
0 1 X1 I nfatti:
171
f f f(X1,X0) dx1dx,=1
0°0
V A
Uy, = fl,lef(xl’XZ) dxq dx, = —2]?‘0: 5
A 21
— 1
K x —f X ! =7 =
2 072 21y 2

, 1
le—Vll‘f f (X1-Hxp)? - T(X1,%0) - dxq - dxp = f (X1-Hy,)? dxq =
172 0

311
_ 2|12 — XL 2_1 1 _ 1
_El Xll-uxl_ 3 lo-uxl_ 3 4 712

Vo= [ [ 0a-by) O~ b fxp) iy dxp =

= J6a- 1) oy [0 - 1) dxp = 0



( X1 € X correlat )

0< X1 < 1
Xo 4 O0<xy,<1
1] xf+ x22 =1
0 C, F. di distribuzione uniformeentro C,
l >
0 1 X1 f(xq,x,) = cost.

fc: f(X1,Xo) dx1dxo =1
2 f(Xq,X0) = -4 (area = pRé)

P 4
N 1:x£
1 1 1 [
“‘Xl = AE)_ fo Xl Xm-fo dX2 :%_ fo Xl' 1- X:|2_ 'Xm =042
\ 1-x12

1 1
., A4 2 A 2]
S)Z(l_ Vll_ D fo(xl - IJ‘X]_) . Xm- . dX2 = D fc()xl - lJ'Xl)- 1—X]? Xm = 0.07

\ 1—x12

1
Vi= ] Gt @ [ - i) dig =- 0022

- 0.022
2=
V0.07-V0.07

=-0.31




[DISTRIBUZIONE GAUSSIANA MULTIVARIATA J

La funzione di distribuzione di n variabili casuali gaussiane
correlate:

f(x)=k-eV2x-a)' B (-2

1
(2p)n/2 ) (DET B-l)]JZ

k =

Con:
a=(Ug, Ho... Up)

B'1=?

—® Matriceddlecovarianzedi Xy, . . . Xp

O dx=1

Bi1..... B1n X1-H1

(X1 - M1, - - - %n - Hp)

Bnl ..... Bnn Xn - I-ln



(DISTRI BUZIONE GAUSSIANA BIDIMENSIONALE l
Distribuzione binormale

57 Cov (x1%2) | .
C= 5 =B
coV (X1 Xp) S5
5 1 S5 - COV (X1 X9)
.2 2 5 2
S1 S -CoV(XqXp) - COV (X1 X2) S1
Se (X1 Xp) sono scorrelate (cov (X1 X2) = 0):
1/312 0
B =
0 1/322
1/<2 0 X1 -
S1 1-H1
(X1 - K1, X2 - Hp) : X
0 1/5% X2-H2
2 2 2
_ S1 (Xp-Hp)r (X2-H2)
_(Xl’ M1, XZ'HZ) X5 - U = 2 + 2
2 S1 S2
S2
1 4 (xgopgl? g (Xo- b2
f (X1, X9) = . e 2 2 .€" 2 2
2p-s182 S1 S2

Prodotto di 2 gaussiane



Nel casoin cui X4 X5 sono correlate:

- 51/ I
CcoV (X1 X moltiplico e S
r= ol lidoper —C = 515 " s
S1S2 S1S2 r 3/51

B N -||

B =
1-12 / 1
"/s152 /sg
f(Xq Xo) = 1 .e-12G
2p5152\/1-r2

X2

Probability density of a bivariate Gaussian distribution



[ FUNZIONI LINEARI DI VARIABILI CASUALI ]

30 = Sax

Valore aspettato:

E[y] =E[Sia %] = S a4 E[X] = Siau

Dato che E eun operatorelineare

Varianza:
E[(y - )4 =

=E [sax -sap)]=
- E :(Si 3 (X - Ui))zl =
=E. S aP(x-w)’+ = a8y (- 1) (% - 1) =

= S a’s’+ Saig -cov (i, X))

AS-80



Selevariabili x; sono indipendenti:

N
N My = 2 8 -Hy
y=2ax > .

Ma: formadela f,, datele f, , ?

Difficilein generale ma:

o _ _ a) Distribuzioni gaussiane
@® Alcuni cas particolari

b) " Tante" f(x;) qualsias
(sotto particolari condizioni)




FUNZIONI LINEARI DI VARIABILI CASUALI
CON DISTRIBUZIONE "NORMALE" (GAUSSIANA)

Date n variabili casuali x; con funzione di distribuzione
gaussiana (" normale") la funzione:

avra ancora una funzionedi distribuzione" normale"

(8 puo dimostrare)

con .

N X;

Ne segue che la media x = ? i "N di un campione di

dimensiore N di unavariabile" normale' (s,, 1) € ancora

unavariabile" normale” con: g,- =y € s¢= —S“"m—

[Ogni x; puo essere considerata una variabile casuale con f.

di distribuzione normalej



[ TEOREMA DEL LIMITE CENTRALE J

Date n variabili casuali indipendenti x; con funzioni di
distribuzionegualsiasi (U;, s; finita), lafunzione:

nel limite n® 8 avradidribuzione' normale" con :

Condizioni di validita molto ampie, ma.:

—® ¢importantechele s?sianotutte e

paragonabili, cioe nessuna dominalealtre.

N.B. Sele f; sono concentrate attorno al valore aspettato
(si piccole), il teorema e valido gia per valori piccoli di

N.



YV = X1 +X')+X3_

Gaussiana con stessa |, s Gaussiana con stessa |4, s

ES.| Generatoredi numeri a caso con distribuzione Gauss

G (0, s): ottenuto con la somma di n numeri a caso

con distribuzione uniformein (0, 1).

0 _p
2

Buon accordo con gaussiana per n > 5+10. Per n = 12 si ottiene
G (0,1)

N.B. |l teoremadel L.C. havalidita piu generale.

AS-84



|| modello di Laplacedegli errori di misura

Sia x* |l di una grandezza fisica, x il risultato di una
generica misura.

X # X* a causa degli errori di misura che assumeremo
puramente casuali

groredi misura = inseme estremamente

grande (® 8) di disturbi contemporanei molto piccoli

(® infinitesimi)

Ogni disturbo =+ e (50% + ¢, 50% - ¢)

Ogni disturbo e statisticamente indipendente

Se N sonoi disturbi e k idisturbi +e:

NI
Prptk) =" N - k)1

k.qN-k

con : - .
p = probabilita di disturbo + e = ’




H(k)=N-p s2(k)=Npqg

| : scarto,di k dal suo valore aspettato

v
(k-Np=1)

{ k=Np+ | O:lézN
N'k:N'q'I _Np:|:N.q
= NI .oNp+l . qNg-1

o= o+ ug -y P

u( ) =E[I] =E[K]-N-p=0

s1)=E[( -E())?=
=0
= E[(k - Np)4 =Npg
Al cresceredi N s puo utilizzare per N! laformuladi Stirling :
N!f\/Zp NN+1/2 &N
@ (Np + | )! :\I2p (Np + | )Np+| +1/2 . gNp-l =

= \/Zp (1+ Nlp_)NpH +U2 . gNp-l .(Np)NpH +V/2




4 | N ~N
() tva-n= Nz (1-'—}Nq'|+2 eNa+I (NgNa-1 + 3

Ng

(© e @ valideper | lontano dai suoi limiti { Np
Ng
Ppll) = \ e Nﬂ‘“/;_/eﬂ(
P %‘(1 + _I\|Iq_) Np+ +1/2 \/2_p(1 ) _:\E)Np-l +1/2 e-)lq{/Nq st
=N
pw“/' . M )

pM‘F ;_ . qu{+;—

-Np-I - \-Np+ - L
1+ 'I—] 2 . (1_ -I—J 2

\lzTul.VN_m ( Ng

NOTE:

1
@ PN,p(O) - \IZ m

Valore massmo

(sk P(k) = 1]
/4

P(0) ® 0 come dN ; quindi il numero di valoridi| per cui P(I) non e
trascurabile rispetto a P(0) deve divergere come\N , anche se il numero
totaledi valori di | divergecomeN+1.

La formula approssmataper P(l ) non evalidaper | ~-Np el ~Ng; main
questi intorni P( ) étrascurabilerispetto a P(0).

\




Consideriamo or a;

e sono << 1 lontano dagli estremi.

Np NQ

lg(L+x) = S

g(l+x)=x - 5 *tT3
o e e [ PP e

2 J\Np ~ 2NZp2 2]V Ng 2NZ%g2

a2 _(J__J_)+_|3_ a4,
~ 2Npg 2N P q N2 \p2 g2 )

Per | ~ 'N N (unici valorl non trascurabili) solo | termlne
finito (secondo ® or terzo® O% altri come —)

7/




5 12
lg k~ - m k=e" 2Npq
B
Pl)= = 3N
V2p VNpg P

Ma nel modello di Laplace:

R
P=
x=|*+(2k—N).e= 2Np+2|'N=
Np+l | 2:N-12+2 -N
=2

=x*+2le —® (x-x*)=2e

E[x] = E[x* + 2 €] =x* + 2eE[l ]

L. .

E[(x-x*)2] =E [(2 &/ =4€” E[l ] = 4’52,




Per e® 0 (x dadiscretaacontinua) :

PX) = |2 - P()
| =1 (X)
L’—l—
2e
Py L e
X=X*+2 e
Sx = 265,
4 o
P(X):\/ESX e 2 ?(
\_

In questo caso P(x) rappresenta una densita di probabilita

c.v.d

La misura di una grandezza fisica e una variabile casuale
con f. di distribuzone gaussana (normale). Il valore
aspettato di tale variabile casuale e proprio il valore vero

della grandezza.




MISURA DI UNA GRANDEZZA FISICA
(Caso generale)

1) Ammettiamo che esista un valore " vero" x* della grandezza.

2) Ammettiamo che esistano molte sorgenti (N) di disturbo
ddla misura. Queste sor genti generano degli errori casuali

che hanno le seguenti proprieta
u(a)=fa fle)da=0

s4e) = f g f(e)d g finito

Potremo quindi scrivereper lagenericamisuradi X, Xy

N
XM:X**‘r-iia Xu=X* +e

Per il teoremadd limite centralelavariabile casuale e, somma

di N variabili casuali a varianza finita, per avra
distribuzione normale con valor e aspettato e varianza:

N N
H(e) = 2 (e =0 Se =21 s%@)

2

_—1
&= T o © 258 -



Per il teorema ddla addizione di variabili normali, Xy sara
ancoraunavariabilenormalecon :

Hy=X* + Hp =X"

SXZM: Se2
( )
%12
o)== & e
2p Sx M
4 J

Dimostreremo (vedi prossimelezioni) ancheche:
sesi eseguono N misurex; della grandezza, cioese s estrae

un campione di dimensione N dalla popolazione (infinita)
della variabile xy, (che ha funzione di distribuzione

normale), la miglior stima di p,,, (cioe del valore x* della
grandezza fisica) sara dato da:

x= —*—— (mediaaritmeticadelex;)



N
Nll '_ii (x;-Xx)* (scarto quadratico medio)

P =

Lamedia x , essendo combinazionedi variabili casuali normali,
avra a sua volta distribuzione normale con

b (x) = x*
s?(x) = _SN>2L

Indicheremo il risultato di N misureripetute (con stesso metodo
nelle stesse condizioni) di una grandezza fisica con la notazione:

[x:XisX:Xi —S"W—J

=L

_ 2% - x)?
= N-1

P(x - x* |=s) = 68%

Con questa notazione si intende :

Cioela probabilitachel'intervallo: x - s;=x* =X + ¢
contenga x* eil 68%

Risultato di una singola misura x; (assumendo noto s)) :

X=X tS




0,3997

/GAUSS s=1
/\\\D '

WP F—uniforme g=1

A

1
S _2b __ D
\ “\12 1,73
1 0 1 1732 3
———— 0>
68,27% GAUSS
95,45% >
99,73% >
~— 57.8%  *~ uniforme




PROPAGAZIONE DEGLI ERRORI (STATISTICI)

Misuraindiretta di una grandezza fisica:
y=1f(X1,...X%X,)

Dove x; sono grandezze fische misurate dir ettamente (x; = s);
dato chele x; sono variabili casuali, anchelay sara variabile

casuale.
Sesviluppiamoy in seriedi Taylor in un intornodi (g, . . . 4y,
[valori aspettati ddle x;]:

y:y(UL---Un)+éi{—%)pi(xi-“i)+”.

Se trascuriamo i termini di ordine superiore (cioe
assumiamo che le x; Sano in un intorno dei loro valori veri

W) 1
!

y hafunzionedi distribuzione normale con :

p-y = y(lJ-l’ s p-n)

(dato che (x; - ;) havaloreaspettato = 0)



Per |la varianza;

se=Ely-mA =€ 2} (2, - [ =

=E %i 31(;;\: }M(:X\J/ }uj'(xi - ) (X - llj)::

( ’?:(\]/ }Iij' E[(Xi - W) - (X - pj)j:

= ’:'r%i ?j (':(E,/}p'

Vij = E[(Xi - i) (% - Mj)}: E [Xi X+ i by - X - X | =
(Vij:\/ji)

= E [x x] + M'/L(Hi W = E [XX] - W Y

s2= 2. ?_{ ) )L(Egp}E_E\I/iF?ROPAGAszE
Y 2 1\ 2 JERRDRI sTATISTICI

n

2 (2 sh+ 2022

?Xi

i 2]

Sele x; sono statisticamente indipendenti : (Vij =0 1 7?])

4 N
n LEGGE DI PROPAGAZ IONE
2_ » [y )% 2
Sy = 1i 2% Sx ERRORI STATISTICI
(x ;soorrelate)

% )




Nel casoin cui y Ssaun monomio:y="7? ix?i

LEGGE D | PROPAGAZ IONE ERRORIRELAT IV

Xj correlate:

n . .
2 (si )2 S
{SAL f-iiai'(—.l) +?i?J’ai'aj'rij'( |

i ]
Xj scorrelate:

-_ " [ X
y 1 |




[STII\/IA DEI PARAMETRI DELLE DISTRIBUZIONI}

Se distribuzione di probabilita o funzione di distribuzione

non noteapriori : |

\/

Numero infinito di prove per determinarla

Esperimento con N. finito di prove:

n

Analis statistica de dati (risultato delle prove) permette una
delle proprieta (delle grandezze caratteristiche) dela

distribuzione e permette di valutare della stima.

probabilita statistica che il valore vero del

parametro cada in un certo intervallo intorno alla
stima ottenuta

Stime con campioni di egual n hanno bonta equivalenti.
Stime con n maggiore hanno intervalli di confidenza piu

stretti.



{ CAMPIONAMENTO J

Estrazionedi n valori della variabile casuale® campione

di dimensionen

AT x\H
: m CAMPIONI
SV xim)
Seconsidero:

x0 = x 9

X sara ancora una variabile casuale con
f(X) =f(Xq...Xp)

|| campione sara casuale se:

@ X; indipendenti

f(Xq...%Xq) =F(Xp) ... f(Xp)

@ X; tutte con la stessa formula di distribuzione:

f(x) =. .. =f(x,) = f(X)

Una generica funzione di un campione: " statistica”



Una " statistica" 9 usa pe stimare i parametri di una

funzione di distribuzione |

: £ a oNo i parametri
Estimatore  S(X;...X,)  incogniti:
VAN _
Seéunavariabile casuale aima a =S

Un estimator e gode delle seguenti proprieta:

1) ASSENZA DI DISTORSIONE
Per un campione finito, un estimatore e

se:
E[S(Xq, ... Xn)] =E[d] =a*  (per ogni n)

Se |la digorgone tende solo asntoticamente a 0 lo
estimatore s dice asintoticamente non distorto.

2) CONSISTENZA
Al crescere dele dimensioni del campione I'estimatore

converge al valorevero del parametro:
pern—> 8 =

3) EFFICIENZA
La sima ottenuta da un estimatore avra una certa

varianza; e piu efficiente un estimatore con varianza
minore. (A parita di dimensioni n del campione).

4) INVARIANZA SOTTO TRASFORMAZIONE DEI
PARAMETRI

Seaélastimadd parametroa, alloralastima per una
genericaf(a), @ proprio f(3).



Estimatore del valore aspettato : media aritmetica

X=X+ ... Xy)
PROPRIETA":
@ E[X] = EIX] + ... Elxl [= & -ni= px)

Y

non distorto

1
n

@Per le proprieta di funzioni lineari di variabili casuali: a=

s2(0= 7 n-s2(9= S

n

econsistente s2@® 0
N 8

@Si puo dimostrare che la media aritmetica é la stima dd
valor e aspettato che hala minima varianza, cioe ela

piu efficiente



Proprieta della media:

@ Somma degli scarti dax=0

n ? X
'-ii(xi'X):?iXi'X_'n:n

@ Somma del quadrati degli scarti daxX minima

| nfatti, scelto un generico x:

%i(Xi-X)ZZ'_;:Li (Xi-)()'+(x__x) )2:

=2, (0% - %)+ (%= %)% + 2(x - X) (- X) |=
1

=% (X - %)%+ N(3- X)2 4 25 X) 2106 %) =
1
=0

— gi(Xi - X)Z + n()T- X)2 > ?i(xi -X')Z
1

Estimator e della varianza (scarto quadratico medio)

é )

£= —1— 2(x-xP
n-1

-NX=nX-nx=0




Consideriamo inizialmente:

s2= _nl_{(Xl')z)z'F ca (Xn')_()z}

E[s3="1 E[?i (X; - X)?

=2 el -w - - w0/} =

=2 el 06 - wl- Elx - w7

:4{n52-n4n’32}: L’SZ()—Z)

n

=Pl s2=(1-1). 82

E' distorto (solo " asintoticamente non distorto")

_ 1 5 w2
L= 1 ? (X - X)

Sara invece non distorto




LA LEGGE DEI GRANDI NUMERI
(Applicata al caso della media aritmetica)

Data una popolazione di varianza finita s, e dati 2 numeri

positivi € e ¢" ,edstera sempreun numero N tale che, per
ogni campione ddla popolazione di dimensione , S

avra:

P(X-pyl= €)= ¢"

DISEGUAGLIANZA DI BIENAYME' - CVIEBICV:EV

Data unavariabile casuale x con funzionedi distribuzione

evarianza finita

per | positivo qualunque.

| nfatti:
P(x-ul=1g)= fc*f(x) dx

xeul _y

dove C* =dominioin cui |
S



Graficamente;

Voglio dimostrare che:




In C* saraanchevero:

Quindi:

Dove C etuttoil campo di definizionedi x.

P(Ix-pl=1s)= J_I 22 E[(x- u)7] = 2
c.v.d.

— 2
Ricordando che x ha varianza = $I\I_ potremoriscrivere

la diseguaglianza di B.(\é. ;

P(Ix -l =] J?): —;';



Fissato € ed &' (quindi | ), s sceglie N taleche:

Per ogni M = N ladiseguaglianza iniziale sara soddisfatta. (%)

Valoredi N per cui laprobabilitachela mediax diti

dappiudi 1s =20%.

e" = 0.2 e=1-s

o 1 1
Infatti see’ =s, nesegueche ——=1 e
> N |2 N
o= e
020572
In generale, fissato N, laP(Jx - pu| > 1s) = —1—-
N
N=1 P(Ix-ul>1s) =1 0.32
2 1/2 0.20
5 1/5 0.04
10 1/10 0.001
100 1/100



) Significato dell'argomento :

Data una variabile casuale con distribuzione qualsasi, fissato
un livdlo di confidenza richiesto (cioe una probabilita), e
possibile deter minare la grandezza minima del campione (cioe
il valore di N) per cui la media e (con probabilita assegnata)
prossima al valore" vero" piu di un dato valore (in unitadi s)

popolazione

i

| —Lr|_mcampione
R




[TEOREMA DI BERNOULLI J

Data distribuzione binomiale: Pyp(k) consideriamo la
variabile casuale:

_ Kk
f_N

Pnp(f) = Py p(k =Nf)
E[f] =7 ElK] = & =p

Sz[f] :_JZ_E[kZ] — N-D-g-: R0 _
N N

Dalla diseguaglianza di B.C.:

P(|x-u|:I S)= ';:7

2
P(Ix-ul=¢) = _ce‘;

p.q
P(lf -pl=¢ = No?

Per N® 8 P(|"‘|\'I-p\>e) tendeaO.

f

frequenza




In altre parole, per N ® g8 la probabilita che la
frequenza relativa differisca dalla probabilita per piu di
unaquantita eassegnata, tendea .

=l IIGeoremadi Bernoulli)éunagiustificazionedella
definizonedi probabilita in termini della frequenza

relativa.




METODO DELLA MASSIMA VEROSIMIGLIANZA

Stima dei parametri di distribuzioni :

data una funzione di distribuzone di una variabile
casuale, con forma funzionale nota, dipendente da
un certo numero di parametri incogniti, S wvuole
stimare il valore de parametri a partire da un
campione limitato della popolazione.

f(x, &) a: parametri incogniti (a; . .. ay)

(campione)

Se f e la funzione di distribuzione di x, la probabilita di
osservarel'insiemex; ... Xy di valori :

N
dP =f(xy, @) dx f(x, @) dx...f(xy, @ dx= ?; f(x;, a) dx
1



-

Se s definisce funzione di verosmiglianza .

L =2, f(x.8)

IL PRINCIPIO DELLA MASSIMA VEROSIMIGLIANZA :

La miglior stima de parametri a e qudla che rende
massimalafunzione |

2
2L _, ?L<0
?ai N ’)312

Un estimatore di massima verosmiglianza gode delle
seguenti proprieta:
1) ASSENZA DI DISTORSIONE.

E[Estimatore] = valore vero (per ogni N)

Gli estimatori di massima verosimiglianza sono solo
. . i ]

2) CONSISTENZA.

@*>a- per N> 8) =P 5i>0
N8
Gli estimatori di massima ver osimiglianza sono consistenti

3) EFFICIENZA.

Gli estimatori di massma verosimiglianza sono quelli
con efficienza migliore.

4) INVARIANZA SOTTO TRASFORMAZIONE DEI
PARAMETRI.

Gli estimatori di massima verosmiglianza sono
Invarianti sotto trasformazione dei parametri.

\_




In generale s preferisce usare, invecedellal-, il suologaritmo:

e cer care quel valoredi a cherende massimo

@ Stimadi p es? per unadistribuzione normale

@ Stimadi . (dati: X;...Xpn)
| - {__1_)N N (X - w?

1 5 -
\IZDS '1I € 252
N )2
w=InL=-nIn (pningaue 7~ GL°
1 2s
Q\M_r'}'_ﬁi;lil_o
M1 g2 T
N
N _ A ?lixi
22y N

=- <0
?HZ SZ
A



&)

Stimadi s?
owo_ N1 5 (6e2
732 2 S2 1' 254
N
Ny _ 71 (- W2
ST = N

_ Stima di massma verosimiglianza del
Ay _ _2i(xi-x)? parametro s2 & solo asintoticamente
S® = N non distorta
N-1
SZ - Snon —
dist. N

= g2 .(1-—+) Asntoticamente
SI‘? N non distorto

(Media pesata di misure con diversas stesso )

X1 X2...X
S1S2
N . _1n\2
1 M,ui
L:?i — e 232
1' (2p !
N N (x: - )2
w=-NInzp - oiInSi'?i(—l—IZil)_
1 1 Zsi




N N
? . :U'?i_jz_
1 s? 1 Sj
N1
f)-_
A 11 s? Xi
m:
i
1 sg
Ponendo: p; = —832— MEDIA PESATA
i
N
A ?i Pi Xi
m=" 4
?. B

Si puo dimostrare che per la funzione di ver osimiglianza
(che € la funzione di distribuzione per a) tende ad una

distribuzione gaussiana:

Se consideriamo w(a) = In L (a) e la deriviamo 2 volte
rispetto ad a:

_ax)\2
w(a) = - (a%—i)— + cost
a



2a s3
2w _ 1
232 s2
2 1
Sa=- 22
?a2

Faregraficodi w
in funzione di a

<— parabola

I

/\_ *\2
Wiy = (azs—g)— + const. = const.

a t
N
sea~a*
Sea~a*:
. N
In corrispondenzaad: (a-a)=Sa

W(a) = Wmax = _12._

Quindi ledueintersezioni coN Wya - 5 :%Sa



@ Varianza sulla media

. . n X: -
U_S;'Ir(‘aﬂ ) :'ii_Nl_ =X

Erroresullastimadi u:

2 21 g2
S{ = Sx = 2 =

212
_Pw _ N I
?p_Z - 52 L™ N

(Es) v

,\2( stima di ) _2i(xi - x)?
S g 2 - N




o
] -
%A
e, ]
V.AI n-\v Nﬂ./qfl._
N—r’
— | N Z
Z o

g2

1 2s% _

_ 254
N

2

2AS

E

o~ —




[

©

Fatte N prove, sono stati osservati i valori: ny. ..

N N .
O=n eMmhi
]! n; !
_ D o eMmni _

N
—_— 4
—'Nm"'"ii n;lgem + r'iilge n |

N
2w 2 n -1 —
,)m 'N+EL| n| m —O
No_p
1" N
5
2N L
A
Sé_ m? m?2 m
= N N
71I n; Nm




(

@ Stima di pin unadistribuzione binomiale

Fatte n seriedi N prove

Ki,Ks... K, n, casl favorevoli in ogni serie
A N! K ANk
L_?li KIN-K)! P ((d-pyr

W:'ii Ki |9ep""ii (N - ki) 19e(1 - p) + cost

2 (N-k)=0

;
°f
2

(1-) 2 k=p 2, (N-k)

kM—an%




y=ax+Db

(vi: funzione di distribuzione Gauss)




-
@ Stimadi t per distribuzione: f(t,t) =~ et

8
J fit,t)dt=1

0
Osservati i tempi:
t.. . Iy In N. prove

Voglio stima di massima verosimiglianza per t.

N Tt
L:?i _»:[I_E't
1
N N
W:'?ilget+7i('_tfl_)
1 1
N N
,)t —-.|t + | t2_
) 1 1
N
A '-ii'h
t = N
N N
2t 1t 1t
>t
N
_N 2N 5 N
T ot2 3 T f2
1




[IL METODO DEI MINIMI QUADRAT]I J

Date due grandezze x, y legate dalla relazione funzionale:
=f(x, &)

a.a,...,a, n parametri

Fatte N misure:

[Erroresu x trascurabile; |f(x; + D) - ()| << Syi]

Vogliostimarei valori del parametri ay, .. ., a,.

Se le y; hanno formula di distribuzione gaussiana, posso
applicareil metodo della massima ver osimiglianza.

L N 1 (w-|| )2

D . e 2
1| VZp Si 2si
N (- )2
w=-7?. + cost
lI 2si2



o) —= minf3, stz
1

Il principio dei minimi quadr ati affer ma che
la miglior stima dd parametri a e quela che
minimizza la somma:

N
XZ:?iQﬁ;f-(Xiz—-—Q)-)E + COSt

1 Si

indipendente dalla formula di distribuzione

delley.

Notare che il metodo richiede la conoscenza a priori
di tutte le s;; nel caso pero in cui le s; siano tutte

uguali il metodo € ancora applicabile anche non
conoscendo s . (Altro parametro incognito)



( MINIMI QUADRATI NEL CASO LINEAREJ

Supponiamo cheladipendenza dellay dai parametri salineare

n
y=1(x,a) = 'ik ay - f(x)
Y1£s1--YNESN

X1 .. XN

Assumiamo inoltre che la y; slano fra loro statisticamente
indipendenti

2
n
{Yi' 3k a fic ()

N
X2 = ’)i
1 53
{?XZ -0 J:]-, N
?g

n equazioni lineari nelle n incognite ay

fi (x)
s? =0

N n
=2'f-ii {yi' f')lk akfk(xi))'

N n N .
2 2 AR 00 £/, = 2 k) e
1 Si 1 Si



n N

N
Vi
?lk ay, 'ii fic (X)) fj(xi)/siz = 'ii fj(x) 52

n equazioni lineari al variarej =1, n.

Sistemadi n equazioni lineari nelleincognite a,.

r All a; + A12 cdy L. + A]_n an = bl i
1 A12 al + A22 * a2 ...... + AZ’I an - b2
LAln aa + Ay ay ..., + A &, =Db,
All . Aln A1 bl
Anl Ann an bn
N
Ajk = 7i i (%) 'fj(Xi)/Si2 = Ay

fmatrice simmetrica

N
by =21 yi-f00)/

A.a=b sistema di equazioni lineari




SOLUZIONE:

matriceinversa =9 Al—*>ATA=U)

Al.A .a= Al b
U.a=a
a=At-b
-1 - ‘Aki‘
A= (-1 - N
‘A ‘:determinantematriceA
‘Akj ‘= minorekj dellamatrice A
Ao ,; 1
A= 2] Akj'bj - 1 k" | ylf(x)/

[Stimaak con minimi quadrati ]

Al matricedelle covarianze

Infatti sl puo dimostrareche:

E l(a-2) (3 -2)|=cov (@, a) = A




Nota |la matrice delle covarianze, e possibile calcolare
la varianza su una qualsias funzione ddle a. In

particolare;

n N .

9:?k ’akfk(x) y:vaJorestlmatoAdeIIay
1 dallastimaay

2 _ A NN _

S9 _’ik’j ?ak i ?’éj . Cov(ak,aj)_

n
="

1
LK fi(X) fi(X) - Ay

Per verificareseil risultato dele stimedegli a,

Ne caso di errori
con I minimi quadrati e compatibilecon i dati:

gaussiani sullay;

N
.2 _5 (yi - v(x))? Distribuzione normale
-n_ Ci 2 N
N Si Y Sj

N-n gradi di liberta:

N variabili casuali y; - n parametri estratti dai dati




ES. y = ax

)
2a s
N v _ v N 2
o XN _ g0 S
i 2 —a 7 2
1 s, 1 S|
N
o XY
=
__1 st
a= N X-2
? '
2 2
1 Sj

Essendo a una combinazionelinearedi variabili casuali y;
con varianza nota (trascuro varianza su x;), la sua

varianza: ,
N X
N 2 ?; 2 S
a .1I ?yl L N X'2 2 -
9. A
i 2
1 Sj
1
- 2
5o
i 2
1 s;



ES. Yy = al + a2X

n
y = 'ik ay - fr(x)

In questo caso:
n=2 fix) =1 fa(X) =X
yliSl""yNi
X1 oo o XN
A:
N4
Ap = 'fl(X)fl(X)/ - z S_|2 =

g N
A12 - 1|f1(X,)f2(X|) /S;Z = ’ii Si2

N N 2
A= '-iifz(xi)'fz(xi)/s,iz = 'iu_sz = Sk
|




b:
N
- |y| fl(X)/ 2 —MIZ—
I
N Vi Xj
= |y| Z(X,)/IZZ fi Si2 = Sy
A (Matrice covarianze)
PR Sex &)
Al -S, S
SOLUZIONE | (\A\:D]
a=Al-b
a]_ _ Al]i A-]:_Lz) bl)_
a A_le A-212 b,
1S« 'Sx) SY]
= _
~S S S(y




a= - (Sa'S- S Sy)=
= 1 7 I 7| |2 -?i 5
D (1 s* 1 s{ 1 s;
1 _
- -ScS+S Sy
N ox N oy N
= _]_[-7 '?i_|2_+?i
D 1 s? 1 s 1 s,
2
s, =An= p > |Tp i s
1 15 1
- _ r)
Saz—Azz— D S - D '1I Si2
N
_ _ 1 _ .1 o X
COV=(4a) =-7 "S|= -~ p "§i s
D=S:S-S,




@Calcolo banda erroreintorno a soluzione

2_ 5 4 (2 ?y —
s§=7 72 )} cov @20 =
=21 i £i(0) i) - cov (g, &) =

= f1(X) F4(x) - cov (ay, @) + x(X) F5(X) - cov (ap, &) +

+ 2f,(x) 15(X) - cov (ay, &) =

2 2
= Sa +X?Sa, +2X cov(ay, &) =
>

* = (sl s-2s,

N 2 N N :
:_L(?i—x'—+x2-?-—1——2x?-—x'—)

D 2 |

I ‘ 2
1 s T 1 S'/( 1S

2 . )
Notare:59 efunzioneddlax

2

Minimo di 85: {O—,fXL = o)

2Xmin S =2 SX

S
Xmin = S

_/{?iX/SZ :;

Xmin - 7S N ‘

Ses?uguali:



Per vederecheA-1 élamatrice delle covarianze:

a, : funzioneddley; (i = 1, N) con varianza s{ .

(indipendenti)
Dalla legge di propagazione degli errori:
N o) 2a;
A Ay_ » _ak_ 9q _
cov (a, &) = K % 2y Si
Dato chey; indipendenti
N 23 )2
= 2 | 2
o= (2 <
4 )
_al -1 N
a;=Ai1-b1+Apb o= 2,
1 S
?a 1 1 1 X !
—= = +
?yi All |2 A12 SI2 b2— g X 32/i
1 -1 1 sj
ap=A21-b1+Axn-by
?a: 1 1 -1 X
2 o=An T AR
i Si >
\ y




Abbiamo dimostrato che:

y = y(X)

oy
X X

sy=var (y) = ?i ?; Vii(x)

sey eun vettore: y(X) = yq(X), Yo(X) . . .

Si puo dimostrare che:

~ 2,2, 2 D vy(x)

cov(y!, Ym) = Vim PV




_I\J

N f)a 2
cov (ag,a1) = ’i (—1—)

i

=) 2

1
2 (A11+'°~12X|)2 =
|

N 2 1,1
= '-ii ‘{(An) (A12)2 - Xi Y2A11ADRX (=

2
Si
_ ] 1, -1
= (A11)2'S+(A12])2 Sxx + 2A11 A10S =

_ -1 -1 ] -1
= (Aj)?-Ap -D+(AD)?2 Al D+
<--vedi pagina precedente -

+2A11 A3 (-Af) D=
= D{ALL - [Afl- Ags+ (A@Z/ A1)} =

o s e -1
=D{A11[Ali-A%- (A% = Au

DET (A= 1

Analogamente;
_a-l
cov (ag, ap) = A

cov (ay, ap) = Ai%



[ Dipendenzadegli errori su a; ea,dal N. misure J

Assumiamotutti i s; uguali

2 'l;l X} N (N 12
= Q. - 7. -1\? —
D=S8'S (SX) - g2 s 2 1 g?
2

e N e e (X_} _

T os4 1 N T g4 Ve NS T

— _N2 o 7

= X - X

M 02-)
S:=‘L°N. 1 _ q_‘{z a1 __s?
? D 1 g2 Né(xz-;(z) <7 N (X - X%
2 N 2 4 / 2 2
-1 2 X _ S N 2 _ 1  _s“°Xx°
Sal_D' 2 T 2702 2'X_N'_2_
1 s N “(x?- x?) S /, (x2-x9
Gli errori sulla stima del parametri diminuiscono
adl'aumentare de N. de punti misurati (a parita di
: . 1
intervalloin x) come — .
) V'N




Se tuttesj=s

Cambiosstemadi riferimento:;

L. S ,- S
° N ° N
Xj = Xj - Xo
. (ATT:b' ?2b) —* 5x =0
Yi=VYi-Yo
N 3 1 .. 1
S= so Sx=0 ST oo SXi Sy = <2
1
- Syl
S2
D=3S" S«
R
az—1— §'s, = Sy SXYi
X S)(X SixiI2
1 Sy SiVi
b = @X — y
s-sg XYTTs T
2__1_/§__'I_ 2 1 _1
s5= = sh= =
a /S/SXX S)(X b S%(X SXX S
—1
cov (a, b) =- S¢=0
S'Sxx




[ TEST DI IPOTESI J

Confronto di dati sperimentali con predizioni di un modelo (o
piu modelli) e accettazione del modello (o scelta fra piu modelli).

DATI SPERlI\/I ENTALI (estrazionedi un campione)

STIMA DEI PARAMETRI DEL MODELLO

'

TEST DEL MODELLO /SCELTA FRA MODELLI

@ Date due ipotes Hp e H1 stabilire quale delle due sa
statisticamente piu accettabile sullabase de dati.

@ Data una ipotes Hq stabilire se e accettabile o no sulla
base dei dati sperimentali.

ESEMPIO:

Campione di monete buone + monete false

buone: peso x4q
false peso x»

Bilancia con errore gauss. (s)

Una moneta
X Ho: appartenentea N (x4, s)

H : appartenenteaN (xo, s)



S fissaapriori unvalorex
Ho verasex=x_ -8, XL

Hqy verasex>Xx_ XL, 8

Fissato x| :
2

2 - X

9 = 08 —1 & 22) dx Probabilita di rigettare Hgp
XL \/2p S anche severa
\ X (x - Xz)z

b= —1 & > dX  Probabilita di accettare Hy,
8 V2p s 2s anche sefalsa

a : significativita del test (100 - g = livello di significativitain %).
(confidence level)

1-Db : potenza ddl test (probabilita di rigettareipotes sbagliata).



ES. Hg: grandezzafisica hadistribuzione gaussanaN (Ug, Sp)

S accettal'ipotesi Hp sexq <X <Xo

X1l =Ix2l=nsg

S _ 2
_lcuo"'nso 1 _(X_lv_lo)_ dx

a= — € 2
2p sq 250

Ho - NSo

|n questo caso b non puo esser e definito

Piu in generale, dato un certo test di ipotesi, si definisce;

Statistica di controllo: grandezza, funzione de dati
sperimentali, sulla base della quale si effettua la
selezione di ipotesi.

| potesi accettate se: a = stat. controllo=1Db

La regione di accettanza (a, b) dovra avere la
massima potenza di reezione una volta fissata la
significativita del test.



[ DISTRIBUZIONE DEL ¢2 E TEST DEL 2 j

Daten variabili gaussaneindipendenti x;(l;, sj),

lavariabile
,_ n (X- _u.)2
§i

?

E' ancora una variabile casuale con;

Funzione G G(J;F) { n= ; g(_f? :lp
n= =

n pari G(43~) = (4;— 1)!
ndispari %) = (5-1)(5-2) % 4{ p

n (N. di gradi di liberta) © N. di variabili indipendenti

u(cH=n

s4c?)=2n
Pern=1 f1 divergeper c2® 0
Pern=2 f, 05 per c2=0

n grande tende alla gaussiana con stesso |, s.



f(c?

0,057




TEST DI IPOTESI (statistica di controllo ¢2)

Supponiamo di aver estratto un campione di dimensione N
dalla popolazione di una variabile casuale (continua) (cioe
aver fatto N misure di una grandezza fisica) e di voler

verificare se questa variabile segue una certa funzione di
dlstrlbqumnef X) (ipotes Hp).

Nao = r intervalli
eventl .
= Nevenii: N volteches e
_ osservatoil valorex; + Dx/2
L B I | |)§I| [ B B >
0 ~ X
DC
Genericointervalloi: p; = f(x;)Dx

nj: Ndieventiini

n; avradistribuzione binomiale con:

bi = N-p;
s¢ =N-p; -(1-p)

Datocheper N® ¥ labinomialetende a gaussiana, potremo

direchelavariabile;
r

r
,_ §i (n; - pi)z ~ §i (nj - N pi)2
) s% ~ Npi-(1-p)

r : N. di intervalli considerati

ha come funzione di distribuzione~f,_1 (¢

C



Seguelafunzionedi distribuzionedd cZconr - 1 gradi di liberta

]
(r -1 dato che \?i n; =N; unodegli n; non eindipendente).

Lavariabile casuale

C2
sarala" statistica di controllo”
Wi =Np; sarail valore aspettato per I'iesimo intervallo.

(p; : probabilita, per la variabile casuale x; , di
trovarsi ndl'intervallo i, calcolata sulla base
ddl'ipotesi teorica f(x))

Detto p; il N. di eventi aspettati nell'intervalloi, la varianza

2 . T .
ST potra essere ottenuta anche dalla distribuzione di Poisson;

SiZZp.i.
r

i (nj-1)?
Hi

c?=

Si fissaapriori il livello di significativita del test, 3.
Fissato g, dato chef. di distribuzioneddla satistica di controllo
énota, s ottiene c?,,, .

N\

) Tra (cddc2=a r-1: n.di gradi di liberta
CLim



Se ¢2,. = ¢ Ho, accettata

¢ > Com Ho, rigettata

Perr=np>>1, f(c? ® gaussana.
Quindi lavariabiley:

sara gaussiana con valor e aspettato = 0 e varianza 1.

Migliore approssimazione (Fisher):y =V 2 c2 -\V2np-1

NOTARE:
1) Test valido sevariabile casualen; @égaussiana (® p; = 10).

2) Arbitrarieta del test: scelta px istogramma.

3) Dato chela statistica di controllo opera sui quadrati, non
puo evidenziar e discrepanze sistematiche di segno.



Confidence Level CL

[ c2 confidence level vs. c2 for np degrees of freedom )

4 56 810 20 30 405060 80100
10 e — 2 :" A T ST
0.6 Pt e e ) 1y = 1 |
0.4 —= = Yt . S W = E
™ e . A N b AL AT 3 LY
O — ~ TN W Y ) ]
0.2 RNEAN N A ! §
o1 Mp =NTT [ N2 NING[[NS SH0 [\ o 5
0.06 Sk e =aueee
004 - \ -\\\ ‘\\ ‘\ \“ 11‘: Il1.1 'i ll. i
0.03 A \\ 1Y \1 : \\ \ ;‘L[ A
0.02 | N WA VA BT WIRE U
0.01 === : 4 \\ \-, L \ b i
E : e e ; it
0.006 ===2 SeEE=asE
0.004 : . \\' “'1'1‘ 2 y 1'5‘. X ‘i X I'lli t
0.003 T 1 \\ \\H 11 \1 11 ‘ !
0.002 [ RN 1
0.001 k= AN AL
= For np > 30, EeESieteeT s =
0.0006 = 1 5,8 2 e = s LiE
0.0004 f=| CL& ?yexp(' %) ox R
0.0003 = 2p AL & TR
0.0002 [7| withy = V2¢2 - V2np-1 VT \
g M et a1 R R Y SR RN
1 2 3 456 810 20 30 405060 80100

cz(or czx 10for — —)



4) 11 test del Czpotra esser e utilizzato per verificarefit con
minimi quadr ati:

y=ax+b X1 Y1%s1

distribzione gaussiana
Np punti misurati

2, . Sibi-{@x+b)?

-2

P Si2

axi+b=y;: selamiaipotes (y = ax + b)
e corretta

a, b: stima con il metodo dei minimi quadrati

Il test di compatibilita di N istogrammi sperimentali ddla
stessa variabile casuale (grandezza fisca) di cui 9 ignora
funzione di distribuzione

N\
o oo (n-piNy)?
N
Pi N;

r: N. di intervalli
njj: N. eventi, intervalloi istogramma

n;: N. totaleeventi, istogramma]



N

: nij
A 7 (definzione frequenzstica di probabilita)

N

N
S

©
I

N. di gradi di liberta: (N-1) (r - 1)
infatti

N. di variabili indipendenti=(N-r -N)

N. di parametri stimati = (r - 1)

Nel caso di egual numero di eventi negli istogrammi

(2 istogrammi)

. .\2
r Ni1-N
2 _ _ ( 11 |2) (banal e)
Nj1 +Nj2



@ Errore sull'errore quadratico medio

%i (X -%)?
N-1

<=

Lavariabile casuale:

Si (Xj-X)2
s2

&> c2 (N-1)

(N-linquantola X Introduce una correlazione fralex;).

u:CZ(N-]_):—N;l—.SZ_> 52:$2—_02(N_1)
52 N -1
E[u] p(u)=N-1 L=f(c2(N-1)
%A \2
E[(u- w4 =s2(u)=2(N-1) 5232:(?02 ) : 532
~(5)
2-(N-1) N -1
822_ s4 L2 2-s4 2. &
T N-12 M ON-D) T N-1

SSZ: =

<2 (ds )2 2 1 2 st 2
42 N-1 2(N-1)




Ss = (errore sull'errore quadratico medio)
V2(N-1)

Per I'errore sulla media;

S =
“ In

L'erroresull'errore sulla media (: \]7
N




