Momento Lineal, Momento Angular
& Momento Radial

Antonio A. Blatter

Licencia Creative Commons Atribucién 3.0
(2015) Buenos Aires

Argentina

Este trabajo presenta el momento lineal, el momento angular y el momento radial
de un sistema de N particulas, que dan origen a las leyes de conservacién
del momento lineal, del momento angular y de la energia.

Momento Lineal

El momento lineal P de un sistema de N particulas con respecto a un punto O
(con posicién R, velocidad V, y aceleracién A,) estd dado por:

P = Zi m; (Vi —Vo)
d(P)/dt = 32 mi(a; — Ao)
F = Zi (F7 — m,AO)

La ecuacién (F) s6lo puede ser vilida si el punto O logra que A, sea igual a cero.
Por lo general, en el momento lineal el punto O es el origen O del sistema de referencia,
logrando que R,, V, v A, sean siempre iguales a cero. Sin embargo, el punto O no
necesariamente tiene que ser el origen O del sistema de referencia. La tinica condicién
aqui es que la aceleraciéon A, del punto O debe ser igual a cero.

Ahora, relacionando P y F con las magnitudes lineales v y a, se obtiene:
P=DMv
d(P)/dt = F = Ma

donde M (= ", m;) es la masa del sistema de particulas, v y a son la velocidad y la
aceleracién (lineales) del sistema de particulas (con respecto al punto O)

Por lo tanto, se deduce que el momento lineal P de un sistema aislado de N
particulas permanece constante si las fuerzas internas F (;,,¢) logran anularse.



Momento Angular

El momento angular L de un sistema de N particulas con respecto a un punto O
(con posicién R, velocidad V, y aceleracién A,) estd dado por:

L =3 mi[(ri =Ro) x (vi = V,)]
d(L)/dt = 3, m; [(ri —Ro) x (a; — Ao) ]
M =3 [(ri —Ro) x (Fi —m;A,)]

La ecuacién (M) sélo puede ser vélida si el punto O logra que A, sea igual a cero
o si el punto O es el centro de masa del sistema de particulas, puesto que:

> [(ri = Rem) X (Fy —miAcm) ] = 32 [(vi = Rem) X Fi]

Ahora, relacionando L y M con las magnitudes angulares w y «, se obtiene:
L=1w

dL)/dt =M =T1-a+1 -w

donde I es el tensor de inercia del sistema de particulas, w y « son la velocidad y la
aceleracién (angulares) del sistema de particulas (con respecto al punto O)

I=3, m[l(ri—Ro)’1~ (r; —Ro) ® (r; — Ry)]
I-w=—(M; +M,)

M; = =3, mi(r; —Ry) x {2w x (vi = V,) }
My = +32; mi (ri = Ro) x {w x [w x (ri =R,)]}

Si M y M5 son considerados como momentos «ficticios» de manera tal que resulte
la igualdad (M* = M + M; + M, ) entonces se logra:

L=1w
M =1«

Por lo tanto, se deduce que el momento angular L de un sistema aislado de N
particulas permanece constante si los momentos internos M (;,,¢) logran anularse.



Momento Radial

El momento radial G de un sistema de N particulas con respecto a un punto O
(con posicién R, velocidad V,, y aceleracién A,) estd dado por:

G = 5, hamil (vi= Vo) - (ri —Ro)]

AG = X Atlpmi[(vi= Vo) (ri ~ Ry)]

AAG)/dt = 3 Atfami[(vi = Vo) - (Vi = Vo) + (a — Ao) - (rs — Ro)]
AAG)/dt = 3 mi[Alfs (vi = Vo) (vi = Vo) + A (a — Ao) - (1~ Ro)]
AAG)/dt = X, mi| [H(ai — Ay) - d(r; — Ro) + Az (a; — A,) - (r; — Ry)]
AT = 3, [ [ (Fi = miA,) - d(r = Ro) + Az (F; —miAy) - (r; — Ro) ]

La ecuacién (AT) sélo puede ser valida si el punto O logra que A, sea igual a cero
o si el punto O es el centro de masa del sistema de particulas, puesto que:

i LY (Fs = i) - d(ri = Rem)] = 35, [} Fi - d(r: = Ren) |

YoilAYa (Fi —miAcy) - (ri — Rem)] = 3, [AY2Fi- (rs — Rem) |

Ahora, relacionando G y T con las magnitudes radiales r, 7 y 7, se obtiene:
AG =AYy M (i)

d(AG)/dt = AT = AYo M (77 +7r)

donde M es la masa del sistema de particulas, (#r) y (#++ #r) son la velocidad y la
aceleracién (escalares) del sistema de particulas (con respecto al punto O)

La posicion escalar, la velocidad escalar y la aceleracién escalar de un sistema de
particulas formado por una sola particula, estan dadas por:

Posicién escalar: Yo(r-r) = IYs(r-r) = Yo(rr)
Velocidad escalar: Yod(r-r)/dt = (v-r) = (rr)
Aceleracién escalar: 1o d?(r-r)/dt? = (v-v+a-r) = (ir7+7ir)

donde r; es el vector de posicién de la particula, r = (r; — R,) y r = |[(r; — R,)|



Ahora, si AT es considerado como el trabajo W realizado por las fuerzas que actian
sobre un sistema de particulas, entonces:

W =Y [[2F -dri —R,) + A2 F, - (r; — Ry)]
Por lo tanto, siempre resulta la siguiente igualdad:
W =3, AYam;[(vi— Vo) (vi— Vo) + (a; — Ay) - (r; — R,)]

Si la expresion del lado derecho de la igualdad anterior es considerada como la
variacion en la energia cinética K de un sistema de particulas, entonces:

AK =32 Alfam;[(vi— Vo) (vi— Vo) + (ai — Ao) - (ri — Ro)]
Por lo tanto, siempre resulta también la siguiente igualdad: W = A K

Ahora, dado que el trabajo W realizado por las fuerzas conservativas que actian
sobre un sistema de particulas es igual y de signo opuesto a la variacién en la energia
potencial U del sistema de particulas, entonces:

AU = =, [JPFi-d(ri —R,) + A2 Fy - (r; — R,)]

Por lo tanto, se deduce que la energia mecénica £ de un sistema de N particulas
permanece constante si el sistema esta sujeto sélo a fuerzas conservativas.

AE=AK+AU=0 — FE = K-+ U = constante

Las magnitudes £, K y U estan relacionadas con las magnitudes convencionales
E’, K’y U’. De hecho, la energifa mecanica E de un sistema de particulas es igual a
la energfa mecdnica convencional E’ del sistema de particulas (E = E’) puesto que:

i emi(ai —Ag) - (ri —Ro) =32, 1o Fi- (i —Ro) =0
Sin embargo, si todos los sistemas de referencia inerciales y no inerciales eligen el
mismo punto O (el centro de masa del sistema de particulas) entonces las magnitudes

E, K y U son invariantes bajo transformaciones entre sistemas de referencia y los
sistemas de referencia no inerciales no deben introducir las fuerzas ficticias sobre F;.

En esta seccién, por lo tanto, se obtienen las siguientes relaciones:
G = 1Yo M (i)
d(G)/dt = YoM (77 +7r) =K

d(AG)/dt = AT = AV M (ii+ir) = W = AK



Observaciones

Todas las ecuaciones de este trabajo pueden ser aplicadas en cualquier sistema de
referencia inercial o no inercial.

Los sistemas de referencia no inerciales en la secciéon Momento Lineal y en la seccién
Momento Angular si deben introducir las fuerzas ficticias sobre F;.

Los sistemas de referencia no inerciales en la seccion Momento Radial no deben
introducir las fuerzas ficticias sobre F; (en T, en W y en U) si el punto O es el centro

de masa del sistema de particulas.

El momento lineal de un sistema de particulas esta relacionado con las magnitudes
lineales y especialmente con la velocidad lineal (m/s) del sistema de particulas.

El momento angular de un sistema de particulas esta relacionado con las magnitudes
angulares y especialmente con la velocidad angular (rad/s) del sistema de particulas.

El momento radial de un sistema de particulas estd relacionado con las magnitudes
radiales y especialmente con la velocidad escalar (m?/s) del sistema de particulas.

La energia mecédnica E, la energia cinética K y la energia potencial U de un sistema
de particulas estdn relacionadas con las magnitudes radiales y especialmente con la
aceleracién escalar (m?/s?) del sistema de particulas.

Si el punto O es el centro de masa de un sistema de particulas entonces la energia
mecdanica F, la energia cinética K y la energia potencial U del sistema de particulas

son invariantes bajo transformaciones entre sistemas de referencia.

La energia mecanica £ de un sistema de particulas es igual a la energia mecanica
convencional E’ del sistema de particulas (E = E)
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