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Estimation récursive dans certains modeles de déformation

Cette these est consacrée a I’étude de certains modeles de déformation semi-paramétriques.
Notre objectif est de proposer des méthodes récursives, issues d’algorithmes stochastiques,
pour estimer les parametres de ces modeles. Dans la premiere partie, on présente les outils
théoriques existants qui nous seront utiles dans la deuxieme partie. Dans un premier temps,
on présente un panorama général sur les méthodes d’approximation stochastique, en se fo-
calisant en particulier sur les algorithmes de Robbins-Monro et de Kiefer-Wolfowitz. Dans
un second temps, on présente les méthodes a noyaux pour ’estimation de fonction de den-
sité ou de régression. On s’intéresse plus particulierement aux deux estimateurs a noyaux
les plus courants qui sont I'estimateur de Parzen-Rosenblatt et I’estimateur de Nadaraya-
Watson, en présentant les versions récursives de ces deux estimateurs. Dans la seconde
partie, on présente tout d’abord une procédure d’estimation récursive semi-paramétrique
du parametre de translation et de la fonction de régression pour le modele de translation
dans la situation ou la fonction de lien est périodique. On généralise ensuite ces tech-
niques au modele vectoriel de déformation a forme commune en estimant les parametres
de moyenne, de translation et d’échelle, ainsi que la fonction de régression. On s’intéresse
finalement au modele de déformation paramétrique de variables aléatoires dans le cadre
ou la déformation est connue & un parametre réel pres. Pour ces trois modeles, on établit
la convergence presque stre ainsi que la normalité asymptotique des estimateurs paramé-
triques et non paramétriques proposés. Enfin, on illustre numériquement le comportement
de nos estimateurs sur des données simulées et des données réelles.

Mots-clés : estimation récursive, modeles semi-paramétriques, algorithmes stochastiques,
estimateurs a noyaux, martingales.

Recursive estimation for some deformation models

This thesis is devoted to the study of some semi-parametric deformation models. Our aim
is to provide recursive methods, related to stochastic algorithms, in order to estimate the
different parameters of the models. In the first part, we present the theoretical tools which
we will use in the next part. On the one hand, we focus on stochastic approximation
methods, in particular the Robbins-Monro algorithm and the Kiefer-Wolfowitz algorithm.
On the other hand, we introduce kernel estimators in order to estimate a probability
density function and a regression function. More particularly, we present the two most
famous kernel estimators which are the one of Parzen-Rosenblatt and the one of Nadaraya-
Watson. We also present their recursive version. In the second part, we present the results
we obtained in this thesis. Firstly, we provide a recursive estimation method of the shift
parameter and the regression function for the translation model in which the regression
function is periodic. Secondly, we extend this estimation procedure to the shape invariant
model, providing estimation of the height parameter, the translation parameter and the
scale parameter, as well as the common shape function. Thirdly, we are interested in the
parametric deformation model of random variables where the deformation is known and
depending on an unknown parameter. For these three models, we establish the almost
sure convergence and the asymptotic normality of each estimator. Finally, we numerically
illustrate the asymptotic behaviour of our estimators on simulated data and on real data.

Keywords : recursive estimation, semi-parametric models, stochastic algorithms, kernel
estimators, martingales.
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Introduction

Les modeles de déformation périodiques sont souvent tres utiles pour modéliser des phéno-
menes réels. Dans les domaines de la médecine, de I’économétrie ou encore de la météoro-
logie, I’étude de ce type de modeles permet d’avoir une bonne approximation de la réalité.
Dans la littérature statistique, deux grandes classes de modeles sont omniprésentes : les
modeles paramétriques et les modeles non paramétriques. Ces deux types de modeles ont
leurs avantages et leurs défauts spécifiques.

Afin de conjuguer les avantages des approches paramétriques et non paramétriques, a sa-
voir la capacité d’interprétation des modeles paramétriques et la souplesse des modeles
non paramétriques, les modeles semi-paramétriques ont été développés. Ces modeles dé-
pendent généralement d’un ou de plusieurs parametres ainsi que d’une fonction de lien a
estimer.

Dans cette these, on étudie tout d’abord le modele semi-paramétrique de translation dans
la situation ou la fonction de lien est périodique. On s’intéresse ensuite a son extension
par le modele vectoriel de déformation a forme commune. Notre objectif est la mise en
oeuvre de nouvelles procédures d’estimation récursive semi-paramétrique des parametres
de moyenne, de translation et d’échelle, ainsi que de la fonction de lien périodique. Les
méthodes d’estimation récursive n’ont jamais été développées pour ce type de modeles
semi-paramétriques. On s’intéresse finalement au modele de déformation paramétrique de
variables aléatoires dans le cadre ol la déformation est connue a un parametre réel pres qui
est estimé par un algorithme stochastique. D’une maniére générale, I'intérét des méthodes
récursives est de prendre en compte 'arrivée temporelle des informations et de gagner
ainsi du temps dans les algorithmes d’estimation mis en oeuvre. L’immense avantage de
ces méthodes est qu’il n’est pas nécessaire de relancer le calcul de I'estimateur sur toutes
les données a chaque fois qu'une nouvelle donnée vient compléter les anciennes. L’idée
est d’utiliser ’estimation calculée sur les anciennes données et de les remettre a jour en
tenant uniquement compte des nouvelles données. L’implémentation de ces algorithmes
est alors tres simple, et les applications d’une telle approche sont nombreuses. Les algo-
rithmes stochastiques, en particulier ceux de Robbins-Monro et de Kiefer-Wolfowitz, font
partie de ces méthodes récursives. L’algorithme de Robbins-Monro est au coeur de la these.
Plus précisément, pour les deux modeles semi-paramétriques évoqués précédemment, nous
avons développé une procédure d’estimation des parametres basée sur 'algorithme de
Robbins-Monro qui ne nécessite aucune connaissance préalable sur la fonction de lien. On
a également utilisé cet algorithme pour ’estimation du parametre inconnu dans le modele
de déformation de variables aléatoires. La these s’articule en deux parties. La premiere par-
tie, contenant les chapitres 1 et 2, porte sur les outils théoriques connus qui seront utilisés
dans la these. La seconde partie, contenant les chapitres 3, 4, 5, 6 et 7, concerne les ré-
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sultats obtenus pendant la these sur les trois modeles de déformation semi-paramétriques.
On va maintenant préciser les grandes lignes de la these.

La premiere partie est scindée en deux chapitres.

Dans le chapitre 1, on présente un panorama général sur les méthodes d’approximation
stochastique en nous intéressant principalement aux algorithmes de Robbins-Monro et de
Kiefer-Wolfowitz. On donne les résultats connus de convergence presque sture, de vitesse
de convergence ainsi que de normalité asymptotique.

Le chapitre 2 traite d’estimation non paramétrique, et plus particulierement d’esti-
mateurs a noyaux de densité ou de fonction de régression. On présente notamment les
estimateurs non-récursifs et récursifs de Parzen-Rosenblatt et de Nadaraya-Watson.

La seconde partie est composée de cing chapitres.

Dans le chapitre 3, on présente de maniere précise les modeles de déformation qui
seront au coeur de la these. On s’attarde notamment sur les conditions d’identifiabilité de
ces modeles, essentielles a leur étude rigoureuse.

Le chapitre 4 est consacré a I’étude du modele semi-paramétrique de translation défini,
pour tout n >0, par

Yo =f(X,-0)+en.

On propose un algorithme stochastique de type Robbins-Monro pour I'estimation du pa-
rametre de translation . Cet algorithme ne nécessite pas une évaluation de la fonction de
lien périodique f. Ensuite, on présente un algorithme récursif de type Nadaraya-Watson
pour 'estimation de la fonction f, cet estimateur prenant en compte I’estimation préalable
de 0. On met donc en place un algorithme stochastique double pour 'estimation de 0 et f.
On établit la convergence presque siire ainsi que la normalité asymptotique de chacun des
estimateurs. En fin de chapitre, on généralise I'estimation de 6 au cas ou la loi commune
des temps d’observation aléatoire (X,,) est inconnue.

Le chapitre 5 est dédié a I'extension du travail précédent au modele vectoriel de défor-
mation & forme commune défini, pour tout 1 <i<n et pour tout 1< j < p, par

Yij=ajf(Xi=0;) +vj+eij.

On propose de nouvelles procédures d’estimation récursive semi-paramétrique des vecteurs
des moyennes v, des translations 6 et des échelles a ainsi que de la fonction de lien pé-
riodique f. On établit la convergence presque stire de tous nos estimateurs ainsi que leur
normalité asymptotique. L’apport essentiel de ce chapitre par rapport au précédent est
que l'on est en mesure d’estimer le vecteur des échelles a qui est crucial dans ’étude de
certains phénomenes réels comme la prévision des données de température.

Le chapitre 6 porte sur I’étude du modele de déformation paramétrique de variables
aléatoires défini, pour tout n > 0, par

Xn = o(en)-

On présente un algorithme stochastique de type Robbins-Monro basé sur une fonction de
contraste donnée par la distance de Wasserstein, pour l'estimation du parametre inconnu
f. On montre la convergence presque sire de notre estimateur ainsi que la normalité
asymptotique des que 'estimateur est excité par une perturbation exogene.

Finalement, le chapitre 7 est consacré a l'implémentation et a 1’étude des perfor-
mances numériques de chacune de nos procédures d’estimation pour les trois modeles
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semi-paramétriques de déformation. Tout d’abord, on illustre les comportements asymp-
totiques de nos estimateurs sur des données simulées. Ensuite, on applique nos procédures
d’estimation a des données réelles d’électrocardiogramme.

La these s’acheve par une conclusion générale ainsi que quelques perpectives de recherche.
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Premiere partie

Approximation stochastique et
estimation fonctionnelle

15






Chapitre 1

Approximation stochastique

1.1 Cadre

Les méthodes d’approximation stochastique sont une famille d’algorithmes stochastiques
itératifs qui permettent d’approcher les zéros ou les extrema de fonctions ne pouvant
étre calculées directement, mais seulement estimées a partir d’observations bruitées. Plus
précisément, soit ¢ une fonction inconnue définie sur R? pour d > 1, pouvant s’écrire, pour
tout = € R?, sous la forme

o(x) =E[® (x,e)], (1.1.1)

ot l'on sait évaluer ® (x,e) qui dépend d’un vecteur aléatoire €. Alors, les méthodes d’ap-
proximation stochastique sont des algorithmes de la forme

Xn+1 =Xn+"}/n(1) (Xn75n+1) (1.1.2)

ou (&,) est une suite de vecteurs aléatoires et (,) est une suite de pas déterministe que
I’on explicitera dans la suite. Pour une référence générale sur le sujet, on peut consulter
larticle de Delyon [20]. Les algorithmes stochastiques permettent en particulier de résoudre
deux types de problemes qui sont, d’une part, la recherche de points * pour lesquels une
fonction inconnue ¢ de R? dans R? atteint un niveau donné a, c’est-a-dire la recherche de

{xeR? : ¢(z) =al,
et, d’autre part, la recherche de maximum d’une fonction inconnue ¢ a valeurs dans R,

arg max ¢(x).
zeRd
L’algorithme stochastique le plus célebre pour résoudre le premier probleme est 1'algo-
rithme de Robbins-Monro, tandis que le second se résout grace a ’algorithme de Kiefer-
Wolfowitz. Ce chapitre est consacré a la présentation de ces deux algorithmes stochastiques
et nous verrons dans la suite de la theése des exemples d’application de ces algorithmes
pour 'estimation dans des modeles de déformation. Cependant, avant de détailler la pré-
sentation de ces deux algorithmes, nous présentons un algorithme déterministe dont les
algorithmes stochastiques sont des versions perturbées.

17



18 CHAPITRE 1. APPROXIMATION STOCHASTIQUE

1.2 Une approche déterministe

Pour ¢ une fonction réelle et v € R, on souhaite approcher le point z* satisfaisant ¢(z*) = a.
La proposition qui suit est une version simplifiée de la Proposition 1.2.3 page 11 du livre
de Duflo [23].

Proposition 1.2.1 Soit ¢ une fonction continue satisfaisant
— Il existe x* € R tel que ¢p(x*) = av.
— Pour tout x + z*, (x —z*) (¢(x) — ) <0.
— Il existe C' > 0 telle que, pour tout x € R, |¢p(x)] < C (1 + |z]).
De plus, soit (v,) une suite positive déterministe décroissante vers 0 et qui vérifie

+00
> An = +00.
n=0
Alors, Dalgorithme déterministe défini récursivement par xg € R et pour tout n >0,

Tn+l = Tn tYn (¢(xn) _a) (121>
COnverge vers 17*.

Tres souvent, la fonction ¢ dont on cherche le z* tel que ¢(z*) = a n’est connue qu’a
une perturbation pres. Il est alors difficile d’utiliser des algorithmes déterministes du type
(1.2.1) pour la recherche du point z*. Dans ces nombreux cas, on a alors recours a des
algorithmes stochastiques dont celui de Robbins-Monro [56] est le plus célebre d’entre eux.

1.3 L’algorithme de Robbins-Monro

Dans cette section, pour a € R? et pour une fonction ¢ inconnue de R? dans R?, on
s’'intéresse au probléeme de chercher z* satisfaisant

o(x") = (1.3.1)

Commengons par une heuristique de cet algorithme. On suppose que d = 1 et que la
fonction ¢ est décroissante de R dans R. Soit X arbitrairement choisi. A l'instant n > 1,
on détermine X, en fonction des observations antérieures, en supposant qu’on observe
¢ (X,) a travers une variable aléatoire T),+1 qui vérifie E [T),41|F,] = ¢ (Xy). Si Thi1 > «,
alors ¢(X,) > a donc X,, < x*. Pour approcher z* il faudra ajouter une quantité positive
a X,,. Au contraire, si Ty;1 < «, il sera nécessaire de soustraire une quantité positive a X,,.
Ainsi, I'algorithme de Robbins-Monro est de la forme, pour tout n > 0,

Xni1=Xn+7n (Tn+1 - a) .

A partir de maintenant, la fonction ¢ est une fonction qui va de R? dans R.



1.3. L’ALGORITHME DE ROBBINS-MONRO 19

1.3.1 Hypotheses
Nous allons étudier Palgorithme défini par X, € R? et, pour tout n > 0,
Xn+1 = Xn + 90 (The1 — ). (1.3.2)
On note F;, la o-algebre des évenements s’étant produits avant 'instant n,
Fn=0(Xo,T1,, Xn-1,Tn)-
Afin d’établir la convergence de cet algorithme, nous faisons les hypotheses suivantes.

Sur la fonction ¢ :

(RMy) ¢ est continue,
(RM>) Vo z*, (z-2)T (¢(x) - a) <0.
Sur la suite d’observations (75,) :
(RM3) Vn>0, E[T,a|Fn]=0¢(Xn) ps.
(RMy) Il existe p > 0 telle que E [||T1|[*Fn] < 1 (1 + X5 - 2*]?) ps.
Sur la suite de pas (;,) décroissante vers 0 :
+00 +00
(RM3) S =400 et 342 < +oo.
n=0 n=0

L’hypotheése (RM>) est une hypothese de « monotonie » de la fonction ¢. Avec I’hypothese
(RMy), elle garantit en particulier I'unicité de z*. Les hypotheses (RM3) et (RMy) sont
essentielles, 'hypothese (RM3) assurant qu'on observe une valeur « pas trés loin » de la
vraie fonction ¢, et 'hypothese (RMy) qui impose que le moment conditionnel de ||T;,41]?
soit & croissance polynomiale de degré au plus 2. Si ’hypothese (RM,) n’est pas vérifiée,
des versions modifiées de 'algorithme (1.3.2) ont été proposées par Chen et Zhu [12].
On pourra aussi consulter les travaux intéressants de Lelong [14] [15] sur cet algorithme
modifié. Un exemple de suite (T}+1) est donné par 1,11 = ® (X,,,en41) OU (£p+1) €St une
suite de vecteurs aléatoires indépendants et de méme loi et indépendante de (X,,). Pour
cette suite, on est bien dans le cas de (1.1.2) décrit précédemment. De plus, pour « = 0, si
¢ est différentiable et que T),11 = Vo (X,,) + €n+1, alors on est dans le cas particulier d’'un
algorithme de gradient stochastique. Les algorithmes de gradient stochastique sont donc
des cas particuliers de 1’algorithme de Robbins-Monro.

1.3.2 Propriétés presque siires de ’algorithme

Dans le papier original de Robbins et Monro [56], les auteurs montrent la convergence en
probabilité de 'algorithme dans le cas unidimensionnel. Depuis, la version multidimen-
sionnelle de 'algorithme de Robbins-Monro ainsi que ses propriétés presque stiires ont été
largement étudiées ([7], [51]). Le premier a s’étre intéressé au cadre multidimensionnel
est Blum [3]. Nous commengons par énoncer un lemme central dans la démonstration de
la convergence presque sire de l'algorithme, lemme qui nous sera utile par la suite. Ce
lemme est dit & Robbins et Siegmund [57]. On pourra aussi trouver ce lemme ainsi que des
corollaires dans le livre de Bercu et Chafai [3] & partir de la page 104.
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Lemme 1.3.1 (Robbins-Siegmund) Soient (Vy,), (Ayn), (Brn) et (an) quatre suites posi-
tives adaptées a Fp. On suppose que Vg est intégrable et pour tout n >0,

E[Visi|Fn] < V(1 +an)+ Ay — B, p.s.

Alors, si
+0oo +00
Yap<+oo et Y A, <400 p.s.
n=0 n=0

(Vi) converge p.s. vers une variable aléatoire Vo finie p.s. et
+00
Z B, <400  p.s.
n=0

On donne aussi un lemme tres utile dans les preuves, lemme dit a Toeplitz, qui est une
généralisation du lemme de Césaro. On pourra le trouver par exemple dans le livre de
Bercu et Chafai [3] page 103.

Lemme 1.3.2 (Toeplitz) Soit (a,) une suite de R qui vérifie

+00
> ap = +oo.
n=1
Soit de plus une suite (x,) de R qui converge vers xo, € R. Alors, on a

n
. Dhe1 ORTE
hm knl— =X
n—+oo YL L a

o0 -

Le théoréeme suivant assure la convergence presque stre de X,, vers z*. On pourra en
trouver une démonstration dans le livre de Duflo [23] page 29.

Théoréme 1.3.1 (Robbins-Monro) Sous les hypothéses (RMi_5), la suite (X,,) définie
par (1.3.2) converge presque strement vers x*.

Les deux résultats suivants, précisent la vitesse de convergence presque sure de ’algorithme
en donnant une loi du log-itéré et une loi forte quadratique. Le premier a avoir obtenu
une loi du log-itéré dans le cas uni-dimensionnel est Ruppert [58] alors que Le Breton et
Novikov [13] se sont intéressés au cas multidimensionnel et & la loi forte quadratique. Pour
ce faire, on a besoin de rajouter des hypotheses de moments un peu plus fortes sur la suite
d’observations (7},). Pour tout n >0, on note A,41 = Tpe1 — ¢(X,,) et on suppose que

(RMsg) ¢ est deux fois contintiment différentiable.

(RM7) 1l existe une matrice C' symétrique semi-définie positive telle que

lim E[A,q AL |F] =C pas.

n—>+00

(RMs) 1l existe a > 2 tel que
sup E[||Ans1]|*Fn] < +00 p.s.
n>0
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Il est possible de remplacer 'hypothese (RM;g) par une hypothese (RM() un peu plus
faible, qu’on peut trouver par exemple dans le papier [71]. Cette hypothese est la suivante.

(RM{) 1l existe une constante b> 1 telle que, au voisinage de z*,
o(x) = a+ H(z-az*) + O(|Jz - z*|).

Les résultats qui suivent sont alors valables avec cette hypothése. Néanmoins, on se place
dans le cadre habituel de (RMjg) pour énoncer les Théorémes. Dans toute la suite, on
note H la différentielle de ¢ en x*, I; la matrice identité de taille d et on suppose que
Yn = 1/n. On rappelle qu’une matrice de Hurwitz est une matrice carrée dont toutes les
valeurs propres ont une partie réelle strictement négative.

Théoréme 1.3.2 Supposons (RMi_g). Si de plus, la matrice H + %Id est une matrice de
Hurwitz, alors pour tout v € RP tel que v est un vecteur propre de H', on a la loi du
log-itéré

1/2 1/2
. n T * . . n T *
| U X, -2*) = ~liminf{—D" X, -
lﬂsip(zlog (log(n))) v (Xn —2) oo (2log(1og (n))) v )
= (VS gao) D.S. (1.3.3)
En particulier,

. n (2 T

1 ———p <Tr (PTSguP s. 1.3.4

lglsogp(ﬂog(log(n)))n oIS T (P SR ) - 34

ot P est la matrice orthogonale dont les colonnes sont les vecteurs propres de H et ot
+00 ]_ T ]_
Spa= [ exp (t(H ; 5Jd)) Coxp (t(H " 5Id)) dt. (1.3.5)
0

Théoréme 1.3.3 Supposons (RMi_g). Si de plus, la matrice H + %Id est une matrice de
Hurwitz, alors on a la lot forte quadratique

Z(Xk: —2")(Xp—2")" = Sru p.s. (1.3.6)
n%oo log
Remarque 1.3.1 La matrice de covariance limite X gpr est la solution 3 de I’équation de
Lyapunov

(H + %Id) L+ (HT + %Id) =—C.

Remarque 1.3.2 Les Théorémes 1.3.2 et 1.3.3 restent valables pour un pas vy, = 1/n®
avec 1/2 < a < 1 et aa > 2. Cette derniére condition est valable si on suppose que a > 4.
Cependant, comme précisé dans [51], il est plus approprié de choisir le pas vy, = 1/n. En
effet, si v, =1/n%, la loi forte quadratique (1.3.6) devient

lim
n—»o0o nl

n * * 1
M (X -2*) (X -2")T = TR p.s. (1.3.7)
k=1 -

Puisque log(n) est négligeable devant n'~®, le choiz de v, = 1/n est donc meilleur que
Yo = 1/n%.
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1.3.3 Convergence en loi et efficacité asymptotique
Convergence en loi

Sous les hypotheses précédentes, nous avons également un théoreme central limite, voir
par exemple [52].

Théoréme 1.3.4 Supposons (RM;_g). Si de plus, la matrice H + %Id est une matrice de
Hurwitz, alors on a le théoréme central limite

Vn(X, -x*) £>/\/(0,ERM) (1.3.8)
ot Xryr est donnée par (1.3.5).

Remarque 1.3.3 Dans le cas unidimensionnel, le Théoréme 1.5.4 s’adapte de la maniére
suivante.

1. Si H <-1/2, alors

L C
X, -2 = N0,———]).
V(X -a') N( |2H+1|)
2. Si H=-1/2, alors
n

o L
oa(n) (X, —x") N (0,C).

3. Si-1/2< H <0, alors
n (X, -z*) £, Z,

ot Z est une variable aléatoire finie p.s.

Pour une référence précise, on pourra consulter le Theorem 2.2.12 page 52 du livre de

Duflo [25].

Efficacité asymptotique

Il est possible, via une petite modification de (1.3.2), de construire un estimateur asymp-
totiquement efficace X,, de z*. Plus précisément, il suffit de remplacer 7, = 1/n dans
(1.3.2) par v, = —H 1/n ot H! est I'inverse de la différentielle H de ¢ en x*. Dans le
cas uni-dimensionnel, Fabian [25] a alors établi que X, est un estimateur asymptotique
efficace de . Dans le cas multi-dimensionnel, c’est encore le cas et on a plus précisément
le théoréme central limite suivant

S(X - 27) AN(O,H-lc(H-l)T), (1.3.9)

ot H™1C (H _1)T est la matrice de covariance asymptotique optimale. Cependant, il se
peut que H soit inconnue et donc qu’on ne puisse pas considérer le pas -, fournissant un
estimateur asymptotiquement efficace. Pour palier ce probleme, Ruppert [59] et Polyak [54]
ont proposé un algorithme de moyennisation. Plus précisément, 1’algorithme moyennisé de
Robbins-Monro consiste a faire la moyenne des X, définis par (1.3.2) a chaque étape de
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'algorithme. Formellement, on construit la suite X,, en considérant Xy = X et pour tout
n>1,

Xp==> X (1.3.10)

et X, est un estimateur asymptotiquement efficace de x* pour un pas 7, = 1/n®, avec
1/2 < a < 1. On trouvera dans le papier de Pelletier [53] les résultats de convergence
presque sures, loi du log-itéré et loi forte quadratique, pour I’algorithme (1.3.10).

1.3.4 Convergence quadratique et bornes

Outre la convergence presque siire et la normalité asymptotique, il est possible d’établir
la convergence en moyenne quadratique de I’algorithme de Robbins-Monro. Pour cela, on
considere l'algorithme défini par (1.3.2) et on pose, pour tout n >0,

by = E[||Xn - 2*|7]. (1.3.11)

Le premier a s’étre intéressé a ce probleme est Kallianpur [38]. Le résultat suivant donne
une borne pour la convergence en moyenne quadratique sous une hypothese de minoration
de la différentielle de ¢.

Théoréme 1.3.5 Supposons (RMi_5). De plus, supposons que ¢ soit differentiable et
vérifie, pour tout x € R% et pour tout y € R, Uinégalité d’attractivité uniforme,

2" Do(y)z < -A|z|?

avec A > 0. Alors, pour tout n>1, on a

n—1 ,72
b < B (||X0 P enS —’f) (13.12)
k=0 B
o
n—1
Bn—l = H (1 - 2>‘7k + /KYI%) )
k=0

W €étant la constante donnée dans (RMy).

On pourra également consulter le travail récent de Frikha et Menozzi [29] dans lequel ils
établissent des inégalités de concentration pour les algorithmes stochastiques, le résultat
pour Robbins-Monro étant le Théoreme 2.2 du papier.
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1.3.5 Un exemple d’application

Un premier exemple d’application de I’algorithme de Robbins-Monro est la recherche de
quantiles d’une fonction de répartition inconnue. En effet, soit Z une variable aléatoire
réelle de fonction de répartition F' inconnue. Pour 0 < o < 1, on définit le quantile d’ordre
a de Z comme le plus petit réel z, satisfaisant

F(zq) =P(Z < z4) = .

Par définition, F' est croissante, continue a droite avec limite a gauche. Afin de garantir
I'unicité de z,, on suppose que I’ est continue et strictement croissante. Ainsi F' vérifie
(RM;) et pour tout z € R avec z # zq,

(z-24) (F(2)-a)>0.

De plus, on suppose qu’on dispose d’une suite de variables aléatoires (Z, ), indépendantes
et de méme loi que Z. Alors, pour estimer z,, on définit I’algorithme de Robbins-Monro
par Xg € R et, pour tout n >0,

Xpe1 = Xn = Y (Tpe1 - @) (1.3.13)

ou

Tn+l = I{ZnJrISXn}' (1314)

Les hypotheses (RMs3) et (RMy) sont facilement vérifiées pour la suite (7},) définie par
(1.3.14). Nous prenons ’exemple d’une variable aléatoire Z de loi exponentielle de para-
metre A > 0 et nous allons notamment voir I'influence de la croissance de F' et du choix du
pas 7y, sur la convergence numérique de I’algorithme. La fonction de répartition de Z est
définie, pour tout x € R, par

Fy(x) = (1 -exp(=Az)) Leso.

On a tracé sur la Figure 1.1 les fonctions de répartition pour les parametres A; = 0.5,
Ao =1, A3 =3 et Ay =10. Pour 0 < & < 1, un calcul simple entraine que

(1.3.15)

. :—w. (1.3.16)
Par exemple, pour « = 1/2, z, correspond a la médiane de Z et dans ce cas
log(2
21 = gA( ) (1.3.17)

Influence de la croissance de F)

On a lancé I'algorithme de Robbins-Monro pour un pas 7, = 1/n, pour différentes valeurs
de n et différentes valeurs du niveau a. On a répertorié dans le tableau ci-dessous les
résultats obtenus pour la valeur absolue de la différence entre X, et z,.

A1=0.5|1n=200 | n=1000 | n=5000 A2=1 |n=200| n=1000 | n=>5000
a=0.1 | 0.0894 0.0056 0.0088 a=0.1]| 0.0353 0.0229 0.0039
a=0.5 | 0.3892 0.0452 0.1253 a=0.5]| 0.0507 0.0358 0.0099
a=0.9 | 1.8367 1.6953 1.6676 a=09| 03193 0.1929 0.4892
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FIGURE 1.1 — Fonction de répartition de la loi exponentielle

A3=3 |n=200 | n=1000 | n=5000 A =10 | n=200 | n=1000 | n=5000
a=0.1| 0.1260 0.0049 0.0032 a=0.1| 0.0044 0.0197 0.0015
a=0.5| 0.0511 0.0138 0.0033 a=0.5 | 0.0100 107° 0.0005
a=0.9| 0.1015 0.1775 0.0198 a=09 0.0031 0.0018 0.0035

Il v a essentiellement deux choses a noter au regard de ces résultats numériques. La pre-
miere est que plus le parameétre A est grand, meilleure est ’estimation de z,. La deuxiéme
est que plus le niveau « est grand, moins ’algorithme de Robbins-Monro est performant.
Cela signifie que 'estimation de z, par 'algorithme de Robbins-Monro est meilleure quand
la croissance de la fonction F) est forte et quand la valeur & estimer se trouve & un endroit
ou F) est fortement croissante. Ainsi, pour des fonctions & croissance lente, I’algorithme
va mettre du temps a converger vers une valeur convenable.

Influence du choix de v,

Pour palier ce probleme, on peut faire varier le pas v,. Jusqu’a présent, nous avons consi-
déré un pas v, = 1/n ou v, = 1/n® avec 1/2 < a < 1 qui sont les choix naturels pour vérifier
I'hypothese (RMs5). Néanmoins, comme nous allons le voir dans le tableau suivant, le
choix du pas a une véritable influence sur la convergence numérique de X,, vers z,. Aussi,
nous avons choisi trois types de pas vérifiant (RMs) qui sont 4, = 1/n, 4, = 1/n%* et
Yn = 1/711'1/2 et nous nous sommes placés dans le cas A\ = 0.5 et a = 0.9 qui mettait
le plus en difficulté I’algorithme de Robbins-Monro. Pour chaque ~,, on a lancé 100 fois
I’algorithme de Robbins-Monro et on a fait la moyenne des valeurs obtenues, afin que le
résultat soit plus robuste. On a alors répertorié dans le tableau ci-dessous les résultats
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obtenus pour la valeur absolue de la différence entre X,, et z, pour chaque choix de pas.

n =200 [ n=1000 [ n = 5000
Ym=1/n | 2.0182 | 1.0806 | 0.2314

Y =1/n%% | 1.8082 | 0.9472 | 0.3080

Y =1/nt2 ] 13014 | 0.2860 | 0.0275

Il est donc clair au vu des résultats numériques que le meilleur pas pour ces simulations
est v, = 1/n1'1/ 2 et que les différences de convergence entre les algorithmes dépendent
fortement du pas choisi. D’'une maniere plus générale, le choix du pas se fait en ajustant

les valeurs ¢, d et a pour
c

" Ty

Pour conclure, nous avons illustré ci-dessous la normalité asymptotique de v/n (X, — z*)
pour le choix de A3 = 3.

(1.3.18)

FI1GURE 1.2 — Illustration de la normalité asymptotique pour A3 =3

1.3.6 Projection

Dans plusieurs situations, on sait que le parameétre x* est situé a 'intérieur d’un convexe
fermé K de R%. Dans ce cas, on aimerait assurer que la suite (X,) définie par I'algorithme
de Robbins-Monro (1.3.2) appartienne bien & K. Pour cela, on peut considérer une version
projetée de l'algorithme (1.3.2). Plus précisément, on définit une nouvelle suite (X,,) par
Xo € K et pour tout n >0,

Xn+1 =TK (Xn+'yn (Tn+1 —a)), (1.3.19)

ou mx est la projection euclidienne sur K.

Propriétés presque sires

Pour tout n > 0, X, appartient bien & K, et si (X,,) converge, alors (X,,) va converger vers
un élément de K puisque K est fermé. Le résultat suivant assure la convergence presque
sture de X, vers z*. On pourra le trouver sous une forme générale dans le livre de Kushner
et Yin [10] page 127.
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Théoréme 1.3.6 Supposons (RM_5). Alors la suite (X,) définie par (1.3.19) converge
presque strement vers x*.

De plus, comme pour ’algorithme standard de Robbins-Monro, on peut préciser des vi-
tesses de convergence presque sure pour la version projetée. Elles se déduisent tres fa-
cilement des résultats précédents, en utilisant le fait que le nombre de fois que X, +
Yn (Tn+1 — ) sort de K est fini presque stirement. Les Théorémes 1.3.2 et 1.3.3 sont alors
valables pour la suite projetée.

Convergence en loi

Alors que le comportement presque stir de la suite projetée (X,,) définie par (1.3.19) se
déduit facilement de celui de 'algorithme standard de Robbins-Monro, il est un peu plus
délicat de déduire du théoreme central limite 1.3.4 un résultat équivalent pour I'algorithme
projeté. En effet, il pourrait étre tentant de dire que comme X,, converge presque stirement
vers &, alors « a partir d’un certain rang », l'algorithme projeté a le méme comportement
en loi que 'algorithme non projeté. Le probleme majeur est que le nombre de fois que
X + Y (The1 — @) sort de K n’est pas borné mais seulement fini presque stirement et
c’est & cause de cela qu’on ne peut pas déduire immédiatement des résultats relatifs a la
convergence en loi pour 'algorithme projeté de Robbins-Monro a partir de résultats sur
I’algorithme de Robbins Monro standard. En particulier, le point central a vérifier pour la
suite projetée est la tension de la suite (W,,) définie, pour tout n > 0, par

W, = Xn =T (1.3.20)

Vn

On rappelle que (W,,) soit tendue, si pour tout € > 0, il existe un compact A de R? telle
que
sup P(W,, € A°) <e.

n>0
On a alors le résultat suivant qui est une version simplifiée du Théoreme 2.1 page 330 du
livre de Kushner et Yin [410].

Théoréme 1.3.7 Supposons (RMi_g) et que la suite (W,,) soit tendue. Si de plus, la
matrice H + %Id est une matrice de Hurwitz, alors on a le théoréme central limite

(X —27) Lo N (0.5 har) (1.3.21)

ot Xgpr est donnée par (1.3.5).

On pourra trouver dans le livre de Kushner et Yin [10] des conditions sur la suite (73,)
qui assurent la tension de la suite (W,,), notamment dans le Théoreme 4.1 page 341.

Remarque 1.3.4 Pour l’algorithme projeté que nous avons présenté, l'hypothése (RMs)
peut étre affaiblie. En effet, il suffit de supposer que (RMs) est vérifiée seulement sur le
conveze fermé K de RY, ¢’est-a-dire qu’il suffit de supposer que pour tout x + x* et x € K,

(z—2*)"(¢(2) —a) <0.

Tous les théoréemes présentés précedemment restent alors valables sous cette hypothese.
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1.4 L’algorithme de Kiefer-Wolfowitz

On s’intéresse maintenant au deuxieme probleme évoqué au début du chapitre qui est la
recherche de x*, pour une fonction inconnue ¢, défini par

x* = arg max ¢(x). (1.4.1)
zeRd

Comme dans le cas de I'algorithme de Robbins-Monro, commencgons par une heuristique
de lalgorithme. Soit ¢ une fonction qui va de R dans R. Si ¢ est dérivable, alors par
définition de z*, on a ¢'(z*) = 0. On sait alors que si on dispose d’observations T;,;1 telle
que E[T),41]F,] = ¢'(X,), lalgorithme de Robbins-Monro défini par X € R et pour tout
n 20,

Xni1 = Xo + T
va converger p.s. vers x* sous de bonnes hypotheéses sur ¢. Néanmoins, il se peut que
nous n’ayons que des observations T),;1; nous permettant d’approcher ¢ et non ¢’. On a
alors recours a l'algorithme de Kiefer-Wolfowitz. L’idée est que méme si on ne peut pas
approcher directement ¢’, on peut quand méme approcher la dérivée par différentiation
de ¢ qui sera une bonne approximation de ¢’. En particulier, la suite d’observations T}, ;1
définie par

+ _

T _ In+l T Tn+1

n+l = — 5
2¢y,

ou les suites (77, ) et (T,,,) sont telles que

E [T Fn] = ¢(Xn +cn) p.s.
E [T72+1|fn:| = ¢(Xn - Cn) p-s.

avec (c¢,) une suite déterministe & préciser, est une bonne approximation de ¢'. L’algo-
rithme de Kiefer-Wolfowitz est donc de la forme
n

Xps1 =X, + T (T1 = Thi1) -
2¢y,

Dans la suite de cette section, on considere dorénavant que ¢ est une fonction qui va de
R? dans R.

1.4.1 Hypotheses

Nous allons étudier Ialgorithme de Kiefer-Wolfowitz défini par X € R? et pour tout n > 0,
n

B _
Xns1 =Xy + _n( 1:+1_T 1) (1.4.2)
2¢y,

On note F, la g-algebre des évenements s’étant produits avant l'instant n,

Fn=0(Xo, Iy T+, Xp-1, T T).
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Afin d’établir la convergence de cet algorithme, en notant e; est le j-eme vecteur de la
base canonique de R?, nous faisons les hypotheses suivantes.

Sur la fonction ¢ :

(KW1) ¢ est deux fois continiment différentiable et strictement concave,
(KW3) Il existe C; > 0 telle que pour tout z € RY, ||D?¢(z)|| < C1(1 +||z|]).

Sur les vecteurs d’observations T, ; et T, :
(KW3) Vn >0, et pour tout 1 <j<d,

E[T, | Fn] =6 (Xn+enej) et E[T,,4]F] =6 (Xn—cnej)  pes.

n+1,j

(KWy) 11 existe Cy > 0 telle que pour tout n > 0,

E[[|T5 A P Fa] < Co (L+ | X —2*|?) et E[[|T |21 Fn] < Co (L +]1 X0 —2*|?)  pes.

n n

Sur les suites (7,,) et (¢,) décroissantes vers 0 :

+00o +00 +oo .2
(KWs) Z%l:"LOO’ 27n0n<+00 et Zz—g<+oo,
n=0 n=0 n=0 *n

L’hypothese (KW7) garantit l'unicité de z* alors que I'hypothese (KW3) impose un
controle de la hessienne de ¢. L’hypotheése (KW7) peut étre remplacée par une hypo-
these locale. En effet, on peut supposer que z* est 'unique maximum de ¢ et imposer
la stricte concavité de ¢ seulement au voisinage de z* et non sur R? tout entier. Pour
ce type d’hypotheése, on pourra par exemple consulter le livre de Hall et Heyde [33] page
238. Les hypotheses (KW3) et (KWy), semblables a (RMs) et (RMy), sont essentielles.
L’hypothese (KW3) permet de dire que la quantité

+ —
n+l — Tn+1

2¢c,

est un estimateur asymptotiquement non biaisé de la dérivée par différentiation de ¢ alors
que I'hypothese (KW,) impose que le moment conditionnel de |77, ][ et de ||T},,4]|* soit
a croissance polynomiale de degré au plus 2.

1.4.2 Propriétés presque sires de P’algorithme

Comme pour 'algorithme de Robbins-Monro, dans le papier original de Kiefer et Wolfo-
witz [39], les auteurs montrent la convergence en probabilité dans le cas unidimensionnel.
Depuis, le cas multidimensionnel de ’algorithme de Kiefer-Wolfowitz ainsi que ses pro-
priétés presque sires ont été étudiés par les mémes auteurs que pour Robbins-Monro ([7],
[51]). Le théoréme suivant assure la convergence presque stre de X,, vers z*. On pourra
en trouver une démonstration dans le livre de Duflo [23] page 31.

Théoréme 1.4.1 Sous les hypothéses (KW1_5), la suite (X,,) définie par (1.4.2) converge
presque stirement vers x*.
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Comme pour l'algorithme de Robbins-Monro, une loi du log-itéré ainsi qu’une loi forte
quadratique existent pour I’algorithme de Kiefer-Wolfowitz. Pour ce faire, on a besoin de
rajouter des hypotheses de moments un peu plus fortes sur les suites d’observations (7,7, )
et (T,,,1). Pour cela, pour tout n >0, on note A1 = A} ;- A, ol pour tout 1 <j<p,
Al =Thy— O(Xn +cnej) et Apyy =T, ; — d(Xn —cnej) et on fait des hypotheses

semblables & (RMs), (RM7) et (RMg).

(KWg) ¢ est trois fois continiiment différentiable.
(KW7) 1l existe une matrice C' symétrique semi-définie positive telle que

lim E[Apq AL |F] =C ps.

n—+oo

(KWg) 1l existe a > 2 tel que
sup E[||Ans1]|*Fn] < +00 p.s.
n>0

On note H la matrice hessienne de ¢ en x* et on suppose que 7, = 1/n et ¢, = 1/n" avec
0<vy<1/2.

Théoréme 1.4.2 Supposons (KW1i_g). Si de plus, la matrice H + (% —'y) 1; est une ma-
trice de Hurwitz, alors pour tout v € RP tel v est un vecteur propre de H', on a la loi du
log-itéré

1-2v 1/2 1-2v 1/2
limsup(n—) v (X, - z*) —liminf(n—) v (X, - x*)

nooo \ 2log(log(n)) n—-co \ 2log (log (n))
= (UTZKWU)1/2 p.s. (1.4.3)
En particulier,
1 n X 2<Te (PTSgwP 44
] S - -, << n - * S . . ].a .
lgiboljp(Qlog(log(n)))” el r( KW ) p-5 ( )

ou P est la matrice orthogonale dont les colonnes sont les vecteurs propres de H' et ¥y
est donnée par

Srw = ifom exp (t(H+ (% —’y) Id))Cexp (t (HT ; (% —'y) Id))dt. (1.4.5)

Théoréme 1.4.3 Supposons (KWi_g). Si de plus, la matrice H + (% —7) I, est une ma-
trice de Hurwitz, alors on a la loi forte quadratique

n
lim S (X -2 ) (X - 2)T = Spew p.s. (1.4.6)
n—eo log(n) 42
Remarque 1.4.1 En principe, les constantes v, et ¢, peuvent étre choisies afin d’obtenir
une vitesse de convergence optimale en un certain sens. On peut notamment consulter le
travail de Sacks [00] sur le sujet. Cependant, pour simplifier les choses, nous ne rentrerons
pas dans les détails de ces choiz.
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1.4.3 Convergence en loi

Afin d’établir la normalité asymptotique de X, on note

3 3 T
V(z") = (51¢(5U*)7“',8d¢(95*)) .
Sous les hypotheses précédentes, on a alors un théoreme central limite, voir par exemple

[52].

Théoréme 1.4.4 Supposons (KWi_g). Si de plus, la matrice H + (% - fy) I; est une ma-
trice de Hurwitz, alors on a le théoréme central limite

n* (X, - z*) £, /\/((H + (% - 7) Id)_l V(x*),zKW) (1.4.7)

ot Xiw est donnée par (1.4.5).

Remarque 1.4.2 Dans le cas unidimensionnel, on peut voir dans le livre de Hall et Heyde
[75] page 242 que la moyenne donnée dans le théoréme central limite (1.4.7) est nulle. Ceci
est du au fait qu’ils font ’hypothése que pour tout co > 0, il existe K1 >0 et Ko >0 telles
que pour tout 0 < ¢ < cg et pour tout x tel que |x — x| < ¢, alors

g(z+c)-¢(z-c)
2c

Kl(:v—x*)2é(x—:p*)( )SK2($—IE*)2.

Cette hypothése implique que ¢ est symétrique dans un voisinage de x* et plus précisément
que pour tout ¢ < co, p(x* +¢) = p(x* —c¢). Ainsi, la fonction ¢ est impaire et V (z*) = 0.

1.4.4 Projection

Exactement comme pour 'algorithme de Robbins-Monro, on peut considérer une version
projetée de 'algorithme (1.4.2) dans le cas ou l'on sait que l'argument maximal z* est
situé & Pintérieur d’un convexe fermé K de RY. Plus précisément, on définit une nouvelle
suite (X,) par Xy € K et pour tout n >0,

Xn+1 =Tk (Xn + Jn. ( »,-;_1 - T’r;—l)) s (148)
2¢y,
ou mx est la projection euclidienne sur K.

Propriétés presque siures

On pourra trouver sous une forme générale, dans le livre de Kushner et Yin [10] page 143,
le résultat suivant.

Théoréme 1.4.5 Supposons (KWi_5). Alors, la suite (X,,) définie par (1.4.8) converge
presque stirement vers x*.

De plus, on peut préciser des vitesses de convergence presque stre pour la version projetée

puisque le nombre de fois que 277’:1 (T,r.1—-T,,,) sort de K est fini presque surement. Les

Théoremes 1.4.2 et 1.4.3 sont alors valables pour la suite projetée.
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Convergence en loi

Pour les raisons que nous avons détaillées a la section 1.3.6, afin d’obtenir un résultat
de convergence en loi pour 'algorithme projeté (1.4.8) pour le choix de pas 7, = 1/n et
¢n =1/n", on a besoin de vérifier la tension de la suite (W);,) définie, pour tout n > 0, par
X, -z

W=

(1.4.9)
Plus précisément, on a alors le résultat suivant qui est une version simplifiée du Théoreme
3.1 page 334-335 du livre de Kushner et Yin [10].

Théoréme 1.4.6 Supposons (KWi_g) et que la suite (W,,) est tendue. Si de plus, la

matrice H + (% - 'y) 1; est une matrice de Hurwitz, alors on a le théoréme central limite

nt? (X, - 2¥) £, N((H + (% - ’y) Id)l V(x*),EKW) (1.4.10)

ot Yw est donnée par (1.4.5).

1.5 Un cadre non martingale

Revenons au cas général des algorithmes stochastiques satisfaisant la relation (1.1.2)
Xn+1 = Xn + ’Yn(ID (Xn75n+1) .

Comme nous I’avons vu, le cas ol la suite (e,,) est constituée de vecteurs aléatoires indépen-
dants et de méme loi est le cadre de I'algorithme de Robbins-Monro étudié précédemment.
Pour cet algorithme, on peut alors écrire

Xn+1 = Xn + In ((I) (Xn7€n+1) - ¢(Xn)) + 7n¢(Xn)

et dp+1 = D (Xpn,en41) — 0(X,) correspond & un accroissement de martingale. Cette pro-
priété facilite bien les choses et on peut notamment utiliser les nombreux théorémes de
convergence de martingales pour déduire des résultats de convergence pour l’algorithme.
Cependant, il peut exister des cas ou la suite (g,) n’est pas constituée de vecteurs aléa-
toires, indépendants et de méme loi et donc ou la théorie des martingales ne s’applique
pas directement. Nous présentons dans un premier temps le cas ou la suite (¢,) admet
une dépendance markovienne, puis nous présentons brievement la méthode de 'ODE qui
est une méthode générale pour I’étude des algorithmes de la forme (1.1.2).

1.5.1 Innovations markoviennes

On se place ici dans le cas ou la suite ¢, posséde une dépendance markovienne. Plus
n
précisément, on suppose que les variables ¢, vérifient la relation

IED(5n+1 € B‘fn) = HXn (5an) s

ou pour chaque x, la probabilité de transition I, admet une unique mesure de probabilité
invariante I',.. De plus, on note

¢(2) =Er.[0(@)] = [ (ay)T.(dy).
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Nous pouvons noter ici I’analogie avec le cadre de I'algorithme de Robbins-Monro ot la
fonction ¢ vérifiait ¢ (z) = E[®(x,e)]. Alors, on peut écrire

Xn+1 = Xn + 7n¢ (Xn) + Yn ((I)(Xnag’rwl) - ¢ (Xn)) )

et Ops1 = D (Xn,ens1) — @(X,) n'est plus un accroissement de martingale. En revanche,
I’équation de Poisson

(I)(Xnagnﬂ) -9 (Xn) = U(Xn7€n+1) - HXnU(XnagnJrl)

aussi égale a

O(Xnnr) = [ Oy, (dy) = 0(Xnenen) = [ 0K, (2 )

admet une solution v si ® vérifie une hypothese de type mélange-Lipchitz que nous ne
détaillons pas ici. Pour plus de détails, on pourra consulter le livre de Duflo [23] page 200.
De plus, cette solution s’écrit
+o00 i
o(Xnznt) = 3 (P8 (Xaenn) = [ S(Xo)x, (@)
k=0

On peut alors écrire la décomposition

Xn+1 X+ 'ans (Xn) + Yn (U(Xn75n+1) - HXnU(Xn75n+1))

Xn + 70 (Xn) +7n (5n+1 + r,ll + ri)

ou

On+1 U(Xn,€n+1) - HXTL’U(XmEn),
r,ll IIx, v(Xn.en) - x, ,v(Xn-1,En),
721 HXn,lv(anlygn) - HXHU(XnagnH)-

T

On peut alors remarquer que 9,41 est un accroissement de martingale. Par rapport a
I’algorithme de Robbins-Monro, on est en présence de deux termes de reste en plus a

étudier qui sont 7l et r2. On renvoie au livre de Benveniste, Métivier et Priouret [2] &
partir de la page 220 pour une étude précise de cet algorithme. Une introduction a cet
algorithme se trouve également dans le livre de Duflo [24] page 131.

1.5.2 Meéthode de I’équation différentielle ordinaire

Une fagon générale d’étudier le comportement asymptotique de l'algorithme (1.1.2)
Xpi1 =X +7,® (Xna5n+1)

est de le comparer a celui de I’équation différentielle

dr -
i H(x) (1.5.1)
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H(z) = nI—IHIOOE [P(x,en)]-

Cette méthode, appelée méthode de 1’équation différentielle ordinaire (en anglais, ordinary
differential equation, abrégé en ODE) a été introduite par Ljung [17] et Kushner Clark [11]
et a été ensuite largement étudiée. Les livres de Kushner et Clark [11] et de Benveniste,
Métivier et Priouret [2] sont d’excellentes références sur le sujet. Sans rentrer dans les
détails de la méthode, I'idée principale est de décrire le comportement asymptotique de
l’algorithme en fonction de celui de I’équation différentielle (1.5.1). Pour les algorithmes
stochastiques a pas 7, décroissant, le comportement de 1’équation différentielle (1.5.1) est
relié a celui de 'algorithme (1.1.2) de la fagon suivante : si z* est un équilibre stable de
(1.5.1) (c’est a dire que toute trajectoire de I’équation différentielle qui rentre dans un
bassin d’attraction de x* & tg, y reste pour ¢ > tg) et que la suite (X,,) rentre infiniment
souvent dans un compact inclus dans le bassin d’attraction de Iéquilibre z*, alors (X,,)
converge presque surement vers x*. Plus tard, Benaim [1] a décrit le comportement asymp-
totique de I’algorithme (1.1.2) en fonction de celui de I’équation différentielle (1.5.1). On
pourra également consulter le travail de Fort et Pages [20] sur le sujet.



Chapitre 2

Estimation fonctionnelle

Ce chapitre est consacré a la présentation de méthodes d’estimation fonctionnelle et plus
particulierement des méthodes a noyaux. Un excellent livre sur ’estimation non paramé-
trique est le livre d’Alexandre Tsybakov dans sa version francaise [6] ou anglaise [65].

2.1 Introduction

2.1.1 Estimation non paramétrique

Contrairement aux modeles paramétriques, les modeéles non paramétriques sont des mo-
deles dont la structure n’est pas spécifiée a priori mais déterminée a partir des données.
Nous allons nous intéresser a deux types d’estimation non paramétrique qui sont, d’une
part, I’estimation d’une densité de probabilité et, d’autre part, I’estimation d’une fonction
de régression. Précisément, en ce qui concerne l'estimation d’une densité de probabilité,
supposons que 'on dispose d’une suite de variables aléatoires (X)) indépendantes et de
méme loi qui possede une densité inconnue f par rapport a la mesure de Lebesgue sur
R. Si l'on sait a priori que f appartient & une famille paramétrée {fyp(z) : 6 € ©} avec
© c R?% d > 1 ol pour tout t € ©, f; est une fonction connue, alors estimer f est équi-
valent & estimer le parametre #. On est donc dans un cadre d’estimation paramétrique.
En revanche, si f € F ou la classe F n’est pas en bijection avec un sous-ensemble d’un
espace fini-dimensionnel, alors on a affaire & un probleme d’estimation non paramétrique.
Un exemple de classe F est I’ensemble des fonctions de densité de probabilité continues
sur R.

Ensuite, pour 'estimation d’une fonction de régression, supposons que ’on dispose d’une
suite (X,,Y,) de couples aléatoires indépendants liés, via la fonction de lien f,

Yy = £(X,) +n (2.1.1)

ou la suite de variables aléatoires (&,,) est une suite de variables aléatoires indépendantes,
centrées et de méme loi, et ou la fonction de régression f est inconnue. Le probleme de
régression non paramétrique est celui de ’estimation de f lorsque ’on sait que f appartient
a un ensemble non paramétrique infini-dimensionnel F. F peut étre par exemple I’ensemble
des fonctions continues de [0;1] dans R ou encore ’ensemble des fonctions lipschitziennes
de constantes de Lipschitz plus petites que 1. Il existe plusieurs méthodes d’estimation non
paramétrique, les méthodes de splines, les histogrammes, les estimateurs par polynomes

35
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locaux etc. Dans ce chapitre, nous nous focalisons sur 'une d’entre elles, I'estimation par
noyaux.

2.1.2 Noyaux

Un noyau K est une fonction définie sur R et & valeurs dans R* qui est intégrable et vérifie
pour tout z € R, K(x) = K(-x) et

[:o K(x)dx =1.

En particulier, un noyau est une densité de probabilité. En général, la définition d’un noyau
ne nécessite pas d’hypothese de symétrie. Cependant, dans la pratique, c’est quasiment
toujours le choix qui est fait, c’est pourquoi nous faisons cette hypothese. Il est également
assez fréquent de choisir un noyau a support compact. De plus, on peut remarquer que
pour tout h >0, K = %K (E) est encore un noyau. En particulier, cette propriété permet
de choisir une échelle h adaptée aux données. Plusieurs types de noyaux sont couramment
utilisés, notamment le noyau uniforme,

K(z) = %Imgh (2.1.2)
le noyau d’Epanechnikov,
K(zx)= % (1-2*) T, (2.1.3)
ou encore le noyau gaussien,
K(x) = \/12_7rexp(—x2/2). (2.1.4)

On peut également citer le noyau triangle, le noyau circulaire, le noyau quadratique ou
le noyau cubique. La suite du chapitre est consacrée a la présentation des estimateurs
de Parzen-Rosenblatt et de Nadaraya-Watson non-récursifs et récursifs ainsi que leurs
propriétés asymptotiques.

2.2 Estimation d’une densité de probabilité
Dans cette partie, on s’intéresse au premier probleme évoqué en début de chapitre. On

suppose que l'on dispose d’une suite (X,) de variables aléatoires indépendantes et de
méme loi de densité f.

2.2.1 Intuition et construction de ’estimateur

Si on note F' la fonction de répartition associé a f, alors par la loi forte des grands nombres,
Iestimateur F;, défini, pour tout x € R, par

Fo(@) ==Y Tix,cu) (2.2.1)
=1
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converge p.s. vers F((z). De plus, comme F(x) = [*_ f(t)dt, pour tout h > 0 suffisamment
petit, la dérivée par différentiation
F(zx+h)-F(x-h)
2h

est une bonne approximation de f(z). Ainsi, estimateur f,(z) défini, pour tout € R,
par

Fo(z+h)-FE,(z-h)
2h

Fal)

1 »
= _hz {z-h<Xy<z+h}

est un estimateur fortement consistant de f(x). L’estimateur Fn est appelé Pestimateur
de Rosenblatt. On peut le réécrire sous la forme

Fulz) = ih i (X’“ - ) (2.2.2)

ou Ky est le noyau uniforme défini par (2.1.2). Une simple généralisation de I'estimateur
de Rosenblatt est ’estimateur de Parzen-Rosenblatt défini par

Ful) = ih i (X’“ — ) (2.2.3)

ou K est une fonction noyau quelconque. De plus, le parametre h est appelée fenétre de
lissage de I’estimateur. Dans tout ce qui suit, nous allons considérer une fenétre de lissage
h dépendant de n et notée h, et nous supposerons que h, tend vers 0 quand n tend vers
I'infini. Enfin, notons que f,, est une densité de probabilité.

Remarque 2.2.1 L’estimateur de Parzen-Rosenblatt se généralise au cadre multidimen-
stonnel. Tout d’abord, supposons que l’on dispose de n couples de variables aléatoires
(X1,Y1), -, (X,,Yy,) indépendants et de méme loi de densité f(x,y) définie sur R?. Alors,
un estimateur a noyau ﬁ(m,y) de f(z,y), est donné par

- 1 n Xk—x) (Yk—y)
n(ry)=———> K K 2.24
f (x y) nh1h2 kzzzl ! ( h1 2 hg ( )

ou K1 et Ko sont deux noyaux possiblement identiques et hi et ho sont les fenétres de
lissage associces a K1 et Ko. Ensuite, supposons que l’on dispose de n vecteurs aléatoires
de RY, X1, -, X,, indépendants et de méme loi & densité f alors, un estimateur ¢ noyau
f;(aj) de f(z) est donné, pour tout x € R, par

Fu(z) = Z Ky (Xg - ), (2.2.5)

M =1

avec Kp(x) = Hg:lhiiKi (%)



38 CHAPITRE 2. ESTIMATION FONCTIONNELLE

2.2.2 L’estimateur de Parzen-Rosenblatt non-récursif

On commence par s’intéresser a I'estimateur de Parzen-Rosenblatt, défini, pour tout n > 1
et pour tout x € R, par

ﬁ(az):;TnéK(X’;L;x) (2.2.6)

MSE et MISE

Une mesure standard de Defficacité de I’estimateur ﬁL est son erreur quadratique moyenne
(en anglais Mean Square Error abrégée en MSE) définie, pour tout = € R, par

MSE(z) = E[(Fu(2) - £())°]. (2.2.7)

Alors que le MSE est une mesure locale a x fixé, une mesure globale de lefficacité de
Pestimateur f, est son erreur quadratique moyenne intégrée (en anglais Mean Integrated
Square Error abrégée en MISE) définie, par

MISE = f [(F(@) - £())"] de (2.2.8)
L’étude de ces deux quantités se fait en décomposant le MSE en la somme de deux termes
MSE(z) = B%(z) + Vy, () (2.2.9)

otl B, (z) est le biais de 'estimateur f,(x)
Bu(z) =E[fu(z)] - f(2) (2.2.10)

alors que V,,(z) est sa variance

Va(2) =E[(F(2) - E[u(0)])’]. (22.11)

Nous avons alors le résultat suivant pour le MSE. On pourra consulter la Proposition 1.1
page 4 et la Proposition 1.2 page 6 de [65].

Théoreme 2.2.1 Soit f bornée, deux fois dérivable a dérivées bornées. De plus, supposons
que

+00 1 +00
f K%*(z)dx = p? < +o0 et 5 / 22K (z)dx = v* < +oo0.

Alors, pour tout n > 1 et pour tout x € R,
1
Va@) < plflles et Bi(x) <1 |,

En particulier,

MSE(2) < 4[| flloe——

- + Y715 (2.2.12)
Nnhp
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On déduit du résultat précédent qu’il est nécessaire d’avoir nh,, - +o00 quand n — +oo.
Ainsi, la fenétre de lissage sera toujours choisie de tel sorte que

h, — 0 et mnh, — +oo. (2.2.13)

n—>+00 n—+00

De plus, le MISE admet un résultat équivalent, voir par exemple la Proposition 1.4 page
12 et la Proposition 1.5 page 13 de [65].

Théoréme 2.2.2 Supposons que f est deux fois dérivable et que

+00 9
f 1" ()P < +oo.

De plus, supposons que

+00 1 +oo
f K%(z)dx = p® < +00 et 5[ 22K (z)dx = v? < +o0.

Alors, pour tout n > 1 et pour tout xr € R,

+00 1 +o00 +o0o
[ Vo(z)dx < ,uQT et f B%(x) <v* (f |f"(x)|2d1:) hi.
—00 n n —00 —00

En particulier,
2 1 af [ N2 4
MISE < s —— +v f TEOR LS (2.2.14)

nhn

Remarque 2.2.2 Concernant le choixz de la fenétre de lissage hy,, d’apreés les deuz théo-
remes précédents, il est immédiat que

1
sup MSE(z) = O (— + hﬁ)
zeR nhy
et 1
MISE = 0(— +hi).
nhy,

Le minimum par rapport a h,, de l’expression ﬁ +hi est atteint, pour v >0, par
iy =y~ . (2.2.15)
Pour ce choix optimal de fenétre de lissage, on obtient donc

Szlel]g MSE(z) = O (n_4/5)

et
MISE = © (n-4/5) .

Pour conclure cette partie, il existe une autre mesure, stochastique celle-ci, de 'efficacité de
Pestimateur f,,. Elle est appelée erreur quadratique intégrée (en anglais Integrated Square
Error abrégée en ISE). Elle est définie par

ISE = [:o (Ful@) - f(2))’ da. (2.2.16)
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Peter Hall a étudié en profondeur le comportement asymptotique du ISE. Il a notamment
démontré dans [31] ’équivalence asymptotique du ISE et du MISE dans le sens ou

ISE
MISE

tend vers 1 en probabilité quand n tend vers +oo. En particulier, il a établi le développement
asymptotique du ISE suivant.

S G- g o= it [ o (o ent) 22an

TLhn o n

De plus, dans [35], il a établi un théoréme central limite multivarié. Plus précisément, il a
étudié le comportement asymptotique en loi de

d(n) (ISE - MISE)

ot d(n) est une vitesse qui dépend du comportement asymptotique de nhfl+4 quand n tend
vers l'infini. L’idée originale de la preuve est d’utiliser le comportement asymptotique des
U-statistiques.

Inconvénient de 1’estimateur

Le principal probléeme de l'estimateur de Parzen-Rosenblatt défini par (2.2.6) est qu’il ne
s’adapte pas bien au cas ou les variables aléatoires X1, ---, X, nous arrivent de maniere
séquentielle. En effet, supposons que ’on dispose des variables X, -+, X,, a un certain
temps, et qu'un peu plus tard on recoit une (n + 1)-éme variable X, ;1. Pour estimer f,
on aimerait utiliser cette nouvelle observation. Néanmoins, cela impliquerait de calculer
Iestimateur fp,1 en réutilisant toutes les variables, ce qui n’est pas trés pratique. Une
fagon de palier ce probleme est d’utiliser une version récursive de 'estimateur (2.2.6).

2.2.3 L’estimateur de Parzen-Rosenblatt récursif

Convergence
La version récursive de l'estimateur (2.2.6), introduit par Wolverton et Wagner [69], est
définie, pour tout n > 1 et pour tout x € R, par

-~ 1 &1 Xk - J})

r)=—) —K . 2.2.18

Fa@) =2 oK (S (2215)
Le premier & s’étre intéressé aux propriétés de cet estimateur est Yamato [70]. Un peu plus
tard, Deheuvels [19] a établi le résultat de convergence suivant concernant la convergence

presque sire et la normalité asymptotique.

Théoreme 2.2.3 Supposons que f soit dérivable a dérivée bornée. Si la fenétre de lissage
h, est telle que h, =n~% avec 0 < a < 1, alors, pour tout x € R,

dim fu(2) = f(z)  ps.

De plus, pour tout 1/5 < a <1, on a la normalité asymptotique

2
Vit (Fu(@) - £(2)) £>/\/(o,“ f(x)).

1+«




2.3. ESTIMATION D’'UNE FONCTION DE REGRESSION 41

MSE, MISE et ISE

Pour I'estimateur de Parzen-Rosenblatt récursif, nous pouvons établir des résultats équiva-
lents aux Théoremes 2.2.1 et 2 2.2 pour le MSE et MISE, en remplacant dans les équations
(2.2.12) et (2.2.14) la suite ;- par

1 & 1
o

(zéhi)Q'

Pour cet estimateur récursif, il serait également intéressant d’établir un développement
asymptotique du ISE équivalent au résultat de Hall pour I’estimateur non-récursif.

et la suite hi par

2.2.4 L’estimateur de Deheuvels

Il existe d’autres estimateurs a noyau pour estimer une densité de probabilité. On peut

notamment citer 'estimateur de Deheuvels [17] qui est défini, pour tout n > 1 et pour tout
xR, par
« 1 & Xk - Z
Fulz) = — K( )
oll
n
Sp=> hy.
k=1
Deheuvels [18] a montré que son estimateur f,,(z) converge en moyenne quadratique vers

f(x) ainsi que sa convergence presque sire et la normalité asymptotique.

Théoréme 2.2.4 Si f est dérivable a dérivée bornée et que la fenétre h, est choisie telle
que h, =n~% pour 0 < a < 1, alors pour tout x € R,

i fo(x) = f(x) D-S.

De plus si 1/5<a<1, on a
Vb (Ful@) - £(@)) o N (0.2F ().

2.3 Estimation d’une fonction de régression

Dans cette partie, on s’intéresse au deuxieme probleme mentionné au début du chapitre.
On suppose qu’on dispose d'une suite (X,,,Y;,) couples aléatoires indépendants liés par la
relation (2.1.1)

Y, = f(Xn) t+én

ou la suite de variables aléatoires (£,) est une suite de variables aléatoires indépendantes,
centrées et de méme loi, et ol la fonction de régression f est inconnue. On définit alors un
estimateur de f comme une somme pondérée de la suite d’observations (Y7,)

Flx) = kz W ()Y (2.3.1)
=1
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ot les poids W,, (z) dépendent seulement de n, k et = et des variables aléatoires X7, -,
X,, et satisfont, pour tout x € R,

Z Wn,k(x) =1.
k=1

2.3.1 L’estimateur de Nadaraya-Watson non-récursif

On se donne un noyau K et une fenétre de lissage (h,). Comme pour 'estimation d’une
densité de probabilité, on peut construire des estimateurs a noyau pour la régression non
paramétrique. Le plus célebre d’entre eux est I'estimateur f,, de Nadaraya-Watson [49] [68]
défini, pour tout n > 1 et pour tout = € R, par

n Xp—@
_ e Klg(i’;g’“ ST K (22) <0,
Fulz) = D (2.3.2)

0 si X K (42 =0,

L’estimateur de Nadaraya-Watson correspond au choix de
Xp—x
K (%)

S (%2) ()

Wn,k(x) =

dans I’équation (2.3.1). Intuitivement, si on note X une variable aléatoire de méme loi
que (X,,) et Y une variable aléatoire de méme loi que (Y;,) et si on suppose que le couple
(X,Y) admet une densité g(z,y) par rapport & la mesure de Lebesgue sur R2, alors la
densité marginale de X est donnée, pour tout = € R, par g(z) = [ g(z,y)dy > 0. On peut
alors écrire, pour tout x € R tel que g(x) # 0,

_ Jevg(zy)dy _ fayg(z.y)dy

fao) =B =)= endy ~ o)

En remplagant g(z) et g(x,y) par leurs estimateurs respectifs de Parzen-Rosenblatt (2.2.6)
et (2.2.4), on obtient l'estimateur de Nadaraya-Watson défini par (2.3.2).

Consistance et Normalité asymptotique

Afin d’obtenir la convergence presque sire de 'estimateur de Nadaraya-Watson, on utilise
a nouveau la décomposition biais-variance évoquée lors de ’estimation d’une densité de
probabilité. Pour un développement asymptotique du biais et de la variance, on pourra
consulter les travaux de Collomb [14] ainsi que la these Blondin [6]. En ce qui concerne la
normalité aymptotique de 'estimateur de Nadaraya-Watson, la premiere démonstration
est due a Schuster [(1]. On se réfere également aux théoremes 1.3 et 1.4 p. 117-120 de
Nadaraya [50] et au théoréme 4.2.1 p. 99 de Hérdle [36], qui reposent sur d’autres méthodes
de démonstration. On donne ici le théoreme pour une fenétre de lissage hy, = n™%.



2.3. ESTIMATION D’'UNE FONCTION DE REGRESSION 43

Théoréme 2.3.1 Soit 0 < a < 1 et hy, = n™%. On suppose que f est bornée, deuz fois
dérivable a dérivées bornées. De plus, on suppose que X admet une densité g qui est
bornée, deux fois dérivable a dérivées bornées et que le noyau K vérifie

+00 1 +00
/ K*(z)dx = p? <+o00 et §f 22K (z)dx = v* < +oo.

oo [ee]

Si le bruit est de carré intégrable et de variance o® >0, alors pour tout x € R,
lim fn(z) = f(z) p.S.
n—+oo

De plus, si 1/5 < a <1, alors, pour tout x € R tel que g(x) + 0,

2, 2
Vit (Fal) - £(2)) o N (Oﬁ)

2.3.2 L’estimateur de Nadaraya-Watson récursif

Comme dans le cas de 'estimateur de Parzen-Rosenblatt, si les couples (X,,Y,) nous
arrivent séquentiellement, il est préférable d’utiliser une version récursive de ’estimateur
de Nadaraya-Watson (2.3.2). Cet estimateur récursif est défini, pour tout n > 1 et pour
tout x € R, par

1 Xgp-x
i k(v
preve

—_ n X -z
fn(x) = 2= i ( }Ifk )
0 sioYr K

(2.3.3)

Convergence

Le résultat qui suit se trouve dans le livre de Duflo [23].

Théoréme 2.3.2 Soit 0 < a < 1 et hy, = n™%. On suppose que f est bornée, deuz fois
dérivable a dérivées bornées. De plus, on suppose que X admet une densité g qui est
bornée, deux fois dérivable a dérivées bornées et que le noyau vérifie

+00 +oo
/ K*(x)dx = p® < +00 et f 22K (x)dz = v* < +o00.

o0

Si le bruit est de carré intégrable et de variance o >0, alors pour tout x € R,
lim f,(z) = f(x) p.S.
n—+o0o

De plus, si 1/3<a<1 et si (e,) admet un moment d’ordre > 2, alors, pour tout x € R tel
que g(x) # 0,

Vnhy (Fo(z) - f(x £, —JQMQ )
R (- 10) £ (0585 ).
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2.3.3 L’estimateur de Révész

Un autre estimateur récursif de la fonction de régression f est I'estimateur de Révész [55].
Il a été relativement peu utilisé malgré son tres bon comportement asymptotique. On peut
toutefois citer la these de Slaoui et la récente contribution de Mokkadem et al. [18] sur le
sujet. Cet estimateur est défini, pour tout x € R et pour tout n > 1, par

< < 1 x—-X <
Fule) = Fur(@) + =K (570 (Y= Faa (@),
nhy, hn,
Révész [55] a étudié les propriétés asymptotiques de cet estimateur pour une fenétre h,, =

n~%. Le résultat est le suivant.

Théoréme 2.3.3 Pour tout 1/2 < a <1 et pour tout x € R tel que 2g(z) >1 -, on a
lim f,(z) = f(2) p.s.
n—>+oo

et

T - pan) £ M)



Deuxieme partie

Estimation semi-paramétrique
pour des modeles de déformation
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Chapitre 3

Présentation des modeles de
déformation

3.1 Les modeles que nous étudions

Un grand nombre de phénomeénes naturels se répetent de maniere périodique. On peut par
exemple penser aux cycles annuels de température en météorologie, a I'astronomie avec
les fameux cycles de 11 ans de l'activité solaire géomagnétique, a la médecine et le rythme
cardiaque humain mesuré par les signaux électrocardiogrammes (ECG) ou encore aux
signaux électroencéphalogrammes (EEG). L’analyse statistique de données périodiques
est donc tres importante pour élaborer des modeles satisfaisants de telles situations. Les
modeles de déformation de forme commune périodique (Shape Invariant Models en anglais,
abrégé en SIM) introduits par Lawton, Sylvestre et Maggio [12] sont parmi les modeles
les mieux adaptés pour modéliser ce type de phénomenes. Ces modeles sont définis, pour
tout n >0, par

Y, =h(X,)+en (3.1.1)

ou les variables (X,,) sont des temps d’observations connus et les variables (Y;,) sont les
observations alors que les variables (e,,) sont des erreurs aléatoires inconnues. La fonction
h est périodique et s’écrit sous la forme

h(z)=m+ iakf(m—ﬁk)
k=1

ou f est la forme commune inconnue du modele, m est la moyenne globale inconuue,
tandis que 0 = (61,...,6,) et a = (ai,...,ap) sont des parametres de translation et d’échelle
inconnus.
Dans cette partie, nous allons tout d’abord étudier le modele o p =1, m=0et a =1
défini, pour tout n >0, par

Y,=f(Xn-0)+e, (3.1.2)

ou (X,) et (&,) sont deux suites indépendantes de variables aléatoires indépendantes et
de méme loi. Puis, nous étudierons le modeéle plus général, défini, pour tout 1 <i < n et
pour tout 1 <j <p, par

Yij=a;f(Xi-0;)+vj+ei. (3.1.3)

47
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Enfin, nous nous intéresserons a un modele de déformation de variables aléatoires défini,
pour tout n >0, par

X, = 09 (e2) . (3.1.4)

Le premier modele (3.1.2) a notamment été étudié par Tsybakov et al. [16] pour un bruit
gaussien. Gamboa et al. [30] puis Vimond [66] se sont quant a eux intéressés au second
modele (3.1.3). Ici, on suppose que tous les parametres des modéles sont déterministes.
Le cas de parametres aléatoires a été étudié par Trigano et al. [03] ou encore par Castillo
et Loubes [10]. Le troisitme modele (3.1.4) de déformation de variables aléatoires a été
récemment étudié dans [16]. Alors que Iestimation dans ces modeles est tres souvent faite
en calculant la vraisemblance du modele quand le bruit est gaussien, ou bien en faisant
des approximations de type Fourier pour les fonctions de lien, ’objectif de cette theése est
de proposer des algorithmes stochastiques récursifs pour I'estimation des parametres qui
ne nécessitent pas I’évaluation de la fonction f et qui sont tres faciles & implémenter. De
plus, on s’intéresse dans un second temps a ’estimation de la fonction de lien f.

Une premiere chose cruciale a étudier avant d’effectuer I'estimation des parametres dans
ces modeles est I’étude des contraintes d’identifiabilité. Dans les papiers [66] et [67], il
semblerait que les conditions d’identifiabilité proposées soient insuffisantes, comme nous le
montrerons a la fin de ce chapitre. Il est donc nécessaire de les établir de maniere précise.
C’est ce qu’on se propose de faire dans la suite.

3.2 Conditions d’identifiabilité

Dans cette partie, nous proposons de détailler les conditions d’identifiabilité pour les mo-
deles (3.1.2) et (3.1.3). Pour les deux modeles, on considere une fonction f de période 1,
c’est-a-dire qui vérifie pour tout x € R, f(z+1) = f(x).

3.2.1 Modele Y, = f(X,-0)+¢,

Pour obtenir les conditions d’identifiabilité du modele (3.1.2), on suppose qu’il existe f*
de période 1 et #* € R tels que, pour tout x € R,

flx=0)=f"(x-0%). (3.2.1)
On détaille la détermination de ces contraintes d’identifiabilité dans deux cas : f est paire
et f est quelconque.

1. On suppose ici que f est paire c’est-a-dire qu’elle vérifie pour tout = € R, f(x) =
f(=z). En utilisant la parité de f et de f*, on déduit alors de (3.2.1) que, pour tout
zeR,

f(z) frx+0-0%)
Fr(~z-0+0%)
F(=2—20+26%)

flx+2(6-6%)).

La périodicité de f entraine donc que

2(0-0*) e Z.
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Une premiére condition pour l'identifiabilité du modele (3.1.2) est donc |6 -6 < 1/2.
Si on prend |0] < 1/4, on a donc, dans ce cas, 6 = 8, et immédiatement, pour tout
zeR, f(z) = f*(x). Un jeu de contraintes d’identifiabilité naturelles pour le modele
(3.1.2) est donc

Co = {f paire, de période minimale 1 et |§] < 1/4}. (3.2.2)

2. On suppose ici que f est quelconque et on note fi et gy les deux premiers coefficients
de Fourier de la fonction f

fi= [11//22 f(x)cos(2mx)dr et g1 = [11//22 f(z)sin(2mz)dz.

On déduit alors de (3.2.1) que

1/2
[ f (x=0%)cos(2mx)dx

1/2

1/2
/:1/2 f(x=0)cos(2mx)dx

o f@eosatesods = [ @) cos(anas )

1/2-6 1/2-6%
Puis, en utilisant 1’égalité trigonométrique
cos(2m(x +0)) = cos(2mx) cos(270) — sin(27x) sin(276)
et la 1-périodicité de f, on obtient donc que
cos(27m0) f1 — sin(270) g1 = cos(2w0™) f] — sin(2760") g7 (3.2.3)

De méme,

1/2 1/2
/:1/2 f(x—-0)sin(2rz)dx [1/2 [ (x-0")sin(27x)dx

I <=

cos(2m0) gy + sin(270) f1 cos(2m0™) gy +sin(2w6) f7 . (3.2.4)

On aboutit donc au systeme

cos(2m0) f1 —sin(270) g1 = cos(2w0) f] — sin(276* ) g7, (3.2.5)
cos(2m0) g1 + sin(270) f1 = cos(2w0* ) g7 + sin(2760*) f1. -
Si on impose de connaitre f et g1, alors (3.2.5) devient
cos(270) f1 — sin(270) g1 = cos(270*) f1 — sin(270* ) g1, (3.2.6)
cos(2m0) g1 + sin(270) f1 = cos(2w0* ) g1 + sin(270*) f1. -
Dans ce cas, il s’ensuit que
cos(270) f1g1 — sin(270) g3 = cos(270*) f191 — sin(270*) g3, (3.2.7)
cos(270) f1g1 +sin(2m0) f? = cos(270*) f1g1 + sin(270*) 2. -
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ou

{ cos(27m0) f% — sin(270) f1g1 = cos(270*) f2 - sin(270*) f191, (3.2.8)

cos(270)g? +sin(270) f1g1 = cos(270* ) g3 + sin(270*) f191.
On suppose que soit f1, soit g; est non nul. Le systeme (3.2.7) implique que
sin(270) = sin(270™)
et le systeme (3.2.8) entraine que
cos(2m0) = cos(2w6”).

Ainsi, si |0] < 1/2, on obtient que 6 = 8* et donc pour tout x € R, f(x) = f*(x). De
plus, si f1 et g1 sont tous les deux nuls alors on considere le premier f, ou g, non
nul ol f, ou g, sont définis, pour p > 1, par

fp= [j//zf(x) cos(2mpzr)dxr et g, = fll//jf(l") sin(2mpz)dz.

De la méme maniere, on aboutit aux égalités cos(2pmf) = cos(2pmh*) et sin(2pnd) =
sin(2pmh*). Ainsi, si |0] < 1/2p, il s’ensuit que 6 = 6*. Un jeu de contraintes d’identi-
fiabilité naturelles pour le modele (3.1.2) est donc

C1 = {f de période minimale 1 et il existe p > 1 tel que (3.2.9)
fp et gp sont connus, min(|f,|,|gp|) >0 et |6] < 1/2p}.

3.2.2 Modele }/’i,j = CLjf(XZ' - ‘9]) tv;+&;;
Pour le modeéle plus général, on pose comme jeu de contraintes d’identifiabilité
Co = {f de période minimale 1 et de carré intégrable et (3.2.10)

1/2
[1/2 f@)do =0, 61 =0, a = 1 ot max]t| < 1/4).

Nous allons montrer que sous les conditions Ca, le modele (3.1.3) est identifiable. Pour
cela, on suppose qu’il existe f* de période 1 et un triplet (6%, a*, v*) appartenant a Co
tels que, pour tout 1 < j <p et pour tout = e R,

ajf(z—0;)+vj=a;f (x-0)+v;. (3.2.11)
En passant & l'intégrale, comme /-_11//22 f(x)dz =0 et f_11//22 f*(x)dx = 0, on obtient, pour
tout 1 <5 <p,

Lk
’U]—Uj.

La relation (3.2.11) devient donc pour tout 1 < j < p et pour tout x € R,
ajf(z-0;)=a;f"(x-07). (3.2.12)

De plus, en j=1,60; =0, a; =1 et 6] =0, a] =1, donc pour tout z € R,

f(x) =1 (2).
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Il en découle que pour tout 1< j < p et pour tout x € R,

ajf(x-0;) =aj f(x-0]). (3.2.13)

En passant au carré, en intégrant et en utilisant la périodicité de f et f*, il s’ensuit que

2L = (a2)’ I, (3.2.14)
ou I = [_11//22 f?(z)dz. La fonction f n’étant pas nulle, on a I # 0 et (3.2.14) devient, pour
tout 1 <j<p,

a2 = (a2)?. (3.2.15)
Deux cas sont alors possibles :

1. aj = aj, dans ce cas, de (3.2.13), on a f(x-0;) = f(z-07). Alnsi, f(z) = f(2z+0;-07).
Donc 0; - 07 € Z. Par hypothese, |0; — 07| < 1/2 donc nécessairement 6; - 07 = 0 c’est-
a~dire 0; = 6.

2. aj = —aj # 0, dans ce cas, de (3.2.13), on a f(z - 0;) + f(z - 07) = 0. Ainsi, f(x) =
—f(z+0;-07) = f(x+2(6; -07)). Donc 2(0; - 7) € Z. Par hypothese, |0; - 07| <1/2
donc nécessairement ; — 07 = 0. Ainsi, 0; = 07. D’ott f(z) + f(x) = 0, cest-a-dire
f(z) =0, ce qui est impossible.

3.2.3 Deux contre exemples

Dans cette partie, nous étudions les conditions d’identifiabilité proposées par Vimond [(0]
et Wang et Brown [(67]. Nous montrons que les conditions proposées ne suffisent pas a
garantir I'identifiabilité du modele Y; ; = a; f(X; — 0;) + vj + & ;.

L’article de Vimond

Dans son papier [66], Vimond s’intéresse au modele défini, pour tout 1 <i < n et pour tout
1<j5<p, par
Yij=ajf(ti=0;) +vj+eij

avec les temps d’observation

2(i—1)
f=
n
Nous prenons les notations utilisées dans I'article [66]. La fonction f est supposée de période

27 et continue tandis que la suite (¢; ;) est une suite de variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées selon la loi normale centrée réduite. De plus, on suppose que

(0,a,v) € A=[0,27]" x R” x [~Umax,Vmax]"-

Les contraintes d’identifiabilité proposées par Vimond sont

2
[0 f(x)dz =0 et (0,a,v) € Ag,

ou

p
AO = {(0,(1,’[)) € A’ 01 = Oa Z a? =p, a1 > 0}
7=1
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Ces conditions d’identifiabilité ne sont alors pas suffisantes. En effet, supposons qu’il existe
une fonction f* de période 27 et continue telle que f027r f*(x)dx =0 et (6%, a*, v*) € Ay
tels que, pour tout 1 < j <p et pour tout = € R,

ajf(x—0;5) +vj=aif (x-0)+v;. (3.2.16)

En passant a l'intégrale dans I’égalité (3.2.16), puisque fo% f(x)dzr=0et /027T [ (x)dx =0,
on obtient immédiatement que, pour tout 1< j < p,

v =V,

Ainsi, il découle de ’équation (3.2.16) que

ajf(z-0;)=a;f"(z-07). (3.2.17)
De plus, en j=1,60; =0, 6] =0, a1 >0 et a] >0, donc pour tout z € R,
* a
f(z)= Ef(m). (3.2.18)
1

On déduit alors de (3.2.17) que pour tout x € R,
* al *
ajf(w—ej):ajgf(w—ej). (3.2.19)
1

En passant au carré puis a l'intégrale dans (3.2.19), il s’ensuit que
ar\2
2 *+ U1
a]-IQ = (a] a_if) IQ, (3220)

ou Iy = OQW f?(x)dx. Puisque f n’est pas nulle, on a I # 0 et donc on déduit de (3.2.20)
que
ajz (a¥)® = a? (cﬁ)2 . (3.2.21)

J
Ainsi, en sommant la relation précédente de 1 & p, la condition Y2, a2

=105 =D entraine
immédiatement que

(a})’p=dip, (3.2.22)
d'ot,
(a})? =al. (3.2.23)

Comme a; >0 et af >0, on a donc a; = af. L’équation (3.2.21) mene alors a ’égalité, pour
tout 1 <5 <p,
(3.2.24)

Deux cas sont alors possibles :

1. a; = aj. Dans ce cas, on déduit de (3.2.19) que, pour tout z € R,
f(z-0;)=f(x-07). (3.2.25)
On peut étudier par exemple la fonction
f(x) = cos(x).

Cette fonction est d’intégrale nulle. Si on pose 6 = 0 et 67 = 27, alors I'égalité (3.2.25)
est vraie mais 0; # 9;. Le modele n’est donc pas identifiable.
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2. aj=-aj #0. Dans ce cas, on déduit de (3.2.19) que pour tout x € R,
f(x=0;)+ f(z-67)=0. (3.2.26)

Pour la méme fonction f que précédemment, si on pose, pour tout 1< j <p,

v
0. =% ot 0* =22
ity YT

alors I'égalité (3.2.26) est vraie mais 0; # 67. Le modele n’est donc a nouveau pas
identifiable.

Afin d’assurer l'identifiabilité du modele, on peut supposer en plus des conditions précé-
dentes que, d'une part, pour tout 1 < j <p, a; >0 et 6; € [0,27[, ou, d’autre part, que pour
tout 1 <j <p, 0; € [0,7[. Dans notre cas, le jeu de contraintes d’identifiabilité semblable &
celui de Vimond [66] serait donc

Cs = {f de période minimale 1 et de carré intégrable et (3.2.27)

P
1=0,v1=0,a1>0e j;aj P, {Isljag)]()l il < 1/4}

Remarque 3.2.1 On peut également remarquer que [’égalité (3.2.26) n’a jamais lieu si
on suppose qu’il n'existe pas de T € [0,27] telle que, pour tout z € R,

Fa+r)=f(a).
Ainsi, dans notre cadre, un autre jeu de conditions d’identifiabilité est celui donné par

Ci = {f de période minimale 1 et de carré intégrable, (3.2.28)
et 37 tel que |7| <1 et pour tout z € R, f(z+71)=-f(z),

P
01=0,0v,=0,a;>0 et 2 - 0:]<1/2).
1 , U1 , al € ]Z:;a] b, {Igl]ag}ﬁ ]| /}

En particulier, considérer ce jeu d’hypothéses permet de disposer de l’intervalle le plus large
possible pour 0;. De ce fait, c’est un jeu d’hypotheses tres pratique pour les applications
NUMETLQUES.

L’article de Wang et Brown

Dans leur papier [67], Wang et Brown s’intéressent aussi au modele défini, pour tout
1<4<n et pour tout 1 <j <p, par

Yij=a;f(ti-0;) +vj+eij,

avec les temps d’observation

La fonction f est supposée de période 1 et telle que sup,cro17[f(2)| = 1. De plus, f est
supposée deux fois dérivable, absolument continue et f’ est absolument continue. La suite
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€;,; est un bruit blanc gaussien. Les contraintes d’identifiabilité proposées par Wang et
Brown sont données par

[ r@dr=0. [C(f@) <o, FO)=71) et F0)= 1)
0 0

De plus, il est supposé que pour tout 1 <j<p, a; >0 et 0<60; <1. Ces conditions d’iden-
tifiabilité ne sont alors pas suffisantes. En effet, supposons qu'il existe f* et (6%, a*, v*)
vérifiant les conditions précédentes et tels que pour tout 1 < j < p et pour tout x € R,

ajf(z-0;5)+vj=a;f (x-0;)+v;. (3.2.29)

Comme précédemment, en passant a 'intégrale on obtient immédiatement que, pour tout
L<j<p,

v = ’Uj .
Ainsi, on est ramené a 1’équation, pour tout x € R,

a;f(x-0;) =aj f*(x-05). (3.2.30)
Comme a; >0 et a; >0, on en déduit que
aj|f(z - 0;)] = aj|f (z - 05)]. (3.2.31)

Or, par hypothese, f et f* sont 1-périodiques et vérifient

sup |f(x)[=1 et sup |f*(x)|=1.

2¢[0,1] z€[0,1]

En passant a la borne sup dans 1’égalité (3.2.31), on en déduit immédiatement que, pour
tout 1<j <p,
aj = a;.

Il s’ensuit alors de (3.2.30) que, pour tout = € R,
f(x—=0;)=f"(z-0;). (3.2.32)
On peut étudier par exemple les fonctions f et f* définies, pour tout x € R, par
f(x) =cos(2m(z +6))
et
f*(x) =cos(2m(z +0%)),

avec 0< 0, 0" <1 et 6 0. Les fonctions f et f* vérifient bien les conditions requises. De
plus, si pour tout 1< j <p, 9;» = 6" et 0; = 0, alors I'égalite (3.2.32) est vraie mais f # f*
et 6 # 0*. Le modele n’est donc pas identifiable.

Afin d’assurer l'identifiabilité du modele, on peut supposer que #; = 0. Dans ce cas, en
prenant j = 1 dans (3.2.32), on a alors, pour tout z € R, f(x) = f*(z). Ainsi, pour tout
2<j<p, f(x) = f(z+0;-0;). Cette égalité implique donc que

(6;-6) € Z.
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Et puisque |¢; - 07] < 1, on en déduit alors que ¢; = 07 et le modele est identifiable. Un jeu
de contraintes d’identifiabilité adapté est donc

Cy = {f de période minimale 1, d’intégrale nulle et (3.2.33)
su x)|=1, 01 =0 et mina; >0, max|d;| < 1/2}.
we[OI;)l] |f ()] 1 1<j<p d 1£j$p| il <1/2}

Un autre jeu de contraintes possible pour ce type de modele est aussi

Cs = {f de période minimale 1 et de carré intégrable et (3.2.34)

01=0,v1=0,a;=1et min a, 0, {Isljag};leﬂ 1/2}
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Chapitre 4

Le modele de translation

Ce chapitre est consacré a I’étude du modele de régression semi-paramétrique (3.1.2) défini,
pour tout n >0, par

Yo = f(Xn—6)+en (4.0.1)

ou (X,) et (e,) sont deux suites indépendantes de variables aléatoires indépendantes et
de méme loi. L’objectif de ce travail est d’estimer le parametre de translation 6 et dans
un second temps la fonction de lien f.

4.1 Procédure d’estimation
On fait les hypotheses classiques sur ce type de modele, voir par exemple [10] ou [16].

(H1) Les temps d’observations (X,,) sont indépendants et de méme loi qui admet
une densité de probabilité g, ne s’annulant pas sur son support [-1/2,1/2].
De plus, g est continue, deux fois dérivables, a dérivées bornées.

(H2) La fonction de lien f est symétrique, bornée, périodique de période 1.

Comme nous l'avons vu dans le chapitre précédent, 'identifiabilité du modele (4.0.1) im-
pose de choisir |0] < 1/4. Pour 'estimation de 6, on met en place un algorithme stochastique
de type Robbins-Monro, algorithme qui ne nécessite pas I’évaluation de la fonction de ré-
gression f. Ensuite, on utilise 'estimateur préalable de 6 pour construire un estimateur
récursif a noyau de type Nadaraya-Watson de la fonction f.

4.1.1 Estimation de 6

Afin de construire un algorithme de Robbins-Monro pour I’estimation de #, on a besoin
de trouver une fonction ¢ qui va s’annuler en 8. Plus précisément, soit X une variable
aléatoire de méme loi que la suite (X,,), on considere la fonction ¢ définie, pour tout ¢ € R,
par

sin(2mw(X -t))

6(t) = | 0

f(X—G)]- (4.1.1)

o7
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La périodicité de f entraine alors que

[11//22 sin(2m(x —t)) f(x - 0)dx = [11//22 sin(27(y + 6 - 1)) f(y) dy,

(1)

sin(2w(0 —t)) [ijj cos(27my) f(y) dy + cos(2w(0 - t)) [11//22 sin(27wy) f(y) dy.

Par conséquent, la symétrie de f entraine que

o(t) = fisin(2m (6 -1)) (4.1.2)

ou fi est le premier coefficient de Fourier de f

fi= _/11//22 cos(2mz) f(x) dx.

On suppose fi; # 0. La fonction ¢ est une fonction continue et bornée et vérifie ¢(6) = 0.
De plus, on peut vérifier facilement que, pour tout ¢ € R tel que |t — 6| < 1/2, en particulier
si |t| < 1/4, le produit (¢ - 0)¢(t) est de signe constant. Il est de signe négatif si f1 >0, et
de signe positif si f; < 0. Ainsi, on peut mettre en place un algorithme de Robbins-Monro
pour estimation de 6. Soit K = [-1/4,1/4] et mx la projection sur le compact K definie,
pour tout x € R, par
T si |x|<1/4,
mr(x) =1 1/4 si x>1/4,
-1/4  si z<-1/4.

Soit (;,) une suite positive déterministe, décroissante vers 0 telle que
> Yy = +00 et 342 < +oo. (4.1.3)
n=1 n=1

Dans toute la suite, on choisira pour simplifier v, = 1/n. On propose d’estimer 6 via
I’algorithme de Robbins-Monro projeté

—_

041 = WK(@L + sign(fl)’ymlel) (4.1.4)
ott la valeur initiale Oy € K et la variable aléatoire T},4; est définie par

sin(27(X i1 - 0p)) v

Thi1 = . 4.1.5
n+1 Q(Xn+1) n+1 ( )

Remarque 4.1.1 Si f1 =0, alors on considére le premier entier p > 1, tel que f, #0 ot
fp est défini par

1/2
fp= f1/2 cos(2mpx) f(x) dz.
La fonction ¢ définie par (4.1.2) est alors égale a
() = fpsin(2mp(0 - t)). (4.1.6)

et il faut supposer que |0| < 1/4p et choisir K = [-1/4p,1/4p].
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Remarque 4.1.2 A la vue de (4.1.4), Ualgorithme nécessite la connaissance du signe du
coefficient de Fourier f1 de f. Néanmoins, il est possible de s’en affranchir. Pour ce faire,
on considere les deux algorithmes définis, pour tout n > 1, par

—,

9;+1 = 7TK(@\; + ’Yn+1T1;r+1)'

et
97;+1 = 7TK<91_1 - 'Yn+1T7;+1)'

ou les suites (T,r,1) et (T,,,.,) sont telles que

—

L s (X —03)

= Y,
n+l g(Xn+1) n+1
et .
_ sin(2m(Xp+1-6,))
T = Y.
i g(Xn+1) "

Il est alors possible de montrer que la seule valeur d’adhérence de (6) et de (8, située
a Uintérieur de K est 0, les autres valeurs d’adhérence étant localisées sur les bords du
compact K, soit {-1/4;1/4}. Donc, @; ou 5; converge nécessairement presque strement
vers —=1/4 ou 1/4. Ainsi, 5; ou @; va converger presque stirement vers 0. Pour avoir plus
de détails, on renvoie au Lemme 3 page 403 de 'article de Brandiére et Duflo [9].

L’avantage de l’algorithme (4.1.4) est qu’il ne nécessite pas de connaissance préalable sur
la fonction f. En particulier, f n’a besoin d’aucune hypothése de régularité. De plus, il est
tres facile & mettre en place. A contrario, 'inconvénient de I’algorithme est qu’il nécessite
la connaissance de la densité de probabilité g associée a (X,,). Néanmoins, ce n’est pas tres
génant puisqu’il est souvent fait I'hypothese que la suite (X,,) est une suite de variables
aléatoires indépendantes et de méme loi uniforme sur [-1/2;1/2] et ainsi la fonction de
densité g est alors constante, égale a 1 sur son support.

4.1.2 Estimation de f

Ensuite, nous nous intéressons a l'estimation de la fonction de lien f. Pour ce faire, nous
avons besoin d’ajouter une hypotheése de régularité un peu plus forte sur la fonction f qui
est la suivante.

(H3) La fonction de régression f est une fonction lipschitzienne.

La fonction f étant symétrique, on propose d’estimer f par ’estimateur symétrique récursif
de Nadaraya-Watson défini, pour tout n > 1 et pour tout |z| < 1/2, par

Yot (Wi(z) + Wi(~2)) Vi

S (Wi(z) + Wi(-2)) (4.1.7)

Falz) =

Wate) = s Kty
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La fenétre de lissage (hy,) est choisie égale & h,, = 1/n® avec a € ]0; 1[. De plus, on suppose
que le noyau K est une fonction positive symétrique, bornée a support compact, deux fois
dérivable a dérivées bornées et satisfaisant

[RK(CI;)d:pzl et ‘éK2(x)da:=V2.

4.2 Résultats de convergence paramétrique

Théoréme 4.2.1 Supposons (H1) et (Ha) et que 8] < 1/4. Alors, 8, converge presque
sturement vers 0. De plus, le nombre de fois que la variable aléatoire 0, + sign( f1)Vn+1Tn+1
sort de K est fini presque stirement.

Afin d’établir la normalité asymptotique de la suite (@\n), on a besoin d’introduire une
nouvelle fonction auxiliaire ¢ définie, pour tout ¢ € R, par

sin?(27(X —t))
o) = BT -0+ oY) (42.1)
1/2 sin?(2m(x - t)) 200~ 0) + 02) di
Jop oy @0+ %)
Si 4x|f1] > 1, on note
2 _ e(0)
£2(0) = yrya (4.2.2)

Théoréme 4.2.2 Supposons (H1) et (Ha) et que |0] < 1/4. Si (e,,) a un moment d’ordre
> 2 fini et si 4| f1| > 1, alors on a la normalité asymptotique

i@ - 0) 55 N0, 2(0)). (4.2.3)

Remarque 4.2.1 Il est facile de voir que ¢'(t) = =27 f1cos(27(0 - t)). En particulier,
¢'(0) = -2 f1. D’une part, si le premier coefficient de Fourier f1 de f est connu, il est
possible de modifier lalgorithme (4.1.4) pour obtenir un estimateur o, asymptotiquement
efficace. Plus précisément, si l'on remplace le pas v, = 1/n dans (4.1.4) par v, = v/n avec

1

2n| f1]”

alors, d’aprés Fabian [25], 0,, est un estimateur asymptotiquement efficace de 0

= L ©(0)
Vi@, - 0) = N (o, 127 )- (4.2.4)
D’autre part, si f1 est inconnu, la méme procédure nous permet de construire un estimateur
asymptotiquement efficace 0, de 0 en remplacant f1 par son estimateur naturel

7 " Y, cos(2m (X = Op-1))
1n=—"
n =1 9(Xk)
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Remarque 4.2.2 Dans le cas particulier ou 47| f1| = 1, il est possible de montrer [23] que

n o~ L

— (0, -0 N(0,p(0)).

oz P =) = N (0.6(9)
On peut également établir des résultats asymptotiques si 0 < 4x|fi| < 1. Cependant, dans
toute la suite, on se place sous ’hypothése que 4x|fi| > 1.

Théoréme 4.2.3 Supposons (H1) et (Hz) et que |0 < 1/4. Si (e,) a un moment d’ordre
> 2 fini et si 4w|fi| > 1, alors on a la loi du log-itéré

172 172
nmsup(L) ) —hminf(L) )

n—oo \2loglogn n—oo \2loglogn
= £(0) p.s. (4.2.5)
En particulier,
lim sup (L) @-02=E(0)  ps. (4.2.6)
nooco \2loglogn
De plus, on la loi forte quadratique
. I &7 2 _ 42
lim Y (0 -0)° =£2(9) p.s. (4.2.7)

Remarque 4.2.3 Il est également possible de se passer de I’hypothése de parité sur f.
D’apreés l’étude des conditions d’identifiabilité du Chapitre 3, cela implique alors de sup-
poser connus les coefficients de Fourier fi et g1 de f, donnés par

fi= [11//22 cos(2mx) f(x) dx et g1 = [11//22 sin(2mz) f () d,

et de supposer qu’on a soit fi # 0 soit g1 # 0. On remplace alors la fonction ¢ définie par
(4.1.1), par la fonction

f1E[Sm(2;T((—§)_t))f(X - 9)] - glE[

(ff +g7)sin(2m(6 - 1)).

Le Théoreme 4.2.1 est encore vrai pour l’algorithme de Robbins-Monro projeté

cos(2m(X —1t))
9(X)

(1) F(X-0)],

—_

Oni1 = WK(gn + ’Yn+1Tn+1)

ot la valeur initiale @B € K et ou la variable aléatoire T,,4+1 est définie par
f1sin(2m(Xp41 —/G\n)) g1 cos(2m( X4t —@\n))
Yn+ - Yn+1-
9(Xni1) 9(Xn+1)

Ensuite, afin d’obtenir la normalité asymptotique, on remplace la fonction ¢ définie par
(4.2.1), par la fonction

(fisin(2m(X —t)) - g1 cos(2m(X —1)))?
X (F(X=0)+0™)],

[ (A 0) - greosCr D) ae o
- /o ) (=) +0%) da.

Tn+1 =

w(t) = B
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Les Théoréemes 4.2.2 et 4.2.3 sont alors de nouveau valables dés que 47r(f12 +g%) > 1 avec
_ v (9)
CAn(ffgf) -1

Dans toute la suite, on se place sous l'hypothése de parité de f, cette hypothese ne néces-
sitant aucune connaissance a priori des coefficients de Fourier de f.

&(0)

4.3 Résultats de convergence non paramétrique

Théoréme 4.3.1 Supposons (H1), (Hz2), (Hs) et que |0] < 1/4. Si la suite (£,) a un
moment d’ordre > 2 fini, alors, pour tout x € R tel que |z| < 1/2,

T}l_)nc}o Tu(z) = f(z) p.S. (4.3.1)

On établit aussi la normalité asymptotique de I'estimateur ﬁ(m)

Théoréme 4.3.2 Supposons (H1), (Hz), (Hsz) et que |0] < 1/4. Si la suite (£,) a un
moment fini d’ordre > 2, et que la fenétre de lissage (hy) est telle que hy, = 1/n% avec
a>1/3, alors on a, pour tout x € R tels que |x| < 1/2 et x 0,

o2u?

- c
Vb (Fu(@) - £(2)) = N (0, DI CED) ). (4.3.2)

De plus, si x =0,

- L a’?

Vinha(F(0) = £(0) = N (07757 ) (4.3.3)
Remarque 4.3.1 Si on regarde le théoréme précédent, on constate qu’en faisant x =0
dans l’équation (4.3.2), on obtient une variance 2 fois plus petite que celle obtenue dans
léquation (4.3.3). Ceci s’explique par le fait que nous avons choisi un estimateur ﬁl pair
pour estimer la fonction paire f. Ainsi, si x + 0, l'estimateur de f(x) est également un
estimateur de f(-x), il est donc naturel que la variance asymptotique soit deuz fois plus
petite en x # 0 qu’en x = 0.

4.4 Preuves des résultats paramétriques

4.4.1 Preuve du Théoréme 4.2.1.

Sans perdre de généralité, on suppose que f1 > 0. On note F,, la o-algebre des événements
s’étant produits avant linstant n, F,, = 0(Xo,e0,...,Xn,en). Tout d’abord, calculons les
deux premiers moments conditionnels de la variable T}, définie par (4.1.5). D’apres (4.0.1),
nous avons

sin(2m(Xp41 — @L))Yn+
E[ Q(X;H) : |]:"]’
sin(27(X i1 = 00)) (f (Xps1 = 0) + £041)
9(Xn+1)

E[Tn+1|Fn]

- g 7).
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D’une part, puisque (X,,) est une suite de variables aléatoires de méme loi que X, on a

sin(27r(Xn+1 - a\n))f(Xml -
i 9(Xni1)

ou ¢ est la fonction définie par (4.1.2). D’autre part, les suites (X,,) et (&,) étant indé-
pendantes et (e,) étant une suite de variables aléatoires indépendantes et centrées, on
a

) Ifn] = $(0n) p.s. (4.4.1)

[Siﬂ(27T(Xn+1 —0,))ens I ] _ E[sin(Qﬂ'(X -0,))
9(Xns1) ! 9(X)
Ainsi, (4.4.1) entraine que

]E[EnH] =0.

E[Tpi1|Fn] = 6(6,,) p.s. (4.4.2)
De plus,
T2 sin® (27 (X1 _an))ynzﬂ
n+1 9 ’
9*(Xns41)
sin? (2 (X1 = 00)) (f2( Xyt = 0) + 2611 f( Xyt —0) +€2,,)

QQ(XnJrl)
Ainsi, puisque £,,41 est centrée et indépendante de X,,,1 et E[2,,]|F,] = E[2,;] = 02, on
obtient que
sin?(27(X - 6,))
9*(X)
ou ¢ est donnée par (4.2.1). La fonction f étant bornée et la densité g ne s’annulant par
sur son support [-1/2,1/2], on déduit de (4.4.3) qu’il existe M > 0 telle que

E[T7,1 /7] = E| (f(X =0)+0%)] = o(@n) (4.4.3)

sup E[T2,,|Fn] < M p.s. (4.4.4)

n>0
On pose, pour tout n >0, V,, = (@L - 6)2. On a clairement que
Vol = (§n+1 - 9)27

(TFK(@\n + ’7n+1Tn+1) - G)Qa
(TFK(GH + ’7n+1Tn+l) - 7I-K(Q))Q

puisque 6 appartient a K. De plus, mx est une fonction lipschitzienne de constante de
Lipschitz égale a 1, donc

(@\n + '7n+1Tn+1 - 0)27
< Vit 7721+1Tr%+1 + 2'Yn+1Tn+1(0n - 0)'

Vn+1

IA

Ainsi, on déduit des équations (4.4.2) et (4.4.4) qu’on a la relation de récurrence

Vo + V2 BT 01 Fn] + 2901 0 — 0)E[Tri1 | Fn ],
< Va+ M +27,:0 (0, -0)¢(B,)  ps. (4.4.5)

E[Vn+1|fn]

VANEAN
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De plus, comme 8, € K, on a |0,| < 1/4 et donc [0, — 0| < 1/2. On a donc, presque siirement,
(@, - 0)$(6,,) < 0. On déduit alors de (4.4.5) et du lemme 1.3.1 de Robbins-Siegmund,
que la suite (V},) converge presque strement vers une variable aléatoire V' finie presque
stirement et que

i Y1 (0= 0n) (8 < +o0 p-s. (4.4.6)
n=1

Montrons que V' = 0 p.s. Supposons le contraire, ¢’est-a-dire que V # 0 p.s. Cela signifie
qu’on peut trouver 0 < a < b < 1/2 tels que, pour n assez grand, 'événement {a < |9,,—6] < b}
ne soit pas négligeable. Cependant, sur cet anneau, on peut trouver une constante ¢ > 0
telle que (6 —8,)$(6,,) > ¢. On déduit alors de (4.4.6) que

S

n=1

Ceci est en contradiction avec (4.1.3). Par conséquent, on en déduit que V' =0 p.s. et donc
que la suite (IH\n) converge presque stirement vers 6.

Pour conclure la preuve du Théoréme 4.2.1, il reste & montrer que le nombre de fois que
la suite @\n + Yn+1dn+1 sort de K est fini presque stirement. Pour tout n > 1, notons

n-1

Ny, = kg()l{|§k+’¥k+1Tk+1|>1/4}'

La suite (N,) est une suite croissante. Par contradiction, supposons que N, converge
p.s. vers +oo. Alors, on peut trouver une sous-suite (ny) telle que (V,, ) soit strictement
croissante. Par conséquent, pour tout ng > 0,

1

|§nk + fynk+1TTLk+1| > Z p.s.

ce qui implique immédiatement que |§nk+1| =1/4 p.s. Ainsi,
L 1
Jm Bl=lel=g s

ce qui est une contradiction avec le fait que || < 1/4. Finalement, (IV,,) converge presque
strement vers une variable aléatoire finie p.s., ce qui termine la preuve du Théoreme 4.2.1.

U

4.4.2 Preuve du Théoréme 4.2.2.

Comme précédemment, on suppose que f; > 0. Afin d’obtenir le Théoréeme 4.2.2, nous
allons appliquer le Théoréme 2.1 du livre de Kushner et Yin [10] page 330. Tout d’abord,
comme v, = 1/n, 'hypothese requise sur la suite de pas décroissante est vérifiée. De plus, on
sait que 0, converge presque surement vers 6. Par conséquent, toutes les hypothéses locales
du Théoreme 2.1 de [10] sont satisfaites. De plus, on déduit de (4.4.2) que E[Tp+1|Fn] =
#(,) p.s. et que la fonction ¢ est contintiment dérivable puisque ¢(t) = f1 sin(27(0 - t)).
Ainsi, ¢(0) = 0 et ¢'(6) = -2 f1 et, par hypotheése, 47 f; > 1. On a également, d’apres
(4.4.3), que
E [T3+1|.7-"n] = 0(6,) p.s.
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ce qui entraine
lim E[T7,,|F.] = ¢ (0) p.s.

Par conséquent, si on est capable de montrer que la suite (W,,) définie par, pour tout
n > 1, par

0, - 0)*
Wn — ( n )
Tn
est tendue, alors on pourra déduire du Théoreme 2.1 de [10] que

Vi@, -0) 5 N(0,€2(0))

ou

) =00) [ exp((1-anfi)di = 5

Ainsi, il reste & prouver la tension de la suite (W,,). Tout d’abord, on déduit de (4.4.5)
qu’il existe une constante M > 0 telle que, pour tout n > 1,

E[Whst|Fn] € (1 + 7)) Wa + a1 M + 2(0, — 0) (0. (4.4.7)
De plus, pour tout x € R, on a ¢(x) =27 f1(0 —xz) + f1(6 — x)v(x) on

o(z) = sin(2w(0 —x)) - 27 (6 - a;)

(0-x)
La fonction v étant continue, il est possible de choisir 0 < & < 1/2 tel que, si |z — 0| < ¢,
q
— <v(x) <0. 4.4.8
L <o) (14

On déduit également de (4.4.7) que, pour tout n > 1,
E[Woi1lFnl € Wy + 29 Wi (q - f1o(0,)) + v M (4.4.9)

avec 2q = 1 —4x f1. Par hypothése, on a ¢ < 0. Ensuite, On note A,, et B,, les ensembles
définis par A, = {|0, - 0| <e} et

n
B, = () 4k
k=m
avec 1 <m <n. On déduit alors de (4.4.8) que
0<-fo@)lg, < -(%)IBn. (4.4.10)
Ainsi, les équations (4.4.9) et (4.4.10) entrainent que, pour tout n > m,

IEl:VVn+1:[Bn |fn]

IN

Walg, + 27, Wnlg, (q - %) + 1M,
Walp, (1+qy) + M. (4.4.11)

IN

Puisque B,41 = BN A1, Bni1 € By, en passant a I'espérance des deux cotés de I’équation
(4.4.11), on a que, pour tout n > m,

E[Whnalg,.,] < (1+qy)E[Walg,]+vnM. (4.4.12)
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Notons aussi ay, = E[W,Ip, ]. L’équation (4.4.12) entraine que, pour n > m,

-k

Qn+1 < Bnam + Mﬁn
k=m 57@

n
ol Bn= [T +qmwm). (4.4.13)
k=m
De plus, comme 7, = 1/n, il est facile de voir que 3, = O(n?) et donc que
n
Tk -
— =0(n"1).
k=1 Bk
Par conséquent, (4.4.13) meéne immédiatement a

sup a, < +o0. (4.4.14)

nzm
On peut maintenant montrer la tension de la suite (W,,). En effet, nous avons établi dans

le Théoréme 4.2.1 que 8, converge vers 6 p.s. Ainsi, si C,, est I'ensemble défini par

Cn: UZIW

k>n

alors P(C,,) converge vers 0 quand n tend vers +co. De plus, pour n > m, B, c Cp,, ce
qui implique que, si m,n tendent vers +oo, P(B,,) tend vers 0. Alors, pour tout &, K > 0
et pour tout n > m avec m assez grand,

P(W,, > K) P(Wylp, > K/2) + P(Wylg > K/2),

IN

IN

%E[Wnlgn] +P(B,). (4.4.15)

On déduit alors de (4.4.14) qu’on peut trouver K dépendant de & tel que le premier terme
a droite de (4.4.15) soit plus petit que /2. C’est aussi le cas pour le deuxiéme terme
puisque P(B,,) tend vers 0. Finalement, pour tout & > 0, il existe K > 0 tel que pour m
assez grand,

supP(W,, > K) < &.

n>m

Ainsi, la suite (W,,) est tendue, ce qui termine la preuve du Théoréme 4.2.2. O

4.4.3 Preuve du Théoreme 4.2.3.

Comme le nombre de fois que la variable aléatoire ﬁn +Vn+11n+1 sort de K est fini presque
stirement, la suite (9\”) a le méme comportement asymptotique presque stir que 1’algo-
rithme de Robbins-Monro standard. Par conséquent, on déduit la loi du log itéré (4.2.5)
du Théoreme 1.3.2, et la loi forte quadratique (4.2.7) du Théoréme 1.3.3. O

4.5 Preuves des résultats non paramétriques

4.5.1 Preuve du Théoréme 4.3.1.

Afin d’établir la convergence ponctuelle presque stire donnée par le Théoreme 4.3.1, on
note pour tout x € R,

Ra(@)= T S Wi@Ye et Gu@)= - > W),
k=1 k=1
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On obtient de (4.0.1) la décomposition

nho(x) = My(x)+ Py(x) + Qu(x) + ngn(z) f (), (4.5.1)
1Gu(x) = No(x)+ Ru(x) +ng(6+ ) (45.2)
M, () - kika(z:)sk, (4.5.3)
M) = 32 W) — B[ () B ) (4.5.4)

et -
Bae) = WA~ Fen) - (), (455)
Qu(w) = YA (X 0) = FOXi~Fion), (45.6)
Ru(z) = é(E[Wk(azﬂfk_l]—g(eﬂn)). (45.7)

D’une part,

1 xn—/ﬁ\n_ -z
E[Wn(:v)|fn_1]=/Rh—K(h—1)g(xn)dmn.

Apres le changement de variables z = h,,'(x, - O — x), comme la densité g est continue,
deux fois dérivable, a dérivées bornées, un développement de Taylor entraine que

E[W,(2)[Fp-1]

[}RK(z)g(gn_l +x+hyz)dz, (4.5.8)
fR K(z)(g(@\n_l +2) + hpzg (Op1 + 1)

2.2
+h’"°ng”(’0\n_1 +x+ hnzf))dz,

—~ h? —
g(On1+2)+ 7” ]R 22K (2)g" (Op-1 + x + hp2€)dz

ou 0 < £ < 1. Par conséquent, pour tout n > 1,
IE[W, ()| Fr-1] = g(On-1 + )| < My72h2 p.s. (4.5.9)

ot M, =suplg”(x)| et
zeR

1
72:—fx2K(x)d:c.
2 JRr

La continuité de la fonction ¢ ainsi que le fait que 6,, converge vers 6 p.s. mene alors a

lim % S EWi(@)Feal=g(@+2)  ps. (4.5.10)
k=1

n—>00
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On déduit alors immédiatement que, pour tout = € R,
R, (z) =0(n) p.s. (4.5.11)

D’autre part, (N, (x)) est une martingale de carré intégrable dont le crochet est donné
par

<N(x)>,

[(Nk(z) = Np-1(2))?|Fr1],

ki (WZ ()| Fi-1] - E*[Wi ()| Fr1].

—_

Les mémes calculs que dans (4.5.8) entrainent que

1 —~
EWZ(@)Faa] = o [ K (9@ +a+ho2) d

N3

= Z—g(@\n_l +x)+ % A22K2(z)g”(§n_1 +x+ hpz€)dz

ol 0 <& < 1. Ainsi,

2
v —
IE[W2(z)|Fpn1] - h—g(ﬁn,l +x)| < Myp*hy, p.S. (4.5.12)

avec )
V2=AK2(x)dx et u2:§Ax2K2(x)dx.

n ]
—

lim =

n—o00 n1+a

1+«

on déduit de (4.5.9), (4.5.12), du lemme 1.3.2 de Toeplitz et de la convergence presque
stire de g(60,, + ) vers g(6 + z) que
<N(x)>, v3*g(0+z)

7}1_{20 Te = lia p.S. (4.5.13)

Par conséquent, il découle de la loi forte des grands nombres pour les martingales, don-
née par exemple au Théoreme 1.3.15 page 20 de [23], que pour tout v > 0, (N, (z))? =
o(n'**(logn)**7) p.s. ce qui assure que, pour tout z € R,

Ny (z) = o(n) p.s. (4.5.14)
Ainsi, on déduit de (4.5.2), (4.5.11) et (4.5.14) que, pour tout z € R,
lim G, (x) = g(0 + x) p.S. (4.5.15)

De plus, le noyau K étant a support compact, on peut trouver une constante A > 0 telle
que K s’annule en dehors de [-A, A]. Ainsi, pour tout n > 1 et pour tout = € R,

(Xn _gn—l -

1 x
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La fonction f étant une fonction lipschitzienne, il existe une constante C'y > 0 telle que,
pour tout n > 1,
|f (X = On1) = f(2)] < Cpl X = Oy — 2.

Par conséquent, (4.5.5) entraine que, pour tout = € R,
n —_
|Pu(x)] < Cp ) Wi(a)| Xy~ 01—
k=1

< ACE Y i Wi(z). (4.5.16)
k=1

Ainsi, les convergences (4.5.10), (4.5.14) et (4.5.16) nous permettent de déduire que, pour
tout = € R,
P,(z) =0(n) p.S. (4.5.17)

Ensuite, on obtient par (4.5.6) que, pour tout x € R,
n —_
Qu(@)] £ Cp 3 W) B - 6], (45.18)
k=1
Ainsi, I'inégalité de Cauchy-Schwarz implique que
2 2 XA 1172 S 2
Qn(x) <CF Y W) Y |0r-1 - 6], (4.5.19)
k=1 k=1
On peut décomposer la premiere somme a droite de (4.5.19) en la somme de deux termes,
L
Z Wi (z) = In(z) + Jn(x)
k=1
ou

In(x) Wi () = E[W{ ()| Fea],

Jn(2)

E[W} ()| Fp-1]-

>
%
En suivant exactement le méme raisonnement que pour établir (4.5.14), il n’est pas difficile

de voir que
I.(z) = o(n'™®) p.s.

On déduit également de (4.5.13) que
Jn(x) = O(n'+®) p.s.

Par conséquent, on obtient que, pour tout x € R,

kil Wi(z) =0(n'™®)  ps. (4.5.20)
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Ainsi, on déduit de la loi forte quadratique donnée par (4.2.7) et de (4.5.19) et (4.5.20)
que Q2(x) = O(n'™*logn) p.s. ce qui implique que, pour tout z € R,

@n(z) = o(n) p.s. (4.5.21)

Maintenant, il ne reste plus qu’a étudier le comportement asymptotique de (M, (z)) définie
par (4.5.3). Les suites (X,,) et () sont deux suites indépendantes de variables indépen-
dantes et de méme loi, donc il est immédiat que (M, (z)) est une martingale de carré
intégrable dont le crochet est donné par

S E[(Mi(x) - My (2))*)Fir ],
k=1

azkilE[W;?(w)lﬁ_l]-

<M(x)>p

Alors, il s’ensuit de (4.5.13) que

M 2,24(8
lim <M@)>n _ 7vg(6+ ) p.s. (4.5.22)
n—oo  plta 1+«

Par conséquent, par la loi forte des grands nombres pour les martingales, on obtient que
pour tout v >0, (M, (z))? = o(n'™*(logn)'*7) p.s. ce qui entraine que

M, (z) = o(n) p.s. (4.5.23)

Finalement, on déduit de (4.5.1) et (4.5.15) ainsi que de (4.5.17), (4.5.21) et (4.5.23) que,
pour tout x € R,

lim () = f(2)g(0 + z) p.s. (4.5.24)
On tire alors de 'égalité _ _
I hn hn B
fn(@) = = (=) = (o) (4.5.25)
Gn(z) + G ()
et de la parité de la fonction f que, pour tout x € R tel que |z| < 1/2,
lim fp(z) = f(z) p.s. (4.5.26)

4.5.2 Preuve du Théoréme 4.3.2.

On s’intéresse maintenant & la normalité asymptotique de f,. En utilisant (4.5.1), (4.5.2)
et (4.5.25), on a la décomposition, pour tout x € R,

Mn(l“) +Pn(x) + Qn(x)
nGn(x)

Fu(z) - f(2) = (4.5.27)

ou gn(x) :/g\n(x) +§n(_m) et
Mp(z) = My(z)+ M,(-z),
Pn(z) = Py(x)+ Py(-x),
Qn(x) = Qu(w)+Qn(-z),
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ou M, (z), P,(z) et Qn(z) sont donnés respectivement par (4.5.3), (4.5.5) et (4.5.6). On
a déja vu, grace a (4.5.15), que pour tout x € R,

7}1_{120 Gn(z)=9g(O@+2)+9(0-2) p.s. (4.5.28)

Afin d’établir la normalité asymptotique, il est nécessaire d’étre plus précis sur les vitesses
de convergence données par (4.5.17) et (4.5.21). D’abord, on déduit de (4.5.16) que, pour
tout z € R,

|Pp(2)| < ACH(Ln(x) + Ap()) (4.5.29)

ou

S b (Wi (&) - E[We(2)\Fir ).
k=1

Ap(x) = ith [Wi(2)|Fg-1]-

L, (x)

D’une part, I"équation (4.5.9) entraine que
n
An(z) = O( Y hx) = O(n' ™) p.s. (4.5.30)
k=1

D’autre part, (L, (x)) est une martingale de carré intégrable dont le crochet est donné par

<L(x)> i E[W2 ()| Fyt] - E2[Wi ()| Fir])-

On déduit alors de (4.5.9), (4.5.12) et du Lemme 1.3.2 de Toeplitz que

2
lim <E@ > vigra) (4.5.31)

n—o00 nl_a 1-«

Par conséquent, il découle de la loi forte des grands nombres pour les martingales, que
pour tout v > 0, (L,(z))? = o(n'"*(logn)'*?) p.s. ce qui implique immédiatement que
(Ln(2))? = o(n'™) p.s. Aussi, les équations (4.5.29) et (4.5.30) nous permettent de dire
que, si a > 1/3, alors

(P, (2))* = O(n*2*) + o(n'™) = o(n'*®) p.S.
On a donc immédiatement que
(Pu(x))? = o(n'*®) p.S. (4.5.32)

En suivant la preuve de (4.5.32), on déduit de (4.5.18) que, pour tout x € R,

1Qu(@)] € Cf(Sa() + () (45.33)
Sulz) = iek(vmx)—E[Wk@)m_l]),
Sa(z) = i GE[W(2)| Fi 1 ]
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ot £y, = |0_1 - 0]. 11 s’ensuit alors de (4.5.9), de l'inégalité de Cauchy-Schwarz et de la loi
forte quadratique (4.2.7), que

Yo(x) = O(;Kk) =O(y/nlogn) p.S. (4.5.34)

De plus, on déduit de (4.5.12) que (S, (x)) est une martingale de carré intégrable dont le
crochet est donné par
<S(x)>p=0(n"logn) p.s.

Par conséquent, on obtient & nouveau de la loi forte des grands nombres pour les martin-
gales que, pour tout vy > 0, (S,(x))? = o(n®(logn)?™) p.s. Ainsi (S, (x))? = o(n'™®) p.s.
et on déduit de (4.5.33) et (4.5.34) que

(Qn(2))? = O(nlogn) +o(n'™) = o(n'"®) p-s.

Ceci implique alors que
(Qn(x))? = o(n*+®) p.s. (4.5.35)

Il reste donc a établir la normalité asymptotique du terme M, (z). On a déja vu que
(M, (z)) est une martingale de carré intégrable. Ainsi, (M, (x)) est aussi une martingale
de carré intégrable dont le crochet est donné par

<M()>a= 0" 3 EI(Wi(w) + Wi(-0) ]
Il est donc nécessaire d’étudier le terme E[W,, (x)W,,(-x)|F,-1]. Les mémes calculs que
dans (4.5.8) impliquent que
E[W,, ()W (~2)|Fot] = % [ KRG+ 2009 + o 2 d
_ hing@l )L (2) + g By + 1) T ()
+ % [R PK(2)K(z+2h 2)g" Oy + z + hyp2€)dz
avec 0 < £ < 1. Par conséquent, on a

E[Wn(x)wn(—x)m_l]—hig(ﬁn_l+x)fn(x)-g'(§n_1+x)Jn(x) <M, Hy(2)hn pes.

ou

I,(z) /RK(z)K(z+2h;1x)dz,

Jn(x) = fRzK(z)K(z+2h;L1x)dz,

H,(x) fRZQK(z)K(z+2h;blx)dz.

Cependant, le noyau K étant a support compact, on a pour tout x € R tel que = # 0,

lim K (z+2h,'z)=0.

n—oo
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Le théoreme de convergence dominée entraine alors que les trois intégrales I,,(z), J,(z),
et H,(x) tendent vers 0 quand n tend vers l'infini, ce qui implique que, pour tout z € R
tel que x # 0,

gj (Wi (2) Wi (~2)|Fi_1] —o(i )zo(n“a) p.s. (4.5.36)

Ainsi, les équations (4.5.22) et (4.5.36) entrainent que pour tout x € R avec x # 0,

2 2
lim <./\/l(x)>n oy

n—00 nl+a

(g(0 +x)+g(0-1x)) p.s. (4.5.37)
Six =0, il s’ensuit immédiatement de (4.5.22) que

2.2
lim <MO>n 4077 9(0) p.s. (4.5.38)

n—oo  plta 1+«

De plus, il n’est pas difficile de voir que la condition de Lindeberg est satisfaite. En effet,
comme la suite (g,) a un moment d’ordre a > 2 fini, si on note AM,(z) = M, (z) -

M, _1(x), on a
E[|AMy (2)[*Fn-1] = E[[en|* JE[[Wn (z) = Wi (=2)|*[Fn-1].

Ainsi,
E[JAM;, (@)% Fp-1] < 297 Bl [en|* TE[W: (2) + Wi (=2)| Fp-1].

Cependant, les mémes calculs que dans (4.5.8) ménent a
Z (Wi (2)|Fr-1] (Zh )—O(n“a(a_l)) p.s. (4.5.39)

On a donc, pour tout € >0,

1 & 12 .
e k;E[(AMk(:c))QIM(x)Pgmlﬂ-l] < I;EHAMk(ﬂC)l | F-1]

ou b =a(l+ a)/2. Par conséquent, on déduit de (4.5.39) que, pour tout & > 0,

o kz:l]E (AMk(JJ)) I|AMk($)|>8m|fk 1] O(nc) p.S.

o c=(2-a)(l-a)/2. Comme ¢ < 0, la condition de Lindeberg est satisfaite. On tire
alors du théoréme central limite pour les martingales, donné par exemple par le Corollaire
2.1.10 de [23], que pour tout x € R tel que z # 0,

T o2y
w’;(_& £, (0.2 (g(9+a:)+g(9 ) (4.5.40)
tandis que, pour x = 0, MO ey
\/%a) £>N(0 1‘7 “g(0)). (4.5.41)
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Finalement, les équations (4.5.27) et (4.5.28) ainsi que (4.5.32), (4.5.35), (4.5.40), (4.5.41)
et le lemme de Slutsky nous permettent de conclure que, pour tout z € R tel que |z| < 1/2

et x # 0,
2 2

- L ov
Viha(Fu@) = 1) > M0 s s )

tandis que, pour x = 0,

2.2

= L ov
Vnha(fa(0) - £(0)) — N(QW)
ce qui termine la preuve du Théoreme 4.3.2. [

4.6 Extension au cas ou la densité g est inconnue

Nous avons vu que l'estimateur défini par |§0| < 1/4 et, pour tout n >0,

9n+1 = 7"-K(’é'n + Sign(f1)7n+lTn+1)

ou

sin(2m(Xpa1 - 05))
9(Xn+1)

converge presque strement vers . Cependant, cet estimateur requiert la connaissance de
la densité de probabilité g associée a la suite (X, ). On propose ici de généraliser cet
estimateur au cas ou g est inconnue en remplacant g dans ’expression de 7,41 par un
estimateur de g. Plus précisément, on considére Dalgorithme défini par [Go| < 1/4, et pour
tout n >0,

Tn+1 = Yn+1

9\n+1 =TK (a\n + Sign(fl)%wlfnﬂ) (4.6.1)
ou .
~ sin (27T(Xn+1 - Hn))
n /g\n(X'rHl)

ou G, est l'estimateur récursif de Parzen-Rosenblatt de g défini, pour tout x € [-1/2;1/2]
et pour tout n >0, par

Yon+1, (4.6.2)

Gu(a) =~ iK(X’“ _x). (4.6.3)

ou K est une fonction symétrique, positive et bornée et telle que

+00 +00 9 9 1 +00 9 9
[ K(x)dxr =1, f K*(z)dx = p* < +00, 5_[ " K(x)dr = v < +o00.

On choisit hy, = 1/n® avec 0 < o < 1. On fait également le choix de 7, = 1/n. On a alors le
théoreme suivant.

Théoréme 4.6.1 Si K est une fonction lipschitzienne, alors la suite (/Q\n) définie par
(4.6.1) converge presque strement vers 0.

Remarque 4.6.1 L’algorithme définissant la suite (gn) a l'avantage de ne pas nécessiter
la connaissance de g. Cependant, nous perdons la récursivité que l’on avait avec l’algo-
rithme définissant (0,,). L’ implémentation de (6,,) sera donc plus longue que celle de (6,,).
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4.6.1 Preuve du Théoréme 4.6.1

Sans perte de généralité, on suppose que f; > 0. On note F, la tribu naturelle F, =
o (X0,Yp,+,X,Y,). Nous commengons par calculer les deux premiers moments condition-
nels de T,,4+1. D’une part,

E[Tha|Fn] = E[Tnal F) + E[(Ths1 = Tnst) [Fn] - (4.6.4)
D’apres (4.4.2), on sait que
E[Tp1|Fnl =6 (0,) pes.
Ainsi, on déduit de (4.6.4) que
E(Ths1lFn] = ¢ (00) +E[(Tns1 - Tns1) |Fn]  pos. (4.6.5)

D’autre part,

B[T2017] = E[(Ta - Tor + Ton)' 1]

2E[T2,1|Fn] + 2B [(To1 — Tot) |7 (4.6.6)

IN

D’apres (4.4.4), on sait aussi qu'il existe M > 0 telle que

sup E[T7,|Fn] <M pas.
n>0

On déduit donc de (4.6.6) que

E [j:r%ﬁ—l’fn] <2M +2E [(Tn+1 - Crn+1)2 |fn:| . (467)

—~ 2
Pour tout n >0, on pose V,, = (Qn - 0) . La projection mx étant lipschitzienne de constante
de Lipschitz plus petite que 1, on a alors la relation

E [Vis1|Fn] € Vo + 72 B[ T2 Fn] + 29m01 (On = 0) E [Thrs1| ] (4.6.8)

En utilisant (4.6.4) et (4.6.6), il s’ensuit de (4.6.8) que

E [Vost|Fn] € Vi + 272,10 (M + Py) + 29041 (0, = 0) ¢ (62) + 27041Qn, (4.6.9)
avec R 9
P, =E [(Tn+1 - Tn+1) |‘7:nj|
et

Qn=E [|Tn+1 - Tn+1‘ |fn] .

Afin d’utiliser le lemme 1.3.1 de Robbins-Siegmund pour conclure au fait que V;, converge
p.s. vers une variable finie p.s., on a donc besoin d’avoir

+00
S 21 P < +00 p.s. (4.6.10)
n=0
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et +o00
Z Vns1Qn < +00 p-s. (4.6.11)
n=0
Tout d’abord,
Toit = Toar = sin(27(Xps1 = 02)) Yonn (A S )
Gn(Xn+1)  9(Xns1)

sin (27T(Xn+1 - @\n)) Y1
g(Xn+1)§n(Xn+1)

(g(Xn+1) - ’g\n(XnJrl)) .

Comme g ne s’annule pas sur son support, que f est bornée et que le bruit €,.1 est
indépendant de F;, et a un moment fini d’ordre 2, on a immédiatement I’existence d’une
constante C' > 0 telle que

sin? (27 (Xps1 = 0)) Y24 ~ )
o [ QQ(XnH)/g\%(XnH) (g(XnH) - gn(Xn+1)) |fn:|
(9(Xns1) = Tu(Xni1))? ]
) CE[ G (Xns1) Fnl (4.6.12)

et I'existence d’une constante D > 0 telle que

‘Sil’l (2’/’((Xn+1 - (/9\”)) Yn+1‘ P
Qn < [ 9 (Xr1)n (Xns1) 19(Xn+1) = Gn(Xn+1)[ | Fn
|g(Xn+1) _jq\n(Xn+1)|
< DE[ 50 (Xnm) |fn] (4.6.13)
D’une part,
(9(Xn+1) _gn(Xn+1))2 _ 1/2 —~ g(x)
E[ 2 (X1 Ifn] = [1/2 (9(z) = Fu(z) 2§%(w)dfc (4.6.14)
et d’autre part,
|9(Xn+1)_§n(Xn+1)| _ 1/2 ) — T ( g(x) "
| #etd Bl | [ a(0) - (0] £ (46.15)

De plus, pour tout x € [-1/2;1/2], on a la décomposition

(@) = 9(2) = F(®) - E[5u(2)] + E[Gu()] - 9(x)
My(2) | Ru(2)

(4.6.16)

ou, pour tout n > 1 et pour tout x € [-1/2;1/2],

My (2) - kz K, (X )~ E[Kp, (Xe-2)], (4.6.17)
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et
Ry(z) = ), E[Kp, (Xj - 2)] - g(2), (4.6.18)
k=1
avec, pour tout x € R,
1 T
K =—K(—).

Tout d’abord, (M, (x)) est une martingale de carré intégrable dont le crochet est donné
par

E [th (‘X]€ - $)2] -E [th (Xk - x)]Z

I
M=

bl
1l

1

E[Kp, (Xi-2)].

M=

k=1

Cependant, on a pour tout 1<k < n,
1
E[Kp, (Xi-2)°] < T fR K2 (y) g(x + hyy)dy.

Ainsi, comme g est bornée, on en déduit que, pour tout x € [-1/2;1/2],

noq n
(M(2))n <lllo0 7 )" 7= < Nlglle 1” = p.s. (4.6.19)
k=1 hk hn

De plus, si on note, pour tout n > 1, AM, () = M,(x) - M,-1(z), on a
2
[AM(2)] < 2= 1Ko (4.6.20)
n

En particulier, avec h, = 1/n®, on déduit de (4.6.19) et de (4.6.20) qu’il existe deux
constantes a et b telles que

(M(0)), <an'™™™ et |AM,(0)| <bn®. (4.6.21)

De plus, comme le noyau K est borné et lipschitzien, pour tout ¢ € ]0;1[, il existe une
constante Cjy telle que, pour tout x,y € R,

K (2) - K(y)| < Cs | -y’ (4.6.22)
Ainsi, pour tout = ,y € [-1/2;1/2], on a
[AMy () = AMy ()] < 2C5 | =yl n .

De plus, pour tout z ,y € [-1/2;1/2],

n

(M@) =M@ < Y E[(Kn, (Xn-2)) - K3, (Xu-9)]:
s 2k G (6 (=) = K (6 (= )))° g(w)du
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Grace au changement de variables ¢t = k® (u — ), on obtient donc que
(M) - M <ol 4 [ (K@K k@) (1623)
De plus, comme K est une densité, il s’ensuit de (4.6.22) que, pour tout 1 < k < n,
fR (K (£) = K (t + K (x - y)))2 dt < 205 | — 2 k2.
Alors, on déduit de (4.6.23) que pour tout x, y € [-1/2;1/2],

(M () = M(y))y, < 2055 |2 — y|*° nl+o+2ed,

Puisque § peut étre choisi aussi petit qu’on veut, les quatre conditions du Théoreme 6.4.34
page 220 de [23] sont satisfaites. La martingale (M, (x)) vérifie donc la loi des grands
nombres uniforme dilatée, et plus particulierement, pour tout (1 +«)/2< <1,

| s|u11?2 | M, (z)| = o(n?) p.s. (4.6.24)

Il reste & majorer convenablement le terme de reste R, (x). On a pour tout = € [-1/2;1/2]
et pour tout 1 <k <n,

ElKn (Xi-2)]-9@)| < [ K@)lgla+hy)dy-g()|
< Bl
Ainsi,
lzl<1/2 T L]

On déduit alors de (4.6.16), (4.6.24) et (4.6.25) que

sup2 [Gn(2) - g(z)] =0 (> +n”1)  pas. (4.6.26)

jaf<1/

Ainsi, il découle de (4.6.14), (4.6.15) que, d’une part,

(9(Xn+1) _gn(Xn+l))2 _ —4a _ 12 g(x)
E[ B X)) ]‘0((”4 ) [ @%dx) ps. (46.27)

et d’autre part,

) BBl ] oy [P 1)
E[ In(Xni1) |7:n:| O(( * )[1/2 y\n(x)d p-s. (4.6.28)

ce qui implique, grace a (4.6.12) et (4.6.13) que

- - 12 g(x)
P, - oy 20 [ I s. 46.2
O ((n +n ) oy ’g}%(m)dw p-s (4.6.29)
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et

0, =0 ((nza n nﬁfl) fll//j j(}%dm) p.s. (4.6.30)

Enfin, on sait que, pour tout x € [-1/2;1/2],
TG =g s
Comme g et G, sont définies sur le compact [-1/2;1/2], ceci entraine que
P,=0 (7{4“ + nz(ﬂfl)) p.s. (4.6.31)

et
Qn=0 (n_QO‘ + nﬁ_l) p.S. (4.6.32)

On en déduit alors immédiatement que, pour tout 0 < ar < 1,

+00
N 21 Po < +00 p.s.
n=1

et
+00
Z Yn+1Qn < +00 p.S.
n=1

La fin de la preuve du Théoreme 4.6.1 suit alors exactement la fin de la preuve du Théoréeme
4.2.1. Il

Remarque 4.6.2 Une perspective de recherche immédiate est d’établir la normalité asymp-
totique de cette suite. Je travaille actuellement sur le sujet.
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Chapitre 5

Modele de déformation a forme
commune

Ce chapitre est consacré a I’étude du modele de déformation & forme commune (3.1.3)
défini, pour tout 1 < j < p et pour tout ¢ > 1, par

Yij=a;jf(Xi—0;) +vj+ei; (5.0.1)

ou pour tout 1 < j <p, (X;) et (&) sont deux suites indépendantes de variables aléatoires
indépendantes et de méme loi. Dans ce travail, on étend les résultats précédemment établis
dans le chapitre 4 en estimant, pour tout p > 1 fixé, le parametre de moyenne v, le parametre
de translation 0 et le parametre d’échelle a, donnés respectivement par

V1 01 al
v=|:1, 9=\ :1, a=1|:1]. (5.0.2)

Up Op ap

L’apport essentiel de ce chapitre en contraste avec le chapitre précédent est que ’on est
maintenant capable d’estimer récursivement un parametre d’échelle a, crucial dans I’étude
de certaines données comme par exemple les données de variations de températures. A
cet effet, on pourra consulter 'article de Vimond [66] et son application aux données de
températures ou la connaissance du signe de a est tres importante car elle permet de dire
dans quel hémisphere se situe la ville dont on observe les variations climatiques.

Remarque 5.0.3 Le modeéle (5.0.1) est une version simplifiée du modéle plus général
défini, pour tout 1 <j <p et pour tout i > 1, par

Yij=a;f(Xij—0;)+vj+eij

ot les variables X; ; sont indépendantes et de méme loi. Néanmoins, tous les résultats qui
suivent sont aussi valides pour ce modéle.

5.1 Procédure d’estimation

Afin d’estimer les parametres v, 6 et a, on suppose que le bruit (g;;) est une suite de
variables aléatoires indépendantes de moyenne nulle et de variances E [512 j] = O'JZ. De plus,

81
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comme dans le chapitre 4, nous faisons les hypotheses classiques suivantes.

(H1) Les temps d’observations (X;) sont indépendants et de méme loi qui admet
une densité de probabilité g, ne s’annulant pas sur son support [-1/2;1/2].
De plus, g est continue, deux fois dérivables, a dérivées bornées.

(H2) La fonction f est symétrique, bornée, périodique de période 1.

De plus, comme nous avons remarqué dans le chapitre 3, ces hypothéses ne suffisent pas a
garantir I'identifiabilité du modele (5.0.1). C’est pourquoi nous rajoutons aux hypotheses
(H1) et (H2) les deux hypotheses suivantes.

1/2
() [, [y =0,
(Ha) a1 =1, 61 =0 et max|d;| < 1/4.
1<j<p

Ces hypotheses correspondent & I’ensemble Co défini par (3.2.10) au chapitre 3. L’hypo-
theése (Hsz) nous permet de définir v de maniére unique tandis que la contrainte sur 6
de I'hypothese (H4) nous permet de définir § de manieére unique. De plus, a3 = 1, 6; =0
signifie que la premiere courbe j = 1 est choisie comme courbe de référence. Ces contraintes
d’identifiabilité sont bien adaptées a notre cadre de travail. Comme signalé au chapitre 3,
on peut remplacer (Hs) et (H4) par (Hs) et (H}) définies par

/
() [, f@)da=0et suwp (@) =1,

x€[0;1]
! _ 3 . .
(H)) 61=0, mina; >0 et {rﬁlﬂ&g}ﬁﬂﬂ <1/2.

Une alternative est aussi de remplacer (H4) par (H]) ou (H}") qui sont données par
(H)) a1=1,0,=0, mlnaj >0, {nax|9 | <1/2,
<j<p <<
(Hy") a1>0,01=0, %" ] =pet max|9 | < 1/4.

Sous ces hypotheses, on peut facilement définir un estimateur fortement consistent de fi,
le premier coefficient de Fourier de f

fi= [11//22 cos(2mz) f(x) de.

Cet estimateur ﬁn est donné par

- COS(27TX)
fin n & g(X) Yiq. (5.1.1)
Dans toute la suite, X sera une variable aléatoire de méme loi que (X;) tandis que, pour
tout 1 < j < p, Y et €; seront des variables aléatoires de méme loi que (Y;;) et (&;;).
Enfin, on note
Y1
v=|:], (5.1.2)

Yj = ajf(X—Gj) +'Uj +€j.
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5.1.1 Estimation de v

L’estimation du parametre de moyenne v se fait aisément via (Hz) et (Hs). En effet, nous

avons, pour tout 1< j < p,
E |:—Yi’j :| = v;.
g(Xi)]

Ainsi, un estimateur naturel 7,, de v est donné, pour tout 1< j <p, par

n L.
Unj = 12 i

n = g(Xi)

(5.1.3)

5.1.2 Estimation de ¢

Comme dans le chapitre 4, on propose d’utiliser la fonction ¢ définie, pour tout ¢ € RP, par

a1 f(X - 61)
o(t)=E|D(X, t) : (5.1.4)
apf(X = 6p)
ou D(X, t) est la matrice diagonale de taille p définie par
1
D(X,t)= diag| sin(27(X —t1)),...,sin(2n(X - ¢ . 5.1.5
(X, 1) =y ding(sin(2m(X = 1)) (2r(X ~1,))) (5.1.5)

En utilisant la symétrie de f, les mémes calculs que dans le chapitre 4 menent, pour tout
1<j<p,a

[sin(QW(X -t5))
9(X)

Par conséquent, pour tout t € RP,

a; f(X - Qj)] = a; f1sin(27(0; - t;)) (5.1.6)

ay Sin(27r.(91 —-11))

o(t) = fr (5.1.7)

aysin(27 (6, ,)))

Sans perdre de généralité, on suppose que f1 # 0. Pour estimer le parametre 6, nous allons
mettre en place la méme procédure de Robbins-Monro que dans le chapitre 4 pour chaque
coordonnée de 6. Plus précisément, pour tout 1 < j < p, en notant ¢;(t) = a; f1sin(2mw(6; -
tj)), alors si [t; — 0 < 1/2, (t; —0;)¢;(t) est de signe négatif si sign(a;fi) > 0 et de signe
positif sinon. De plus, en notant K =[-1/4;1/4], on définit la projection wx sur K, pour
tout x € R, par
x if |z <1/4,
mr(x)=3 1/4 if z>1/4,
“1/4  if z<-1/4.

Soit (7,) une suite déterministe positive décroissante vers 0 et telle que

> n = +00 et > 72 < too. (5.1.8)
n=1 n=1
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On choisira pour simplifier v, = 1/n. Alors, pour tout 1 < j < p, nous allons estimer §; par
la suite (6, ;) définie, pour tout n > 1, par

’9\”4.17]' = WK(’H\n,j + sign (ajfl) ’7n+1Tn+1,j) (519)

ou la valeur initiale 6y € K? et le vecteur aléatoire T),,1 est donné par

_ [Yns1n
The1 = D(Xn+1, gn) . (5110)
Yn+1,p

5.1.3 Estimation de a

Pour l'estimation de a, on introduit une autre fonction auxiliaire 1 définie, pour tout
t € RP par
a1 f(X - 6h)
() =E|[C(X, 1) : (5.1.11)
apf(X -6)p)

ou C(X, t) est la matrice diagonale d’ordre p, donnée par
1
9(X)

Comme pour (5.1.7), en utilisant la périodicité et la symétrie de f, nous avons apres
calculs,

C(X,t) =

diag( cos(2m(X - 1)), ., cos(2m(X = 1,)) ). (5.1.12)

ay cos(2m(61 —t1))
¥(t) = fi : (5.1.13)

apcos(2n (6, ~,)))

Si on suppose que f; est connu, nous allons donc choisir pour estimateur de a, la suite
(@) définie, pour n > 1 et pour tout 1 < j < p, par

1 & COS(?T((Xi - /9;'_1 ]))
— L22Y . 5.1.14
nfi Z; 9(Xi) ! ( )

@p,j =
Si f1 est inconnu alors on remplace f; par son estimateur ﬁn donné par (5.1.1) pour
obtenir comme estimateur de a, la suite (@, ) définie, pour n > 1 et pour tout 1 < j < p, par

1 & cos(QW(Xi—@—l,j))
nfin i 9(X;)

Yij- (5.1.15)

an 7j =

5.1.4 Estimation de f

On s’intéresse maintenant a l’estimation de la fonction de régression f. Tout d’abord,
comme dans le chapitre 4, on ajoute I’hypothese de régularité suivante a f.

(Hs) La fonction de régression f est lipschitzienne.
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Pour des raisons de clarté, on suppose que f; est connu (voir la Remarque 5.1.1 ci-dessous).
Pour l'estimation de f, on considere alors I'estimateur pondéré de Nadaraya-Watson défini,
pour tout n > 1 et pour tout |x| < 1/2, par

— p —_
fu(z) = lej(x)fmj(x), (5.1.16)
P
olu, pour tout 1< j <p,
w;(z) = wj(-z), w;(z) >0 et iwj(a:) =1, (5.1.17)
j=1
= 1 X (Wii(z) + Wi (-2)) (Yij = 0i1,5)
i (7) = = J , 5.1.18
fns () Un,;j i (Wij(x) + Wi j(=z)) ( )
et 1/ Xn-0,
n—Un-15;—-7T
W.j(z) = h—nK(h—n]) (5.1.19)

On choisit une fenétre de lissage h,, = 1/n® avec a € ]0; 1. De plus, on suppose que le noyau
K est une fonction positive, symétrique et bornée a support compact, et satisfaisant

[RK(x)dle et _/RK2(m)dac=1/2.

Remarque 5.1.1 Si fi est inconnu, il est nécessaire de remplacer ﬁl(ac) défini par (5.1.16)
par fn(x) donné par

ﬁ(x) = iwj(x)ﬁm(x), (5.1.20)
=

ot f’;,j(x) est défini, pour tout x € [-1/2;1/2] et pour tout n > 1, par

Foi(z) = 1 S (Wij(x) + Wi ji(~2)) (Yij —Die1)
" nj Yic1 (Wi (@) + Wi j(-2)) ‘

et ap; est donné par (5.1.15).

5.2 Résultats de convergence paramétrique

5.2.1 Estimation de v

Théoréme 5.2.1 Supposons les hypothéses (Hi) a (Ha). Alors, on a la convergence
presque stire
lim 7, =v  ps. (5.2.1)

n—+oo

et la normalité asymptotique

Vi@ =0) s N (0,0 (), (5.2.2)
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ot I'(v) est la matrice de covariance donnée par

Y
I'(v) = Cov (g(X) ) .

De plus, on a la forte quadratique

n

> (@-v)[@-v)" =T() ps. (5.2.3)

7’L*>+OO log(n 1

5.2.2 Estimation de 6

Théoréme 5.2.2 Supposons les hypothéses (Hy) & (Ha). Alors, 0,, converge presque si-
rement vers 0. De plus, pour tout 1 < j < p, le nombre de fois que la variable aléatoire
Onj + n+18ign(a; f1) Tni1; sort de K est fini presque sturement.

Afin d’établir la normalité asymptotique de 8,,, nous avons besoin d’introduire la fonction
auxiliaire ¢ définie, pour tout ¢t € RP, par

p(t) =E[V(H)V(H)'] (5.2.4)
ou V(t) est donné par
V(t) = diag(sign(alfl), e sign(apfl))D(X, t)Y.

Deés que 47r|f1|1rnin|aj| > 1, on note pour tout 1 <k, [ <p,
<j<p

(0,

Y0k, = o (|ag| + |a)| f1] -

Théoreme 5.2.3 Supposons les hypothéses (H1) a (Ha). De plus, supposons que (g ;) a
un moment fini d’ordre > 2 et que

4nl fil in Jas| > 1.
Alors, nous avons la normalité asymptotique
~ L
Vn(6, - 0) = N, (0,5(6)). (5.2.5)

Dans le théoréme qui suit, on note e; le j-eme vecteur de la base canonique de RP.

Théoreme 5.2.4 Supposons les hypothéses (H1) a (Ha). De plus, supposons que (g ;) a
un moment d’ordre > 2 fini et que

4nl fi] in Jas| > 1.
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Alors, on a la loi du log-itéré vectorielle donnée, pour tout 1 < j <p, par

li N R 7 fmint(— ") @ 0
lf%nj;}p(ﬂoglogn) & (0 =0) it (210glogn) ¢j (0n=6)

\ /e?E(H)ej p-s. (5.2.6)

En particulier,

lim sup H@;L - ¢9H2 <Tr(X(0)) p.S. (5.2.7)

(s1ogioen )
n—oo \2loglogn

De plus, on la loi forte quadratique vectorielle

. 1
lim

n

S0 - 0)(0; - 0)" =%(0) p.s. (5.2.8)

i=1

Remarque 5.2.1 De maniere similaire a la Remarque 4.2.2, dans le cas particulier ou
4nlfil min lag| = 1,

il est aussi possible de montrer, en utilisant le Théoréme 2.2.12 page 52 de [25], que

n

~ L
o2y P =) > N (0,0(0)).

On peut également avoir des résultats asymptotiques si

0< 47T|f1|1121]123|aj| <1

Plus précisément, sous cette hypothése, en notant T = 27r\f1|11njn|aj|, on a
<j<p

~ L
n"(0,-0) — Z,
ou Z est un vecteur aléatoire fini presque-surement.

Remarque 5.2.2 La différentielle de ¢ est donnée par
Do(t) = —27rf1diag(a1 cos(2m (01 —t1)),...,apcos(2m (6, - tp))).

Par conséquent,
D¢(0) = —27rf1diag(a1, . .,ap).

D’une part, si le coefficient de Fourier fi de f et le vecteur a sont connus avec toutes les
composantes de a non nulles, il est possible d’obtenir un estimateur 0,, de 6 asymptotique-
ment efficace, via une petite modification de (5.1.9). Plus précisément, pour tout 1 < j < p,
il est nécessaire de remplacer le pas v, = 1/n dans (5.1.9) par v, = vj/n ot

1
- 27rajf1 '

Vi



88 CHAPITRE 5. MODELE DE DEFORMATION A FORME COMMUNE

On déduit alors de la partie 10.2.2 du livre de Kushner et Yin [/0] page 331 que 8,, est un
estimateur de 0 asymptotiquement efficace avec

@ -0) L N (0, 40)). (5.2.9)
ou, pour tout 1 <k, <p,
©(0)k,
(0 =
Okt = ol Plagea]

avec ©(0) donnée par (5.2.4). D’autre part, si f1 et a sont inconnus, il est aussi possible
d’obtenir un estimateur 0, de 0 asymptotiquement efficace en remplacant f1 par son es-
timateur fi, donné par (5.1.1) et en remplacant a; par son estimateur Gy ; défini par
(5.1.15).

Remarque 5.2.3 Comme dans le Chapitre 4, on peut également s’affranchir de I’hypo-
these de parité de f. Pour ce faire, on a besoin de connaitre les coefficients de Fourier de

f
fi= /11//22 cos(27z) f(x) dw et g1 = fll//j sin(2rx) f(z) dx.

D’une part, si f1 #0 ou g1 # 0, alors on remplace dans (5.1.4) la matrice diagonale D(X, t)
définie par (5.1.5), par

A(X, 1) = g&)diag(a(x B, (X, 1)), (5.2.10)

otu, pour tout 1 <j <p,
(X, tj) = fisin(2n(X - t;)) — g1 cos(2m(X - t;)). (5.2.11)

Ainsi, le Théoreme 5.2.2 est encore vrai pour l'algorithme de Robbins-Monro projeté défini,
pour tout 1 < j < p, par

9n+1,j = WK(GW + Sign(aj)7n+1Tn+1,j)7
ot la valeur initiale g € KP et ou le vecteur aléatoire Ty,1 est donné par
_ [Yns1n
Tn+1 = A(-Xn+1u gn)
Yn+1,p

D’autre part, on remplace également la deuziéeme fonction auziliaire ¢ définie par (5.2.4),
par

U(t) = E[W (W ()],

ou W (t) est donnée par

W(t) = diag(sign(alfl), . ,sign(apfl))A(X, t)Y.
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Ainsi, dés que 47T(f12 +g%)1m_in|aj| > 1, les Théorémes 5.2.3 et 5.2.4 sont encore valables
<j<p
avec Y(0) donnée pour tout 1 < k,l < p, par

V(0)k,
27T(f1 +91)(|ak| + ’al|) 1

Y0k, =

Si on ne connait pas f1 et g1, il suffit de remplacer leurs expressions dans (5.2.11) par
leurs estimateurs respectifs fi, donné par (5.1.1) et 1, donné par

1 sm(27rX)
Gin=— Y1 (5.2.12)
P on

5.2.3 Estimation de a

Afin d’établir les résultats de convergence de @, et @y, on a besoin d’introduire la matrice
carrée My, définie par
M, =1, - aef . (5.2.13)

ou I, est la matrice identité d’ordre p et e; est le premier vecteur de la base canonique de
RP. On a alors le résultat suivant.

Théoréme 5.2.5 Supposons les hypothéses (Hi) a (Ha). Alors, on a les convergences
presque SuUres

lim @, =a p.s. (5.2.14)
n—+0o0
et
lim @, =a p.s. (5.2.15)
n—+oo

ainsi que les normalités asymptotiques

Vi (@ - a) £ NG (0, T(a)), (5.2.16)
et
Vv (@, - a) £>J\/p(0, M,T(a)M]), (5.2.17)

ot I'(a) est la matrice de covariance définie par
1
I'(a) = FCOV (C(X, 0)Y). (5.2.18)
1

De plus, nous avons les lois fortes quadratiques

n

Z —a)@i-a)' =T(a) ps. (5.2.19)

n—>+<><>log(n -

et
Z(az a) (@ -a)” MpI‘(a)Mg p.S. (5.2.20)

woolog(n)
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5.3 Résultats de convergence non paramétrique

Théoreme 5.3.1 Supposons les hypotheéses (H1) a (Hs). Supposons de plus que (&) a
un moment d’ordre > 2 fini. Alors, pour tout x € [-1/2;1/2], on a

7%13)10 Fu(z) = f(x) p.S. (5.3.1)

Théoréme 5.3.2 Supposons les hypothéses (Hi) a (Hs). Supposons de plus que (&; ;)
a un moment d’ordre > 2 fini. Si la fenétre de lissage (hy,) est telle que h, = 1/n“ avec
a > 1/3, alors on a, pour tout x € [-1/2;1/2] avec x # 0, la normalité asymptotique
ponctuelle

Vb (f £ N|o ; 7 (@) 5.3.2
nhn(fo(z) - f(2)) — ;a (0 +x)+g(9 — ) (5.3.2)

De plus, si x =0, alors

— p 0
Vb (fr(0) = £(0)) £>/\/( Z il ))‘ (5.3.3)

Remarque 5.3.1 D’aprés la Remarque 5.1.1, si f1 est inconnu, on remplace ﬁ(m) défini
par (5.1.16) par f,(x) donné par (5.1.20). Les Théorémes 5.3.1 et 5.3.2 sont alors a
nouveau valables pour f,(x) avec les mémes variances asymptotiques.

Remarque 5.3.2 Le choiz des poids wj(x) peut étre important. Intuitivement, les va-
riances asymptotiques données par (5.3.2) et (5.3.3) sont mim’males si pour 1 < j < p,
w;(x) est inversement proportionnelle & la variance du bruit Jj Plus précisément, le
Théoréme des extrema liés nous donne les valeurs des poids w;(x) pour lesquels les va-
riances asymptotiques des équations (5.3.2) et (5.3.3) sont minimales sous la contrainte
(5.1.17). Ces poids sont donnés, pour tout 1 < j <p et pour tout x € [-1/2;1/2], par

oy i)

)= @)

o a’(g(0; +x 0;—x
m; () = j(g( it );9( J ))

7

Par conséquent, si l’on suppose que les variances o2 sont connues et si l’on utilise les poids

donnés, pour tout 1 < j <p et pour tout x € [-1/2;1/2], par

PPN 1 C))
%i(@) P ()

ol

_ @2 (9O +2) + g(Onj—2))
m;(z) = 5 )
75
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les variances asymptotiques des équations (5.3.2) et (5.3.3) sont respectivement données,
pour x # 0, par
P

v? -
1+ (]; m](x)) )

2 P . -t
)

I+a i3

et pour x =0, par

5.4 Preuves des résultats paramétriques

5.4.1 Preuve du Théoréme 5.2.1.

Les convergences (5.2.1) et (5.2.2) s’obtiennent immédiatement en utilisant la loi forte des
grands nombres et le théoreme central limite pour les martingales dont les accroissements
sont indépendants. De plus, on déduit (5.2.3) du Théoréme 2.1 du papier de Chaabane et
Maaouia [11]. O

5.4.2 Preuve du Théoréme 5.2.2.

Le résultat se déduit immédiatement du Théoréme 4.2.1.

5.4.3 Preuve du Théoréme 5.2.3.

La preuve qui suit est une version vectorielle de la preuve du Théoreme 4.2.2. Nous allons
appliquer le Théoreme 2.1 page 330 de Kushner et Yin [10]. Tout d’abord, v, = 1/n, donc
les conditions sur le pas sont satisfaites. De plus, on sait que O, converge presque sirement
vers . Par conséquent, les hypotheses locales du Théoréme 2.1 de Kushner et Yin [10)]
sont vérifiées. On déduit de (5.1.10) que

E [Tn+1|~7:n:| =¢ (@\n) p-S.

et la fonction ¢ est continiment différentiable. Ainsi, ¢(0) = 0 et Dp(0) est la matrice
diagonale définie par
D¢(0) = —-2r f1diag (a1, .. .,ap) .

De plus, la condition 47|fi] 1min laj| > 1 implique immédiatement que la matrice
<j<p

Do) + 51,

est une matrice définie négative. On a aussi que, pour tout 1 <k, [ < p,

E [sign(akfl)Tn+17ksign(alf1)Tn+1,l|.7:n] = @(’H\n)k’l p.s.
ce qui mene a
tim E [sign(ar ) T ssign(af) Tl Fa] = 0 (0, s
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Par conséquent, il suffit d’établir la tension de la suite (W,,) définie par

9, - 0|
anll II’
Tn

afin d’appliquer le Théoreme 2.1 de [10] et d’obtenir la normalité asymptotique
~ L
Vi, - 0) 5 N, (0,5(9))

oll, pour tout 1<k, <p,

+00 90(9)7671
S(0)ks = 0(0)r j(; exp ((1 = 27| f1|(Jag| + |az|))t) dt = anlillar] = laD) —1°

Nous procédons donc a la preuve de la tension de la suite (W;,). Soit (V;,) la suite définie,
pour tout n > 1, par
Vi =10, - 0|, (5.4.1)

et soit (7)) la suite de vecteurs aléatoires de RP définie, pour tout n > 1 et pour tout
1<j5<p, par

T;,; = sign (a; f1) T,j. (5.4.2)
Alors, on a clairement que
Ty 2
Vn+1 = ||9n+1 - ¢9||

= ”7er (gn + 7n+1Ty/L+1) - (9”2
= ke (’H\n + '7n+1T7;+1) -7k (0) ||2

n ! 2
< |lOn + a1 Ty = 0|
. T . . I .
puisque 7gpr = (Tg,..., MK )" est une fonction Lipschitzienne. Il s’ensuit que
2 ro2 7 /
Vil < Vo+ vl all” + 241 <00 =01, .1 >  p.s.

En passant a 'espérance conditionnelle dans 'inégalité précédente, on obtient I'existence
d’une constante M > 0 telle que

E[Vii1|Fn] € Vi + 72 M + 29401 < O —O.E[T) 1| Fn]>  pes. (5.4.3)
De plus, les équations (5.1.10) et (5.4.2) entrainent que
E[Ty1|Fa] = Sp(a) (n) (5.4.4)
ol
Sp(a) = diag (sign (a1 f1),...,sign (apf1)).
Ainsi, on déduit de (5.4.3) et de (5.4.4) que

E[W,41]Fn] < Yo, Vo1 M +2< 0, -0,5,(a)¢ (0,) >  ps. (5.4.5)
Yn+1
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Un développement de la fonction ¢ nous permet d’écrire la relation

<0, -6,5,(a)p (9\”) > = <0,-0,2rf1S,(a)diag (a1,...,a,) (6- @\n) >
+ f1<0n-0,S,(a)diag (a1,...,a,) V(0,) (0 -8) > (5.4.6)

ou, pour tout t # 0,

sin (27(01 —t1)) —2w(01 — t1) sin (27 (0, —tp)) - 27(0, — tp)
6t ey s .

V (t) = diag (

De plus, on a ’égalité

f1Sp(a)diag (a1, ...,ap) = L(a),
ol

L(a) = diag (| fra1l,....|fiap|) -

Avec 'équation (5.4.6), on obtient que

<O -0,8,(a)¢ (B) > = ~27 (B - 0)" L(a) (B, - 0) - (B - 0)" L(a)V (B) (B, - 0).

(5.4.7)
Ainsi, (5.4.5) devient
E(WnalFa] < (1+%) Wi+ M — 47 (8, - 0)" L(a) (5, - 0) (5.4.8)
~2(0,-0)" L(a)V (5,) (8, - 0).
De plus, comme
L(a) 2 minla; f1|Ip,
on a, d’apres (5.4.8),
E[(Wnat|Fa] € Wi+ 209 W + My, =28, - 0)" L(a) (B -0),  (5.4.9)

ou
2¢=1- 47r|f1llrgj1§)|ajl,

ce qui signifie, par hypothese, que g < 0. La fonction V étant continue, on peut trouver
0<e<1/2tel que, si ||t -0 <e, alors

9
2|f1|1rg123|aj|

I, <V(t) <O. (5.4.10)
De plus, on note A, et B, les ensembles A, = {|[0,, = 0]| <&} et
n
Bn = m Ak
k=m
avec 1 <m <n. Alors, il s’ensuit de (5.4.10) que

0<-2 f1|1r£1]1%|aj|V(§n)IBn < -(g)fpan. (5.4.11)
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Ainsi, on déduit de (5.4.9) et (5.4.11) que, pour tout n > m,

E[(Whyilp, | Fn]

IA

Wlg, (1+q7n) + M. (5.4.12)

IN

De plus, puisque B,.1 = B, n A,,1 alors B,,,1 ¢ By, et en passant a ’espérance dans
(5.4.12), on obtient que, pour tout n > m,

E[Wneils, ] < (1+qv)E[Walg, ]+ 7M. (5.4.13)

Finalement, en suivant exactement la méme preuve que celle du Théoreme 4.2.2, on obtient
que pour tout £ > 0, il existe K >0 tel que pour m suffisamment grand,

supP(W,, > K) <&

n2m
ce qui permet de conclure a la tension de la suite (W,,) et termine la preuve du Théoreme
5.2.3. 0
5.4.4 Preuve du Théoreme 5.2.4.

La différentielle de ¢ en 0 est la matrice diagonale

-27 fidiag (a1, ap) .

Les vecteurs propres de cette matrice sont les vecteurs de la base canonique de RP. Ainsi,
la loi du log-itéré vectorielle donnée par (5.2.6) s’obtient grace au Théoreme 1.3.2 alors que
la loi forte quadratique vectorielle donnée par (5.2.8) s’obtient grace au Théoreme 1.3.3.

O
5.4.5 Preuve du Théoreme 5.2.5.

On rappelle que, pour tout 1 < j < p,

1 & COS(27T(X¢ —@;;Lj))

T = —— Yo
U2y nfl = g(Xz) 2,]
et —
— 1 n COS(27T(XZ' —07;_17]'))
anvj = i }/imj'
nfim izl 9(Xi)
Ainsi, il est clair que
1 & -
a,=— ) C(X;,0;1)Y;,
an, Tlflizl ( zzl)z
et
I -
Ap = —= C(Xiyez—l)yi
nfl,n i=1
ou on a noté
Yia
}/;* =
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Nous avons aussi les décompositions

ap—a= WS w(a) + — f — Ry (a), (5.4.14)
et 1
U —a=——(Su(a)+(fi- ﬁn) a)+ R, (a), (5.4.15)
nflm nNjin
avec .
Sn(a) =3 (C(Xi,0)Y: - fra),
i=1
et "
Ru(a) = Y (C(Xi0i-1) - C (Xi0)) Yi
i=1
De plus,

I n 27TXi
(fi=frn)a = Z(fﬁy)

-el'S,(a)a

Ainsi, on déduit immédiatement de (5.4.15) que

1
an—a=——M,S,(a)+
nfl,n n 1,n

Ry (a), (5.4.16)

ot la matrice M, est donnée par (5.2.13). De plus, pour tout 1< j <p,

R, ;(a) = ajR,ll’j(a) + iji’j(a) + wa-(a), (5.4.17)
ou
n AClj 2 n AC@j 3 n Aci]'
(l) 7 f(Xl_e)v Rn (CL) 7 Rn ‘(a): ’ Ei,'a
Z; g(X ’ 7 2; 9(X 7 Z; 9(Xx;) ™"
et

Ac; j = cos (27T(X7; - @71,]')) —cos (2m(X; - 65)).

Tout d’abord, puisque
E[C(X;,0)Yi|Fi1] = fra,

la suite (S, (a)) est une martingale vectorielle & accroissements indépendants et de carré
intégrable. Pour tout n > 1, son crochet (S(a)), est donné par

M:

(S(a))n E[(C(Xi.0)Y; - fra) (C(X3,0)Yi - fia)" |Fii]

~.
Il
—_

M:

Cov (C(X;,0)Y;|Fi-1)

<.
1l
—_

Ainsi, on a

n—+oo n

=I'(a) ps.



96 CHAPITRE 5. MODELE DE DEFORMATION A FORME COMMUNE

ou I'(a) est donnée par (5.2.18). Ensuite, comme

Ac; j
9(Xy)

1/2 - 1/2
E[ | Fi- 1] = /:1/2 cos (27r(x—92~_17j))dx— [1/2 cos (2m(x - 0;)) dx

= 0,
la suite (Rf1 j(a)) est une martingale de carré intégrable dont le crochet est donné par
2

RQ(a) i [ Q(X)U:z 1]

De plus, comme la fonction cosinus est une fonction lipschitzienne, on a
|Aci j| < 10i-1,5 = 05].

Par conséquent, g ne s’annulant pas sur [—1/2;1/2], il existe une constante C > 0 telle que

2
~ 2
E[ Q(X )|-7:z 1] <C(6i-1;-6;)". (5.4.18)
Ainsi, on déduit de la loi forte quadratique (5.2.8) et de I'inégalité précédente (5.4.18) que
(Rj(a))n = O (log(n))  pss. (5.4.19)

De plus, la loi forte des grands nombres pour les martingales, donnée par exemple par le
Théoréme 1.3.15 de [23], entraine que, pour tout 1< j <p,

Rij(a) =o(log(n)) p-s. (5.4.20)

La suite (Ri j(a)) est encore une martingale de carré intégrable dont le crochet est donné
par

(Rj(@)n = o (R} (a))n-
Ainsi, on déduit immédiatement de (5.4.19) que
(R}(a))n = O (log(n))  ps., (5.4.21)

et de la loi forte des grands nombres pour les martingales que, pour tout 1 < j < p,

R; j(a)=o(log(n))  ps. (5.4.22)
Ensuite, pour tout 1< j <p, le changement de variable u = x — ; entraine que

Aciyj

E[Q(Xi)

f(X; —Hj)]}“z-_l] = fll//j (cos(27r(:c—@\i_17j)) - cos (27r(x—9j)))f(m—0j)dx

/2-0; .
[11/22_9_ (cos(2m(u+0; - 0i-1,5)) — cos (2mw) ) f(u)du.

L’égalité trigonométrique élémentaire

cos(2m(u+0; —B;_1 7)) = cos(2mu) cos(2m(0; — Bi-1 5)) — sin(27wu) sin(27(0; — B;-14)),
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la symétrie et la périodicité de f impliquent alors que

A i.j
IE:[9(;;)

F(Xi=0)\Fi | = o (cos(2m(8; - B ) =1)  ps.

De plus, pour tout |z| < 1/2, on a
|cos(2mz) - 1] < 2m%a?

ce qui conduit a

\[(;’J)f(X Gj)lﬂ-“i_l]\sznz(ej—é}_m)g p.s. (5.4.23)

On a également la décomposition
R}z,j(a) = Apj(a) + By j(a),

avec AC%] ACZ,]

et

B, j(a) = ZE[ o= 0IF

Il s’ensuit & nouveau de la loi forte quadratique (5.2.8) et de (5.4.23) que, pour tout
1<j<p,
By j(a) =0 (log(n))  ps. (5.4.24)

De plus, pour tout 1 < j <p, (A, ;(a)) est une martingale de carré intégrable de processus
croissant (A;(a)), satisfaisant

2

(45(a))n z = e IR
La fonction f étant bornée, on déduit de (5.2.8) et (5.4.18) que
(4j(a))n = O (log(n))  ps.
Il découle alors de la loi forte quadratique pour les martingales que, pour tout 1 < j < p,
Api(a)=o(log(n)) ps. (5.4.25)

Ainsi, les équations (5.4.20), (5.4.22), (5.4.24) et (5.4.25) impliquent que, pour tout 1 <
J <P
Ry j(a) =O(log(n))  ps. (5.4.26)

Finalement, on obtient de (5.4.14) que

Ty —a= anlSn(a) +0 (@) p.s. (5.4.27)
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et de (5.4.16) que

1 1
Uy —a=——M,S,(a)+0O (M) p.S. (5.4.28)
n

njin

Par conséquent, comme ﬁﬂ converge presque sirement vers fi, (5.2.14) et (5.2.15) se
déduisent de la loi forte des grands nombres pour les martingales alors que (5.2.16) et
(5.2.17) se déduisent du théoréme central limite pour les martingales et du lemme de
Slutsky. Enfin, on obtient (5.2.19) et (5.2.20) grace au Théoreme 2.1 de [11]. O

5.5 Preuves des résultats non paramétriques

5.5.1 Preuve du Théoreme 5.3.1.

Pour = € [-1/2;1/2], on note (f,,;(x)) la suite définie pour tout n > 1 et 1< j < p, par
Fog(@) = T o (). (5.5.1)

On peut écrire la décomposition

: fo () = Lioy Wi (@) + Wi i (-2)) (Vij = v))
" mL (Wi (@) + Wi i(-2)) ’
et
72 (z) = Yieg (Wi () + Wi i(-2)) (v; —@‘—1,3').

it (Wij(@) + Wij(-))
D’une part, il découle du Théoreme 4.3.1 que pour tout x € [-1/2;1/2],

dim f, (@) =a;f(z)  ps.

D’autre part, puisque 7;_1; converge p.s. vers v; quand 7 tend vers +oo, le Lemme 1.3.2
de Toeplitz implique que pour tout x € [-1/2;1/2],

N )
lim fr () =0 ps.

Ainsi, on obtient que
T%l_)r{.lo (@) =ajf(z) ps. (5.5.3)

Par conséquent, comme @, ; converge p.s. vers a; # 0 quand n tend vers +oo, il s’ensuit
que

Iim o (2) = f(z) D (5.5.4)

Finalement, les équations (5.1.16) et (5.5.4) nous permettent de conclure la preuve du
Théoreme 5.3.1. U



5.5. PREUVES DES RESULTATS NON PARAMETRIQUES 99

5.5.2 Preuve du Théoréme 5.3.2.

On s’intéresse maintenant & la normalité asymptotique de f,. Pour tout z € [-1/2;1/2],
on a

hS]

Jal@) = f(2)

1wj(x) (Fai(@) - f(2))

My (@) + P j(x) + Qnj(x) + Ry j(x) + Sp ()
nGn,;j ()

J

iS]

(5.5.5)

J

wj()
1
ou

Gnj(x) = Tnj(Gnj(®) +Tni(-2)),
M j(z) = My j(x)+ My j(-2),
Prj(x) = Poj(x)+ Poj(-2),
On,j(x) = Qnj(x)+Qn;(-2),
Rnj(x) = Rnj(@)+ Rnj(-2),
Snj(x) = Snj(®)+Sn;(-1),

ol G (), My j(z), Ppj(x), Qnj(z), Rnj(x) et Sy ;(z) sont définis par

_ 1&

Gnj(z) = = Wi ),
nic1

My j(x) = Y Wij(x)eis,
=1

Pas(e) = By 3 Ws(a) (FOX =B ) - £(2)).
Qnj(r) = Tny Zn; Wi i(z) (f(Xi-0;) - f(X; = 0i15)),
Rusf@) = (a=y) 3 Was(e) [ (Xi=05),
Sg(@) = éwi,m) (05 ~Ti1).
Tout d’abord, on déduit de (4.5.28) et de la convergence presque sire de @, vers a, que
im Gy j(x) = a; (9(0; +x) +9(0 -x))  ps. (5.5.6)

De plus, on déduit de (4.5.32) et de (4.5.35) que, pour «a > 1/3,

Pai(@) = o(n'™™) ps, (5.5.7)
Q?L,j(x) o(nlm) p.s. (5.5.8)
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Ainsi, pour tout z € [-1/2;1/2], on trouve que

lim @ i wj(x)Pn,j(x) + Qnj ()

=0 ps. (5.5.9)

Ensuite, la fonction f étant bornée, on a

Ryy(z) =0 (Iaj e Wim)) b,
=1
Par suite,
Z (@) =0(n)  ps.,

ce qui assure que
Ry j(x) = O(nlaj —an;l)  pes. (5.5.10)

De plus, on obtient de (5.4.27) que, pour tout 1< j < p,

. log(n
|aj—an,j|=0(\/%)) p.s.

qui, grace a (5.5.10), nous permet de dire que

R, j(x) = (9(\/nlog(n)) p.S. (5.5.11)

Par conséquent,

7?,2 () = o(n™*)  ps. (5.5.12)
Puis, on a l'inégalité suivante
S5 ()] < Apj () + E () (5.5.13)
ol .
Apj() = ; Lij (Wij(x) - E[W;;(2)|Fi-1])
et

Snj(@) = Y. Li JE[W; ; ()| Fi-1]
i

avec L; j = [vj —Ui—1,4]. On déduit alors de (4.5.34), de 'inégalité de Cauchy-Schwarz et de
la loi forte quadratique donnée par (5.2.3) que

n 1/2
Yni(z)=0 (\/ﬁ(; E?’j) ) =0 (\/nlog(n)) p.s. (5.5.14)

De plus, la suite (A, j(x)) est une martingale dont le processus croissant est donné par

0y =0 (S L2 ENE F])  ps
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Ainsi, il découle a nouveau de la loi forte quadratique (5.2.3) que

(A(z))n ( @ ZE ) =0 (n“log(n)) ps. (5.5.15)

ce qui, grace a la loi forte des grands nombres pour les martingales, nous permet de dire
que, pour tout v >0, on a

Al i(z) =o(n"log(n)*)  ps. (5.5.16)

Alors,

S,Ql’j(:x) o(n*log(n)**7) + O (nlog(n))

o(n'**)  ps. (5.5.17)

A présent, on étudie le comportement asymptotique du terme dominant M,, j(x). Pour
tout x € [-1/2;1/2] et tout 1 < j < p, la suite (M, j(x)) est une martingale de carré
intégrable dont le crochet vaut

(M;(2))n QZE[ Wij(x) + Wij(-2)) [ Fica] -

On déduit alors de (4.5.37) que, pour x # 0,

i M@ _ o3

neeo  plta 14q

(g(0j+x) +g(0; —x)). (5.5.18)
On obtient aussi de (4.5.38) que, pour x = 0,

2.2

(0 o4y

i PO _
n— o0 n+a 1+CL/

9(6;)- (5.5.19)

De plus, comme (g;;) a un moment d’ordre > 2 fini, I’équation (4.5.39) nous permet de
vérifier que la condition de Lindeberg est satisfaite pour (M, j(z)). On peut donc conclure
par le théoréme central limite pour les martingales que, pour tout x € [-1/2;1/2] et z # 0,

2,2

Mni(z) L j
= = N(0.72— (9(0; +2) + 9(6; - 2))). (5.5.20)
tandis que, pour x =0,
Mn,j(o) L J
= _>N(0,41 1)- (5.5.21)
Finalement, il s’ensuit de (5.5.20) et (5.5.21), de I'indépendance de €; 1, . . . ,€; p et du lemme

de Slutsky que, pour tout z € [-1/2;1/2] tel que z # 0,

L M) £ p ojws ()
s 5@ gy O 2 GG O



102 CHAPITRE 5. MODELE DE DEFORMATION A FORME COMMUNE
alors que, pour x =0,

(5.5.23)

12 M (0) £ v & o (0)
n1+aj;w]( ) G i (0) ( l+o o a?g(Gj))

Finalement, les équations (5.5.9), (5.5.12), (5.5.17) ainsi que les deux convergences précé-
dentes (5.5.22) et (5.5.23) et le lemme de Slutsky nous permettent de conclure que, pour
tout x € [-1/2;1/2] avec z # 0,

_ C iy ojw; ()
Vi () 1) £ N (0. Z TG0 s

tandis que, pour x =0,

Vi () - 10)) £ (0.2 Z 2(0,) )

Ceci acheve la preuve du Théoreme 5.3.2. [l



Chapitre 6

Deformation de variables
aléatoires

Ce chapitre est consacré a I’étude du modele de déformation de variables aléatoires (3.1.4),
défini, pour tout n > 0, par
X =g (en) - (6.0.1)

Plus précisément, on suppose que l'on dispose d’une suite (&,) de variables aléatoires
indépendantes et de méme loi ainsi qu'une déformation ¢y, dépendant d’un parametre
inconnu #, produisant la suite d’observations (X,,) donnée par (6.0.1). Il est important de
noter ici que (g,) est observable. On considére que, pour tout ¢ € R, la déformation
est connue et inversible et que la fonction ¢ — ¢; n’est pas inversible (voir la Remarque
6.0.1 ci-dessous). Seul le parametre 6 est inconnu. Ce probleme peut étre vu comme un
probleme déterministe puisque si on dispose d’une suite déterministe €, et d’une suite x,,
provenant du modele
Tn = po(€n)

alors, une méthode de gradient déterministe permet d’approcher 6 en considérant, a x fixé,
le gradient de la fonction

Mo () = (z - o7 o p(2))”.

Plus précisément, dans un intervalle ou la fonction M, est strictement concave, I'algorithme
déterministe
On1 = 0p + Tn+1 van (en) (602)

_ -1 [
avec V.My, (0n) = —20¢, (zn) (€n — o, (zn)), va converger vers 6 quand le nombre d’ité-
rations n va tendre vers l'infini. Cependant, nous allons voir que considérer (&,) comme
une suite de variables aléatoires va nous permettre de caractériser de manieére naturelle la
fonction de contraste a utiliser. Plus précisément, on considere la variable aléatoire

Zn(t) = 0, (Xn) - (6.0.3)

Alors, un critere naturel pour estimer 6 est maintenant de minimiser en ¢ la moyenne
quadratique de la différence entre Z,(t) et &,

M(t) =E[(Zu(t) - 2)?]. (6.0.4)

103
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On note € et X des variables aléatoires de méme loi que (e5,) et (X,,), respectivement.
D’une part, on peut réécrire la variable aléatoire Z,(t) definie par (6.0.3) de la fagon
suivante

Zu(t) = o7 (Xn) = 01 (vo(en)- (6.0.5)

On note aussi Z(t) une variable aléatoire qui a la méme loi que Z,,(t). D’autre part, pour
estimer #, on se ramene donc au probleme de minimiser en ¢ le contraste défini par

M(t)=E[(Z(t)-¢)*]. (6.0.6)

En notant F~! la fonction quantile de €, on peut donc écrire que

M) =E[ (o7 (ea(e)) -¢)] = [ (it o oo PN (a) - F (@) da

Ainsi, si on suppose, que pour tout t, ¢; est croissante, alors la fonction quantile de Z(t)
vaut Fé%t) =l ogpgo F~! et donc

M(t) = fo 1 (Faty(@) - F (@) da. (6.0.7)

Cette quantité correspond a la distance de Wasserstein entre la loi de Z(t) et de celle de ¢,
définie et étudiée dans [15] dans un cadre général. Utiliser la distance de Wasserstein pour
aligner des lois est une approche naturelle puisque la distance de Wasserstein correspond
au cout de transport entre deux lois de probabilité. Ainsi, dans notre cadre, considérer
I’écart quadratique moyen entre les variables aléatoires €, et X, est équivalent a étudier
la distance de Wasserstein entre leurs lois. Finalement, considérer le modele aléatoire
nous permet d’avoir une interprétation probabiliste du contraste a minimiser, en terme de
distance de Wasserstein.

Dans ce chapitre, nous proposons une méthode d’estimation récursive de 8 de type gradient
basé sur la distance de Wasserstein. On dérive alors de cet estimateur un estimateur de
gradient stochastique en ajoutant une perturbation aléatoire. Puis, si la loi € possede une
densité de probabilité f, en utilisant ’estimation préalable de #, nous construisons un
estimateur de f plus robuste que ’estimateur naturel de Parzen-Rosenblatt.

Remarque 6.0.1 Si, pour tout x € R, la fonction t — pi(x) est inversible, alors une esti-
mation exacte du parametre 0 est possible. Nous excluons ce cas. Un exemple de fonction
non inversible est la fonction de Box-Cox présentée au chapitre 7.

6.1 Procédure d’estimation

Dans un premier temps, on s’intéresse donc a ’estimation de 6 dans le modele (6.0.1).
Comme M (0) =0 et que la fonction M est positive, il est clair que M admet un minimum
global en 6, ce qui nous permet d’avoir une caractérisation du parametre 6. Formellement,
on suppose que 6 € © ou O est un intervalle R. Nous avons également besoin d’ajouter des
hypotheses de régularité sur les fonctions de déformation ;. Plus précisément, pour tout
t € ©, on suppose que
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(H1) ¢ est inversible, croissante de I vers I, des intervalles de R.

(H2) Pour tout z € I, ¢;'(z) est de classe C' par rapport & t € ©.
(H3)  ¢ilopeeL?(e).

(Ha) Pour tout compact B de ©, E [supteB |00t 0 g (5)‘4] < +00.

Dans toute la suite, pour tout x € I5, on note 8(,0{1(3;) la dérivée de got_l(ac) par rapport
a t. De plus, on déduit immédiatement de ’hypothese (H1) que la fonction de répartition
de X est Fx =Fo 4,051 alors que celle de Z(t) est F o cp;l o ¢;. Nous avons alors le lemme
suivant.

Lemme 6.1.1 Supposons les hypothéses (H1) a (Ha). Alors M est de classe Ct (©).

Preuve du Lemme 6.1.1

Tout d’abord, (H4) implique en particulier que, pour tout compact B de O,
-1 2
E sup‘&pt 0 Vg (5)| < 400.
teB
De plus, en rappelant que F~! est la fonction quantile associé & e, nous avons

_ 2 1 _ _ 2
E [sug‘&pt Loy (5)‘ ] = -[0 sug ‘8% Lo g (F 1(m))‘ dx < +oo0. (6.1.1)
te te
On déduit aussi de (Hsz) que, pour tout x € I,

O[(F (x) - 97t o wpo FH(x))"] = =207 (w0 0 F (@) (F7(2) - 7 0 pp 0 ()
(6.1.2)
est une fonction continue en ¢. De plus, si B est un compact contenant #, alors il découle
de (H2) et du théoreme des valeurs intermédiaires qu’il existe une constante C'p > 0 telle
que

sup ’F_l(a:) il oy (F_l(l‘))‘ <Cpsup ‘&p;l o Vg (F_l(:n))‘ . (6.1.3)
teB teB

Ainsi, on déduit de (6.1.2) et de I'inégalité précédente que

sup 0 (F~ () = ¢ o o o F'())°]| < 20 sup |0y 0 g (F7'(2)
teB teB

ce qui, par (6.1.1), implique que

sup o[ (P () - " o 00 (@)

est intégrable. Finalement, M est de classe C' (©) et pour tout t € O,

W)= [ 2067 (g0 7)) (F7 ) - o o000 7 (2)) i
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O
On déduit immédiatement du lemme 6.1.1 que la dérivée M’ de M a I’expression suivante,
pour tout ¢ € ©,

M ()=-2 [t op0 I (@) (F7(2) - oi’ o g0 P () da
=—2E[9¢;" (X) (- ;' (X))]. (6.1.4)

Il est alors clair que M’(6) = 0. Ainsi, on peut supposer qu’il existe {a,b} € ©2 tels que
a<betfela;b[ cO tel que, pour tout t € [a;b],

(Hs) (t—0)M'(t) > 0.
Afin que la fonction M soit un peu plus réguliere, nous avons aussi besoin d’ajouter une

hypothese de régularité supplémentaire sur les fonctions de déformation. Cette hypothese
est la suivante.

(Hs) Pour tout z € I, ¢;(z) est deux fois dérivable en t € O, et
pour tout compact B de ©, E [suptEB ‘02%_1 ° ©p (5)‘2] < 400,

Lemme 6.1.2 Supposons les hypothéses (H1) a (Hg). Alors, M est de classe C* ().

Preuve du Lemme 6.1.2

En effet, 'hypothese (Hg) implique que la fonction

~20¢;" (po o F~'(2)) (F™'(2) — ;" o pg o F7'()) (6.1.5)

est contintiment dérivable en ¢. De plus, on a

0[0¢; (oo F7' (@) (F(w) -1 o pgo F'(2))]
= —[0p; o ppo FH (@) + 0% o ppo F () (F7(x) - gt o ppo F(x)).

On déduit alors de (6.1.3) que, pour tout compact B contenant ¢ et 6,
Stug|82§0t_1 opgo Il (x) (F7H(x) — ¢ o pgo F ()|
€
< Cpsup|0%p; ' o pgo F~'(x)|sup|dp; ' o g o F' (x)].
teB teB

Ainsi, (Hg) et (6.1.1) et I'inégalité de Cauchy Schwartz implique que
sugéﬂso{l opgo Fl(z) (F7H(2) - ¢y  opgo F'(x))
te

est intégrable. On a donc

folstgg\a[awil (woo F(2)) (F7'(2) — 9" o pp o F' ()] da < +o0
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qui nous permet de conclure que M est de classe C?(©) et on a, pour tout ¢ € O,
1
Mty =2 [ [ogr oy PN ()] do
0

! 2 -1 1 1 1 1
-2 [ 0% ogo F @) (F 7 (@) - o7 oo o F () da

L]
On déduit alors du lemme 6.1.2 que la dérivée seconde M de M est définie, pour tout
t € O, par

1
M"(t) =2 /0 [&p;l 0 g o }771(3c)]2 dz (6.1.6)
1
-2 [T 0% 0 g0 F(a) (F (@) - o7 oo F (@) da

c’est-a-dire

M"(t) =2E [ (96,1 (X))"] - 2B [0%07 1 (X) (e - 971 (X))] (6.1.7)

6.1.1 Estimation de 6

A ce stade, nous pouvons mettre en place notre algorithme de Robbins-Monro pour I’es-
timation de 6. Plus précisément, notons 7(,.;) la projection sur le compact [a;b] définie,
pour tout x € [a;b], par

Tlap] () = Tliacacpy + @lizcay + bliasp) -

Soit (;,) une suite de nombres réels positifs, décroissante vers 0, et telle que

> An = +00 et > 72 < +oo. (6.1.8)
n=1 n=1

Nous allons estimer 6 grace a 'algorithme de Robbins-Monro projeté, défini, pour tout
n >0, par

—_

On+1 = T[a;p] (a\n - %+1Tn+1) (6.1.9)

ot la valeur initiale 0 € [a;b] et la variable aléatoire T),,1 est définie par
Tt = =205 (Xni1) (Ene1 = 95! (X)) (6.1.10)

Naturellement, cet algorithme est analogue a I’algorithme de gradient déterministe (6.0.2)
ou la fonction de contraste est la distance de Wasserstein. De plus, nous pouvons modifier
lalgorithme (6.1.9) afin d’obtenir un algorithme de gradient stochastique. Plus précisé-
ment, cette modification consiste a remplacer I’algorithme (6.1.9) par sa version « exci-
tée »

On+1 = T a;b] (gn - ’Yn+1fn+1) (6.1.11)

)

ot la valeur initiale 0 € [a;b] et ou la variable aléatoire T,+1 est définie par

Tn+1 = _28S05’i (Xn+1) (€n+1 - Qpé‘j (Xn+1)) + Vn+1- (6112)
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L’excitation (V;,) est une suite exogeéne de variables aléatoires indépendantes et de méme
loi de moyenne 0 et de variance o > 0. Naturellement, comme nous le verrons dans la suite,
le théoreme central limite pour (@\n) sera dégénéré, alors que 'ajout de la perturbation
Vih+1 permettra d’obtenir un théoreme central limite non dégénéré pour 'algorithme excité

(bn)-

6.1.2 Estimation de la loi de ¢

Dans un second temps, on s’intéresse a l’estimation de la loi de . Pour cela, on sup-
pose que la variable aléatoire € possede une densité f et on s’intéresse a l’estimation
non paramétrique de f. Une facon naturelle d’estimer f est de considérer I'estimateur de
Parzen-Rosenblatt récursif défini, pour tout n > 1 et pour tout x € I, par

Fu() = = Z " ( x) (6.1.13)

hy

ou K est une fonction noyau symétrique, positive et bornée et telle que
/H;K(:c)dx =1, et fo2K(m)dx < +00.

De plus, dans notre cas, on sait que Z,(0) = &,. L’idée est alors d’utiliser ’estimation
préalable de 6 pour construire un autre estimateur de Parzen-Rosenblatt de f. A cette fin,
nous allons étudier I'estimateur récursif de Parzen-Rosenblatt défini, pour tout n > 1 et
pour tout x € I, par

Fula) = % 3 hi (Z’“(Q’“h;kl)_x) (6.1.14)

ol Destimateur B;_; est donné par (6.1.9) et ol h, = 1/n® avec 0 < o < 1. Afin d’étudier le
comportement asymptotique de ﬁ, nous avons besoin d’ajouter d’autres hypotheses aux
hypotheses (H1) a (Hg). Plus précisément, si on note 0 'opérateur dérivé par rapport a ¢
et d celui par rapport a x, on a besoin d’ajouter les hypotheses suivantes sur f et sur les
fonctions de déformation ;.

(HY) f est bornée et de classe C2(I1) et ses dérivées sont bornées.
(H5) Pour tout t € ©, ¢y est de classe C3(I1).
(H%) ©g" est de classe C3(I2) et ses dérivées sont bornées.

(H}) dy, d*¢, d*p sont bornées.

De plus, nous aurons besoin d’une hypothese un peu plus forte sur la régularité des fonc-
tions de déformation ¢.

(H) ¢ est de classe C2 (O x I1) et Opy(x), ddps(x) sont bornées en .
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6.2 Résultats de convergence paramétrique

Théoréme 6.2.1 On suppose les hypothéses (H1) a (Hs) avec 0 € Ja;b[ ot a < b. Alors,
0, converge presque surement vers 6.

Dans toute la suite, on fait le choix d’un pas 7, = 1/n.

Théoréme 6.2.2 On suppose les hypothéses (H1) a (He) avec 0 € ]a;b[ ot a < b. Si
M"(0) >1/2 et s’il existe o> 4 tel que, pour tout compact B de O,

E sup\@cpt_l o wg(e)\o‘] < 400
teB

alors, on a la normalité asymptotique dégénérée

Vn (0, -9) £, 5. (6.2.1)

Cependant, pour la suite (8,,) définie par (6.1.11), si lexcitation (V,) a un moment d’ordre
> 2 fini, on a la normalité asymptotique

0_2
Vn (0, -9) iN(O,W). (6.2.2)

De plus, si pour tout t € [a;b],

(H7) M"(t) > 1/2,

alors pour tout n >0,

9 exp (01772/6)

— 2 —
E|((6, - < - 2.
[(8,-0)"] < (B5-0) " (6.2.3)
ot la constante Ci est donnée par
Cy = 4E[ sup |9p; ! o (pg(s)|4:| . (6.2.4)
te[a;b]

Remarque 6.2.1 Il est immédiat, par (6.1.6), que

M"(0) =2 fol (065" 0 g0 F(2)]" da = 2 [(8(,051()())2] .

Ainsi, linégalité M"(0) >0 a lieuw d’une maniére générale. De plus, si on remplace M par
AM avec X > 0, alors les résultats ne changent pas. Ainsi, la condition M"(t) > 1/2 n’est
pas restrictive.
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6.3 Résultats de convergence non paramétrique

Théoréme 6.3.1 On suppose les hypothéses (H1) a (Hs) avec 0 € Ja;b[ ot a < b. On
suppose de plus les hypothéses (H]) a (H}). Alors, pour tout x € I, on a

ng@mﬁ(x) = f(z) ps. (6.3.1)

Le deuxieme résultat concerne la convergence en moyenne quadratique de f,(x) vers f(z).

Théoréme 6.3.2 On suppose les hypothéses (H1) a (H7) avec 0 € Ja;b] ot a <b. De plus,
on suppose les hypothéses (H]) a (HE). Alors, pour tout x € Iy, on a

lim E[|F(x) - f@)]=o0. (6.3.2)

6.4 Preuves des convergences paramétriques

6.4.1 Preuve du Théoréme 6.2.1.

La preuve du Théoreme 6.2.1 suit essentiellement les mémes lignes que celle du Théoreme
4.2.1. On note F,, la o-algebre des événements s’étant produits avant l'instant n, F,, =
(g0, ..,€n). On commence par calculer les deux premiers moments conditionnels de la
variable aléatoire T}, donnée par (6.1.10). D’une part, on a

E[Tn-#l’]:n] —QE[a@é‘j (Xn+1) (€n+1 - 90’5‘5 (Xn+1)) |fn:|,

_QE[OS%T‘,{ ° vp(en+1) (5n+1 - 905‘5 ° 906(5n+1)) |5En]

Ainsi, comme (€,,) est une suite de variables aléatoires indépendantes et @L e F,, on déduit
immédiatement de (6.1.4) que

—2E[3905~i ° g (en+1) (6n+1 — g o ¢9(8n+1)) Ifn]
1
= =2 [ ogsl oo F7N@) (F7H (@)~ 5t oo o F () ) do
= M'(6,) p.s.

ce qui entraine que
E[Ty41]Fn] = M'(6,) p.s. (6.4.1)

D’autre part, on a
2
4E[095" (Xni1)? (21 = 05" (Xn1)) 170 ],

4E[095" (Xni1)* (" (Xns1) - 5! (Xm))2 Fa|l (642)

B[12.07)

Le théoreme des accroissements finis assure que

" (K1) = 05" (Xnin) | < sup 107 (Xoer)| % (B~ 6] (6.4.3)

te[a;b]
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Par conséquent, les équations (6.4.2) et (6.4.3) impliquent que

E[ 72,17 ] <4 (0 - 0)* E[ sup |07 (X)[]. (6.4.4)
te[a;b]

Ainsi, on en déduit qu'il existe une constante C donnée par (6.2.4) et telle que

—~ 2
E[12,1|7.] < C1 (1 - 0) p.s. (6.4.5)
_ 2
Maintenant, pour tout n >0, on note V,, = (Hn - 9) . On a clairement que

Vasr = (b\nﬂ - 9)27
(W[a;b] (’H\n - ’7n+1Tn+1) - 9)2’

(F[a;b] (@\n - ’Yn+1Tn+1) ~ Tasb] (0))2

puisque 6 €]a; b[. La fonction T[a;p] étant une fonction lipschitzienne de constante de Lip-
schitz 1, on obtient que

— 2
(971 - ’Yn+1Tn+1 - 9) )
< Vot 77%+1T3+1 - 2'7n+1Tn+1(§n -0).

Vn+l

IA

Ainsi, les équations (6.4.1) et (6.4.5) impliquent que
E[Vis1|Fn] € V(1 + C17241) = 2931 (6 = 0)M'(B,)  p.s. (6.4.6)

De plus, 0, € [a;b], donc d’apres (Hs) on a (6, —0)M'(8,,) > 0. Ainsi, on déduit de (6.4.6)
et du Lemme 1.3.1 de Robbins-Siegmund que la suite (V},) converge p.s. vers une variable
aléatoire V finie p.s. et

S a1 (0 = )M (8,,) < +00 p.s. (6.4.7)
n=1

Supposons par 'absurde que V' # 0 p.s. Alors, on peut trouver deux constantes c et d telles
que
0<c<d<2max(|al,|b]),

et pour n assez grand, Pévénement {c < |0, — 0| < d} n’est pas négligeable. Cependant, sur
cet anneau, on peut trouver une constante e > 0 telle que (6,,—6)M'(6,,) > e. Ainsi, (6.4.7)
implique que

(o]
> An < +00,
n=1

ce qui contredit (6.1.8). Par conséquent, on obtient que V' = 0 p.s., et donc que 0, converge
p.s. vers 6. [
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6.4.2 Preuve du Théoréme 6.2.2.

On va suivre la preuve du Théoreme 4.2.2. Plus précisément, on veut appliquer le Théoreme
2.1 de Kushner et Yin [10] page 330. Tout d’abord, comme , = 1/n, les conditions sur le
pas sont satisfaites. De plus, on a vu que o,, converge p.s. vers . Par conséquent, toutes
les hypotheses locales du Théoreme 2.1 de [10] sont vérifiées. De plus, il découle de (6.4.1)
que E[Tp41|Fn] = M'(6,) p.s. et la fonction M est deux fois contintiment dérivable. On
a M(0) =0, M'(6) =0 et M"(0) >1/2. On déduit alors de (6.4.5) et de la convergence
presque sire de 8, vers 0 que

lim E[T7,,|F,] =0 p.S.

n—oo

Enfin, le Théoréme 4.1 de [10] page 341 assure que la suite (W,,) définie par
W, = /n(0,, - 0)
est tendue. Ainsi, on déduit du Théoreme 2.1 de [10] que

(B, - 0) £, do.

Des calculs analogues a ceux effectués dans le preuve du Théoreme 4.2.2 nous permettent
également de conclure que

~ L o2
Vn(6, -0) _)N(O’W)'

De plus, en passant a l’espérance dans (6.4.6), on a, pour tout n >0,
Va1 <Un(1+C17201) = 29nn B [(@\n - Q)M'(@\n)] (6.4.8)

avec

~ 2
v =E[(7.-0)"].
Comme M'(0) =0, on a
— —~ 1 —
M'(3,) = (3, - ) fo M"(0+ 2B, - 0))dz  ps. (6.4.9)
Par conséquent, on déduit de (6.4.8) et (6.4.9) que

— 1 —~
Vnet <n(1+Ci72 1) = 29mii B [(en e fg M (0 + (3, - 9))@] . (6.4.10)

Finalement, puisque 6 € ]a; b[ et 8, € [a;b], 6 + (6, — ) € [a;b] pour tout x € [0;1]. Aussi,
d’apres Hr, pour tout ¢ € [a;b], M"(t) > 1/2 et on peut donc écrire que

[01 M"(0 + (B, - 0))da > 1/2.

On déduit alors de (6.4.10) que, pour tout n >0,

U1 (1 4+ C1y2ey = Yns1)- (6.4.11)
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De plus, pour z € R, on a l'inégalité de convexité
1 -z <exp(-z).

On en déduit donc que
Uns1 <V exp (C1ym,g = Yne1) -

Par une récurrence immédiate dans (6.4.12), il advient que

n
vn < vo [Jexp(Civi - ),

k=1
n 9 n
< erXp(Cl > V- Z’Yk),
k=1 k=1
+o00 9 n
< erXp(Cl > V- Z’Yk)
k=1 k=1
Finalement, comme 7y, = 1/k, il s’ensuit de (6.4.13) et du fait que
+00 2
2 7T
Ve =
k=1 6

et
n
>k > log(n +1)
k=1

que, pour tout n >0,

exp (C17%/6)

Un S0 n+1

ce qui acheve la preuve du Théoreme 6.2.2.

6.5 Preuves des convergences non paramétriques
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(6.4.12)

(6.4.13)

On rappelle que f est la densité de ¢ et on note f; la densité de la variable Z (t). Comme

la distribution de Z(t) est F o ¢," o ¢y, on a, pour tout z € Iy,

f(@) = f (pa' o r(@)) d[ g o i) ().

En particulier, fy = f. Avant de s’attaquer aux preuves des deux théoremes de convergence
de f,, on établit des résultats de régularité sur f;(x) qui seront utiles dans la suite. Tout

d’abord, on a

fim) = f(es ope(®))d]ey' o we] ()
F0g" o pu(@))der(z)d[wy"] (e()).

Les hypotheses (H]), (H5) et (H5) impliquent que f; est deux fois continiment dérivable

en z. De plus, pour tout x € Iy,

dfi(x) = f (95" 0 01 (2)) & [05" 0 1] (@) + ' (95" 0 e(@)) (d 5" 0 0] ()
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et
& fi(z) =f (g5" o pu(x)) d [0y 0 1] ()
+3f (p5" o pr(x)) d[ 0y’ o pe] (x)d* [05" © ¢t ] ()
+ 1" (5t o o)) (A0t o 0] ()

On déduit alors des hypotheses (H]) & (H}) que fi(x), dfi(z) et d*fi(z) sont bornées
sur © x I;. De plus, 'hypotheése (Hf) assure que fi(x) est aussi continiiment dérivable en
(t,x) et on a pour tout t € © et pour tout x € I,

Ofe(x) = f (5" 0 pe(2)) 0d 05" o pr] () + ' (05" 0 0e(w)) d 05" o @] (2)0 05" 0 o1] (),

9[pp' o i) (z) = 0pi(2)d [w5"] (¢i(2)),
et
9d[gp" o @] (x) = ddepr(x)d [0y | (pe(2)) + Dpr(x)dipe(z)d” [05" ] (e()) -

Ainsi, sous (H}) et (Hf)
sup |0 fi(x)] < +oo. (6.5.1)
te®

6.5.1 Preuve du Théoréme 6.3.1

On note, pour tout x € Iy,

Zn(an,l) - ac) ‘

1

Pour tout z € I1, on a la décomposition
nﬁl(x) = Mn(x) + Nn(l‘),

avec

Mo (z) = ki E [Wie()| Fr 1] (6.5.2)
=1
et "
Na(w) = 35 (Wi(e) ~E[Wi o)/ i) (6.5.3)

D’une part, f§n_1 est la densité de Zn(én,l). Il en découle que, pour tout 1 <k < n,

1 U—T
B [Wi()|Fia] = [, h—kK(h—k) f. (uw)du
. '[RK(v)fgkil(x+ hyv)do.
Par suite, pour tout 1 <k <n, on a

E[Wi@)Fi] -~ f5,, (@) = [ (f,, @+ vh) - f5,_, (@) K (0)dv,
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De plus, on a vu que f; est deux fois contintiment dérivable. Ainsi, pour tout ¢t € ©, il
existe un réel z; = ¢ + vhiy, avec 0 <y < 1, tel que

2
ft(ac + Uhk) - ft(l‘) = ’Uhkdft(.%') + @d%ﬂ(zk) (654)

En utilisant la symétrie de K et les remarques préliminaires sur d2f;, on obtient alors que

v 2
[ Gt o) = @) Ko = [ P2 K (w)o

ce qui implique que

2

% sup ‘det(z)|[ v K (v)dv.

ZGIl

sup‘/(ft(:):+vhk) fi(x)) K(v)dv| <

Par conséquent, il existe Cy > 0 telle que, pour tout 1 <k < n,
[E[Wi (@) Fia] - f5,_, (2)] < Coh}. (6.5.5)
De plus, puisque f; est continue en t, et o, converge p.s. vers #, on a, pour tout x € Iy,
lim fz (x)=f(z) ps (6.5.6)
n—>+oo M
Le lemme de Césaro et 1’équation (6.5.5) entrainent alors que
1
lim —M,(z)=f(z) ps. (6.5.7)
n—+oon,

D’autre part, K étant borné, (N,(z)) est une martingale de carré intégrable dont le
crochet est donné par

n

(N (2))n Z (Wi (@) Fi-1] = B [Wi (@) Fr-1] -

De plus, on a, pour tout 1 <k < n,
E [W} (2)|Fi1] f K2(0) f5, (& + hyo)dv.
Cependant, 1’équation (6.5.4), la régularité de f;(x) et la symétrie de K entrainent que

sup
te®

S G vha) = fula)) K2 ()

h
<= sup ‘d2ft(z)|f1)2K2(v)dv.
2 t R

€O zely

Par conséquent, il existe C3 > 0 telle que, pour tout 1 < k < n,

< Cshy, (6.5.8)

I/2
‘E (Wi (@) Fra] - 15 (@)

o1 12 = Jr K?2(u)du. 11 s’ensuit également de (6.5.6) et du Lemme 1.3.2 de Toeplitz que

lim 1h T Z fek (z)=f(z) ps

n_mozzl Lk 'Ll
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On déduit alors de I’'équivalence élémentaire

o1
2"

n1+a

a+1

que

z f9“<>- 1) ps

n—><>o nl‘*'Oé

Finalement, (6.5.8) méne a

lim I
n—>00 N,

DEIOTAE b (6.5.9)
=1

D’autre part, les équations (6.5.5) et (6.5.6) ainsi que le lemme de Cesaro entrainent que

lim — ZEQ [Wie(2)|Frz1] = F2(x) p.s. (6.5.10)

e N oy

On peut conclure de (6.5.9) et (6.5.10) que

. <N(z)>, 2
lim T =
n—oo  pita a+1

flz)  ps

La loi des grands nombres pour les martingales entraine que, pour tout v > 0, (Nn(a:))2 =
o(nl*a (log(n))lw) p-s. et donc que, pour tout x € I,

lim —N w(z)=0  ps. (6.5.11)

n—+oon,

Finalement, en combinant (6.5.7) et (6.5.11), on obtient que, pour tout z € Iy,

lim fu(z) = f(z)  ps. (6.5.12)
n—+oo
ce qui termine la preuve du Théoreme 6.3.1. [

6.5.2 Preuve du Théoréme 6.3.2

Notre objectif est de montrer que pour tout = € Iy,
. = 2
lim E[|F5 () - f(2)]'] =
n—+0o0
On fait la décomposition classique biais-variance pour obtenir

E[|7. (2) = £(2)[ ] = Ba(x) + Va(2) (6.5.13)

Bu(z) = [E[Fn ()] - ()| (6.5.14)
et
Va(@) =E[|Ja @) -E[f@)]] ] (6.5.15)
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Tout d’abord, on peut écrire que
> E[Wi(x) - f(2)],
k=

S E[E [Wi(@)|Fit] - £()]

k=

E[fa ()] - f (=)

—_

Sl= 3l

—

De plus, I’équation (6.5.5) entraine que
lim R [|E [Wo(2)|Fua] - f5,_ ()] = 0. (6.5.16)

Il s’ensuit aussi de la bornitude de f5 (), de (6.5.6) et du théoréme de convergence
dominée, que

lim E[|fz  (2) - f(x)[]=0. (6.5.17)

n—>+00

Ainsi, on déduit de (6.5.16) et de (6.5.17) que
tim E[ [E[W, (2)|Fon] - £(2)]] =
Le lemme de Césaro entraine alors que
lim_[E[F, (2)] - f(a)] =

ce qui implique que
lim B, (x)=0. (6.5.18)

n—+oo

Ensuite, on s’intéresse au terme de variance V;,(x). Pour tout 1 < k < n et pour tout x € I,

on note Uy (x)
Ur(z) = Wi(x) —E [Wi(z)]. (6.5.19)

On a alors la décomposition

n

i E[Ux()*]+ = Z [U(2)Ui(x)] . (6.5.20)

k=1,

1
n2

Remarquons que, si k<1, on a
E [Uk(2)Ui(2)|Fi1] = Up(2)E [U(2)| Fia] -
De plus, (6.5.5) implique que
[E [0@)|Fia] - 5, () + E [ f,_, (@)]| < 2027,
Ainsi, on obtient que
~2C5h |Up(2)| < B [Ug(2)Ui(2)|Fi1] - Un(2) f5,_ () + Up(2)E [f@_l (;L«)] < 20907 Up(z)).
En passant a ’espérance dans la précédente inégalité, on a alors

~2Ch7E (U (2)]] < E[Uk(2)Un()]-E [Uk(2) 5, , () |[+*E[Ux(@)] E[ £, (2)] < 2ChPE[|Ux(2)]].
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Finalement, on obtient que

E[Ux(2)Ui(2)]| < [E[Un(2) f5,_, ()| - E[U(z)E[ f5,_, () ]| + 2C2hTE [[Ux(2)]].
(6.5.21)
De plus, on a la décomposition

E|Uk(z)f5_, (2) | ~E[U@]IE|f_ ()] = E|U(@)(f7, ()~ F(2))] (65.22)

(f@) -E[f5, @)])ELU:@)].

+

Par conséquent, (6.5.21) et (6.5.22) ainsi que l'inégalité de Cauchy-Schwarz nous per-
mettent de dire que

E[|Us(2)Uy(2)]] < 2/E [Uk(2)2] (\/E [(fgll(a?) - f(x))2] + CQh?) . (6.5.23)

De plus, par définition (6.5.19) de Ug(x), on a
E[UZ(z)] <E[Wi()].
Ainsi, grace a (6.5.8),
E[U%(z)] < Z—ZE [ f5, @] + Cahue. (6.5.24)

A partir de maintenant, on note C' toute constante indépendante de n. D’une part, rap-
pelons que (6.2.3) implique que pour tout n > 0,

E[[f. - 0[] < “, (6.5.25)
n
D’autre part, 'inégalité des accroissements finis entraine que, pour tout x € Iy,
|fe () = f (2)| <sup|0fi(z)|[t - 6].
te©
I1 découle alors de (6.5.1) et (6.5.25) que
2 C
\/E[|f§n_1(:c) NGRE = (6.5.26)
Ainsi, on déduit des équations (6.5.23), (6.5.24) et (6.5.26) que
E[Ux@) U@ <2 [/ 2k Cutg | [ + o 6.5.27
[Ox@ V@) < 2| \/ 3B f,, ()] + ol | { 72+ o ). (6.5.27)

Finalement, puisque f;(x) est bornée, on a

1 h?
E[|Uk(2)U(z)|]] < C (ﬁ + ﬁ) . (6.5.28)
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Cependant, si h,, = 1/n®, alors

et
n h12 n 2[—1 o nl%+1 .
— = 2 <L < 7
h Zhl kf _Zl2a <n
=1,k< = = =
k=1,k<l k =2 k=1 =2

Par conséquent, on déduit des deux inégalités précédentes et de (6.5.28) que

=Y ElG@U@)] <0 (n7F +n) (6.5.29)

2
N7 k=1 k<l

terme qui tend vers 0 si n tend vers +oo, car 0 < @ < 1. De plus, I’équation (6.5.24) et la
bornitude de f; entrainent que

BB s05 s C
k=1 k=1 h‘

a+1

< COn~ it (6.5.30)
TL

terme qui tend aussi vers 0 si n tend vers +oo, car « < 1. Les équations (6.5.20), (6.5.29)
et (6.5.30) nous permettent donc de conclure que, pour tout x € Iy,

lim V() = 0. (6.5.31)

Ainsi, la combinaison de (6.5.13), (6.5.18) et (6.5.31) achevent la preuve du Théoreéme
6.3.2. 0

6.6 Extension au cas ou yy n’est pas inversible

Nous nous sommes placés précédemment dans le cadre d’une fonction ¢; strictement crois-
sante et nous avons vu que la fonction M que ’on minimisait pour estimer  était construite
sur la relation donnée, pour tout x € I; et pour tout ¢ € [a,b], par

cpt_l op(z) =, (6.6.1)

ou p; 1 représente l'inverse de ¢;. Maintenant, supposons que ; est croissante mais pas
strictement croissante. La fonction ¢; n’est plus inversible mais on peut définir son inverse
généralisée. Celle-ci est donnée, pour tout y € I, par

ot (y) =inf{zel; : pi(x) >y} (6.6.2)

Dans ce cas, pour tout x € Iy,
-1
¢r opi(x) <.

La relation (6.6.1) est donc mise en défaut et on ne peut plus utiliser le critere précédent
pour estimer 6. En revanche, pour tout y € I, on a toujours

wrop; ' (y) =y.
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Ainsi, on peut considérer la variable aléatoire Z,(t) définie, pour tout n > 0 et pour tout
t € [a,b], par
Zn(t) = pi(en). (6.6.3)

En notant Z(t) une variable aléatoire de méme loi que Z,(t) et X une variable aléatoire
de méme loi que X,,, nous allons estimer 6 en minimisant la fonction M définie, pour tout
t € [a,b], par

M(t)

E[(Z(t)-x)].

[t e F @) -t o F (@)

Par des manipulations simples sur les fonctions quantiles, on a, pour tout z € [0,1],
-1 -1 -1
¢; o F () :FZ(t)(x)

Finalement, on aboutit a la fonction
(1) = / 1(le (:x)—F’l(a:))Zda:
0 Z(t) X '

qui correspond a la distance de Wasserstein entre les lois de Z(t) et de X. Sans rentrer dans
les détails techniques, en utilisant exactement les mémes arguments que précédemment, on
) )
peut mettre en oeuvre un algorithme de gradient basé sur la fonction M pour ’estimation
de 6, et ainsi généraliser notre procédure d’estimation a des fonctions ¢; non nécessairement
b
inversibles.



Chapitre 7

Simulations

7.1 Le modele de translation

7.1.1 Données simulées
Convergence numérique des estimateurs

Dans un premier temps, on considere des données simulées suivant le premier modele
semi-paramétrique de translation défini, pour tout n > 0, par

Y, = f(Xn—0)+en (7.1.1)

ou 0 =1/10 et la fonction périodique f est donnée, pour p > 1 et pour tout x € R, par
p
f(z) = cos(2kmx).
k=1

On a choisi p = 8 et (X,,) et (e,) deux suites indépendantes de variables aléatoires indé-
pendantes de loi respectives U[-1/2,1/2] et N(0,1). Les données simulées se trouvent &
gauche de la Figure 7.1.

FIGURE 7.1 — Données simulées et convergence presque stire

121
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Pour l'estimation du parametre 6, on met en place notre procédure de Robbins-Monro
avec n = 1000 itérations. On obtient pour estimateur 8, = 0.1014 ce qui montre le bon
comportement asymptotique de ’estimateur 0, comparé a la vraie valeur 6 = 1/10. De plus,
en utilisant (4.2.3), on peut obtenir des intervalles de confiance pour . Plus précisément,
ils sont donnés, pour tout n > 1, par

&0 5 . &(0)
NG a‘9n+%w )

olt gz est le quantile d’ordre 0 < 8 < 1 de la loi N'(0,1) et ol &,(0) est un estimateur
consistant de £(0) donné par (4.2.2). Dans notre cas, nous n’avons pas besoin d’estimer

£2(0) puisque fi =1/2 et

1,(0) = |0, — g5

7

2

0)=——.

&) 8(2m—1)

De plus, pour n = 1000 et pour un risque 3 = 5%, l'intervalle de confiance est précisément
I,(0) = [0.0762;0.1266]. L’intervalle I,,(f) est donc de longueur petite, on peut donc
conclure que notre procédure d’estimation est satisfaisante sur ce jeu de données. On
a tracé en rouge sur la gauche de la Figure 7.2 les intervalles de confiance I,,(f), pour
n=1,...,1000.

] ] ' ' I ] . ] ]
e e e R e R e R
I 1 j j I j 1 I A

ﬂ, At | ) | |
o, Ao 1
il Ai‘\“ A
WA Py

FIGURE 7.2 — Intervalles de confiance pour 6 et f

En ce qui concerne l'estimation de la fonction de régression f, on choisit le noyau K
uniforme sur U'intervalle [-1,1], et on prend pour fenétre de lissage hy, = 1/n® with « = 9/10.
On déduit des convergences (4.3.2) et (4.3.3) que pour n = 1000 et pour tout x € [-1/2,1/2],
un intervalle de confiance de f(x) est donné par

Un, xﬁn - Un, x,gn
00 7 () 4 g5 000 |
vVnhy, vnhy,
olt gg est le quantile d’ordre 0 < 8 < 1 de la loi A’(0,1) tandis que 72 (x,8,,) est un estimateur

consistent de la variance asymptotique v?(z,0) du Théoreme 4.3.2. Dans notre cas, v = 1/2
et

Jn(x) = ﬁl(x) — 43
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si —1/2<x<-2/5 ou 2/5<x<1/2,

v?(x,0) = si —2/b<x<2/5 et x=#0,

Blor &l Ber

si x=0.

On a tracé en rouge sur la droite de la Figure 7.2 les intervalles de confiance J,(x), pour
tout x € [-1/2,1/2]. D’une part, les simulations montrent que la plus grande longueur des
intervalles de confiance J, () est atteinte en x = —0.47 et x = 0.47 et que cette longueur
est précisément égale a 1.0066. D’autre part, la plus petite longueur des intervalles de
confiance J, () est atteinte en x = —0.04 et x = 0.04 et est égale &4 0.7118. Le fait qu'il y ait
deux valeurs de x pour la plus grande et la plus petite valeur des intervalles de confiance
n’est pas trés étonnant. Ceci est dit au fait que l'estimateur f,, est une fonction paire. On
peut donc conclure, sur ce premier jeu de données, que les performances numériques de
Iestimateur de Robbins-Monro 8,, de 6 ainsi que celui de Nadaraya-Watson f,, de f sont
trés satisfaisantes.

Enfin, nous avons comparé les performances de l'estimateur de 6 quand la densité de
probabilité g associée a la suite (X,,) est connue et quand elle est inconnue. On a simulé
des données suivant le modele

Y,=f(X,-0)+¢e,

ou # = 0.05 et ou la fonction f est la méme que précédemment. Nous avons simulé les
variables (X,,) suivant la loi N'(0,1) tronquée sur [-1/2;1/2] et le bruit () suivant la loi
N(0,1). On compare alors la convergence des estimateurs 6,, et 6,, définis respectivement
par

§n+1 =TK (é\n + 7n+1Tn+1)

et
§n+1 =TK (gn + 'Yn+1Tn+1)
ou . _
sin (27r(Xn+1 - Qn) .7 sin (27r(Xn+1 - Hn)
1= € 1= —
" g(Xn+1) " gn(Xn+1)

avec

- 1 &1 Xk — Xnt1 )

X =— —K|—
gn( n+1) n kzzzl hk ( hk )

ou hy, = 1/n® avec o = 1/5 et ou K est le noyau gaussien. L’algorithme définissant 6, a
I'avantage d’étre implémentable quand la densité g est inconnue. En revanche, cet algo-
rithme n’est plus récursif et il est donc plus long a implémenter que celui définissant 0,,.
On a représenté en rouge sur la Figure 7.3 le comportement de I’algorithme 0, et en bleu
celui de de l'algorithme o, jusqu’a n = 500 itérations puis jusqu’a n = 1000 itérations et
n = 5000 itérations. On peut remarquer, que méme si l'estimateur 0,, semble étre un peu
plus proche de la vraie valeur de 6 que I'estimateur gn, leur comportement est vraiment
similaire. Ainsi, la convergence de 0,, est tres satisfaisante, et méme si la suite n’est plus
récursive, elle ne nécessite aucune connaissance de g et donc l'utilisation de 0,, constitue
une réelle amélioration par rapport a 0.



124 CHAPITRE 7. SIMULATIONS

50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

FI1GURE 7.3 — Convergence de @\n et @Vn pour n = 500, n = 1000 et n = 5000.

Détection de décalage

Dans un deuxiéme temps, on considere 30 courbes simulées suivant le modele (7.1.1)
Y, =f(X,-0)+e,

ou on choisit § = —1/5 pour les 10 premieres courbes et #’ = 1/10 pour les 20 derniéres. La
fonction f est définie, pour tout x € [-1/2,1/2], par

f(z) = cos(2mx) + sin(27x) + cos(2mx) sin(27x).

Notre but est de proposer une procédure statistique permettant de détecter I’écart entre
les 10 courbes correspondant a 6 = —1/5 et les 20 correspondant a 6’ = 1/10. En d’autres
termes, on veut voir si la valeur A = 6" — 6 est éloignée de 0. On a simulé (X,) et (&)
comme deux suites indépendantes de variables aléatoires indépendantes de loi uniforme
sur [-1/2,1/2] et N'(0,1/5). Chaque courbe est tracée avec n = 200 points et est représentée
sur la Figure 7.4.

La procédure statistique est la suivante. Tout d’abord, on estime la premiere valeur 6 =
-1/5 & partir des 10 premiéres courbes. On met en place notre algorithme de Robbins-
Monro avec n = 200 itérations pour le premier estimateur 8,, de 0 évalué sur la premiere
courbe, puis avec n = 400 itérations pour le second estimateur 6, de 6 calculé avec les
deux premieres courbes, et ainsi de suite, jusqu’au calcul du dernier estimateur 0, de 6
avec n = 2000. Ainsi, on obtient —0,1950 pour la moyenne des 10 premiers estimateurs ﬁn
de 6. On poursuit ensuite la méme procédure avec toutes les autres courbes. La valeur du
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FIGURE 7.4 — Données simulées avec deux valeurs différentes 6 et 6’

onzieme estimateur correspondant a n = 2200 est 0,0986. Cette valeur est significativement
différente des 10 premieres. Elle correspond en fait a la premieére courbe simulée avec
6’ = 1/10. De plus, on obtient 0,0998 pour la moyenne sur les 20 derniers estimateurs B,
de 6’. Finalement, cette procédure nous permet de détecter un changement de parametre
de la valeur 6 = —1/5 & 0" = 1/10 puisque A,, = 0,0998 +0,1950 = 0,2948. Dans le but d’avoir
des estimations 6,, encore plus précises, on peut remplacer le pas 7, = 1/n dans (4.1.4) par
Yn = 1/n® avec 1/2 < a <1, comme on ’a signalé dans la section 1.3.5.

7.1.2 Données ECG

Nous nous sommes intéressés au recalage de signaux d’électrocardiogramme (abrégé en
ECG). Un signal ECG est un enregistrement de 'activité électrique du coeur sur une
période de temps donnée. On enregistre cet activité grace a des électrodes placées sur la
surface extérieure de la peau. Un signal ECG standard se décompose en 3 parties : une
onde P suivie d’'une complexe QRS puis d'une onde T. La Figure 7.5 ci-dessous représente
un tel signal.

R

Q
S

FiGure 7.5 — Signal ECG normal

L’analyse statistique de données ECG est assez courante. On peut par exemple consulter
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les travaux de Trigano et al. [63] ou de Bigot [5]. On renvoie également au livre de Clifford
et al. [13] pour un panorama des méthodes statistiques pour 'analyse de données ECG.
La base de données MIT-BIH rassemble un grand nombre de signaux ECG provenant de
patients ayant une activité cardiaque normale ou anormale. Sur cette base de données,
chaque enregistrement correspond a un signal ECG mesuré sur une heure.

L’activité cardiaque anormale la plus courante est celle appelée fibrillation auriculaire.
Un indicateur de fibrillation auriculaire est notamment 'irrégularité d’intervalles RR sur
I’ECG. Notre objectif est de proposer une procédure statistique pour détecter ces irrégu-
larités sur un signal ECG. Nous allons nous appuyer sur ce que nous avons fait sur les
données simulées pour détecter un décalage de courbes. Nous avons choisi I’enregistrement
04015 dans la « Atrial Fibrillation (AF) database » provenant de la base de données MIT-
BIH. Le signal d’origine est représenté a gauche de la Figure 7.6. Nous voyons que le signal
a deux parties bien distinctes. Nous découpons la premiere partie du signal de la maniere
suivante. On considere que le cycle d’intérét, c’est-a-dire le cycle PQRST, est a peu pres
le méme a chaque battement cardiaque. La segmentation de la premiere partie du signal
ECG est faite en détectant le maximum de chaque complexe QRS puis en centrant ces
segments autour du maximum. C’est ce qui est en bleu sur la droite de la Figure 7.6. Il est
important d’avoir des segments de méme taille pour assurer I’hypothese de périodicité de
f. En découpant le dernier complexe QRS, un autre complexe apparait, di a la deuxieme
partie du signal. C’est le signal en rouge sur la droite de la Figure 7.6. Une procédure
générale de segmentation de signaux ECG bien adaptée est celle proposée par Gasser et
Kneip [32].

-2.0

FIGURE 7.6 — Signal d’origine

La taille de I’échantillon est de 1238 données. On suppose que le modele de translation
Y, =f(X,-0)+¢e,

est bien adapté aux données, et que les (X,,) sont distribuées uniformément sur [-1/2,1/2].
La fonction f n’est clairement pas symétrique. Cependant, nous avons vu dans la Re-
marque 4.2.3 que notre procédure de Robbins-Monro fonctionne encore pour une fonction
de régression quelconque. Néanmoins, on a alors besoin de connaitre les deux premiers
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coefficients de Fourier de f, fi et g1. A la vue du signal, nous allons donc trouver deux
parametres de translation différents 6 et 0. La premiere valeur 6 est associée a la premiére
partie du signal, alors que la seconde 6’ correspond & la deuxieme partie. La différence
entre les deux parametres A =6’ — 0 va donc expliquer le décalage que ’on peut observer
sur la Figure 7.6. En effet, une valeur de A loin de 0 peut s’interpréter comme la détection
d’irrégularité des intervalles RR, ce qui confirmera le diagnostic de la présence d’une fibril-
lation auriculaire. Sur cet enregistrement, notre procédure de Robbins-Monro sur n = 800
itérations mene & 8, = —0,1734 pour 6 et le dernier 8, = 0,1278 pour 0’ avec n = 1238
itérations. On obtient donc A, = —0.17 - 0,1278 = —0,2978, valeur qui explique le décalage
qu’on voit sur le Figure 7.6.

7.2 Modele a forme commune

7.2.1 Données simulées

On s’intéresse maintenant au modele de déformation a forme commune défini, pour tout
1<i<n et pour tout 1 <j<p,

Yij=a;f(Xi=6;) +vj +ei5 (7.2.1)

oul<j<petl<i<mavecp=>5etn=2000.0n prend également pour parametre de hau-
teur v = (0,1/3, - 1,2, - 9/10)”, pour parametre de translation 6 = (0,1/5, - 1/20, - 1/7,1/6)"
et pour parametre d’échelle a = (1,-4,3,-5/2, - 2)T. De plus, le bruit (g; ;) est une suite
de variables aléatoires indépendantes et de méme loi A (0,1). Les temps d’observation aléa-
toires (X;) sont simulés selon la loi uniforme sur [-1/2;1/2] et on choisit pour fonction de
régression la fonction f définie, pour tout = € [-1/2;1/2], par

5
f(z) = cos(2kmz).
k=1

En particulier, le premier coefficient de Fourier de f vaut f; = 1/2. Nous avons représenté
ces données sur la Figure 7.7.

FIGURE 7.7 — Données simulées
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Les résultats pour ’estimation des parametres v, 6 et a par Ty, 0, et @, sont représentés
sur la Figure 7.8. On a tracé les vraies valeurs en abscisse et leur estimées en ordonnée. On
voit sur la Figure 7.8 que les parametres et leur estimés sont tres proches, ce qui montrent
le bon comportement numérique de notre procédure d’estimation sur ce jeu de données.

FIGURE 7.8 — Estimation de v, # et a

De plus, en utilisant les résultats de convergence (5.2.2), (5.2.5) et (5.2.16), on peut obtenir
des régions de confiance pour les parametres v, 6 et a. Par exemple, pour n = 2000, si
on note respectivement I,,(ve), I,(03) et I,(a4) les intervalles de confiance associés aux
parametres vg, 03 et aq, on a précisément que, pour un risque 5%, ces intervalles valent

L (vs) [-0.1160;0.4452],
I,(65) [-0.1211;0.0226],
In(ag) = [-2.7225;-2.1224].

Ces intervalles sont de longueurs respectives 0.5612, 0.1437 et 0.6001, valeurs relativement
petites, ce qui confirme les bonnes performances numériques de nos estimateurs sur ce jeu
de données. Nous avons représenté ces intervalles de confiance sur la Figure 7.9, pour un
nombre d’itérations n variant de 1 a 2000.
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FIGURE 7.9 — Intervalles de confiance de vq, 03 et ay

Ensuite, en ce qui concerne 'estimation de la fonction de régression f, nous avons choisi

le parametre a = 9/10 pour la fenétre de lissage (hy,,). De plus, le noyau K considéré est

le noyau uniforme sur [-1;1]. On a aussi choisi, pour tout 1 < j < p, wj(xz) = 1/p. Le

résultat de l'estimation de f par ﬁ est représenté sur la gauche de la Figure 7.10, alors

que le résultat de 'estimation de f par f;,l est représenté sur la partie droite. De plus,

on déduit des résultats de convergence (5.3.2) et (5.3.3) que, pour n = 2000 et pour tout
€ [-1/2;1/2], un intervalle de confiance de f(x) est

Wy, (, 6, n)

wn(x,gn)
D) i)y )|

Ko(a) - [fn(x) - gp 22 @n) e

alors qu’on déduit des convergences (4.3.2) et (4.3.3) que, pour n = 2000 et pour tout
€ [-1/2;1/2], un intervalle de confiance de f(z) est donné par

For(@) +qs M])

Jn(a) = [fm(a:) —qu— G

olt g3 représente le quantile d’ordre 0 < 8 < 1 de la loi N'(0,1) et ot @2(x,8,) et T2(2,0n.1)
sont respectivement des estimateurs consistants des variances asymptotiques wz(xﬁ) don-
nées dans le Théoréme 5.3.2 et v?(x,01) donnée dans le Théoréme 4.3.2. Dans notre cas
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particulier, 2 = 1/2, et un calcul numérique donne

00114 si —1/2<x<-23/50 et 23/50 <z <1/2,
0.0108 si -23/50 <z <-9/25 et 9/25<x < 23/50,
0.0099 si —9/25<x<-17/50 et 17/50 <z < 9/25,
0.0086 si —17/50 <2 <-31/100 et 31/100 < < 17/50,
0.0083 si —31/100<z<0 et 0<ax <31/100,

0.0166 siz =0,

w?(z,0) =

et

; 5/38  si x#0,
@)=Y 519 & z-0.

Grosso modo, pour tout z € [-1/2;1/2], la variance asymptotique v?(z,0;) obtenue &
partir de ﬁyl est dix fois plus grande que la variance asymptotique w?(z,d) obtenue a
partir de ﬁl De plus, dans ce cas, la variance optimale obtenue dans la Remarque 5.3.2
est, pour tout = € [-1/2;1/2], de 'ordre de 1073 ce qui est encore dix fois plus petit que
w?(x,0). Les intervalles de confiance K, (z) et J,, () sont représentés en rouge sur la Figure
7.11. De plus, on peut observer sur la Figure 7.10 que 'estimateur ﬁl est une meilleure
approximation de f que ﬁ,l. Plus précisément, 'estimation de f par f, est meilleure
que l'estimation par ﬁw,l puisque les longueurs des intervalles de confiance K,(x) sont
plus petites que celles des intervalles J, () comme nous pouvons le voir sur la Figure
7.11. Ceci est une conséquence de 'ordre des variances v?(z, 01) et w?(z, §). Dans notre
cas, le plus grand intervalle de confiance K, (x) est de longueur 0.3460 (pour x = 0) et
cette longueur est presque trois fois plus petite que la longueur du plus petit intervalle
de confiance J,(z), celui-ci étant de longueur 0.9723 (pour = = -0.09 et = = 0.09). En
particulier, cela justifie le choix de prendre comme estimateur de f une version pondérée
de l'estimateur de Nadaraya-Watson.

FIGURE 7.10 — Estimation de f par f, et ﬁ,l
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FIGURE 7.11 — Intervalles de confiance pour f

7.2.2 Données ECG

Dans la premiere partie sur les données ECG, on cherchait a repérer un décalage dans un
signal ECG irrégulier. On s’intéresse maintenant a l’estimation du comportement moyen
d’un signal ECG, ou formellement a I’estimation de f dans le modele de déformation a
forme commune (7.2.1). On a représenté a gauche de la la Figure 7.12 un signal ECG d’un
patient sain et a droite un signal ECG d’un patient qui présente une anomalie cardiaque.
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FI1GURE 7.12 — ECG d’un patient sain et d’un patient malade

Comme pour la premiere partie sur les données ECG, on considere que le cycle d’intérét,
c’est-a-dire le cycle PQRST, est a peu prés le méme a chaque battement cardiaque. Apres
segmentation des deux signaux ECG, on observe des signaux de méme longueur et chacun
contient un unique cycle PQRST. On obtient alors, pour le coeur sain, p = 18 segments,
chacun étant de taille n = 83, et pour le coeur malade, p =15 et n = 91. Notre objectif est
d’estimer la forme commune f de chaque ECG, correspondant a la fonction f du modele
de déformation (7.2.1). Tout d’abord, on va commencer par montrer que I’estimation de
f pour le coeur sain nous permet de dire que notre modele est bien adapté au probleme
de modéliser un signal ECG. En effet, pour le coeur sain, une bonne approximation du
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cycle cardiaque est de faire la moyenne des p signaux différents, puisque les différents
parametres v, 6 et a du modele (7.2.1) sont triviaux. Le résultat pour l'estimation de la
forme commune de ’ECG pour le coeur sain par notre procédure est représenté a droite de
la Figure 7.13, alors qu’on a représenté a gauche le signal ECG d’origine. La comparaison
entre les deux Figures nous permet de dire que notre procédure d’estimation est bien
adaptée a la modélisation de signaux ECG.

F1GURE 7.13 — Un signal et sa reconstruction

Ensuite, on veut estimer la forme commune pour le coeur malade dont le signal ECG est
représenté a droite de la Figure 7.12. On peut voir que 'activité électrique est plus irrégu-
liere que pour un coeur sain et qu’une simple moyenne risque donc de ne pas correspondre
a une bonne modélisation du comportement moyen. Ainsi, on suppose que le modele de
déformation & forme commune (7.2.1)

Yij=a;f(X;—0;)+vj+eij,

est bien adapté aux données. La procédure de segmentation nous permet d’avoir une
fonction f 1-périodique. De plus, f n’est pas paire, mais nous avons déja vu que notre
procédure d’estimation est encore valable pour une fonction f quelconque. Les parameétres
a, 6 et v correspondent a la déformation due a I’arrythmie liée a la forme commune f que
nous voulons estimer. Pour étre plus précis, nous devons choisir une courbe de référence
parmi les p courbes, c’est-a-dire un 1 < j* < p tel que aj+ =1, 6+ = 0 et vj» = 0. Pour ce
choix, on considere un critere de variance résiduelle. Plus précisément, on commence par
considérer le modele (7.2.1) avec pour référence la premiere courbe soit a; = 1, 6; =0 and
v1 = 0. A partir de ce modele, on applique notre procédure d’estimation pour estimer a,
0 et v et la fonction f par @, 0,,, Ty, et ﬁ, respectivement. A partir de ces estimées, on
calcule le vecteur ’0\121’1 dont la j-éme coordonnée (3721’1) j est définie par

n
~2 _ - T 7 —~ )2
@na)s = — 20 (Yig =B fu(Xi =B g) = Pns)"
i=1
On recommence ensuite la procédure d’estimation en changeant la courbe de référence.

Finalement, on obtient donc p vecteurs de taille p qui sont ’0‘72171, e ,’a‘%yp. La courbe de
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référence que 'on choisit pour modéliser le signal ECG est alors celle réalisant

/0_\2

” .
j* = arg min|[@, ],

1<j<p

ot |||, correspond & la norme ['. Ainsi, on modélise le signal ECG par le modele de
déformation a forme commune

Y;J' = ajf(XZ- — Qj) +U;+ €5

avec a;j+ = 1, 8+ =0, vj» = 0. Sur notre jeu de données, I'implémentation de cette méthode
entraine que j* = 3 et Hb\fl’ s+l = 0-6095. Le résultat pour I'estimation de la forme commune
f est représenté sur la Figure 7.14. A droite de la Figure 7.14 nous pouvons comparer
Iestimation de f par notre estimateur ﬁ avec une simple moyenne du signal. Nous pouvons
en particulier observer que notre estimation est meilleure puisqu’elle permet de mieux
estimer ’onde P.

FIGURE 7.14 — Estimation de f par f, (en rouge) et par la moyenne du signal (en noir)

7.3 Déformation de variables aléatoires

On considere maintenant le modele de déformation de variables aléatoires défini, pour tout
n >0, par

Xo =0 (2n). (7.3.1)

On illustre numériquement les propriétés asymptotiques de l'estimateur 6, défini par
(6.1.9) et sa version excitée 6,, définie par (6.1.11) . Les transformations @y qui sont
inversibles en # n’ont pas d’intérét puisque, dans ce cas, il est possible d’exprimer 6 en
fonction des variables Xg,:-, X, €g,'+,€n. En revanche, quand (g n’est pas inversible en
#, notre procédure a tout sons sens et elle est utile pour estimer 6. Parmi les nombreuses
transformations intéressantes, on choisit de se focaliser sur I'une d’entre elles utilisée en
Econométrie. Plus précisément, on regarde les performances de notre estimateur pour la
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transformation de Box-Cox ¢; qui est définie, pour tout ¢ € R et pour tout = € R}, par

E si t%0
() = t (7.3.2)
log(z) si t=0

Pour les simulations, on suppose que 6 > 0 et, plus particulierement, on suppose que
0 € ]a;b[ avec a = 1/10 et b = 2. La transformation ¢; est alors inversible sur |1;+oo[ et
a valeurs dans RY. De plus, la transformations inverse ¢;' de ¢ est donnée pour tout
x € R, par

o7 (z) = (1 + 1) (7.3.3)

Il est alors clair que, pour tout t € [a;b], ¢;!(x) est contintiment dérivable en ¢ et que sa
dérivée est donnée, pour tout x € R}, par
1

890;1(45) = % (1 ft:c - zlog(l + tx)) (1+ t:r:)l/t. (7.3.4)

On note M la fonction de Wasserstein définie par (6.0.7) associée a ;. On illustre la
procédure d’estimation pour # = 1. On a tracé la fonction M sur la Figure 7.15 ci-dessous.

0.08 ===~
0.07 -
0.067
0.057
0.04-
0.03F ===~
0.02-

0.017

FIGURE 7.15 — Distance de Wasserstein pour la transformation de Box-Cox

On peut voir en particulier que 6 est effectivement un minimum global de M. Pour l'es-
timation de 6, on choisit de générer des variables (e,,) selon la loi uniforme sur [1;2]. On
simule alors (X,,) suivant le modele de déformation (7.3.1)

Xn = Yo (Sn) .

Pour un pas 7, = 1/n, on simule la suite (8,) suivant (6.1.9). Plus précisément,

§n+1 = Tasb) (an - ’YnTnJrl)

Tn+1 = _2890’5;1 (Xn+1) (€n+1 - @a}j(Xn+1)) ’
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ol gog\l est donnée par (7.3.3) et ou Bcp?;\l est donnée par (7.3.4). On simule aussi la suite

(6,,) suivant (6.1.11). Plus précisément,

3

gn+1 = T[a;b] (gn - ’YnTn-%—l)

ou
Tn+1 = _2690’9_“71 (Xn+1) (5n+1 - Spb;i(Xn+1)> + Vo,

ou la suite (V},) est une suite exogeéne de variables aléatoires indépendantes et de méme
loi M (0,1/2). Les valeurs de 6,, et de 8, sont calculées jusqu’a n = 2000. On a représenté
a gauche de la Figure 7.16 la convergence de la suite (’H\n) et a droite, la convergence de
la suite (6,,). En particulier, on obtient que [f2000 — 6] = 0.0018 et [G2000 — 6] = 0.0036 ce qui
montre les bonnes performances numériques des deux estimateurs.

+ t t t t t
0 500 1000 1500 2000 0 500 1000 1500 2000

FIGURE 7.16 — Convergence de 8y, et de 6,,.

De plus, sur la Figure 7.17, on a représenté la normalité asympotique (6.2.2) de I'estimateur
excité (6,). Pour ce faire, on a réalisé 200 réalisations de la variable /2000 (02000 —0).
Comme prévu, on obtient bien un comportement gaussien non dégénéré.

FIGURE 7.17 — Normalité asymptotique de \/n (gn - 0).
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Conclusion et perspectives

Dans cette these, on a étudié trois modeles de déformation semi-paramétriques. Pour
chaque modele, on a proposé des estimateurs récursifs des parametres et de la fonction de
lien et on a établi la convergence presque sture de nos estimateurs ainsi que leur normalité
asymptotique. Pour le premier modele de translation, on a proposé un algorithme sto-
chastique récursif double pour I'estimation du parametre de translation et de la fonction
de lien. L’avantage de cet algorithme est qu’il est tres facile a implémenter. Ensuite, on
a généralisé notre procédure d’estimation a un modele vectoriel de déformation a forme
commune. L’apport principal de cette procédure d’estimation par rapport a celle sur le
premier modele de translation est que 'on est capable d’estimer un parametre d’échelle.
Enfin, on a étudié le modele de déformation de variables aléatoires dans le cadre ou la
déformation est connue a un parametre réel pres. L’intérét d’étudier ce modele aléatoire
est double. D’une part, on a une caractérisation de la fonction de contraste & minimiser
en terme de distance de Wasserstein, distance naturelle dans ’étude de distance entre lois
de probabilité. D’autre part, on peut dériver de 'estimateur du parametre un estimateur
de gradient stochastique. On a également vu le bon comportement numérique de nos es-
timateurs a la fois sur des données simulées et des données réelles.

Voici quelques perspectives de recherche dans la continuité de ce travail de these.

Etude semi-paramétrique d’un certain processus autorégressif fonctionnel

Une premiere généralisation « naturelle » du modele de translation semi-paramétrique
(4.0.1) serait d’étudier 'estimation de 6 et de f dans le processus autorégressif fonctionnel
périodique défini, pour tout n > 0, par

Xn+1 = f(Xn - 0) +En+l- (735)
Il existe déja une littérature assez fournie sur I’étude du modele non paramétrique

Xn41 = f(Xn) +En+l-

Parmi les premiers a s’étre intéressés a ce probleme, on peut notamment citer Doukhan et
Ghindes [22]. De plus, Senoussi [(2] a proposé un estimateur & noyau récursif de f et a établi
la convergence presque-stre ainsi qu’un théoreme central limite pour cet estimateur. Duflo
[23] a également étudié ce processus sous des hypotheses de mélange. Delyon et Juditsky
se sont quant a eux intéressés au cadre multimensionnel dans [21]. Enfin, Hilgert et Portier
[37] ont étudié le cas ou le processus X,, n’est pas directement observé. Pour le modele
(7.3.5), I'idée serait de proposer un estimateur récursif pour € qui ne dépende pas d’une
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138 CHAPITRE 7. SIMULATIONS

évaluation préalable de la fonction de lien f. Si 6,, est un tel estimateur de 0, un estimateur
naturel de f serait alors I'estimateur a noyau défini, pour tout n > 1, par

1 Xo—2—0_
Sior i K (B2 ) X

n 1 Xp—z—0p-1
iy I (Hemptia)

Fala) =

Je travaille actuellement sur le sujet.

Extension des chapitres 4 et 5 & un parametre ¢ aléatoire

Une extension des chapitres 4 et 5 serait d’étudier le modele défini, pour tout 1 <7< n et
pour tout 1< j <p, par
Yij=f(X;=0;) +eij, (7.3.6)

ou les ; sont des parametres de translation indépendants et de méme loi de densité
. Ce modele apparait souvent en biologie ou économétrie, ou les issues d’une expérience
dépendent d’une variable aléatoire 6 qui modélise le cas ou les données prennent en compte
la variabilité de chaque individu j : chaque sujet j peut réagir de maniere différente par
rapport a un comportement moyen. Estimer ¢ nous permettrait alors de comprendre ce
comportement moyen. Ce type de modele a déja été étudié par Trigano et al. [63] ou encore
Castillo et Loubes [10].

Adaptation du chapitre 6 a des observations bruitées

Dans le chapitre 6, nous avons étudié le modele de déformation de variables aléatoires
défini, pour tout n >0, par

Xn =g (en)- (7.3.7)

On supposait que 1’on observait les couples (X, €,). Nous avons développé une méthode
de gradient basé sur la distance de Wasserstein entre &, et ¢; ' (X,,) quand ¢y est inversible,
et nous avons vu que 'on pouvait adapter notre méthode au cas plus général ot ¢; n’est
plus inversible, en considérant cette fois la distance de Wasserstein entre X, et ¢y (&,).
Une premiere extension naturelle de ce travail serait de modifier notre critere pour prendre
en compte des observations bruitées de X,, et de &,. Par exemple, on pourrait étudier
I’estimation de 6 dans les modeles

Xn = Yo (En + Vn)

ou
Xn = Yo (e’;‘n) + Vn

ot la suite (V},) est une suite de variables aléatoires centrées indépendantes et de méme loi.
Une adaptation de la méthode de gradient stochastique donnée par les équations (6.1.11)
et (6.1.12) est tres certainement possible pour l'estimation de € dans ces deux modeles, ce
qui permettrait aussi de donner un réel sens statistique aux équations (6.1.11) et (6.1.12).
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