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In der Theorie der Reihenentwicklung der reellen Funktionen spielen

die sog. orthogonalen Funktionensysteme eine fihrende Rolle. Man versteht
darunter ein System von unendlichvielen Funktionen g, (s), @,(s), -+ -, die in

* Die vorliegende Arbeit ist, bis auf unwesentliche Anderungen, ein Abdruck

meiner im Juli 1909 erschienenen Gottinger Inanguraldissertation.
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bezug auf die beliebige meBbare Punktmenge M die Orthogonalstiilseigen-
schaft
fqyp(s)qpq(s)ds=0 (p*% .pfq=1?2:“')y
()

Sip,6)ras =1 (»=12,-)
()

besitzen, wobei die Integrale im Lebesgueschen Sinne genommen sind;
erfilllen sie noch die sog. Vollstindigkeitsrelation

ﬁu(s))zds== {fu(s)qnl(s)ds}g—l- {fu(8>(p2<8)d8}2+ .-
) (@) @)
identisch fiir alle in der Punktmenge M mnebst ibrem Quadrate integrier-
baren Funktionen u(s), so nennen wir das System nach Hilbert ein wvoll-
stindiges orthogonales Funktionensystem oder auch kiirzer ein wollstindiges
Orthogonalsystem des Integrationsbereiches JM.
Die formal gebildete unendliche Reihe

‘7)1(3)('/)}[@ o (f) dt + ‘Pz(s)(,}[)}.(t) Py (2) 4t + - - -

nennen wir die Fourier-Reihe von f(s) in bezug auf das orthogonale Funk-
tionensystem g, (s), @,(s), - - -

Das einfachste Orthogonalsystem ist das Sysem der trigonometrischen
Funktionen (fiir das Intervall 0 <s < 2w)

101 1. 1 1.
ﬁ,ﬁcoss, ﬁsms,u-, ﬁcosns, ﬁsmns,---.
Eine grofie und interessante Klasse von orthogonalen Funktionensystemen
entspringt aus dem sog. FHigenwertproblem der sich selbst adjungierten
Differentialgleichungen. Dieses Problem besteht darin, diejenigen Werte

des Parameters 1 zu bestimmen, fiir die die Differentialgleichung
a ;o d
iz (p(x)jg) +q(@)u + Au=0

eine Losung besitzt, die an zwei Stellen, etwa © = & und z = 8, homogene
Randbedingungen erfiillt, beispielsweise
u(e) =0 und wu(f)=0,
oder
au

Ge—hu=0 fir 1=«, wd YL Hy—0 fir z—p.

Man zeigt nun, daB es, wenn die Funktionen p(x) und q(z) bestimmte
Stetigkeitsbedingungen befriedigen, stets abziihlbar viele solche Parameter-
werte gibt, und daB die zugehérigen Losungen ein vollstindiges ortho-
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gonales Funktionensystem des betrachteten Intervalles bilden. Insbesondere
ist der sog. regulire Fall wichtig, wo die Funktion p(z) im Intervall
(inkl. der Grenzen) nicht verschwindet. Man bezeichnet die so erhaltenen
Funktionen als ein Sturm-Liouvillesches Funktionensystem. Der Fall, daB
die Funktion p(z) an dem einen oder an beiden Enden des Intervalls [e, f]
verschwindet, ist nicht minder wichtig; die Kugelfunktionen und die Bessel-
schen Funkfionen befriedigen bekanntlich eine solche Differentialgleichung.

Wenn wir die klassisch gewordene Theorie der trigonometrischen
Reihe betrachten, so sehen wir, daB sich die Resultate dieser Theorie in
vier Klassen gruppieren. An erster Stelle ist die

Konvergenztheorie zu nennen, die die Aufgabe hat, binrsichende Be-
dingungen fiir eine Funktion aufzustellen, damit ihre trigonometrische
Reihe konvergiere. Diesen Untersuchungen steht die

Divergenstheorie zur Seite, die sie in mannigfacher Weise erginzt; sie
zieht die Grenzen, wie weit die Konvergenatheorie vorzudringen iiberhaupt
imstande ist. Das wichtigste Resultat dieser Theorie ist der Satz von
Du Bois-Reymond, der die Existenz einer stetigen Funktion aussagt, deren
trigonometrische Reihe nicht konvergiert. Damit wird aber eine

Summationstheorie notwendig, die berufen ist, in den Fallen der Diver-
genz einen Ersatz zu leisten. In der Tat sind verschiedene Summations-
methoden bekannt, mit deren Hilfe man die trigonometrischen Reihen
aller stetigen Funktionen ,summieren” kann. Die moderne Summations-
theorie der trigonometrischen Reihen wurde von L. Fejér begriindet; spéter
wurden verschiedene Resultate von Poisson und Riemann von verschie-
denen Autoren als Summationsmethoden gedeutet. Die letzten und schwie-
rigsten Probleme liefert dann die

Eindeutighkeitstheorie, die mit ihrem Hauptproblem — unter welchen
Umsténden eine konvergente trigonometrische Reihe die Fourier-Reihe der
dargestellten Funktion ist — den SchluBstein der ganzen Theorie bildet.
Durch die beriihmten Arbeiten von Riemann, Cantor und Du Bois-Reymond
1st man bereits in der Lage, auch diese Fragen zu beantworten.

Was nun die Theorie der mit den trigonometrischen Funktionen
nahe verwandten orthogonalen Funktionen, die aus Differentialgleichungen
zweiter Ordnung entspringen, betrifft, so ist bis jetzt nur die Konvergenz-
theorie derselben behandelt worden. Durch eine Reihe von Arbeiten*)
wurde der Beweis erbracht, daB die in der Theorie der trigonometrischen
Reihen angegebenen Bedingungen auch hier hinreichen, um die Konver-
genz der Reihe zu sichern. Nur die Theorie der Kugelfunktionen ist
iber diese Resultate hinaus gefrdert worden durch eine kiirzlich er-

*) Von den vielen Arbeiten, die sich mit dieser Frage beschiiftigen, nenne ich
nur die neueren Untersuchungen von Stekloff, Zaremba, Kneser, Hilbert und Hobson.
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schienene Arbeit von Herrn Fejér¥®), in der der Verfasser die Summations-
theorie dieses Funktionensystems behandelt. ‘

In der vorliegenden Arbeit beschiftigen wir uns mit der Divergens-
theorie und mit der Summationstheorie der orthogonalen Funktionensysteme.

Im Kapitel I wird die Divergenztheorie behandelt; § 1 gibt eine all-
gemeine hinreichende Bedingung an, vermbge deren man in vielen Féllen
zu einem gegebenen orthogonalen Funktionensystem eine stetige Funkfion
konstruieren kann, deren Fourier-Reihe in bezug auf dieses Orthogonalsystem
nicht konvergiert. In § 2 und § 3 wird dieser Satz auf die Theorie der
Sturm-Liouvilleschen Funktionen und auf die Kugelfunktionen angewandt
zur Konstruktion einer stetigen Funktion, die nach diesen Funktionen-
systemen nicht entwickelbar ist.

Kapitel 11 ist der Summationstheorie gewidmet; in § 1 wird ein all-
gemeiner Hilfssatz bewiesen, auf Grund dessen die Umkehrung des im
§ 1 des ersten Kapitels bewiesenen Satzes mdglich wird. § 2 und § 3
geben die Anwendung dieses Hilfssatzes auf die Sturm-Liouvilleschen
Reihen. Man erhdlt das Resultat, das die Verallgemeinerung eines fiir
trigonometrische Reihen von L. Fejér bewiesenen Satzes ist, daB, wenn
man eine stetige Funktion — die nétigenfalls noch bestimmte Rand-
bedingungen befriedigt — in eine Sturm-Liouvillesche Reihe entwickelt
und aus den Partialsummen s, dieser Reihe die arithmetischen Mittel

48 &+s4s S+ +s,
o, akgds . sttty

12 2

bildet, die so definierte Funktionenfolge gleichmiBig gegen die gegebene
Funktion konvergiert. § 4 gibt ein allgemeines Kriterium, das zu ent-
scheiden gestattet, ob ein gegebenes Summationsverfahren so beschaffen
ist, daB mit seiner Hilfe die in bezug auf ein vorgelegtes Orthogonalsystem
gebildeten Fourier-Reihen aller Funktionen, die im »Bereiche® dieses Ortho-
gonalsystems liegen, summierbar sind.

Die Untersuchungen des Kapitels 1 legen die Frage nahe: Gibt es
tiberhaupt ein orthogonales Funktionensystem, das so beschaffen ist, daB
Jjede stetige Fumktion auf die Fouriersche Weise in eine gleichmifig konm-
vergente Reihe entwickelbar ist, die nach den Funktionen dieses Systems
fortschreitet? Wir werden im dritten Kapitel eine ganze Kiasse von
Orthogonalsystemen kennen lernen, die diese Eigenschaften besitzen. Diese
Funktionensysteme sind aber auch von anderen Gesichtspunkten inter-
es§ant, vermdge einer Reihe von Eigenschaften, die diese Klasse aus-
zeichnet. Diese Eigenschaften weisen darauf hin, daB es bei manchen
Problemen, wo die Orthogonalsysteme nur als Hilfsmittel angewandt

*) Math. Annalen Bd. 67, S. 76,
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werden, zweckmiBig sein wird, eben diese besonderen Systeme heran-
zuziehen, wodurch man in vielen Fallen zu einer einfacheren Darstellung
des Beweisganges gelangt. In vielen Fillen aber erfordert die Natur der
Aufgabe selbst die Anwendung eines solchen speziellen Funktionensystems,
ohne das die Losung der Aufgabe nicht moglich erscheint.

Kapitel I
Divergente Reihen.
Bilden die im Intervall [«, 3] definierten Funktionen
P1(5), 92(8), -5 9a(8), "

ein vollstéindiges orthogonales Funktionensystem, so heiie die formal ge-
bildete Reihe

g B
P (S)t[‘f(t) 9, () dt + q’z(s)ff(t) s (F)dt + - - -

die Fourier-Rethe der Funktion f(s) in bezug auf dieses Orthogonalsystem.
Brechen wir diese unendliche Reihe bei dem #*® Gliede ab, so erhalten
wir die endliche Summe

£ ;
9. (8) [ FOo Ot + -+ 9,) [ T 9, (0) dt,

die wir fortan mit [f(s)], bezeichnen wollen. Schreiben wir der Kiirze

halber
K, (s, 8) = 9, (8) 9 (&) + 92() 92 () + -+ + 9,(8) 9 (0)

80 ist

g
1) =) E,(s, )£ @) dt.

§ L
Ein allgemeines Kriterium.
Wir legen unseren Untersuchungen ein beliebiges orthogonales Funk-
tionensystem des Intervalls [e, 8] zugrunde:

9:(8)s @s(s), - - -
Wir bezeichnen mit o eine beliebige Stelle dieses Intervalls und betrachten
die unendlichvielen Zahlen

s
o, = [ | K, (a, )| dt;
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wenn die so definierten Zahlen o, nicht alle unterhalb einer endlichen Grenze
liegen, d. h. wenn man aus der Reihe
@y, gy Ggy -+
eine Teilreihe
©,L0, <0, S

herausgreifen kann, deren Elemente iiber alle Grenszen wachsen, so kann
man stets eine stetige Fumktion amgeben, deren Fourier-Reihe in bezug auf
das zugrunde gelegte Orthogonalsystem an der Stelle s = a divergiert.

Die Konstruktion dieser Funktion F(s) geschieht in drei Schritten.

1) Wir konstruieren suerst die mebst ihren Quadraten integrierbaren

Funktionen

. s . ,vvl(s)i U‘v,(s)7 Uv; (3)7 tt
die durch die Gleichung

0,,(8) = Vorzeichen von K,,(a, s)
definiert sind; d. h.

Up(s) = 1, wenn K, (a,5)>0
» <0
= 07 9 = 0;

v"’p<t) K"p(ai t) = |K"p(a” t)]?
und folglich haben wir in unserer Bezeichnungsweise

]
[v’”p(a)]"p =f| K"p<a7 t)l dt = w”p .

Die Funktionen v,,(s), die tiberall den Betrag <1 haben, besitzen also
die Eigenschaft, da8 die »,” Teilsumme ihrer Fourier-Reihe an der Stelle
s =gq den Wert o,, hat.

2) Sodann konstruieren wir eine Folge stetiger Funktionen

fv1(5)7 fv,(s)’ ]‘;,I(S), T

die dem Betrage nach kleiner als 1 bleiben und so beschaffen sind, daB

——1,

es ist also stets

I3
S0y — @ ds < 0, (p=1,2,3,--),
wobel 6p eine beliebig kleine positive Grofle bedeutet.*)

*) Die Konstruktion dieser Funktionen bietet gar keine Schwierigkeit, Man
kann z. B. folgendermaBen verfabren: Nehmen wir der Einfachheit halber an, daB
[0, 2x] das betrachtete Intervall sei, was ja keine wesentliche Einschrinkung ist;

wir setzen:
g

2
b= [ T greepmg s O O<r <),
0
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Bilden wir die . Teilsumme der Entwicklung von f,,(s), so ist:

4
F@l =/ Tl 073,01
g I
= | S By, )00 8t — [ Koy (0, 1) (0,0 — £, ) Ot
Jid
> @,y —| [ Eop(a, 8) (010 — £, 0) dt|

g i
> 0, ]/ S oo, 032dt [ (0,0 — £,0) 8.

Wiihlen wir nun die Grofle d, so, dafl

Y
]/ 3, f (Ko, D) dt < 28

} [f”p(a>]”pl > %ﬁ_’ ’

Mit anderen Worten, die stetigen Funktionen £,,(s), die dem Betrage nach
kleiner als 1 bleiben, besitzen die Bigenschaft, daB die v, Teilsumme

ist, so ist also

ihrer Fourier-Reihe an der Stelle s = ¢ gréfer als g;—” ausfallt.

3) Wir gelangen nun zu der gesuchten Funktion F(s) durch folgende
Uberlegung: Die »,* Teilsumme der Fourier-Entwicklung der stetigen

Funktion

F(s) = 1,,(5)
ist an der Stelle s = ¢ dem Betrage nach grofer als % Wenn diese
Reihe an dieser Stelle.nicht divergiert, so kann man eine Zahl G’ so be-
stimmen, daB alle Teilsummen der Fourier-Reihe von F'(s) fir s =a
kleiner als G’ sind, d. h. daB

[[F (@) <G (n=1,2,8,.).

In der Theorie der trigonometrischen Reihen wird gezeigt, daB die stetigen Funk-
tionen £, (r,s) dem Betrage nach kleiner als das Mazimum von | v, (s} | bleiben, und dab

2
Ll f[fvp('r7 s)_”yp(s)]gdsao
r=lyp

ist. Man kann daher r so bestimmen, dab £, (r,s) alle gestellten Forderungen erfiillt

Mathematische Annslen. LXIX. 23
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Wir greifen dann aus der Reihe der Indizes

®n V=, vy, vy,

einen Index, den wir etwa mit »” bezeichnen wollen, derart heraus, daB
@, >6-4(G" + 1)

ist, und bilden dann mit der zugehdrigen Funktion f,.(s) die stetige

Funktion

F"(8) = £,() + 7 Fy(s)-

Ist die Fourier-Reihe dieser stetigen Funktion F”(s) nicht divergent, so
kann man eine Zahl G” bestimmen, daf fir jedes n

I[F" (@) < &"

ist. Sodann bestimmen wir in der Indizes-Reihe (1) einen Index +™ derart,

daf das zagehérige
w,,>6-43(G" +2)

ist, und bilden die Funktion
7 1 1
F (8) = fv'(s) + Ifw"(s) + Z?fv”’(s) .

Auf diese Weise fahren wir fort: wenn die Fourier-Reihe der stetigen
Funktion

Fa-Y=f,(s) + -i-ﬂ,,(s) +-- -{—;q—l_gfy(q—l)(s)

an der Stelle s = @ nicht divergiert, so bestimmen wir G~ derart, daB
fiir jedes n

@ |[Fe= (a)],] < G-
ist, und greifen dann aus der Reihe (1) einen Index »@ heraus, sodaB
@) o> 6 40-1(Ge=9 4 g — 1)

ist; die Moglichkeit dieser Auswahl ist durch die Annahme gewihrleistet,
dab die @, iiber alle Grenzen wachsen.
Ich behaupte nun, daB die unendliche Reihe

FE=108) + 210 () -+ fi0l8) + - -

g1
eine stetige Fumktion darstellt, deven Fourier-Reihe in bezug auf das be-
trachtete Orthogonalsystem an der Stelle s = a divergiert.

Die gleichméfige Konvergenz der Reihe F(s) folgt unmittelbar aus
dem Umstende, daB alle f,, dem Betrage nach kleiner als 1 bleiben.
Um die Divergenz der Fourier-Reihe von F(s) bei s=a zu beweisen,
zeigen wir, daB die Zahlenfolge

[F(@)],, [F (@), [F(@)],m, - -
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tiber alle Grenzen wichst. Um etwa [F(a)] ) abzuschitzen, zerlegen wir
die Funktion F(s) in drei Summanden, wie das in der Formel

F(s)= (fyr 6+ -+ -5 -0 (s )) ql_lf.,(g)(S) + (fg Fig+n(s) + -+ )

durch die angebrachten Klammern angedeutet ist, und betrachten die
p@* Teilsumme der Fourier-Reihe jedes einzelnen Summanden an der
Stelle s =@a. Der erste Summand — der in unserer Bezeichnungsweise
Fa-(s) ist — liefert in dem Ausdrucke fiir [F(a)] ) einen Betrag, der
wegen der Ungleichung (2) kleiner als G@-Y ist. Der letzte Summand

49‘

ist dem Betrage nach kleiner als und der von ihm gelieferte Be-

g.4071

o *) Da schlieBlich

trag ist daher kleiner als
42

7(q)
If @)Ll >4
ist, so folgt daraus

@) ©,(9) 0,
‘[F(a>]v(9)1 > 2. 4Q— G-(Q V— 3.4q-— = 6. 49 1
Zufolge der Ungleichung (3) ist daher
F(@)]@|>gq—1.

Damit ist aber unsere Behauptung bewiesen.

Die Bedingung, daB die @, nicht unterhalb einer von % unabhingigen
Grenze bleiben, erweist sich also als hinreichend, damit eine stetige Funktion
existiere, deren Fourier-Reihe in bezug auf das betrachtete Orthogonal-
system nicht konvergiert. Wir werden im nichsten Abschnitte sehen,
daB diese Bedingung fiir eine sehr ausgedehnte Klasse von Orthogonal-
systemen auch notwendig ist.

— G-t

§ 2.

Anwendung auf die Sturm-Liouvilleschen Reihen.*¥)

Der soeben abgeleitete Satz findet eine unmittelbare Anwendung auf
die Theorie der Sturm-Liouvilleschen Reihen.

* In der Tat, es ist, wenn gp(s) eine beliebige Funktion bedeutet, die im
ganzen Intervall [«, §] dem Betrage nach kleiner als If ist,

e@],wl= | fK,,(m (a,2) @ (1) dt ] < M/l Ko@) dt = Mo g .

) Mit einer dhnlichen Methode hat Herr Lebesgue eine stetige Funktion kon-
struiert, deren trigonometrische Reihe divergent bezw. nicht gleichmifig konvergent
ist. (Cf. Lebesgue, Séries trigonométriques, 8. 87) In einer kiirzlich in den Annales de
Toulouse (3° série, t. [) erschienenen Abhandlung hat Herr Lebesgue seine Resultate ver-
allgemeinert, Man findet daselbst manche Berithrungspunkte mit der vorliegenden Arbeit.

23 %
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Sind die Koeffizienten p(z) und q(x) der sich selbst adjungierten
Differentialgleichung

d d
(4) L(w)= (p(x) &g) +gu+iu=0
im ganzen Intervall [, §] (einschlieBlich der Gremzen) von Null ver-
schieden, so kann man den Parameter 2 — auf unendlichviele Weisen —

so bestimmen, dafl die vorgelegie Gleichung eine Lisung besitzt, die die
Randbedingungen

(6)  e—hu=0 fir s=e, DL Hu=0 fir o=

befriedigt. Die so erhaltenen unendlichvielen Funktionen

'“‘1(@7 uﬂ(‘”)’ “3('”): Tt

bilden ein volistindiges orthogonales Funktionensystem; wir wollen sie
der Kiirze halber ein Sturm- Liouvillesches Orthogonalsystem nennen und
bemerken sofort, daB man statt der Randbedingungen (5) ein beliebiges
anderes Paar von homogenen Randbedingungen wihlen kann.

Um das Orthogonalsystem u,(x) zn studieren, wenden wir auf die
vorgelegte Differentialgleichung eine in dieser Theorie tibliche Transformation
an, die von Liouville herrithrt. Wir setzen

. -1 1
2 =j(p(w)) 7 dx v(2) = (p@)4+ u(x).
Unsere Differentialgleichung geht dann in die neue Differentialgleichung
@) O Qut a0 =0

tiber, wobei @(2) eine durch die Funktionen p(2), ¢(x) leicht ausdriickbare
Funktion bedeutet.

Die Randbedingungen werden
(5 %—h’v=0 fir 2=0, %—l—ﬂ’vmo filr z2==,

wobel wir der Hinfachheit halber

8
f(p(x))_%da; =

angenommen haben — was man ja durch eine Multiplikation der unab-
héingigen Variablen mit einer Konstanten stets erreichen kann; ' und H’
sind zwei Konstanten, die man durch die s, H leicht aunsdriicken kann.
Wir bezeichnen die Sturm-Liouvilleschen Funktionen, die aus der Differential-
gleichung (4") entspringen, mit

21(2), v3(2), v3(2), - - -
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und zeigen vorab, daB es eine stetige Funktion gibt, deren Fourier-Reihe
in bezug auf dieses Orthogonalsystem nicht konvergiert.

Wir benutzen zu diesem Zwecke eine von Liouville herriihrende und
von Hobson*) verschiirfte asymptotische Darstellung des n* Gliedes dieses
Funktionensystems, das wir gleich so normiert denken, dafl

lf(@,,(z))zdz= 1
b
ist. Es ist dann fiir jede Stelle des Intervalls [0, «}
v, (#) = ]/— cos nz {1 + n<)}+mnm[ﬁ<z>+yn(z>}

wobei die Funktionen «,(2), y,(¢) und B(z) unterhalb einer von # und 2
unabhingigen Grenze A bleiben. Um nun die Existenz einer stetigen
Funktion zu beweisen, deren Fourier-Reihe an der Stelle 7 = a divergiert,
geniigt es — nach dem im § 1 abgeleiteten Satze — zu zeigen, daB die
GroBen

T bl
S1E @ dldt = [|o,@0,) + - + v,(@)0, )] dt
0 0
iiber alle Grenzen wachsen. Wir setzen zu diesem Zwecke

K (a, t) = '72? 2 cos pa cos pt + &, (a, 1)

p=1n

und beweisen, daB [®,(a, ¢)| unterhalb einer von #, o und ¢ unabhéngigen

Grenze bleibt,
7z
f’ 2 cos pa cos pt|di
6 p=1,--y=

aber iiber alle Grenzen wichst. Bildet man nimlich ®,(a, #), so erhilt
man erstens die Reihen

() V{ﬁ(t) 2 cospaslnpt+ﬂ( ) 2 OOBPtSmP“}

.p 11
und zweitens drei endliche tngonometnsche Reihen, derem p* (lieder
bzw. die Nenner p? p® p* haben. Da die Zéhler jedes Gliedes dieser

letzten Reihen absolut genommen kleiner als 47 sind, so sind diese Reihen

dem Betrage nach sicherlich kleiner als A? 2 pl,; Um nun auch zu

p=13,

* Cf. Hobson, Proceedings of the London Mathematical Society, Ser. 2, Bd. &
(1908), S. 349
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zeigen, daB die Reihen (6) oder — was damit gleichbedeutend ist — die

Reihen .
cos pasin pi baw 2 cog ptsinpa
2 P ’ P

p=1,.0 10 p=1,--n

unterhalb einer von %, @ und ¢ unabhingigen Grenze bleiben, zerlegen wir

cospasin;pt___l_{ sinp(t 4 @) + 2 sinp(t—a)}
2 » 2 2 Iz » ’
p=1, -0

p=1n p=1,--yn
cog pteinpa l{ sinp(t + a) + 2 sinp(a——t)} )
D B L S
p=1,nym p=1-n p=1--yn

—1
2

Da aber die Reihe 2 @;735 die Fourier-Reihe der Funktion Z

p=i,5

ist, so bleiben die Summen ‘ 2 s—%p—t’ — wie in der Theorie der
p=1,--ym
trigonometrischen Reihen gelehrt wird*) — unterhalb einer von ¢ und #

unabhiingigen oberen Grenze, und damit ist gezeigt, daB |®, (a, #)| end-
lich bleibt.
Es bleibt noch itbrig zu beweisen, dafl die Grifien

m”=‘[ﬂ“ 2 cos pt cos pa|dt
8

p=1,0e 0

mit wachsendem # unendlich groB werden. Wir verfahren zu diesem
Zwecke dhnlich wie es Herr Lebesgue an der oben genannten Stelle tut.
Um die Rechnungen abzukiirzen, nehmen wir an, daB die frei ge-

wihlte Stelle #z = a zwischen 0 und 3;- liegt, d. h.:

0<8<a<t— %),

Nun ist
. [22 —
sm(2n+1)t—t— sin @n 1) 22
2 E cO8 pT cos pa = - 2 —1;
p=Y,n 2sint—i2~a 2sint:

da aber der erste Summand in dieser Formel fir jeden in Betracht
kommenden Wert von # und ¢ absolut genommen kleiner als die kleinere

*) Vgl. etwa Kneser, Math. Ann. Bd. 60, . 402.

**) Wire dies nicht der Fall, so miifite man das Integral w, erst in geringer
Weise abidndern, um unsere weiteren Uberlegungen anwenden zu konnen; da es uns
aber nur darauf ankommt, eu zeigen, daB es stetige Funktionen gibt, deren Sturm-
Liouvillesche Reihe nicht konvergiert, so ist diese Einschrinkung unwesentlich,
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1

wnd | —— %
2 sin (?13’— — i)
4 2

der beiden GriéBen bleibt, so geniigt es

2sin —
sin 5

offenbar nachzuweisen, dafl

7
gin P+ 1E—a) | 5
o, = 2 dt=/ sm(2n+1)r31
" . sint_za . - sng 1

0
mit wachsendem » unendlich groB wird. Es ist nun offenbar

n—a T—a
2 2
sin (2n 4 )& sin 2n -+ 1)@
f “‘m*fdbf "—T—)—[‘“’
a [1]

T
Betrachten wir nun die Intervalle, in denen
sin (20 + 1) 9| >sin T =p
ist;
1 7
_ 5 tr 5 tr
p = Tent1’ T EnT1

ist ein solches Intervall; da

.fy a9 = ulog (1 + g5 7y)
(z)
ist, so ist sicherlich

’ 6
oz 2 gt +p):
wobei » die kleinste ganze Zahl bedeutet von der Kigenschaft, daB

(~8ﬁ+’”) x—a .
T < . Nun whehst aber diese Zahl » — die noch von #
a1 = 2

abhiingt — mit wachsendem # iiber alle Grenzen; da ferner die urend-
liche Reihe
2 log(l +8p+1)
=13

divergiert¥), so kann man »n so groB wihlen, daf o, groBer als eine be-
liebige Zahl wird.

*) Man beweist die Divergenz dieser Reihe von positiven Gliedern am ein-
fachsben, indem man zeigt, daf das Produkt plog (1 +3 :_ 1) fiir p = den Grenz-
3 p
wert T hat.
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Daraus konnen wir aber — auf Grund unseres allgemeinen Satzes in
§ 1 — gchlieBen, daB es eine stetige Funktion F(#) gibt, deren Fourier-
Reibe in bezug auf die v,(¢) an der Stelle # = a divergiert.

Nachdem wir die Existenz dieser stetigen Funktion F(2) bewiesen
haben, ist es nun leicht zu zeigen, da8 die in bezug auf die u,(x) gebildete
Fourier-Reihe der stetigen Funktion

F@)— (p@) § F ( f (p@) ¥ dx)

divergent ist. Da nidmlich vermdge unserer Substitution

00(8) = (P@)4 u, (@), ds = (p@) ¥ da

ist, so finden wir
fF(x)u,,(x) dz =f@(x))‘%F(f§(w)"%dx) (p(x))"i‘vﬂ(z) dz

=fF(z) v (2)dz.

P () f F(2)0,(2) de

n=1,3,--

Da aber die Reihe

an der Stelle z = a divergiert, so gilt dasselbe auch von der Reihe

Zun(x)fli'(x) u, () da = (p(x))"_ Zv (z)fF(z)v (2)da

n=1,3, - n=1,2,.

an der Stelle x =b, die vermoge der Transformation
# =f (p@)” ¢ dx
[*2
der Stelle # = a entspricht*). Damit ist unsere Behauptung bewiesen.
*) DaBl es eine solche Stelle b gibt, fir die a= /P p(ac)—'_}da; ist, wenn
[+

* 1
0<a<m, folgt unmittelbar daraus, dad die stetige Funktion z= (p(z) ¢ da
[

an den Stellen &=, bezw. £ =p die Werte 0 bezw. = annimmb; es muB daher
zwischen « und § eine Stelle b existieren, wo sie den zwischen 0 und = liegenden
Wert ¢ annimmt.
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§ 3.
Anwendung auf die Kugelfunktionen.

Als n* Kugelfunktion oder #** Legendre-Polynom P,(z) bezeichnet
man diejenige Ldsung der Differentialgleichung

@ 7= (=2 )+ nn+ 1)y =0,

die an den Stellen # = — 1 und 2 = 4 1 endlich bleibt. Sind % und m

verschieden, so ist
+1

JP.@ P, @ dz =0,
21
und es ist tiblich, die P,(z) so zu normieren, daB

+1 .

ist. Das System der Legendre-Polynome ist kein Sturm-Liouvillesches
Orthogonalsystem, da in der Differentialgleichung (7) der Koeffizient von
%y, an den Stellen # = 1 und z = — 1 verschwindet. Wir wollen zeigen,
daB es stetige Funktionen gibt, deren Kugelfunktionenreihe divergiert.

Setzen wir, wie friiher

K,z 8) = > E P (o) P,(1),

2=0,1,2--yn

so ist die #n' Teilsumme der Kugelfunktionenreihe einer Funktion f():

[f@)], =[ K, (2, £) £(t) dt,

und wir haben daher zu zeigen, daB die unendlich vielen GroBen
+1

| K, (z,t)|d¢ nicht unterhalb einer von » unabhingigen Grenze bleiben.
~1
Wir zeigen dies fiir die Stelle #=0.
Eine wohlbekannte Formel lehrt¥), daf

P, +1(w) P, — P, 2P, +1(t)
x—1

K,(a,8) = 211

* Vgl. Christoffel, Journal fiir Mathematik Bd. 66, S. 73.
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ist; und da P,(0) fiir jeden ungeraden Index verschwindet, gentigt es zu
beweisen, daf die Grofen

2t p.0) f

mit wachsendem » unendlich groB werden. Wir wenden zu diesemm Zweke
die oft gebrauchte Approximationsformel an:

2o ) = Vg oo ((n + 30— 3) + 2],

die innerhalb des Intervalls [—1 -2, 1 —¢] fiir jeden Wert des Index »
die Kugelfunktionen darstellt, wobei & eine von Null verschiedene posi-
tive Zahl bedeutet; die Funktionen a,(f@) bleiben unterhalb einer von =
und 6 unabhingigen Grenze, wenn cos 8 im Imfervall [—1+4&, 1 —¢]
variiert. Diese Formel zeigt unmittelbar, daf

LYaw| 2, (0)] =1

1
&‘3‘"_1 ® dt
t

09y =

ist, und daraus folgt, daB die w,, sicherlich iiber alle Grenzen wachsen,
wenn die Gréfen

+
V2n + 1f
Y1

mit wachsendem # unendlich grof werden. Um dies nachzuweisen,
setzen wir

1

1 Vs
Pia

t
:I()’ at = m)i;n

Pg”%‘i@idt>l/2n+1f
0

t-—-cos(ﬂ-;--;i) — — sin .
Wir erhalten

P =
Wi =V 20+ 1/‘ %H(OOS (3 i 2)) cos &

i

sin O d%;
i
0

da aber im ganzen Intervall [O, f:-

cos # >~ und sin 9 < ¥
=75

ist, so finden wir
7

4 ———eee e s
N = s

&

0
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Es ist aber zufolge unserer Approximationsformel

n L L Z
IR Mt}

n
(—1)**+1sin (2n + —2—) ¥+ %z)

1

Vo o9 2, (co3 (54 2)

I

=
i

w

Setzen wir zur Abkirzung sin 3

“on+1 (& + ’7;)
T S

g und wahlen fortan # so groB, daB

< % ist fiir jeden Wert von 8, der im Intervall [0, —:—:l

1 7
. . g TP BRI
liegt. Ist & zwischen den Grenzen m - und = 5 eingeschlossen,
2n -4 0} 2n 4+ 9

wobei p eine ganze Zahl bedeutet, so ist sicherlich
isin (2%-}—%)@} >

“an+1 (’3 ‘f‘;‘) 1
TTem i |

< £ ist, so finden wir

und da 5

Vz'n;l—l cos 9 PM_’_1 (cos (q‘)—f—;)) > 2_;;_.;‘

Wir haben folglich fiir das zwischen diesen Grenzen genommene
Integral:

/I ]/2?‘?;1:;; Py (008 (0 4+5))

da>;1‘§;1og(1+éﬁf)~

&
() .
str  gte ] "
Nun liegen aber die Intervalle | o 5 | im Intervall [O, Z:I’
2n + £} 2n 4 )
sowie 0 <p < n;1 ist, und wir erhalten also
’ J 2 6 .
”2">;ﬁ Zn_llog (1+8p+1)
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. . . 6
Aus der Divergenz der unendlichen Re1he| 12 log (1 —!—W) folgt aber
p: R
unmittelbar, daB die ws, tiber alle Grenzen wachsen, und damit ist unsere

Behauptung bewiesen.

Unser allgemeines Kriterium ist ohne jede Schwierigkeit auch in
solchen Fillen anwendbar, wo man die Orthogonalreihen mit irgend einem
Summationsverfahren ,summieren will. Man versteht darunter folgendes:
Die unendlichvielen in der Punktmenge M definierten Funktionen

a,(n), as(n), az(n), - -
besitzen die Eigenschaft, daB fiir einen bestimmten Wert, etwa fiir n=n,,
der Héufungsstelle der Punktmenge M ist,

Lap(n)="1 (p=172)3;"')

n=n,

igt. Betrachten wir nun eine beliebige unendliche Reihe

Uy +thy + thg £+ oy
die aber so beschaffen ist, daB die Reihe
ay (n)uy + ag()uy + ag(n)us + - - -
fiir jeden Wert yon #, der der Punktmenge M angehért, konvergiert.
Existiert nun der Limes:
S= {l (@ )20, + g (W) tg + Ay W)Uy + -+ ),
8o sagen wir, dabB die vorgelegte Reihe mit Hilfe der durch die Funktionen
a,(n) gegebenen Summationsmethode summierbar ist, und ordnen ihr S als
poumme® zu.
Wenn die unendlichen Reihen:

E(n; a,t) = a,(n) 9, (a) ¢, (¢) + a3(n) @3(a) @y (¢) + - - -
fir jeden in Betracht kommenden Wert von % konvergieren, so liefern
die Untersuchungen des § 1 den folgenden Satz: Ist

lim. sup.ﬂ K(n; a,t)| dt = o0,

so kanm man eine stetige Funktion angeben, deren Fourier-Reihe (in besug
ouf die @,(s)) an der Stelle s = a mit Hilfe des durch das Funktionen-
system a,(n) gegebenen Summationsverfalrens nicht summierbar ist.
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Kapitel II.

Theorie der Summation.
Ist
P5(8), @2(8)s -5 @, (8),- -
ein beliebiges im Intervall [e, 8] definiertes orthogonales Funktionensystem,
so sagen wir, daB eine im Intervall [, 8] definierte Funktion f(s) dem
,Bereiche* dieses Funktionensystems angehdrt, wenn man zu jeder beliebig
kleinen Zahl & % Konstanten ¢, - - -, ¢, so bestimmen kann, daf im ganzen
Intervall
If(s) - clq)l(s) - 02‘772(3) T cn‘pn(s)| <90

ist. Die Menge dieser Funktionen f(s) bildet den Bereich des vorgelegten
Orthogonalsystems, Dieser Begriff spielt in der Summationstheorie eine
iiberaus wichtige Rolle, da man nur fiir Funktionen des Bereiches die
Fourier-Reihe so summieren kann, daf die durch Summation entstandene
Funktionenfolge gleichmiBig konvergbnt sei. Ubrigens ist dieser Begriff
des Bereiches bei den bekannten Beispielen ein sehr umfassender; beispiels-
weise besteht er bei den frigonometrischen Funktionen, bei den Legendre-
Polynomen oder auch bei einem beliebigen Orthogonalsystem, das aus
einer Differentialgleichung entspringt, aus allen stetigen Funktionen, die
nitigenfalls noch bestimmte Randbedingungen befriedigen. Allgemein
konnen wir sagen: sind alle analytischen Funktionen nach den Funktionen
eines Orthogonalsystems entwickelbar, so gehdren alle sfetigen Funktionen
des Intervalls — vermdge des bekannten Weierstrafischen Satzes — zu
dem Bereiche dieses Funktionensystems.

§ 1.
Ein Hilfssatz.

Wir haben im Kapitel I bewiesen, daB man, wenn das vorgelegte
orthogonale Funktionensystem eine bestimmte Bedingung erfillt, immer
eine stetige Funktion angeben kann, deren in bezug auf dieses System
gebildete Fourier-Reihe an einer gegebenen Stelle divergiert. Wir werden
jetzt zeigen, daB diese Bedingung fiir diejenigen Orthogonalsysteme, deren
Bereich alle stetigen Funktiouen umfaBt, auch nofwendig ist, damit eine
solche Funktion existiere. Zu diesem Zwecke beweisen wir folgenden
einfachen Hilfssatz*):

*) Als Spezialfall dieses Satzes ergibt sich ein von Herrn H. Lebesgue ausge-
sprochenes Theorem (Rendiconti del Circolo matematico di Palermo Bd. 26 (1908),
8. 825).
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Jeder Funktion f(s) einer bestimmien Funktionenklasse mige eine Reihe
reeller Funktionen f,(8), 13(8), -+ - eugeordnet semn; wn Zeichen

(8) ~ fi(8); £o(s), - - -.
Diese Zuordnung besitze folgende Eigenschaften :
A) Ist
F8) ~£:(5), fals), -+ -
und
9(8) ~ 91(5)s ga(s), - - -,
so st

1) + 9(8) ~ £1(8) + 91(8), fo(s) + g5(s), - - -

B) Es sei fiir jedes s stets |f,(s)| FKleiner als die obere Gremsze wom
|£(8)| multipliziert mit einer Grifie M, die fiir alle Funktionen der Klasse
dieselbe ist: |f,(s)| < M - Max [f(s)].

Wenn wun f'(s), f7(s), - - - eine Reihe von Funktionen sind, die gleich-
mipig in s gegen die Funktion f(s) konvergieren, und wenn die su f(s)
vermige unserer Zuordnung sugeordnete Funktionenfolgen gleichmifig in s
bezw. gegen F®(s) konvergieren, d. h. gleichmifig in s die Limesgleichungers
bestehen
(8 L f§7(s) = F™(s),

p=w

so konvergiert die au f(s) eugeordnete Funktionenfolge gleichmifig gegen
eine Funkiion F(s), und es ist

L FO(s) = F(s).

Aus der Konvergenz der Reihe f'(s), f(s), - gegen die Funktion

f(s) folgt nimlich, daB bei hinreichend grofen g und ¢’:
|F¥(s) — FD(s) I <&
ist, wie klein auch & gew#hlt sei; da ferner, wegen unserer ersten An-
nahme, die zu der Funktion f@(s) — f@(s) zugeordnete Reihe aus den
Differenzen f{(s) — " (s) besteht, so folgt aus der zweiten Annahme, daB
) P06 -] <M
ist fiir gentigend groBe ¢ und ¢’ und beliebiges p. Da aber die Limes-
gleichungen (8) bestehen, so konnmen wir zu den festgewihlten Indizes
q,9 den Index p noch so grof wihlen, daB
|[F&(s) — ()| <e und  [FO(s)—fP(s)| <e
wird. Aus den letzten drei Ungleichungen folgt aber durch Addition
| Fa(s) — FO(s)] < (M4 2)e

und diese Ungleichung sagt aus, daB die Funktionen F®(s) gleichmifig
gegen eime Funktion F(S) konvergieren.
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Um zu zeigen, daB diese Funktion F(s) der gleichmiBige Limes der

zu f(s) zugeordneten Funktionenfolge f,(s), 7,(s), - - ist, bemerken wir,
daB Dbei geniigend groBem # und beliebigem p

1757(5) — f, ()| <M
ausfillt. Dies folgt aus unseren Annahmen A) und B) genau so, wie die
oben abgeleitete Ungleichung (9). Wir wihlen # iiberdies so groB, daB

[ F(s) — FO(s)] < e
ist, und bestimmen dann zu diesem festen Index # eine GroBe P derart, daB
| F0(s) — F30(s)| < &
ist, sowie p > P ist. Durch Addition der letzten drei Ungleichungen
erkennen wir, daf ’
| F(s) = 1F,(s)| < (M+2)e
ist fiir jedes hinreichend grofe p; damit aber ist unser Satz bewiesen*).
Wir wollen aus diesem Satz sofort eine wichtige Folgerung ziehen.
Wir ordnen jeder Funktion f(s) die Funktionen f,(s) zu, die im
ganzen Intervall [«, ] den Wert haben, den die p* Teilsumme der in

bezug auf das Orthogonalsystem @, (s), @s(s), - - - gebildeten Fourier-Reihe
von f(s) an einer beliebigen Stelle, etwa s = @, annimm$:

fp(8) = [F(@)], = / K, (a, )£ (t) dt.

Diese Zuordnung erfiillt offenbar die Bedingung A). Ist aber noch auBerdem

ﬁKp(a, t)dt < M,

wo M eine von p unabhingige Zahl bedeutet, so ist auch unsere zweite
Amnahme B) erfiillt. Verstehen wir unter ¢(s) irgend ein endliches
Aggregat unserer Orthogonalfunktionen

o(s) = a,9,(8) + -+ + B, 9(5),
8o konvergiert offenbar die zu @(s) zugeordnete Funktionenfolge gleich-
mébig gegen den Wert dieser Funktion an der Stelle s =a. Ist nun
f(s) eine beliebige Funktion des Bereiches unseres Orthogonalsystems, so
konnen wir aus den soeben betrachteten Funktionen ¢ (s) eine gleichmiBig

-~ *) Man beachte, daB bei dem Beweise dieses Satzes der Umstand, daf die auf-
tretenden Funktionen nur von einer Verinderlichen abhingen, gar nicht benutzt wurde.
Der Satz bleibt daher richtig, wenn alle vorkommenden Funktionen von mehreren
unabhingigen Variablen abhingen.



352 A. Hasr.

gegen f(s) konvergente Folge ¢'(s), ¢”(s), - - - herausgreifen. Nach dem
soeben bewiesenen Hilfssatze muB dann auch die zu f(s) zugeordnete Reihe

[f@)k, [f@, -

gegen f(a) konvergieren. Damit ist aber gezeigt, dab, wenn

I
S K@ty at< M (9=1,2,3,...

ist, die Fourier-Rethe jeder Fumktion, die dem Bereiche dieses Orthogonal-
systems amgehirt, an der Stelle s = a kowvergiert. Dieser Satz lehrt, daB
in dem sehr allgemeinen Falle, da8 der Bereich unseres Orthogonalsystems
alle stetigen Funktionen enthilt, die S. 336 gegebene hinreichende Be-
dingung fiir die Existenz einer nach diesem Orthogonalsystem mnicht ent-
wickelbaren stetigen Funktion auch nofwendig ist.

g 2.
Anwendung auf die Theorie der trigonometrischen und
Sturm-Liouvilleschen Reihen.,

Mit Riicksicht auf die folgenden Ausfihrungen wollen wir vorab
zwei Sitze aus der klassischen Theorie der trigonometrischen Reihen auf
Grund unseres Hilfssatzes S. 350 ableiten:

1) Dureh das sog. Poissonsche Integral

2n

_ 1 1—r? 2 dt
fr(s)_é—n 1—2rcos(s—t)+r’f()

0

wird jeder Funktion f(s) eine Funktionenmemge f,(s) zugeordnet. Diese
Zuordnung erfiillt offenbar die Annahme A) unseres Hilfssatzes. Da aber

11—yt
1—2rcos(s—1%) - rt

stets positiv ist, wenn » <1 ist, und da infolgedessen

2n

1 192
ﬂﬁf 1—27rcos(s—8) 4 r? at
) 27
=§;f{1+227“ cosn(s—-t)}dt———l
0 n=1,3, -

ist, fiir jeden in Betracht kommenden Wert von » und s, so folgt, dab
f.(s) absolut genommen kleiner als das Maximum von |f(s)]| ist, wie auch
r und s gewihlt sind. Mit anderen Worten, die durch das Poissonsche
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Integral gegebene Zuordnung erfiillt auch die Annahme B). Bekanntlich
ist aber fiir jeden Wert » < 1

f.(s) = gl;ff(t)dt

2 27
1
+ D {cos nsff(t) cos ntdt + sin nsff(t) sin ntdt},
[ 0

n=1,2,.--
wobei die rechts stehende Reihe fiir » < 1 absolut und gleichmiBig kon-
vergiert. Wir sehen daraus, dab die zu den Funktionen cosns bezw.
sin #s zugeordneten Funktionenmengen gleichmiBig gegen diese Funk-
tionen konvergieren, wenn der Parameter » gegen 1 konvergiert. Kine
unmittelbare Folge davon ist, daB, wenn ®(s) ein beliebiges trigono-
metrisches Polynom bedeutet:

®(s) =a,+ a; cos s+ a; sins + - - . 4 @, cos ns + a, sin ns,

die zu ihm zugeordnete Funktionenmenge gleichmiiBig gegen ®(s) kon-
vergiert. Bedeutet nun F'(s) irgend eine stetige Funktion mit der
Periode 22, so kann man aus den trigonometrischen Polynomen eine
Folge @'(s), ®”(s), - - - herausgreifen, die gleichmiBig gegen F(s) kon-
vergiert. Unser Hilfssatz lehrt aber*), dafi dann auch die 2u F(s) eu-

geordneten Funktionen
2n

1 11—
F, (s) = ﬂfi —2rcos(s—¢) | r° F(t)ar
0

fiir r=1 gleichmifig gegen F(s) konvergieren, wenn F(s) eine stetige
periodische Funktion bedeutet.

2) Die Fejérsche Summationsmethode der trigonometrischen Reihen. Ist
F(s) eine periodische Funktion, so braucht bekanntlich die Reihe

27

1 * sin 2n2—]-1 (s —1)
[F)=5; | — =5 F@)d¢
81n 3

0

nicht zu konvergieren. Setzen wir aber

[ (5], — FOLH PO 4o (Fos,

so konvergiert, wie Herr Fejér gezeigt hat, die Folge dieser [F*(s)],

*) Der Umstand, da$ die zugeordnete Funktionenmenge nicht abzihlbar, sondern
von der Michtigkeit des Kontinuums ist, ist offenbar unwesentlich.

Mathematische Annalen. LXIX. 24
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gleichmiBig gegen F(s). In der Tat man findet durch eine einfache
Rechnung

L ¥
1 sin? n 3_2___
[F*(s)], = —— P ar.

2nm e
gin

0

Durch diese Formel ist jeder Funktion F(s) die Funktionenfolge [F™*(s)],
zugeordnet; diese Zuordnung erfiillt die Annahme A), und da

2z

sin”ns—t

2
_L/__..___dt=1

2nm . 3 8—1

R sin? —

]

ist, ist auch die Annahme B) erfiillt. Man sieht auch leicht ein, daB die
zu den trigonometrischen Polynomen zugeordneten Funktionenfolgen gleich-
mifig gegen diese Funktionen konvergieren. Daraus folgt aber auf Grund
unseres Hilfssatzes und des oben genannten Weierstrafischen Theorems
der Satz von Herrn Fejér.

3) Wir machen schlieflich noch eine Anwendung von unserem Hilfs-
satze auf die Konvergemstheorie der Sturm-Liouvilleschen Reihen.

An den Bezeichnungen des vorigen Kapitels (8. 340) festhaltend,
betrachten wir das dort behandelte Sturm-Liouvillesche Orthogonalsystem
v,(2), v5(%), - - - und setzen wieder

K, (3 1) =0,(2) o) + -+ v,(5) v,(£).
Wir haben (S.341) bewiesen, daB die Differenz:

O, (5t) =K, (2,t) — % 2 cos pz cos pi

p=1,-n
dem Betrage nach unterhalb einer von #,# und ¢ unabhingigen oberen
Grenze O liegt; daraus schliefen wir, daB die durch das Integral

(10) £.(2) =J{Kn(z, ) — —i— 2 cospz cospt} f() dt=‘/7¢,‘(z, 8 @) de

p=1,yn
gegebene Zuordnung die Voraussetzungen unseres Hilfssatzes befriedigt.

Bedeutet nun ¢(2) irgend eine analytische Funktion, die also dem Bereiche
beider Orthogonalsysteme

1, cos 2, cos 2z,- -+, und v, (2), v,(2), v(2), - - -
angehdrt, so konvergieren bekanntlich beide Integrale:

9 7 7
;b/;;f:js pz cos pt (t)d¢ und BfK,,(z, Ho(t)dt
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mit w_achsendem n gleichmiBig gegen ¢(2), da die Fourier-Reihen dieser
Funktionen in bezug auf beide Orthogonalsysteme gleichmiBig konver-
gieren. Folglich hat das Integral

[, 0) 9(t) at

den Grenzwert Null. Unser Hilfssatz lehrt nun, daB das Imtegral (10)
auch dann gegen Null konvergiert, wenn f(z) eine beliebige Funktion ist,
die durch die Funktionen ¢@(z) gleichméBig approximierbar ist. Mit
anderen Worten, unser Integral konvergiert gegen Null, wenn f(2) eine
beliehige stetige Funktion ist. Es folgt darans unmittelbar der folgende
Satz:

Sei f(2) eine beliebige stetige Funktion; die Fourier-Rethe dieser Funk-
tion in bezug auf das Orthogonalsystem v, (2), vy(2), - - - kowvergiert besw.
divergiert, je nachdem die Kosinus-Reihe dieser Funktion konvergent oder
divergent ist.

Ist nun F(z) eine beliebige im Lebesgueschen Sinne integrierbare
Funktion, so konstruieren wir eine Folge von stetigen Funktionen: f"(s),
f"(2), - - derart, daf

I [ 176 — po@las=o

ist. Es ist dann offenbar fiir jedes p

[6 It :b,,(z, §) F()dt| < ¢aﬁ F(f) — Fo(8)| dt + laﬁbn(z, H £ db|.

Aus dieser Ungleichung schlieBen wir mit Hilfe des soeben bewiesenen
Satzes, dab

T

L [o,6 ) F@)dt=0

n=wg
ist, d. h. die Stwrm-Liouvillesche Entwicklung einer integrablen Funktion
ist an einer Stelle konvergent besw. divergent, je nachdem die Kosinus-Reihe
dieser Funktion an dieser Stelle konvergent oder divergent ist™¥).

Man sieht auch sofort, wie diese Sitze eventuell zu modifizieren sind,

wenn man statt der Randbedingungen (5) (S. 340) irgend ein anderes
Paar von homogenen Randbedingungen zugrunde legt.

*) Bei Zugrundelegang der Randbedingungen (6) bezw. (5") umfaft nimlich der
Bereich des Funktionensystems v, (2}, 0, (2), - - - alle stetigen Funktionen.
*) Diese Bemerkung gestattet einen neuen Beweis des Satzes, daf es stetige
Funktionen gibt, deren Sturm-Liouvillesche Reihen divergieren.
24%
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$ 3.
Pie Summation der Sturm-Licuvilleschen Reihen.

Wir wollen nun zeigen, daB die von Herrn Fejér auf die trigono-
metrischen Reihen angewandte Summationsmethode bei den Sturm-Liou-
villeschen Reihen mit demselben Erfolg anwendbar ist.

Wir halten an den Bezeichnungen des § 2 des ersten Kapitels fest
und betrachten im Intervall [«, 8] die Eigenfunktiomen wu,(x), uy(x), - - -
der Differentialgleichung

d/ d
“) L(M)Eﬂ(p£)+qu+lu=0,
(p@) > 0 im Intervall [«, §])

mit einem Paar von homogenen Randbedingungen

(5) %—-}m=0 fiir 2=« und fl—;b+Hu=0 fir z=8.

Die Eigenfunktionen der vermége der Liouvilleschen Transformation
aus (4) entstehenden Differentialgleichung mégen wiedernm mit v, (2),
04(8), -+ - - bezeichnet werden. Wegen der S. 344 abgeleiteten Relationen
zwischen den beiden Orthogonalsystemen u, () und v,(2) gentigt es offenbar,
sich auf dieses letzte System zu beschrinken, da die fiir diese erhaltenen
Resultate ohne jede Schwierigkeit auf das Fuvktionensystem w, () tiber-
tragbar sind.

Sei f(2) eine beliebige Funktion, deren Fourier-Reihe

=§ _”ﬂ('z)(,)f f(&)v,(2)dt

ist; wir betrachten die aus den Teilsummen dieser Reihe gebildeten arith-
metischen Mittel

[P = @, @), = (bt rek
[ (6)) = &L + [f(;)]x +[F &) o

Setzen wir nun in gleicher Weise wie frither

(11) Ki(s ) = E@)+ K@+ -+ K@Y ’
80 ist "

[7(2)], = Bf K*(s, ) f(0)dt.
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Ordnen wir nun jeder Funktion f(¢) die so definierten Funktionen

[F=(@h, [ (@), [F* @) - -

zu, so befriedigt diese Zuordnung offenbar die Annahme A) unseres Hilfs-
satzes 8. 350. Ist auBerdem f(2) = v,(2), so ist die zu v,(#) zugeordnete
Funktionenfolge:

0,0, .0 %0 0@ | pu®

n ? n—}-l"”’ ntp’

und wir sehen, daf diese Funktionenfolge fiir p = co gleichmifig gegen
v,(#) konvergiert. Hs folgt daraus auch unmittelbar, dal, wenn »(2) ein
endliches Aggregat von der Form

v(z) = a9,(8) + - - - + 2,2,(2)

(mit konstanten Koeffizienten @) bedeutet, die dieser Funktion zugeordnete
Punktionenfolge gleichmaBig gegen v(2) konvergiert. Erfilllt nun diese
Zuordnung auch die Annahme B) unseres Hilfssatzes, so kann man daraus
schlieBen, daB die Fourier-Reihe jeder Funktion, die im Bereiche des ortho-
gonalen Funktionensystems v,(2) liegt, durch die Methode des arithmetischen
Mittels summierbar ist.

Es geniigt aber, um dies zu zeigen, offenbar zu beweisen, daB das
Integral

ﬂK;“ (5 )| dt

unterhalb einer von » und # unabhingigen Grenze M bleibt. Nun ist
aber (cf. 8. 341)

K, (2 1) = —?2; 2 cos pz ¢os pt + @, (2, 1),

p=1 0

und wir haben an jener Stelle gezeigt, da ®,(s, ) unterhalb einer von
n, 2 und ¢ unabhéingigen Grenze bleibt. Da aber

Zcoapzcospt—}- Zcospzcospt-{- + 2 cos pg cos pt
=1,-

K*(s, f) = P12 SR

n

+¢1(zvt)+“'+¢n(z1t)

n

7
ist, so folgt darauns, dab f |K*(e, t)|dt sicherlich unterhalb einer end-
§
lichen Grenze liegt, da
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k4

/

L3

. . sin’(n-]—l)z_;t sin*(n-{-ni%—t }

. . — ¢
sin? L;j sin? 2—2—— 1

Deospreospt+---+ 3 cospzcos pt
=1

2 P=1"n

di

7

f

1]

n
. z4+t R 22—t
'""+'1,5+_1_ sm’(fn-}-l)T +s1n’(n+1)~—§— i
= 2n in \ sint 2t g—1

in?
sin
2

A

]

_nt1 nt+1  3nd1)
T 2nm % + in T in T

$ @8+ — T % Y Lleiner als eine von n, 2, ¢ unabhingige Zahl

ist, und
bleibt.

Damit ist gezeigt, daB auch die zweite Annahme unseres Hilfssatzes
erfiillt ist, und wir erhalten das Resultat®):

Die Sturm-Liowvillesche Entwicklung einer Funktion, die im DBereiche
des betrachteten Sturm-Liowvilleschen Orthogonalsystems liegt, st stets durch
die Methode des arithmetischen Mittels summierbar.

Legt man die Randbedingungen () zugrunde, so besteht der Bereich
des betrachteten Orthogonalsystems aus allen stetigen Funktionen (da alle
zweimal differenzierbaren Funktionen, die die Randbedingung (b) erfiillen,
entwickelbar sind); daraus folgt der folgende Satz: Entwickelt man eine
stetige Fumktion f(x) auf die Fouriersche Weise in eine Reihe, die nach
den die Randbedingungen (3) erfilllenden Eigenfunktionen der Differential-
gleichung (4) fortschreitet, so konvergiert die Folge der arithmetischen DMittel
[F¥(x)], gleichmifbig gegen die Funktion f(x)**).

Legt man statt der Randbedingungen (5) ein anderes Paar von Be-
dingungen zugrunde, etwa

(12) #(e)=0 und «u(f)=0,

80 kann’man in genau derselben Weise den Satz beweisen, daf die Folge

*) Natiirlich kann man diesen Satz auch aus dem Safze S. 355 ableiten, doch
scheint es zweckmiBig zn sein, diesen sehr verallgemeinerungsfibigen Weg ein-
zuschlagen.

** Eine unmittelbare Folge dieses Satzes ist, daB, wenn die Sturm-Liouvillesche
Reihe einer stefigen Funktion 7(s) an der Stelle s=a konvergiert, ihre Summe
gleich f{a) ist.
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der arithmetischen Mittel [/*(x)], gleichm#Big gegen f(z) konvergiert,
wenn f(#) im Bereich der u,(z) liegt. Dabei ist aber zu beachten, daB
der Bereich jetzt aus den stetigen Funktionen gebildet wird, die an den
Stellen z =« und = verschwinden, d. h.: Entwickelt man eine die
Randbedingunyg (12) erfiillende stetige Funktion nach den FEigenfunktionen
der Differentialgleichung (4), die die Randbedingung (12) befriedigen, so st
diese Beihe nach der Wblichen Terminologie .einfach unbestimmi®, d. h. die
aus den Partiolswmmen [f(2)], gebildete Folge der arithmetischen Mittel

Ir@h =+ -+ i@, konvergiert glewhmaﬁzg gegen die Funktion f(ﬁ) Ent-

"
sprechend ist der Satz zu modifizieren, wenn man ein anderes Paar von
homogenen Randbedingungen zugrunde legt.

§ 4
Verallgemeinerungen.

Die Untersuchungen dieses Kapitels sind unmittelbar auf die Ent-
wicklung von Funktionen mehrerer Verinderlichen anwendbar, da unser
Hilfssatz — der die alleinige Grundlage der Beweise dieses Abachnittes
ist — auch in diesen allgemeineren Fillen richtig bleibt. (Cf. 8. 350.)

Brechen wir die formal gebildete Fourier-Reihe einer Funktion (s, @)
in bezug auf das Orthogonalsystem g, (s), @s(s), - -

g oo
(13) > w6 e [ J1t D00 o) dtde

(n @
bei dem Gliede mit den Indizes m, m ab, so bezeichnen wir die so er-
haltene endliche Summe mit [f(s, 6)1, ¢

> 2 9,(8) 9, () f fzi(t, 7) @, (8) ¢, (v) dtdz.

[f(s, Ol =
P=T,eeyny g=1,--5m

In unserer Bezeichnungsweise (S. 335) ist

(13,) []0(3, G)Jﬂ,m ='/f,/§(n(s7 t)'Km(gl f)f(t, 1:> dtdt'

Erfillt diese Zuordnung die Bedingungen unseres Hilfssatzes, so
kénnen wir sohlieBen, dab die Entwicklung jeder Funktion zweier Variabler,
die' im Bereiche unseres Orthogonalsystems liegt, gleichmilig gegen diese
Funktion konvergiert.

Kehren wir nun zu den Sturm-Liouvilleschen Funktionensystemen
guridck; man zeigt leicht, daB fir dieses System die Formel (13') die
Voraussetzung B) unseres Hilfssatzes nicht erfillt. Die Zuordnung
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(14) [F%(s, ). =f : [K#(s, 1) K*(s, ©) f(t0) dbdr,

wobei K*(s, ) die durch die Formel (11)]S. 356 definierte Funktion be-
deutet, befriedigt aber beide Voraussetzungen unseres Hilfssatzes, da wir
gezeigt haben, daB

ﬁK;“(& 1| de¢

unterhalb einer von %, s und ¢ unabhiingigen oberen Grenze liegt. Xs
folgt daraus unmittelbar, daB die durch (14) definierte Funktionenfolge
gleichmdiflig gegen (s, @) konvergiert, wenn diese Funktion im Bereiche des
betrachteten Sturm-Liowvilleschen Systems liegt.

Es entspricht dieser Tatsache das folgende Summationsverfahren:
Aus den Teilsummen [f1], ., der zweifach unendlichen Reihe (13) bilde man
die einfache Folge:

(15) s =35 2 2 s (r=1,2,").
=1 yn g=1,--

Liegt vun die Funktion (s, 6) im Bereiche des betrachteten Sturm-Liouvilleschen

Funktionensystems, so konvergiert die Folge (15) gleichmdfig gegen f(s, 0)¥).

Wir machen schlieBlich noch eine Anwendung von unserem Hilfssatze
auf die allgemeine Theorie der Summation von Orthogonalreihen. Es sei
ein Summationsverfahren durch die wnendlichvielen Funktionen

) (n): Gy ("’)’ a’s("); v
gegeben; wenn die Summe:
E(ns 0,8) = ) a,(n) ,() 9,8
p=1,2c--

konvergiert, so ist die notwendige und hinreichende Bedingung, daf die
Fourier-Reihe jeder Funktion, die dem Bereich des vorgelegten Orthogonal-
systems angehirt, mit Hilfe dieses Summationsverfahrens an der Stelle a
nummierbar® sei, dof3 das Inbegral

ﬁK(n; g, t)|dt

unterhalb einer von n unabhingigen oberen Grenze bleibt.

*) Man konnte statt der einfachen Folge [ *], . auch eine Doppelfolge [f*], .
von derselben Eigenschaft definieren, doch diese emfache“ Summation ist der anderen
vorzuziehen.
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Kapitel 1L
Uber eine Klasse von orthogonalen Funktionensystemen.

Zweck dieses Abschnittes ist es, eine Klasse von orthogonalen Funk-
tionensysternen zu behandeln, die, neben einer Reihe von sonstigen merk-
wiirdigen Eigenschaften, besonders dadurch ausgezeichnet sind, daf die in
bezug auf diese Systeme gebildeten Fowrier-Reihen jeder stetigen Fumktion
kowvergieren wnd die Funktion darstellen. In den §§ 1—3 betrachten wir
den einfachsten Reprisentanten dieser Klasse; § 4 wird dann die Ver-
allgemeinerung der gewonnenen Sitze auf weitere Systeme geben.

§ 1.
Das orthogonale Funktionensystem y.

Das vollstindige orthogonale Funktionensystem y, den einfachsten
Reprisentanten jener Klasse von Orthogonalsystemen, definieren wir wie
folgt:

Es gei 7,(s) = 1 im ganzen Intervall [0, 1] einschlieBlich der Grenzen;
sodann sei:

()= 1 fir Ogs<—;«,

——1 fir $<s<1.

Wir setzen ferner:

WE= V2 md gPE= 0 fir 0<s<g,
-—V2 - 0, 3<s5<3,
= 0 = V2 —;,—<s<~i~,
- 0 ——V2 , S<sgi.

Auf diese Weise fahren wir fort; allgemein definieren wir die Funktionen
unseres Systems folgendermaBen: Wir feilen das Intervall [0, 1] in
9n gleiche Teile und bezeichnen diese Teilintervalle der Reihe nach mit
i, 6@, .. 4@, Wir setzen nun:
1 = 0 innerhalb der Intervalle 4, 4®, ... @¥=%;

= V2*-! innerhalb des Intervalles $@E=1

- Vﬁm innerhalb des Intervalles ¢#%;

- 0 innerhalb der Intervalle 4F*+1, ... 2

(k=1,2--, 2",
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An den Stellen O und 1 erteilen wir jeder Funktion 3% (s), die im Intervall
[O, —217] bezw. [1 -——21%, 1] konstant ist, den Wert zu, den sie bezw. in diesen
Intervallen annimmt. Demnach ist 3®)(s) eine streckenweise konstante
Funktion, die mit der Ausnahme der Stellen 2—702;,_—3 s %2——;——1, —:;Z—ﬂ, wo sie

einen endlichen Sprung erleidet, iiberall stetig ist. Wir setzen nun fest,

daB y® an diesen Stellen gleich dem arithmetischen Mittel der Werte sei,

die sie in den beiden daselbst zusammenstoBenden Intervallen annimmt.
Wir behaupten nun, dal die so definierten abzihlbar unendlichvielen

Fuanktionen

¥ %0(8); 1.(5), 20(5), 187(5), 289(8), 2§0(5)s - -

ein vollstindiges orthogonales Funktionensystem bilden. In der Tat, sind

1®(s) und 3%(s) zwei verschiedene Funktionen des Systems y und ist

%> v, 0 besitzt y*(s) in dem ganzen Intervall, wo y®(s) von Null ver-

schieden ist, einen konstanten Wert. Es ist daher

1 1
f 18(s) 1 (s) ds = const. f 19 (s)ds =0,
0 0

woraus man unmittelbar schlieft, dafl das Funktionensystem y die Ortho-
gonalititseigenschaft besitzt. Um zu zeigen, daB auch die Vollstindigkeits-
relation erfillt ist, geniigt es offenbar zu beweisen, daB jede im Lebesgue-
schen Sinne integrierbare Funktion f(s), die fiir alle in Betracht kommenden
Wertepaare #, & die Relation

(16) [0 296 as = 0

befriedigt, bis auf eine Nullmenge identisch verschwindet. Betrachten wir
zu diesem Zwecke die Funktion

F(s) = [ 1) ds;
wegen der Gleichung . ’
S 15 ds =0
ist ’
F(1) = 0.
Die letzte Gleichung liefert in Verbindung mit der (leichung

0ff(s) 1 (s) ds = Of #(s)ds — lj () ds

2
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die Aussage, daB F(%) =0 ist. Daraus und aus den Gleichungen

1 1

f @) ds=v2 { [fie)as — f f(s)ds} =0,

)=

J?@m9®ds=V§{J?@d»—J?@dﬂ==0

4
schlieBen wir, daf

1 3
F(g)=7(7)=0
ist, usf Man kann auf diese Weise folgern, daB die Funktion F(s)
stets gleich Null ist, wenn s ein endlicher Dualbruch von der Form

;%Jr . +§;7 ist, und diese Punkte bilden eine fiberall dichte Punkt-

menge. Bekanntlich ist aber die Funktion F(s) eine stetige Funktion,
und es ist mit Ausschlufl einer Menge vom MaBe Null

£6) = 3 (F ).

Wir schlieBen daraus, daB F'(s) im ganzen Intervall [0, 1] identisch ver-
schwindet, und daB auch f(s) — von einer Punktmenge vom MaSe Null
abgesehen — diberall Null ist. Damit ist auch die Vollstindigkeit des
betrachteten Orthogonalsystems bewiesen und gezeigt, da jede iniegrier-
bare Funktion, die die Relationen (16) befriedigt, mit Ausschiuf einer Null-
menge verschwindet.

§ 2.
Entwicklungen nach dem orthogonalen ¥Funktionensystem y.

Wir kommen nun zu dem wichtigsten Punkte dieser Untersuchung,
indem wir zeigen, daB die i besug auf das soeben definierte Orthogonal-
system y gebildete Fourier-Reihe jeder im Intervall [0, 1] stetigen Funktion f(s)
gleichmifig gegen diese Fumldtion konvergiert.

Brechen wir die unendliche Reihe

1) f 00O dt + 16 FOBO 4+

+ 06 [ OO+ + 20O OOt + -
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1
bei irgend einem Glied, etwa bei 3#)(s) f () 4@ (%) dt, ab; wir erhalten
]

eine endliche Summe, die wir fortan mit [f(s)]¥ bezeichnen:

[FIE < 20(5) [ FO 1) b+ -+ - + @ ®), (122 at.

Setzen wir analog wie frither

EP(s, §) = 1) 0@ + - + 206 200 + - - + 22() 1P ©),

so ist
1
[F(8)10 = | EW(s, )f(t) dt.
0
Die letzte Gleichung definiext unendlichviele Funktionen zweier Variabler

Ko'(sr t); Kl(s? t)a KS)(S, t)) Kga)(s, t)y T

und wir wenden uns nun zu der Untersuchung der Eigenschaften dieser
Funktionen.

Die in dem Quadrate 0 <s <1, 0<¢ <1 definierte Funktion K, (s, §)
ist tberall gleich 1. Die Funktion y,(s)%,(t) ist innerhalb der Quadrate

Qui0<s<y, 0KI<, md Qe <s<1, + <<

gleich 1, in den anderen beiden Quadraten
Qe

gleich —1; daher ist K, (s, £) in ¢, und ¢,, gleich 2, in Q,;, @, aber
gleich Null

F<s<1, 0Kt<y wd Q,:0<s< L, 2 <igl

l~'>I

¢
1
0 2
1
o
2 0
i
0 - 1 8
K (s, &

An den Geraden s =-;- bezw. t=% ist die Funktion K, (s,¢) nattirlich

gleich dem arithmetischen Mittel der Werte, die sie in den daselbst zu-
sammenstoBenden Quadraten anpimmt. Um noch K{V(s,f) und K®(s, ?)
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zu erhalten, zeichnen wir in der Figur die Werte an, die die Funktionen
152(8) 10 (8) bezw. 7@ (s) ¥ (f) annehmen.

t ti

1 1
—2 9

0 0 0
L N 9 |—2
o2l 2 ‘ 2
0 0 0
2 —2|
0 - 1 s 0 _;- 1 s

Die Werte von K{(s,f) und K® (s, ) sind daher graphisch durch die
Figuren

0 4 4

0 Eb(s#H 1 s 0  EK®s#H 1 s

dargestellt. Daraus ist schon das Bildungsgesetz der Funktionen K (s, ?)
ersichtlich: Um den Wertevorrat der Funktion K®"~9(s,#) zu erhalten,
teilen wir das Einheitsquadrat @ in 2 gleiche Teilquadrate; in den
Teilquadraten g, - - -, gy», die an der Diagonale s =7 des Quadrates ¢

liegen, ist
K- 2

innerhalb der anderen Quadrate ist K@~V gleich Null. An den Stellen,
wo diese Funktion einen Sprung erleidet, nimmt sie das arithmetische
Mittel der Werte an, die sie in den daselbst zusammenstoBenden Quadraten
besitzt. Um nun etwa K% (s, ¢) zu erhalten, teilen wir jedes der p ersten
Teilquadrate gy, gy, - * - 4, der vorigen Einteilung, die an der Diagonale
s =t liegen, in vier gleiche Quadrate ein, wie es die Figur andeutet:
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¢, =gV 4+ gP0 4¢PV 4 g3 (x=1,--+p).

qgv ]) ;21 2)

qgtl, 2] Q,(cl’ %)

4.

Dann ist K#),(s,¢) durch folgendes Gesetz gegeben: In den Teilquadraten
gy, g9 ist K@) (s,8) = 2"+%; in den Teilquadraten ¢{>2, ¢&? aber
gleich 0. Innerhalb jedes anderen Quadrates ist K®), (s, §) = KZ" (s, )¥).
An den Stellen, wo K#) (s, t) unstetig wird (d. h. an denjenigen Stellen s, 7,
wo die eine der GriBen s und ¢ ein endlicher Dualbruch von der Form

-2%,—1 4. 4 2TI+T ist), bestimmen wir sie nach der oben erwihnten Regel.
Um die Richtigkeit dieses Gesetzes nachzuweisen, nehmen wir an,
es sel fiir K& 7Y(s, f) richtig; es ist nun
K (s, 8) = KF9(s, 1) 4 15 .(9) 2. (®).
Da aber ) ,(s) nur im Intervalle 0 <s _,<;§1,; von Null verschieden ist,

so kann K (s,f) nur in dem Quadrate

0<s<,, 0<t<t

=gn> g%
d. h. in g, von K®"""(s, #) verschieden sein. Da aber
8. 20, (#H) = 2 ist in den Teilquadraten g{-?, g»?,
=—2" ist in den Teilquadraten ¢t®, g1,
so folgt, daB K (s, ¢) den soeben angegebenen Wert hat:
K@, = 2% in g9,
=0 in ¢f?, gfn.

Bezeichnen wir mit f(s) eine beliebige im Lebesgueschen Sinne inte-
grierbare Funktion, die im Intervall [0, 1] definiert ist, und mit s — a
eine beliebige Stelle des Intervalls. Es ist dann

[F@]? = [ K@(a, §£(t) dt;

nehmen wir fir den Augenblick an, daB @ kein endlicher Dualbruch von
der obigen Form sei, so ist die Funktion K (a,#) von ¢ Gberall gleich
Null mit Ausnahme eines Intervalls i®, dessen Lénge I gleich %'

*) d. h. gleich 2* in den Teilquadraten Tppys-

183, und gleich 0, wenn der
Puankt s, ¢ nicht in einem dieser Quadrate liegt.
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oder §1; ist. In diesem Intervall ¢ ist aber K{#(q, 1) _E@ und wir
finden daher

[f(a, t)]( P = Z‘P) f f@adt.
(1(1’))

Ist hingegen a ein endlicher Dualbruch, so ist K(#(s,?) in einem Inter-
valle ¢(?) von Null verschieden, dessen Linge

- 1 1
UP = = oder = =3

ist; der Wert von K(® (s, ¢) in diesem Intervall ist aber gleich = ’, und
wir erhalten daher auch in diesem Falle

OISR [ £(t) dt.

(’( »)

In beiden Fiallen ist daher die Lénge des Integrationsintervalls — das
den Punkt ¢ = a enthilt — gleich dem reziproken Wert des vor dem
Integral stehenden Faktors.

Nun konvergieren aber I# und I(? mit wachsendem »n gegen Null,
und es konvergieren daher die Partialsummen [f(a)]{?) gegen

nfjjﬁ Jf(t) dt.
()

Da die Intervalle i» sich mit wachsendem » in den Punkt {=a zo-
sammenziehen, so ist dieser Grenzwert nichts anderes als der Wert des

Differentialquotienten von f f(®) dt nach s an der Stelle s = a-

L J f(t)at = [ o]

und wir haben das Resultat: Ist f(s) eine beliebige Funktion, so konvergieren
die Teilsummen ihrer Entwicklung an jeder Stelle s=a, wo der Differential-

quotient Zld_s< f @ dt) existiert, und stellen diesen Wert dar.
¢

Da aber — pach einem Satze von Lebesgue —

%( f f(t)dt)
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mit Ausnahme einer Menge vom MafBle Null iiberall existiert und mit £(s)
iibereinstimmt, so folgt daraus: die Entwicklung einer willkiirlichen Funktion
nach den Funktionen unseres Orthogonalsystems honvergiert an jeder Stelle
mit Ausnahme einer Punktmenge vom Mafle Null.

Ist aber f(s) an jeder Stelle des Intervalls stetig, so ist bekanntlich
fiir jede Stelle ohne Ausnahme

16 = %( f F)ac),

d. b. die Fourier-Entwicklung einer beliebigen stetigen Funktion (in besug auf
unser Orthogonalsystem y) konvergiert an jeder Stelle des Intervalls [0, 1].%)

§ 3.
Weitere Eigenschaften des orthogonalen Funktionensystems y.

Wir wollen jetzt einige weitere Higenschaften unseres Funktionen-
systems ableiten, die jenen Sitzen der Theorie der trigonometrischen
Reihen entsprechen, die man dort durch verschiedene Summationsmethoden
erhilt.

Aus dem Umstande, daBl die Funktionen K(¥)(s,{) stets positiv sind,
schlieBen wir folgenden Satz:

Bleibt die im Intervall [0, 1] im Lebesqueschen Sinne integrierbare
Funktion f(s) zwischen den Grenzen m wnd M:

m < f(s) < M,
so bleiben auch alle Teilsummen der in besug auf y gebildeten Fourier-
Reihe von f(s) swischen diesen Gremzen:

m S [FOIP < M.
In der Tat, es ist z. B.

[P = [ K96 070 dt < M [ ED(s, ¢)dt = M.
[} 0

Es sei nun s = o eine beliebige Stelle des Intervalls [0,1]. Da bei
gentigend groBem » die Funktionen K{)(a,f) sicherlich verschwinden,

wenn
0<t<a—e¢

oder wenn -
a+:<t<1

*) In einer kiirzlich in den ,Jabresherichten der deutschen Mathematiker-Ver-
einigung* (1910) erschienenen Note hat Herr Faber mein Orthogonalsystem zum Gegen-
stande seiner Untersuchungen gemacht und leitet meine Sitze von neuem ab. Sein
Beweisverfahren ist aber von dem hier gegebenen mnicht wesentlich verschieden.
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ist, wie klein anch die positive Zahl ¢ gewshlt ist, so ist

ats

@ = [ E@(a, 1) dt,

sobald % eine bestimmte Grenze iiberschreitet. Da in dieser Formel das
Verhalten der Funktion f(s) in den Intervallen 0 <s<a—¢ bezw.
a-+¢&<s<1 gar nicht zum Ausdruck kommt, schlieBen wir daraus, daB
die Kownvergenz der in beaug ouf y gebildeten Fowrier-Reihe eimer willkiir-
lichen Funmktion an der Stelle s = a nur von dem Verholten dieser Funktion
n der Umgebung dieser Stelle abhingt.

Stimmen die Funktionen f(s) und g(s) in einem noch so kleinen Inter-
valle diberein, so kann man einen Index N so angeben, daf, sobald n > N
ist, alle [f(s)1? und [g(s)]¥) in diesem Intervall ebenfalls itbereinstimmen.

In Verbindung mit dem Hauptsatze des vorigen Paragraphen liefern
diese letzten Ergebnisse den folgenden Satz: Die in bezug auf y gebildete
Fourier-Reihe einer Fumktion f(s) konvergiert am jeder Stetigkeitsstelle von
7(s) gegen diese Funktion.

§ 4.
Yerschiedene Verallgemeinerungen.

Wir kopnen das soeben konmstruierte Orthogonalsystem in verschie-
denen Richtungen verallgemeinern, ohne seine wesentlichen Figenschaften
zu zerstoren. Wir wollen jetzt einige dieser Verallgemeinerungen andeuten.

Wir kénnen vorab ein allgemeineres Einteilungsverfahren der s-Achse
zur Konstruktion eines &hnlichen Orthogonalsystems in folgender Weise
benutzen: Die erste Funktion des Systems sei wiederum gleich 1; sodann
wihlen wir eine beliebige Stelle im Intervall [0, 1], etwa &, und kon-
struieren eine Funktion %,(s), die in den Intervallen [0, o] bezw. [o, 1]
konstant ist und auBerdem die beiden Bedingungen

1 1
fii(S) ds=0, f(;‘c1<s))2ds =1
0 0

befriedigt. Wir wihlen sodann zwei Stellen «{¥ und «fb bezw. in den
Intervallen [0, ] und [ey, 1] beliebig, und bestimmen die Funktionen
Z9(0) und 7@ (s) durch die folgende Regel: 7{"(s) verschwinde in [, 1]
und nehme in den Intervallen [0, o] und [afV, ;] je einen konstanten
Wert an, die so gewahlt sein mogen, daB

1 1
f W (s)ds =0, f (D s)2ds = 1
0 0

Mathematische Annalen. LXIX. 25
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ist. 79(s) verschwinde aber in [0, ;] und nehme in den Intervallen
[¢, ¢®)] und ¢, 1] je einen konstanten Wert an, die so gewihlt seien,
daB die Relationen

1 1
[30@ds =0, [E@pds=1
0 b

erfillt sind. Nun wiblen wir vier Stellen oY, i), off), «f, die bezw. in
den Intervallen [0, &fV], - - -, [&?, 1] liegen miigen, und konstruieren in ent-
sprechender Weise die Funktionen 7{V(s), - - -, 7{¥(s); und so fahren wir
fort. Wir setzen wiederum fest, daB an den Spruntrste]len die Funktionen
immer gleich dem arithmetischen Mittel der Werte seien, die sie in den
daselbst zusammenstoBenden Intervallen annehmen.

Bilden die so gewdhlten Stellen « eine tiberall dichte Punktmenge,
so konnen wir in genau derselben Weise wie frilher S. 362 schlieBen,
daB das so definierte Orthogonalsystem vollstindig ist. Um zu zeigen, daB
dieses Funktionensystem auch die Eigenschaft besitzt, daB alle stetigen
Funktionen auf die Fouriersche Weise in eine Reihe entwickelbar sind,
die nach den Funktionen dieses Systems fortschreitet, hemerken wir, da8
die Funktionen

EP(5 ) =20 0@+ -+ 11O+ + 126 1P @)
fir jedes Wertepaar %, p positiv ble1ben und daB

1
[Eos, tyat=1
0

ist. Bezeichnen wir also wiederum mit [f(s)]®) die endliche Summe, die
wir erhalten, wenn wir die Fourier-Reihe der Funktion f(s) bei dem

1
Gliede 7®(s) f f() 7 (t) dt abbrechen, so ist
0

(17) 1P = [ B9, 0) £6) de;

und da die Funktionen K (s, f) stets positiv sind, so schlieBen wir daraus,
daB [f(s)]® stets zwischen dem Maximum und Minimum von £(s) bleibt.
M. a. W. die vermdge der Gleichung (17) gegebene Zuordnung erfiillt
alle Bedingungen unseres Hilfssatzes S. 850, woraus folgt, da die in
beaug ouf das betrachtete Orthogonalsystem gebildete Fourier-Reihe einer be-
liebigen Funktion f(s) gleichmifig gegen diese Funmktion konvergiert, wenn
f(s) in dem Bereiche des Orthogonalsystems liegt.

Nun ist aber unmittelbar klar, dab jedes endliche Aggregat unserer
Orthogonalfunktionen eine streckenweise konstante Funktion ist; umgekehrt
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ist aber auch jede streckenweise konstante Funktion, die nur an endlich
vielen Stellen ¢ einen Sprung erleidet und an einer solchen Stelle gleich
dem arithmetischen Mittel der Werte ist, die sie in den daselbst zu-
sammenstofenden Intervallen annimmt, ein endliches Aggregat unserer
Orthogonalfunktionen. Da aber die Sprungstellen «® iberall dicht im
Intervall [0, 1] verteilt sind, so sehen wir unmittelbar, daB man jede
stetige Funktion durch eine solche streckenweise konstante Funktion be-
liebig approximieren kann. Damit ist aber gezeigt, daBl der Bereich unseres
Orthogonalsystems alle stetigen Funktionen umfafit, und daher komvergiert
die Fourier-Reihe jeder stetigen Funktion gleichmdfyig im gamzen Intervall.
Es macht auch gar keine weiteren Schwierigkeiten, den Beweis zu er-
bringen, daf die Reihe jeder integrierbaren Funktion mit Ausschluf einer
Nullmenge tiberall konvergent ist.

Eine weitere Verallgemeinerung unseres Orthogonalsystems konnten
wie dadurch erhalten, daB wir statt der Zweiteilung der Intervalle eine
Dreiteilung oder Vierteilung usw. vornehmen; dann definieren wir in
gleicher Weise wie friiher ein vollstindiges orthogonales Funktionen-
system, indem wir bei jeder Teilung der Intervalle ein endliches System
von streckenweise konstanten Funktionen konstruieren, die auf jeder vor-
hergehenden Funktion orthogonal stehen und die in den geteilten Inter-
vallen je konstante Werte annehmen. Definiert man — was ja stets mog-
lich ist — bei jeder Einteilung eine solche Anzahl von Funktionen, daB
keine nicht identisch verschwindende streckenweise konstante Funktion
existiert, die auf allen bisher definierten Funktionen orthogonal steht und
nur an den Binteilungspunkten dieser Einteilung einen endlichen Sprung
erleidet, so sind — wenn die Einteilungspunkte eine iiberall dichte Punkt-
menge bilden — die so erhaltenen Funktionensysteme in dem allgemeinen
Sinne vollstéindig, daf jede im Lebesgueschen Sinne integrierbare Funktion,
die auf allen Funktionen des Systems orthogonal steht, mit Ausnahme
einer Menge vom MaBe Null verschwindet. Sie alle besitzen die oben
angegebene Konvergenzeigenschaft, und schlieBlich gilt auch der Satz, daB
die Konvergenz der Fourier-Reihe (in bezug auf diese Funktionensysteme)
einer Funktion an einer Stelle nur von dem Verhalten der Funktion in
der Umgebung dieser Stelle abhiingt.



