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Introduction

La structure au second ordre d’un processus est usuellement caractérisée
par la fonction d’autocovariance. Dans la situation stationnaire, la paramétri-
sation par la fonction d’autocorrélation partielle est relativement récente.
Nous étendons ce résultat au cas non stationnaire. L’avantage de cette fonc-
tion est d’etre facilement identifiable par rapport a la fonction d’autocovarian-
ce qui doit étre de type positif. De plus elle conduit naturellement a la
définition d’un nouveau spectre dépendant du temps. Ce dernier décrit, a
chaque instant, une situation stationnaire dans laquelle le présent est corrélé
avec le passé de la méme facon que le processus non stationnaire au méme
instant. L’étude de ses propriétés montre l'intérét de cette nouvelle approche
par rapport a celles de deux autres spectres de méme nature. On se restreint
ensuite a la classe particuliere des processus périodiquement corrélés. La
fonction d’autocorrélation partielle fournit une nouvelle paramétrisation qui
permet, en particulier, d’étendre de facon naturelle la méthode du maximum
d’entropie a cette situation. Enfin nous considérons I’estimation autorégres-
sive dans le cadre de ces processus. L’extension de la méthode des auto-
corrélations partielles empiriques constitue une nouvelle estimation de ces
parametres. La comparaison avec les procédures existantes, effectuée sur le
plan théorique mais aussi par simulation, montre que cette méthode présente
de bonnes propriétés. Nous étudions également le lien entre cette approche
et celle du cas vectoriel stationnaire.

La notion de corrélation partielle a été introduite au début du siecle par
Yule [YULO7]. La fonction d’autocorrélation partielle sera notée ((-,-) ou
B(t,s) désigne la corrélation partielle entre X (¢) et X(s) dans I'ensemble
{X(s),...,X(t)}. Ce parametre, souvent appelé coefficient de réflexion, joue
un role important en traitement du signal et correspond a une notion physique.
Pour les processus périodiquement corrélés, et dans le cas non localement
déterminable, les quantités introduites par Sakai [SAK83] sous le nom de
“coefficients d’autocorrélation partielle normalisés” sont celles données par
B(-,-). Les parametres (¢, s) sont aussi les éléments clés de la généralisa-
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tion des algorithmes de Schur et de Levinson (cf. [KAI82]) aux processus
non stationnaires et non localement déterminables. Néanmoins le fait que la
fonction (-, ) constitue une autre paramétrisation de la structure au second
ordre semble étre ignoré.

Dans le cas stationnaire, cette propriété a été établie par Ramsey [RAM
74]. 11 s’agit en fait d’un résultat plus ancien d’analyse ou les autocor-
rélations partielles constituent les parametres d’un systeme de polynomes
orthogonaux sur le cercle unité (cf. [GER60]). C’est dans la situation sta-
tionnaire que le parametre 3(k), qui correspond alors a 3(t, t<¥k), est souvent
utilisé en statistique. On le rencontre notamment dans le test de Quenouille
[QUE49], qui est basé sur le fait que (k) est aussi le coefficient de X (t <k)
dans la régression de X(t) sur {X(t <1),...,X(t ©k)}. Cest aussi une
notion tres importante pour les modeles autorégressifs. En effet la fonction
d’autocorrélation partielle d’'un processus autorégressif d’ordre p est carac-
térisée par (k) = 0 pour k > p, et Box et Jenkins [Box94| suggerent
d’utiliser sa représentation graphique a des fins de modélisation. Les auto-
corrélations partielles sont également a la base de I’algorithme de Levinson
[LEV47] et Durbin [DUR60].

Ce document, comprend quatre chapitres. Dans le premier, nous présen-
tons la fonction d’autocorrélation partielle dans la situation non stationnaire
générale. Le spectre dépendant du temps qui lui est naturellement associé fait
I’objet du deuxieme chapitre. Le troisieme concerne I’étude de la structure
des processus périodiquement corrélés et le dernier est consacré a ’estimation
autorégressive dans ce cadre. Nous présentons ci-dessous de fagon détaillée
le contenu de ces chapitres tout en situant les résultats dans leur contexte.

Dans le premier chapitre, apres un rappel sur la notion de corrélation
partielle, nous introduisons la fonction d’autocorrélation partielle d’un pro-
cessus non stationnaire. Quelques unes de ses propriétés sont présentées. Un
point fondamental est que cette fonction caractérise la structure au second
ordre du processus, au méme titre que la fonction d’autocovariance R(-,-).
[’avantage de la fonction f(-,-) est qu’elle est facilement identifiable : son
module est inférieur ou égal a 1, I’égalité traduisant les singularités d’ordre
fini. Dans ce cas, le processus sera dit localement déterminable. La fonction
R(-,-), quand a elle, doit étre de type positif. Cette contrainte, assurée par
la positivité d’un ensemble de matrices, est clairement plus difficile a con-
troler. Le domaine de variation de la fonction (-, -) est noté Dg. Partant
d’un élément de cet ensemble, nous donnons un procédé constructif qui per-
met de simuler une séquence d’un processus de structure au second ordre
qui lui correspond, avec un coit de stockage réduit. En particulier ce ré-
sultat assure la surjectivité dans I'ensemble Ds de I'application qui a R(-, -)
associe (-, ). L’extension de I’algorithme de Levinson-Durbin (LDG) au cas



général (éventuellement localement déterminable) donne la correspondance
entre la fonction d’autocorrélation partielle et la fonction d’autocovariance.
Les relations de cet algorithme permettent d’obtenir l'injectivité de cette
application. Par ailleurs, on constate que la bijection entre R(-,-) et 5(-,-)
est de nature temporelle au sens ou leurs restrictions a un domaine de la
forme [s, ... ,t]? sont également en correspondance biunivoque. La nouvelle
approche en termes d’autocorrélations partielles est illustrée en considérant
les processus autorégressifs facilement caractérisés, comme dans la situation
stationnaire, par cette paramétrisation.

Le deuxieme chapitre, intitulé aspect spectral, est consacré a la présen-
tation d’un nouveau spectre et a 1’étude de ses propriétés. Il est délicat
d’étendre la notion de mesure spectrale au cas non stationnaire. En effet,
pour ¢ fixé dans Z7Z, la fonction d'une seule variable R, (k) = R(t,t<k), k > 0,
n’est plus nécessairement une fonction d’autocovariance. Par conséquent on
ne peut lui associer une mesure via la transformée de Fourier. Par contre
Gi(k) = B(t, t<k), k > 0, est la fonction d’autocorrélation partielle d’un pro-
cessus stationnaire. Ce résultat conduit a introduire de fagon naturelle un
spectre dépendant du temps. Ce dernier, que nous appelons spectre évolutif
instantané, est défini par la suite {dF};,t € ZZ} de mesures sur | <, 7| as-
sociée a {;(+),t € ZZ}. Ainsi a chaque instant ¢, dF} est la mesure spectrale
d’un processus stationnaire pour lequel les autocorrélations partielles entre
le présent et le passé sont identiques a celles du processus non stationnaire a
cet instant.

Le spectre évolutif instantané est analysé a travers les propriétés souhai-
tées par Loynes [LOY68]|. Nous constatons qu’il possede des propriétés in-
téressantes. Ce spectre est une fonction non négative du temps et de la
fréquence, qui se réduit au spectre ordinaire lorsque le processus est station-
naire. Il est en correspondance biunivoque avec la fonction d’autocovariance.
La distribution marginale de dF;()\) est celle attendue : [*_dFy(A\) = Var
{X(t)}. D’autre part, lorsqu’on considere un processus constitué de la suc-
cession de deux parties stationnaires, on retrouve le spectre de la premiere
et, moyennant des hypotheses de non corrélation entre les deux parties, on
retrouve celui de la deuxieme au bout d’'un temps fini lorsqu’il s’agit d’un
modele autorégressif, sinon infini. Les propriétés qui concernent les transfor-
mations sur le processus sont dans ’ensemble vérifiées. Cependant, celles qui
sont liées au retournement du temps ne le sont aucunement. Par ailleurs les
opérations qui se traduisent facilement en termes d’autocovariance (comme
une transformation linéaire) ne sont pas du tout en phase avec le spectre
évolutif instantané. En effet, la correspondance entre R(-,-) et [((-,+) est
hautement non linéaire et c’est aussi le cas entre f(-,-) et dFy()\). Cepen-
dant la correspondance entre R(-,-) et dFi()\) étant bijective, les spectres
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transformés sont toujours “calculables”.

L’analyse du spectre évolutif instantané permet de le comparer a deux
autres spectres qui lui sont proches. Celui de Mélard [MEL78] est basé
sur la décomposition de Wold-Cramér du processus alors que celui de Gre-
nier [GRE84] repose sur sa représentation ARM A. On observe que ces deux
derniers sont plus directement reliés a la description temporelle du processus,
alors qu’aucune représentation du processus n’a été jusqu’ici associée au spec-
tre évolutif instantané. Néanmoins, le spectre que nous proposons présente
des avantages non négligeables. Il est défini en toute généralité alors que celui
de Mélard n’existe que pour des processus purement indéterminables et celui
de Grenier pour une classe encore plus restrictive. La différence importante
est qu’il est en bijection avec la fonction d’autocovariance. En particulier,
compte tenu de ses autres propriétés, son indépendance par rapport au temps
est équivalente a la stationnarité du processus. Ce n’est plus vrai pour les
deux autres alors qu’ils se rameénent au spectre ordinaire lorsque le proces-
sus est stationnaire. En effet deux structures au second ordre, I’'une étant
éventuellement stationnaire, peuvent donner lieu a un méme spectre dans
leur définition. Sinon les propriétés de Loynes sont dans ’ensemble vérifiées
ou infirmées simultanément par les trois spectres. Le comportement du spec-
tre évolutif instantané est illustré sur quelques exemples et lorsque cela est
possible, il est comparé avec les deux autres. Notamment on constate qu’il
est bien adapté dans le cas de la discrétisation du mouvement Brownien ainsi
que pour les “chirps linéaires” pour lesquels il est porté par des droites. La
fonction d’autocorrélation partielle et le spectre associé ont fait 'objet d’un
rapport interne [DEG96a] et ont été présentés au congres IEEE : “Interna-
tional Symposium on Time-Frequency and Time-Scale Analysis” [DEGI6D].

Apres cette étude de nature plutot générale, nous considérons, dans les
deux derniers chapitres, les processus périodiquement corrélés ainsi que 1’esti-
mation de leur structure. Cette classe de processus a été introduite par
Gladysev [GLAG1]. Elle est doublement intéressante. Sur le plan pratique
elle joue un role essentiel en modélisation, en particulier des signaux de télé-
communication. Sur le plan théorique elle fournit une nouvelle approche pour
I’étude des processus vectoriels stationnaires. En effet, a chaque processus
périodiquement corrélé, correspond un processus vectoriel stationnaire et in-
versement. Ainsi, que ce soit sur le plan de la modélisation ou de I’estimation,
nous allons considérer les approches aussi bien scalaires (périodiques) que
vectorielles.

L’étude de la paramétrisation de la structure au second ordre des pro-
cessus périodiquement corrélés est considérée au troisieme chapitre. Elle
permet de mieux appréhender les méthodes d’estimation dans leur concep-
tion. Dans un premier temps, cette étude est réalisée en utilisant la fonction
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d’autocorrélation partielle introduite au premier chapitre. En effet, un pro-
cessus périodiquement corrélé de période 1" est un processus non stationnaire
dont la fonction d’autocovariance R(-,-) est périodique de méme période. En
d’autres termes, la structure de la séquence {X(s),...,X(¢)} est la méme
que celle de {X(s+T),...,X(t+ T)}. En particulier, on retrouve les pro-
cessus stationnaires lorsque 7" = 1. Compte tenu de la nature de la bijection
entre R(-,-) et 3(,-), il est facile de constater que la méme propriété sur les
autocorrélations partielles, (¢t + T,s +T) = (¢, s), caractérise également
la structure de ces processus. Ainsi on dispose d’une nouvelle paramétrisa-
tion qui, comme nous l'avons déja constaté, est facilement identifiable. Nous
donnons le nouvel ensemble de contraintes sur cette paramétrisation obtenu
comme la restriction du domaine Dg aux fonctions périodiques. Dans le
cadre de ces processus, la correspondance entre les fonctions R(:,-) et 5(,-)
est bijective sur des domaines autres que [s, ... ,t]*. En effet, du fait de la
périodicité de ces fonctions, on est amené a les considérer sur les domaines
E(pi,...,pr) = {(t,s),t = 1,..., 7,0 < t<s < p}. En particulier, ces
ensembles interviennent de facon naturelle pour les modeles autorégressifs
ou ils généralisent ceux de la forme [t <p,...,t] du cas stationnaire. La
bijection est alors assurée si et seulement si p;; < p;+1,¢=1,...,T,
(pr+1 = p1). Ces domaines contraints seront notés E.(pi,...,pr). Notons
que [s,...,t]* fait partie de ces ensembles. La restriction de 1’Algorithme
LDG a la situation périodique (LD P) donne alors cette correspondance sur
de tels domaines. Pour certains d’entre eux, cet algorithme coincide avec celui
proposé par Sakai [SAK83] et étendu par Pham [PHA92| au cas localement
déterminable.

Nous nous intéressons ensuite a la paramétrisation de la structure des
processus périodiquement corrélés par l'intermédiaire de celle liée aux pro-
cessus vectoriels associés. L’extension de la fonction d’autocorrélation par-
tielle aux processus vectoriels stationnaires est délicate. La difficulté pour
définir une matrice d’autocorrélation partielle réside dans le choix de la racine
carrée pour normaliser I'autocovariance partielle. Morf et coll. [MORT78a]
proposent d’utiliser la racine carrée triangulaire. Dégerine [DEG90] donne
les conditions que doivent satisfaire la racine carrée et son inverse pour
que la correspondance entre fonction d’autocorrélation partielle et fonction
d’autocovariance soit biunivoque et introduit la notion de fonction d’autocor-
rélation partielle canonique. On trouve ainsi plusieurs extensions de la fonc-
tion d’autocorrélation partielle selon le choix du procédé de normalisation.
Nous retenons les fonctions dites triangulaires ([DEG90], [PHA92]) qui appa-
raissent, tres naturellement dans la correspondance avec les processus pério-
diquement corrélés. Nous proposons une définition proche de celle de Dégeri-
ne dans son approche en termes de variables, mais qui correspond plutot a
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celle de Pham sur le plan algébrique. Nous montrons que la structure du
processus vectoriel peut étre paramétrisée par ces matrices d’autocorrélation
partielle, qui seront notées II(k). La démarche qui conduit a ce résultat est
la méme que celle utilisée pour la fonction (-, -). En particulier, un procédé
constructif permet de simuler une séquence d’un processus vectoriel station-
naire de structure au second ordre donnée. Un algorithme de type Levinson-
Durbin, approprié a cette fonction, donne sa correspondance avec la fonction
d’autocovariance. Notre approche en termes de variables permet d’obtenir
facilement la correspondance biunivoque entre les paramétrisations par les
fonctions d’autocorrélation partielle scalaire ((-,-) et vectorielle II(-). No-
tons que cette approche est essentielle pour établir le lien entre les méthodes
d’estimation basées sur la structure périodique et celles basées sur la struc-
ture vectorielle stationnaire associée.

Nous considérons les processus autorégressifs périodiques (ARP) intro-
duits dans [JON67], dont I'estimation fait ’objet du dernier chapitre. Ces
modeles sont une généralisation des processus autorégressifs stationnaires au
cas périodique. Les coefficients du filtre ainsi que la variance résiduelle dépen-
dent du temps, mais de facon périodique. Ainsiles parametres de ces modeles
sont constitués de T' (si T est la période) filtres et T" variances résiduelles,
I'ordre étant donné par les T' valeurs (py, ... ,pr) qu'il peut prendre. Comme
dans le cas stationnaire, ces modeles peuvent étre paramétrisés par les pre-
miers coefficients de R(-,:) (ceux pour un retard inférieur a l'ordre) ou de
fagon équivalente par ceux de la fonction 3(-,-). La différence fondamentale
entre ces deux caractérisations réside dans le prolongement de ces fonctions
au dela de 'ordre du modele. Pour la fonction R(-,-), on utilise I'analogue
des équations de Yule-Walker, alors que la fonction (-, -) est simplement pro-
longée par zéro. Par contre, contrairement au cas stationnaire, 'utilisation
de R(,-) pose certains problémes. En effet le prolongement par les équations
de Yule-Walker des premiers coefficients d’une fonction d’autocovariance ne
conserve pas toujours le caractere positif de cette fonction. Ainsi partant
des autocovariances, il n’est pas toujours possible d’ajuster un modele ARP.
On constate la encore l'intérét de la paramétrisation par f((-,-), qui con-
duit alors a un procédé algorithmique permettant de vérifier s’il est possible
d’ajuster un modele ARP a des coefficients d’autocovariance donnés. No-
tons par ailleurs que le prolongement par zéro des autocorrélations partielles
conserve les contraintes sur (-, ). On considere également la correspondance
entre les modeles ARP et les processus vectoriels autorégressifs (VAR). On
constate que les modeles ARP sont plus intéressants que les modeles VAR
car ils comportent souvent moins de parametres.

Dans le cas stationnaire, la méthode du maximum d’entropie fait par-
tie des criteres qui conduisent a l’estimation autorégressive (cf. [BURT75]).
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Les autocorrélations partielles permettent d’étendre de facon naturelle cette
méthode a la situation périodique. Dans un premier temps, nous montrons
comment cette paramétrisation fournit une nouvelle approche pour résoudre
un probleme, classique dans le domaine de I’estimation spectrale, qui est celui
de I'extension d’une suite de coefficients d’autocovariance. Nous proposons
la formulation suivante : étant données les valeurs d’une fonction périodique
R(:,-) sur un domaine E.(pi,...,pr), sous quelles conditions sont-elles les
premieres valeurs d’une fonction d’autocovariance ? Lorsque ces conditions
sont satisfaites, comment décrire I’ensemble des extensions d’une telle fonc-
tion 7 L’Algorithme LDP, qui établit la correspondance entre R(-,-) et
B(+, ), permet de traiter le probleme précédent en terme d’autocorrélations
partielles. Les réponses a ces questions sont alors immédiates. Notons que
ce probléeme est une généralisation du probleme d’extension d’une suite de
matrices d’autocovariance Ry,..., R,, du cas vectoriel stationnaire. Pour
les processus stationnaires scalaires, la méthode du maximum d’entropie a
été proposée par Burg [BURT5|. Elle consiste a sélectionner la solution du
probleme d’extension pour laquelle la variance du processus d’innovation est
maximum. Lorsque le processus est périodiquement corrélé, la variance du
processus d’innovation, qui dépend du temps, est périodique de méme pério-
de. Notre approche pour étendre la méthode du maximum d’entropie est la
suivante : la solution est celle pour laquelle le produit de ces variances, en ex-
cluant celles déja nulles dans le cas localement déterminable, est maximum.
Nous constatons que notre méthode coincide avec celle de Burg [BURT5]
pour le cas vectoriel stationnaire et généralise celle résultant du cas dégénéré
particulier de Inouye [INO84]. Par ailleurs elle équivaut & affecter la valeur
nulle a la fonction d’autocorrélation partielle 1a ou elle n’est pas connue et
par suite la solution est ARP. Notre approche est également comparée avec
celle de Alpay et coll. [ALP95], qui considérent le probleme d’extension en
termes de fonctions de cyclo-corrélation. Ce point de vue sur la méthode du
maximum d’entropie dans le cadre des processus périodiquement corrélés a
été exposé lors de la “VIII European Signal Processing Conference” [LAM96].

Le dernier chapitre concerne les méthodes qui permettent d’estimer la
structure au second ordre des processus ARP. Dans la situation scalaire
stationnaire, la notion de coefficient d’autocorrélation partielle joue un role
important dans le domaine de I’estimation autorégressive. On peut citer la
méthode de Burg [BURT5] ou celle de Dickinson [D1c78]. Une estimation
empirique naturelle de ces parametres a également été proposée par Dégerine
([DEa86], [DEGI3]). Ces coefficients sont, aussi & l'origine des méthodes de
maximum de vraisemblance approché [KAY83] ou exact [PHA88]. Pour les
processus périodiquement corrélés, deux approches sont possibles : scalaire
ou vectorielle. En effet la correspondance entre modeles ARP et VAR étant
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bijective, les méthodes d’estimation du cas vectoriel donnent lieu a des métho-
des pour la situation périodique et inversement.

Concernant les approches scalaires, on trouve essentiellement trois mé-
thodes. Celle de Pagano [PAGT8] constitue une extension de la méthode
de Yule-Walker. Elle consiste a ajuster le modele ARP(py,...,pr) dont la
structure est donnée par les autocovariances empiriques biaisées usuelles sur
le domaine E(py, ... ,pr) associé. On retrouve le probleme 1ié a 1'utilisation
de la fonction d’autocovariance. En effet, bien que ces coefficients soient les
premiers coefficients d’une fonction d’autocovariance, ’existence du modele
n’est pas toujours assurée. C’est pourquoi nous préférons retenir les méthodes
basées sur les autocorrélations partielles. Celles de Boshnakov [B0s94] et de
Sakai [SAK82] sont deux extensions différentes de la méthode de Burg. Nous
proposons d’étendre la méthode des autocorrélations partielles empiriques
([DEc86], [DEGI3]) (ACPE) et celle des rapports d’énergies résiduelles
de Dickinson [D1c78] (RER) au cas périodique. Les deux extensions de
Burg et ACPFE sont regroupées dans une méme méthodologie permettant
de les comparer sur le plan de la conception. En particulier, les contraintes
dans la construction récursive des filtres pour les méthodes de type Burg
constituent a priori un handicap. Par ailleurs, les singularités d’ordre fini
sont estimées presque sirement par ACPE ou RER, ce qui n’est plus vrai
pour les autres méthodes. Cependant dans ce cas, les filtres traduisant les
singularités ne sont généralement pas cohérents avec /3 (+,-), dont I'estimation
devrait alors étre remise en cause. Le dernier point est que, contrairement
au cas stationnaire, AC'PF est la seule méthode qui soit, en toute généralité,
récursive sur l'ordre du modele ARP.

Nous considérons ensuite les approches vectorielles. Ce sont également
des extensions des méthodes du cas stationnaire scalaire. Cette généralisa-
tion est un point délicat. Comme dans le cadre théorique, la difficulté réside
dans le choix de la racine carrée pour normaliser 1’autocovariance partielle.
Ainsi on trouve plusieurs extensions de la méthode de Burg, selon le choix du
procédé de normalisation. Celle de Nuttall [NUT76] (cf. aussi [STR7T7]) est
indépendante de ce choix alors que celle de Morf et coll. [MOR78b] utilise
une normalisation de type triangulaire inférieure dans les deux sens progres-
sif et rétrograde. Le méme procédé est utilisé par Dickinson [D1c79] pour
étendre sa méthode. Dégerine ([DEGI2], [DEGI4]) consideére plusieurs ex-
tensions des autocorrélations partielles empiriques et donne un cadre général
qui regroupe la plupart des méthodes d’estimation utilisant les matrices
d’autocorrélation partielle. Nous considérons le rapport entre les approches
scalaire et vectorielle. La différence fondamentale est que les méthodes vec-
torielles n’estiment qu’une sous-classe de modeles ARP. Ce qui est en fait lié
a la sur-paramétrisation introduite dans les modeles VAR. On se restreint
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donc a cette sous-classe afin d’établir la correspondance entre approches vec-
torielle et scalaire. Par ailleurs, a chaque méthode du cas périodique con-
sidérée précédemment, correspond sur le plan de la conception une méthode
vectorielle. On trouve ainsi les homologues de la méthode de Yule-Walker, de
RER ([D1c79)]), et ACPE ([DEG92], [PHAI2], [DEGI4]). Pour les tech-
niques de Burg, la méthode de Nuttall [NUT76] correspond a celle de Bosh-
nakov [B0s94], et celle de Morf et coll. [MIORT8b] a celle de Sakai [SAK82].
Puisque ces méthodes vectorielles sont comparables dans leur conception a
celles périodiques, il parait naturel d’étudier si elles leur sont équivalentes.
C’est-a-dire si la structure périodique résultante est la méme. Notons que
pour les méthodes qui dépendent du procédé de normalisation, on choisira
celui qui a permis de définir TI(-) au troisieme chapitre. Cette équivalence
est alors satisfaite pour les méthodes de Yule-Walker, de RER et ’ ACPFE,
mais pas pour les procédures de Burg.

Les différentes méthodes d’estimation sont ensuite analysées par simula-
tion. Les facteurs déterminants sont essentiellement la proximité du modele
a la singularité, la longueur de la séquence et le type de parametres étudiés.
Toutes les méthodes sont équivalentes lorsque la série observée est longue et
le modele régulier. Comme dans le cas stationnaire, ACPFE et RER con-
duisent a des résultats similaires. Ces méthodes sont celles qui présentent
les meilleurs performances. Pour la méthode de Yule-Walker, on retrouve
le défaut classique di au biais particulierement sensible sur séries courtes.
Ses résultats sont encore plus médiocres lorsque le modele s’approche de la
singularité, y compris pour des séries longues. Pour les extensions de type
Burg scalaires, on observe essentiellement les mémes phénomenes que pour
la situation stationnaire. On retrouve leur mauvais comportement pour des
séries courtes, voire de longueur moyenne, issues d’un modele proche de la
singularité. Ces méthodes sont également sensibles a ’ordre de grandeur des
coefficients des filtres du modele, méme si ce dernier est régulier. Ces mauvais
résultats semblent étre diis aux contraintes excessives dans la construction
récursive des filtres. En effet, la comparaison de ces méthodes avec celles
vectorielles montrent que les procédures vectorielles, introduisant moins de
contraintes sur les filtres, améliorent sensiblement les résultats. Cependant
leurs performances restent bien inférieures a celles obtenues avec ACPE ou
RER. Notons que toutes les méthodes sont équivalentes, sur les exemples con-
sidérés, dans ’estimation des autocorrélations. Les différences portent sur les
autocorrélations partielles et surtout sur les parametres du modele ARP con-
stitués des filtres et des variances résiduelles. Les résultats sur ’estimation
autorégressive dans le cadre des processus périodiquement corrélés ont donné
lieu & un rapport interne [LAM97a] ainsi qu’a une présentation au seiziéme
Colloque GRETSI sur le Traitement du Signal et des Images [LAMITb].






Chapitre 1

Aspect temporel

Dans ce chapitre, X (-) = {X(t),t € ZZ} désigne un processus (non sta-
tionnaire) scalaire centré a valeurs complexes, défini sur un espace probabilisé
(2, A, P), et qui admet des moments d’ordre deux. Seule I’étude de la struc-
ture au second ordre de X (+) étant considérée, il est naturel d’utiliser une ap-
proche géométrique. C’est-a-dire qu’on se place dans ’espace de Hilbert com-
plexe engendré par les composantes du processus, M = L{X(t),t € ZZ} .
Les éléments de M sont des variables aléatoires complexes centrées et le pro-
duit hermitien est défini par la covariance (U, V) = E {UV}. Le carré de
la norme représente alors la variance, ||U]]> = Var(U), et Porthogonalité
correspond & la non corrélation. La structure au second ordre de X(-)
est donc caractérisée par sa fonction d’autocovariance R(-,-) = {R(t,s) =
(X(t),X(s)),(t,s) € ZZ*}. L'objet de ce chapitre est de montrer qu’elle I'est
également par la fonction d’autocorrélation partielle (-, -) = {5(¢, s), (¢, s) €
77°}. Rappelons que 3(t,s) est la corrélation partielle entre X (¢) et X (s)
dans ’ensemble {X (s),..., X (¢)}.

Meéme dans le cas stationnaire, la paramétrisation par les autocorrélations
partielles est relativement récente. Ramsey [RAM74], apres avoir défini les
coefficients ((t, s) pour un processus quelconque, se restreint au cas station-
naire pour préciser le domaine de variation de la fonction d’autocorrélation
partielle et établir sa correspondance avec la fonction d’autocovariance. Ce
résultat est également observé par Burg en 1975 [BURT5], dans le cadre du
traitement du signal, ot <3(k) est appelé coefficient de réflexion. En fait
cette équivalence est un résultat classique en théorie des polynomes orthogo-
naux (cf. [GER60]). On peut aussi reconnaitre 'usage des coefficients ((t, s)
dans des articles du traitement du signal : [DES90], [LEV81] ou [KAI82].
Nous constatons que les quantités (¢, s) sont les éléments clés de la général-
isation des algorithmes de Schur et Levinson-Durbin [LEV81] aux processus
non stationnaires dans le cas non localement déterminable. Cependant, il
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semble que la correspondance bijective entre les fonctions R(-,-) et (-, ")
soit, méconnue.

Dans la premiere section, nous donnons quelques rappels sur la notion de
corrélation partielle. Cette approche purement géométrique permet d’établir
de facon simple les propriétés de la fonction (-, -) introduite a la deuxieme
section. Dans cette derniere, apres avoir décrit le domaine de variation
Dy de cette fonction, nous présentons un procédé qui permet de construire
une séquence d’un processus de fonction d’autocorrélation partielle connue.
Cette procédure prouve en particulier I'injectivité dans ’ensemble Dy de
I'application qui a R(-,-) associe 3(-, ). Dans la troisieme section, ’extension
de 'algorithme de Levinson-Durbin au cas non stationnaire général permet
d’obtenir la surjectivité de cette application. Enfin dans la derniere section,
nous illustrons cette approche en considérant le cas des processus autorégres-
sifs.

1.1 Corrélation partielle

On peut reconnaitre le coefficient de corrélation partielle dans 'article
de Yule [YULOT7]. Il s’agit maintenant d’une notion classique en statistique,
tout du moins pour des variables aléatoires scalaires réelles, et pour une
utilisation standard. Il existe en effet des développements sur ce type de
coefficients liés a la trigonométrie sphérique (cf. [DES93]), comme l'identité
de Yule présentée ci-apres, souvent méconnus dans la littérature statistique,
mais tres répandus en traitement du signal. La corrélation partielle joue en
effet un role central dans les algorithmes récursifs rapides pour la résolution
de problemes de moindres carrés. C’est ainsi que le concept a été étendu a
des vecteurs aléatoires (cf. [MOR78a]).

Nous nous plagons ici dans le cadre de variables aléatoires scalaires com-
plexes en ne retenant que les propriétés qui nous seront utiles pour la suite.
Soient W un élément de M et N un sous-espace vectoriel fermé de M,
nous notons W/N la projection orthogonale (au sens de (-,-)) de W sur NV,
e(W/N) =W <W/N, lerreur de prédiction linéaire associée et n(W/N') =
e(WIN)/||le(W/N)||, le vecteur unitaire correspondant, lorsque ||e(W/N)||
£ 0, sinon on convient de poser n(W/N) = e(W/N) = 0.

Définition 1.1.1. La corrélation partielle entre deux éléments U et V de
M sachant un sous-espace fermé N, notée p(U,V/N'), est définie par :
p(U,VIN) = (n(U/N),n(V/N)).

On dit aussi que p(U, V/N) est la corrélation partielle entre U et V' dans
I'ensemble {N, U, V'} . Notons que p(U, V/N) = p(V,U/N). Cette corrélation
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partielle mesure la qualité de la liaison linéaire entre U et V qui ne résulte
pas de liaisons (linéaires) éventuelles entre U ou V' d’une part et les éléments
de N d’autre part. D’un point de vue géométrique p(U, V/N) est le “cosinus
d’angle” entre les deux erreurs de prédiction linéaire de U et V par N.

On note {W} et { N, W} les sous-espaces de M engendrés respectivement
par W et {N,W}. Le signe @ représente une somme orthogonale, p(U, V') =
p(U,V/{0}) la corrélation habituelle, et |-| le module.

Proposition 1.1.1. La corrélation partielle satisfait les propriétés suivantes :
a) [p(U,V/N)] <1,
) |p(U,V/N)| =1 n(U/N) = p(UV/N)n(V/N) et p(UV/N) # 0,
) e(U/N) = leU/N)| p(U VINm(V/N) & e(U/{N,V}),
Q) [le(U/{N,VHII* = [1 &0, VIN) ] U/

Les propriétés a) et b) sont des conséquences immédiates de la définition
compte tenu de la convention qui conduit & p(U,0/N) = 0. La propriété c)
est fondamentale ; elle est obtenue en décomposant la projection U/ {N,V'}
sur la somme orthogonale {N,V} = N & {n(V/N)}. La propriété d), qui
découle de c), montre que |p(U, V/N)|* mesure le gain relatif sur la variance
de I'erreur de prédiction de U par I’adjonction de V & N.

Il n’existe pas de relations d’ordre entre les autocorrélations partielles
obtenues en faisant varier le sous-espace N. Par exemple il est clair que
lp(U, V)| = 1 implique |p(U,V/N)| = 1si U ¢ N (cf. Propriété b) ci-
dessus), mais on peut avoir |p(U, V/N)| =1 et |p(U, V)| = 0. De méme, dans
le cas réel, le signe de p(U,V/N') peut varier avec N et en particulier étre
différent de celui de p(U, V). Il est facile de construire des exemples illustrant
ces points en remarquant qu'un vecteur W peut se définir par la somme des
deux composantes, W = W/N @ e(W/N), avec un choix arbitraire de ces
composantes.

Citons cependant, sans la démontrer car nous ne l'utiliserons pas ici,
'identité de Yule [YULOT7],

p(U,VIN) <pU, W/N)p(V, W/N)

1
2

[1|p(U, W/N)P]? [1 & |p(V, W/N)P]

La Propriété fondamentale ¢) permet d’énoncer la proposition suivante.

p(U VAN, W}) =

1-
2

Proposition 1.1.2. Deux éléments U et V de M et un sous-espace fermé
N satisfont, avec la convention 0~/% =0,

WU/ N VD) = (L lp(U VI (U/N) &0, VINm(V/N)},
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n(V/ (N UY) = [Lelo(V.U/N)E) T {n(VIN) &p(V.U/N)(U/N)}

Les relations de la Proposition 1.1.2 définissent une rotation hyperbolique
dans le plan (cf. Figure 1.1 pour le cas réel) qui associe aux deux vecteurs uni-

taires, n(U/N) et n(V/N'), deux autres vecteurs n(U/{N,V}) et n(V/{N,
U}), également unitaires, selon la matrice de passage :

ey = p(U,VIN).
1@|,)|2[©P Yo e=ewm
D’apres la proposition ci-dessus,

U/ N, V), n(V/ AN, U})) = <p(U,V/N) = <nU/N),n(V/N)).

Cette relation apparait clairement sur la Figure 1.1.

n(vAN,u})

V/N
\ n(VIN)

p =cos0

nUN)

RN

N(UAN .V}

Figure 1.1 : Rotation hyperbolique

1.2 Fonction d’autocorrélation partielle

Dans la premiere sous-section, nous introduisons les innovations partielles
progressives et rétrogrades permettant de définir la fonction d’autocorrélation
partielle. Le domaine de variation de cette fonction est décrit a la deuxieme
sous-section. Dans la derniere sous-section, nous rappelons la décomposition
de Wold-Cramér. A cette occasion, nous précisons une classification des
différents types de processus utilisée dans la suite.
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1.2.1 Définitions et notations

La structure au second ordre du processus X (+) est usuellement paramétri-
sée par la fonction d’autocovariance,

R(t,s) = E {X(t)m} — (X(1), X(s)), (ts)c 222

Cette fonction satisfait la symétrie hermitienne, R(s,t) = R(t,s). Elle est
donc caractérisée par sa restriction aux couples (¢, s) satisfaisant s < ¢. Par
la suite nous veillerons & conserver l'ordre s < t dans l'utilisation de ces
variables afin de faciliter la reconnaissance des aspects progressifs et rétro-
grades. La fonction R(-,-) est de type positif, c’est-a-dire que pour s < ¢
la matrice Ry, = {R(s +14,5 +j)}; j—o_ , , est définie non négative (comme
matrice de covariance du vecteur aléatoire [X(s),..., X (¢)]"). La fonction
d’autocorrélation partielle que nous présentons ci-dessous caractérise égale-
ment la structure au second ordre de X (), mais son domaine de variation
se décrit de facon beaucoup plus simple. Pour ¢ € Z7Z, introduisons les sous-
espaces de M suivants :

M(s;t) = LA{X(u),s<u<t}, s<t,
M(eooit) = L{X(u),u<t},
M(&00) = [M(s00;t).

Soient X/(t;5) et X(s;t) les projections orthogonales de X () et X (s) res-
pectivement sur M(s;t < 1) et M(s + 1;t) avec la convention X/(¢;¢) =
XP(t;1) = 0. Alors £/ (t;5) = X(t) X/ (t;5) et 2(s;t) = X(s) ©X(s;1)
sont les innovations partielles d’ordre t <s > 0 respectivement progressive
et rétrograde. Notons que dans les notations du type £/ (¢;s) ou £°(s;t), la
premiere variable indique I'instant ¢ ou s en lequel est considérée I'erreur alors
que la seconde représente l'instant limite s ou ¢ sur lequel porte la régression.
Introduisons les innovations normées,

el(t; s 2
n! (t;s) = af((?; s))’ o?(t;s) = ||g7(t;9)|| = Var {e/(t;5)},
n’(s;t) = ib(é”?), o (s;t) = Heb(s;t)H2 =Var {'(s;1)},

avec la convention 7/ (t;s) = 0 lorsque £/ (#;5) = 0 et son homologue dans le
sens rétrograde.

La fonction d’autocorrélation partielle décrit, pour (¢, s) parcourant ZZ2,
la corrélation partielle entre X (¢) et X (s) dans I’ensemble { X (s),..., X (¢)}.
De fagon plus précise, avec les notations ci-dessus, on pose la définition sui-
vante.
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Définition 1.2.1. La fonction d’autocorrélation partielle du processus X (),
notée 3(-,), est définie pour (t,s) € ZZ* par :

(n (ts+ 1),n°(s;t 1)) sis<t
plt,s) = IIX()ll sis =1
(s <1),n/(s;t+1)) sis>t

1.2.2 Domaine de variation de (")

On a convenu de poser ((t,t) = Var{X(t)} au lieu de 1 afin que la
fonction (3(-,-) caractérise a elle seule la structure au second ordre de X(-).
Le module de cette fonction, pour s # ¢, est inférieur ou égal a 1, ’égalité
traduisant les singularités d’ordre fini. En effet, pour s < ¢, |3(t,s)| = 1 si et
seulement si s est le plus grand entier tel que X (¢) appartienne a 1’ensemble
L{X(s),...,X(t<1)}. La corrélation partielle est alors par convention
égale a zéro lorsqu’elle n’est pas définie, c’est-a-dire aux points (¢,s < k)

t (t 4+ k,s), k > 1. De méme, si une variable X (¢) est nulle presque stre-
ment, on a ((t,t k) = B(t + k,t) = 0 pour k > 0. Plus précisément, la
fonction f(-,-) vérifiant la symétrie hermitienne, G(s,t) = ((t,s), est donc
caractérisée par sa restriction a ’ensemble {(t, s) € ZZ*, s < t} ou elle satis-
fait les contraintes :

(i) B(t,t) >0 et
B(t,t)=0= pB(t,s) =0, s<t,

(ii) [8(t,5)] <1, s <t et

B(t,5) =1 = B(t+k,s) = Blt,s ok) =0, k> 1.

Nous notons Ds P'ensemble des fonctions définies sur ZZ* qui satisfont les
contraintes ci-dessus. Nous verrons en effet qu’il s’agit du domaine de varia-
tion de f(-,-). La Figure 1.2 illustre la simplicité de ce domaine. Utili-
sant la symétrie hermitienne, on considére le demi-plan de ZZ* défini par
I’ensemble {(t, s) € A ARCERS t}. Chaque symbole représente les différents
types de valeurs prises par (-, -) au point de Z7 2 correspondant. Ainsi dans
le cas ol le processus ne présente pas de singularités d’ordre fini, la fonction
B(-,-) est réelle strictement positive sur la diagonale ¢ = s, et son module
est strictement inférieur a 1 hors de cette diagonale. Dans le cas contraire,
les bandes de zéros horizontales et verticales proviennent de la convention
0! =0.
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* reel>0
+ demodule<1

Figure 1.2 : Illustration de Dg

La double récurrence satisfaite par les innovations normées ci-apres est
fondamentale. En particulier elle est a la base du procédé de construction
donné par la Proposition 1.2.2.

Proposition 1.2.1. Les innovations partielles normées satisfont, pour s <
t, les relations (0712 = 0 par convention)

W (t5) = [L 1Bt )P 2 {nf(ts+1) Bt (st S1)},

-1
Psit) = 101805, D7) {(1(s:t 1) @ B(s, Ol (85 + 1)},
et les variances résiduelles sont données par
t—s

o (t:5) = B(t.t) [ | [Lol(t.t )] (1)

Jj=1
t—s

0" (s:1) = B(s.5) [ [1 18(s.5 + )] (12)

J=1

Notons que ces relations, ainsi que les expressions des variances o/2(t; s) et
o%2(s;t), apparaissent dans [LEV81] et [KA182]. La double récurrence ré-
sulte de la Proposition 1.1.2 appliquée & U = X (t), V = X(s) et N =
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{X(s+1),...,X(t<1)}. L’expression (1 1) découle de l'itération de la re-
lation o/%(t; s) = o2(t;5 + 1) [1 &|B(t,5)[°] donnée par le point d) de la
Proposition 1.1.1. Tl en est de méme pour o”*(s;t).

Remarquons que o/2(¢; s) ne dépend que des autocorrélations partielles
entre X (¢) d’une part et les variables X (u), pour s < u < ¢, d’autre part.
La Proposition 1.2.3 de la sous-section qui suit montre qu’il en est de méme
des coefficients de I'expression de £/(; s) en fonction d’une base orthonormée
naturelle du passé de X (¢) et plus généralement de la description méme de
X (t) sur son passé.

Nous montrons ci-dessous que le domaine de variation de 3(-, -) est I’ensem-
ble Dg décrit plus haut.

Proposition 1.2.2. Soient {Z(t),t € ZZ} une suite orthonormale et (3(-,-)
un élément de Dg. Alors, pour tout s de ZZ, la séquence { X (t),t > s} définie
pourt=s,s+1,..., par:
n!(t;s) = Z(t) si o/ (t;5) > 0, 0 sinon,
pourk =s,... t<1:

W Ek+1) = [1@|ﬂ(t,k)|2]% F(ts k) + B(t, k) (ks £ 1),
(k) = [1Le|6(k, t)] {77 (k;t =1) @Bk, tn! (tk+1)},
X(t) = B, 0] o' (1), (1) = 0f (t:8),

admet une fonction d’autocorrélation partielle qui coincide avec ((-,-) sur le
domaine {(u,t) € ZZ* u,t =s,s+1,...}.

Démonstration.- On suppose avoir construit la séquence { X (u),u=s, ...,
t <1} en fonction des variables Z(u), u =s,... ,t <1, de telle sorte que ses
autocorrélations partielles coincident avec la restriction de 3(-,-) a {(u,v) €
Z2 uv=s,... ,t<:>1} . De plus on dispose de la base {nb(k; tel), k=s,

,t <1} de I'espace M(s;t<1) correspondant. Notons que ces hypotheses
n’engagent a rien pour ¢t = s, mais qu’elles sont aussi vérifiées pour t = s+ 1
apres avoir effectué le premier pas de récurrence :

0! (s;5) = n’(s;5) = Z(s); X(s) = f(s, s)%nf(s; s).

L’algorithme, a travers la premiere relation de récurrence, définit la variable
X () sous la forme,

0= of (b + 1B k)P (ks t 1) + o7 (6 ) (1),

ot p/ (t;s) = Z(t) est orthogonal & M (s;t<1). Il s’en suit que cette définition
bquivaut & X (t) = X7/ (t;s) + o7 (¢; s)n’ (t; s) o les notations sont en accord
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avec leur signification habituelle. En particulier o/ (¢;s) est la norme de
e/ (t;s). Compte tenu du choix de la base de M(s;t <1), on a

ts+1) = X)X (ts+1)
= ol(t;s+ 1)) (st 1) + ol ()0 (8 ),
s+ D" = (s + 1) |8t 5)]* + 0 (5 8) = o725 + 1),

(f(t; s+ 1), (sit 1)) = ol (t; s + 1) (¢, 5).

Ainsi 0/%(t; s+1) est la norme de £(¢; s+1) et 3(t, s) est la corrélation partielle

entre X () et X (s). Cette récurrence se poursuit pour j = s+ 2,... ,t, avec
j—1
el(t;g) = > otk + 1Bk (kt <1) + 0! (590 (8 5),
k=s
j—1
N
[/ &GN = Dot h+1) 18t ) + o (t;5)
k=s
j—1
= otk + 1) 1Bt E) + 0 (s +1) = ... =" (t;)),
k=s+1

(e1(t:9), (G 21t 1)) = ol (1)B(t, 1 1),

Ainsi 0/2(t; ) est la norme de £(; 5) et 3(, 7 <1) est la corrélation partielle
entre X (¢) et X(j <1). Enfin

t—1

IXOIF = otk + 1) B, k) * + o (t55) = B(t, 1).

k=s
La premiere partie de I’hypothese de récurrence a I’étape t est acquise. Par
conséquent la deuxieme relation de récurrence de ’algorithme construit ef-
fectivement la nouvelle base {nb(k:; t),k=s, ...,t} de l'espace M(s;t).$

Cet algorithme permet de simuler facilement une séquence de structure
donnée avec un cotit de stockage réduit. En effet la variable X (¢) est obtenue
en fonction du passé résumé par °(k;t 1), k = s,... ,t <1, de l'innovation
apportée par Z(t) et des valeurs (¢, k), k = s,...,t. Il est clair que I'on
peut procéder dans le sens inverse du temps. Par ailleurs, partant de ¢ = 0,
une séquence bilatérale {X(¢),t € ZZ}, dans laquelle X (<t) et X (¢) sont
générés alternativement, peut étre associée de facon analogue a un élément
B(-,-) de Dg. A T'étape t, on dispose de X (<t +1),...,X(t 1), c’est-a-dire
de n°(k;t 1) et n/(ek; <t + 1) pour k = &t +1,... ,t < 1. Les nouvelles



26 CHAPITRE 1. ASPECT TEMPOREL

variables X (t) et X («<f) sont obtenues de la manieére suivante :
X(t) = X(t;et+1)+el(t;et+1)
t—1
= Y R+ DB R (kit 1) + ol (et +1)Z(1),
k=—t+1

X(et) = X'(ett) + (et
t
= Y etk enp(et by (ks + 1) + o’ (et 1) Z(<t),
k=—t+1
ot 0/2(t; k) et o®2(<t; k) sont déterminées selon les relations (1.1) et (1.2) de
la Proposition 1.2.1.

Ainsi partant d’un élément (-, -) de Dg, il est possible de construire une
suite non stationnaire {X(t),t € ZZ} qui admette ((-,-) comme fonction
d’autocorrélation partielle. Ceci prouve la surjectivité dans I’ensemble Dg
de Papplication qui a R(-,-) associe f(-,-). Les relations de Palgorithme de
Levinson-Durbin Généralisé (LDG), décrites dans la section suivante, sont
nécessaires pour assurer l'injectivité.

1.2.3 Décomposition de Wold-Cramér

Soit X7 (t;<00) la projection orthogonale de X (t) sur M(&o0;t < 1),
alors £(t) = X(t) & X/ (t;00) est le processus d’innovation (progressive).
Nous notons o.(¢) sa norme et 7(t) l'innovation normée, avec pour con-
vention 7(t) = 0 si o.(t) = 0. Un processus X(-) est dit déterminable
lorsque M(<o0) = M. Comme dans le cas stationnaire, ceci équivaut a
M (&00;t) = M(so0;t < 1) pour tout ¢, ou encore o2(t) = 0 pour tout t.
Les processus qui ne satisfont pas la contrainte M(<00) = M, sont dits in-
déterminables. Dans la littérature, on utilise également les termes “(linéaire-
ment) singuliers” et “non (linéairement) singuliers” pour désigner les proces-
sus respectivement déterminables et indéterminables. La proposition ci-apres
montre comment la classe des processus indéterminables est facilement carac-
térisée par la fonction d’autocorrélation partielle. I’orthogonalisation, par le
procédé de Gram-Schmidt, des variables X (¢ 1), X (¢ <2), ..., engendrant
le passé de X (¢), montre que les innovations partielles normées rétrogrades
"t ©1ek;t<1), k=0,1,..., forment une base orthonormée de ce passé
(les variables éventuellement nulles étant éliminées).

Proposition 1.2.3. A chaque instant t fixé, la décomposition orthogonale
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de X (t) sur son passé et son innovation est donnée par :

+o0
X(t)y=c(t)+ ) Bt,tek)o! (tt ok + 't <kt o). (1.3)
k=1
De plus la variance de €(t) satisfait,
+o0
ol(t) = 6,0 [[ [1 <18t <k)[7].
k=1

Démonstration.- On peut déduire de la Proposition 1.2.1, ou directement
par projection de X (¢) sur la somme orthogonale,

Mt entel)=Mten+ Litel) e L{n'(tentel)},
la relation
ltt on) =l (bt on +1) SB(t t on)d! (t;t on+ )bt on;t <1).

Par itération, on obtient
ettt on) = X(t) &) Bt.t k)o! (it ok + Dl (t kit ©1).
k=1

La projection de X7/(t;&00) sur M(t &n;t 1) est égale & X/ (¢t <n).
La limite en moyenne quadratique, X7 (t; <o00) = Li.m.X(t;t <n), donne
el(t) = Li.m.gf (t;t ©n) et justifie (1.3). Par suite

+0o0
ol(t) = lim ol*(t;t <n) = B(t,1) kf_ll (L&t t=k)[] .0

On vérifie ainsi qu’a chaque instant ¢, le présent X (¢) se décrit en fonction
du passé et de 'innovation n(t) a travers les seules valeurs (¢, t<k), k > 0, de
la fonction d’autocorrélation partielle. En particulier X (-) est un processus
indéterminable si et seulement si il existe ¢t € ZZ tel que

+00
B(t, t) > 0; 16(t,t k)| <1, k>1; D 1Bt t ek)[* < 4o
k=1

En effet les contraintes ci-dessus sont équivalentes & o2(t) > 0.

Parmi les processus indéterminables, on distingue les processus pour
lesquels M (<00) = {0}. Ces derniers sont dits purement indéterminables.
On rencontre également le terme “régulier” pour les désigner. Par ailleurs,
lespace M(<o0;t) se décompose selon (cf. [CRA61] : Lemme 1, p. 63),

M(&0;t) = M. (&0 t) & M(e00),
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olt M, (&00;t) = L{e(s),s < t}. Ainsi lorsque X(+) est purement indéter-
minable, on a pour tout £,

X(t) = fb(t,t okt ek), h(tt) =1,

et
+00

R(t,t) = [b(t,t k)" oX(t ©k) < +o0.
k=0
Réciproquement soit X () un processus défini par la série ci-dessus en fonction
d’une suite £(+) = {&(t),t € ZZ} de variables aléatoires centrées non corrélées.
Alors 'espace M(<00;t) est inclus dans Mz (<o0; t) avec égalité lorsque £(+)
est le processus d’innovation, et par suite,

ﬂ/\/l(<:>oo;t) C ﬂ./\/lg(<:>oo;t) = {6} :

Ainsi le processus X (-) est purement indéterminable. La décomposition
de Wold-Cramér a été établie par Wold [WoL54] dans le cas stationnaire
scalaire et étendue par Cramér [CRAG1] aux processus vectoriels non station-
naires. Elle indique que tout processus est la somme d'un processus purement
indéterminable et d’un déterminable, ces deux processus étant non corrélés
entre eux. Plus précisément, nous avons le théoreme suivant.

Théoréme 1.2.1. Un processus X () non stationnaire se décompose de fagon
unique sous la forme suivante,
Xt)y=U@)+V(t), teZ,

ou U(:) et V(-) sont deuzr processus non corrélés entre eux tels que pour
tout t € ZZ, U(t) et V(t) appartiennent ¢ M(<o0;t). De plus U(-) est un
processus purement indéterminable et V() est un processus déterminable.
D’autre part, le processus U(-) admet la représentation,

+0o0

Uty =) bt,tk)e(t<k), btt) =1, teZ,

k=0

ol £(t) est le processus d’innovation et 320 |b(t,t <k)|” o2(t <k) < 4oo0.

Nous ne donnons pas la démonstration de ce théoreme qui est détaillée dans
[CRAG1| (cf. Théoreme 1, p. 63). Notons que pour t € ZZ, les varia-
bles U(t) et V() sont les projections de X (t) sur M. (<o0;t) et M(<00).
Par ailleurs contrairement au cas stationnaire, le processus X (-) peut étre
purement indéterminable avec cependant o?(t) = 0 en certains instants ¢.
Ceci provient d'une singularité d’ordre soit fini (|5(¢,t < k)| = 1) soit infini
(302 1B(t,t < k)|> = +00). Dans ce cas, on peut obtenir 1'unicité des
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coefficients de la décomposition de X () sur son processus d’innovation en
posant b(t,t <k) = 0 lorsque £(t <k) = 0.
Dans le cas stationnaire un processus est dit linéairement singulier d’ordre
d lorsque la dimension de M est finie et égale a d. Il satisfait alors I’équation
aux différences d’ordre (minimal) d traduisant la nullité des innovations
d’ordre supérieur ou égal a d :
d
> a(k)X(t k) =

k=0

M=

a(k)X(t+k) =0, teZZ.

ol

=0

Réciproquement s’il existe ¢ et a(k), k =0, ... ,d, d+1 constantes non toutes

nulles tels que,

d
> a(k)X(t k) =0,
k=0
alors la dimension de M est inférieure ou égale a d. Notons que cette situation
correspond sur le plan de la fonction d’autocorrélation partielle a :

BR) <1, 1<k <d<+o0, [B(d)=1 p(k)=0k>d.

Ainsi linéairement singulier d’ordre d implique déterminable. Dans le cas
non stationnaire, ces propriétés ne sont plus satisfaites. Lorsque 1’espace
M est de dimension d finie, la dimension de M(<o0;t) peut étre égale a
d uniquement a partir d’un certain instant ¢,. En particulier il peut exister
t <ty tel que o2(t) > 0, et par suite 5(¢,t) # 0 et |3(t,t <k)| < 1 pour tout
k € IN*. Par conséquent le processus n’est plus nécessairement déterminable.
Par ailleurs, on peut avoir |3(¢,t <k)| = 1 a un instant ¢, sans que pour
autant la dimension de M soit finie. Dans la situation non stationnaire, il
est donc nécessaire de distinguer le cas ou le processus présente des singulari-
tés d’ordre fini puisqu’il n’y a plus d’équivalence avec linéairement singulier
d’ordre fini. Un processus sera dit localement déterminable si il existe t € Z7
tel que B(t,t) = 0 ou |B(t,t < k)| = 1, pour un retard £ € IN*. Dans
le cas contraire, il sera dit non localement déterminable. Remarquons que
non localement déterminable n’exclut pas le cas o?(t) = 0 provenant d’une
singularité d’ordre infini.

1.3 Algorithme de Levinson-Durbin Généra-
lisé
Lev-Ari et coll. [LEV81] ont étendu les algorithmes de Schur et de

Levinson-Durbin aux processus non stationnaires et non localement déter-
minable (i.e. dont les matrices de covariance sont non dégénérées). Leur algo-
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rithme de type Levinson-Durbin détermine, de maniere récursive sur l'ordre,
les coefficients des innovations partielles normalisées 1/ (v; u) et 7°(u;v) pour
s <u < wv <t,a partir de la fonction d’autocovariance connue sur le do-
maine s, ... ,t]Q. Par suite il fournit, de facon non standard, la décompo-
sition de Cholesky de l'inverse de n’importe quelle matrice de covariance
non dégénérée. La décomposition de la matrice de covariance elle-méme est
donnée par 'algorithme de type Schur. Comme dans le cas stationnaire, les
parametres [3(u,v) sont les éléments clés de ces deux algorithmes. Néan-
moins la correspondance biunivoque entre les fonctions R(-,-) et §(-,-) n’est
pas évoquée. L’objectif de Lev-Ari et coll. était plutot d’étendre ces deux
algorithmes au cas non stationnaire pour se restreindre ensuite a une classe
de processus proches de la stationnarité afin de diminuer leur cout de calcul.
L’algorithme de Levinson-Durbin Généralisé (LDG), que nous donnons ci-
dessous, a la méme structure que celui de [LEV81], mais est étendu au cas
localement déterminable. Comme nous ’avons déja constaté, cette situation,
qui n’est pas usuelle pour un processus stationnaire, est plus vraisemblable
dans le cas non stationnaire. Par ailleurs, cet algorithme permet de déter-
miner les coefficients 8(u,v), pour (u,v) € [s,...,t]*, connaissant ceux de
la fonction R(-,-) sur le méme domaine, mais la correspondance inverse s’en
déduit immédiatement.

A chaque étape n, l'algorithme détermine (cf. (1.6), (1.7), (1.8) et (1.9)
ci-apres) les coefficients (pas nécessairement uniques) de la décomposition de
el (k; k ©n) et eP(k ©n; k) sur M(k ©n; k), soit :

el (kik <n) = Y al(n. )X (k <)), al(n,0) =1,

J=0
n

etk enk)=>Y d(n,))X(ken+j), a(n0)=1.
j=0
En effet, les quantités £/ (k; k <n) et e®(k <n; k) ainsi construites sont don-
nées en fonction de celles obtenues a ’étape précédente, selon les relations
résultant de celles de la Proposition 1.2.1,
ol (kjk &n +1)
o’k en k <1)

el (ki ken) =l (ki k on+1) p(k ken) 'k en;ke1),

b(k k<1
o’(k &n; <:>)6f

b . —_ b . 1
e’ (k en; k) 5(k<:>n,k<:>)@ﬂ(k@n,k)af(k;k©n+l)

(ks k<n+1).

On montre ainsi, par récurrence, que les variables ci-dessus sont orthogonales
a tout élément respectivement de M(k<n; k<l) et de M(ken+1;k), c’est-
a-dire correspondent aux innovations d’ordre n. La définition de la fonction
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d’autocorrélation partielle conduit a

(el (k;k en+1), X (k <n))
ol (k; k on+1)ob(k ©n; k<1)
Si o/ (k;k <n+1) ou o®(k ©n;k <1) est nul, alors le membre de gauche
ainsi que le terme divisé par zéro, dans l’expression ci-dessus, sont nuls.
L’égalité (1.4) ci-apres est celle qui résulte de cette expression avec la conven-
tion 0~ = 0. Les relations de (1.5) déterminent les variances des innovations
d’ordre n utiles pour I’étape suivante. Sous forme algorithmique, on obtient
la procédure suivante.

B(k, k n) =

Algorithme 1.3.1. (LDQG)
Pourk=s,...,t:

Rk, k) = Bk, k) = o (k; k) = 0"(k; k).
Pourn=1,... ,t&s:
0

pour k =s+mn,...,t, avec les conventions Y, ...=0et 0! =0:
j=1

n—1
Rk, k<n) + 3 al (n ©1,j)R(k <j, k ©n)
=1

k,k = : 1.4
Blk,k on) ol (ki k en+1)ob(k ©n; k1) ’ (14)
sin#tesetk>s+n+1:
o2k k =) = 1= Bk, k= )| o2 (ks —n+ 1), s
aw%—n—hk—nz[Lﬂﬂk—n—Lk—Dﬂaw%—n—hk—ﬂ, '
(1
ak(nan) - %(kakﬁn) O'b(k <:>n;k<:>1)’ ( 6)
bk onk 1)
"(n,n) = <k <n, k)~ ’ 1.7
a(nn) = <5k <n, )Uf(k;k<:>n+1)’ (1.7)
pour g =1,... , n&l:
Wl(n,g) = al(n oL, )+l mal_ (n el n s, (L)
ab(n,j) = d_ (ne1,5) + d(n,n)al(n <1,n o). (1.9)

La convention 0! = 0 est nécessaire dans le cas localement déterminable.
En effet lorsque o®(k <n;k <1) = 0, la convention conduit aux relations
a,’;(n,j) = a,’:(n <lLj), 7 =1,...,ne1, ai(n,n) = 0, cohérentes avec

Iégalité e/ (k; k <n) = e/ (k; k ©n+1) qui résulte de £(k ©n; k<1) = 0. Un
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raisonnement analogue pour l’expression (1.9) dans le sens rétrograde finit de
justifier cette convention. Remarquons que dans ces expressions, la division
par zéro n’a lieu que si la quantité G(k, k <n) est déja nulle. En particulier
une division par zéro en (1.6) (i.e. o%(k ©n;k <1) = 0) implique également,
en (1.7), que a’(n,n) = 0 et par suite, en (1.9), que les premiers coefficients
de £°(k <n; k) sont ceux de I'innovation de £°(k <n; k <1), le dernier étant

nul.

Le choix des coefficients a/(-,+) et a’(-,-) est obtenu par le procédé de
construction lui-méme. Ces coefficients sont uniques lorsque le processus
considéré est non localement déterminable. Dans le cas contraire, le choix de
I’algorithme peut conduire a des coefficients non nuls pondérant des variables
nulles presque stirement. Supposons que la variable X (k) puisse s’exprimer
comme une combinaison linéaire finie de son passé. Soit n le plus petit
entier strictement positif tel que X (k) € M(k <n;k <1). Il est naturel de
souhaiter que les coefficients pondérant la variable X (k <n) (resp. X (k))
soient nuls pour toutes les innovations &/ (v;u) (resp. £°(u;v)), s < u <
ken < k <wv <t Suite a la remarque précédente, ce choix est clairement
assuré pour £/ (k; u) et £°(k <n; v), mais ne 'est pas forcément pour les autres
innovations. Néanmoins, ce nouveau jeu de coefficients peut étre obtenu a
partir de celui qu'impose 1’algorithme en remplacant, dans la situation décrite
ci-dessus, la variable X (k <>n) par )7, ab(n, )X (k <n + j) et X (k) par
> iy ap(n, j)X (k <j). Ceci doit étre réalisé a partir de la connaissance de
I'ensemble des couples (k;, n;) vérifiant |3(k;, k; <n;)| = 1. Pour le cas trivial
X (k) = 0 p.s., équivalent a B(k, k) = 0, il suffit de poser égaux a zéro tous
les coefficients pondérant cette variable.

L’Algorithme LDG montre que la relation entre les fonctions R(-,-) et
B(+,-) est plus forte que la bijection usuelle entre deux ensembles de fonctions
au sens de la remarque suivante.

Remarque 1.3.1. La bijection entre (3(-,-) et R(-,-) est de nature temporelle
au sens ot leurs restrictions a [s, ... ,t]%, ¢’est-a-dire les paramétrisations de
la structure de {X(s),...,X(t)}, sont en correspondance biunivoque.

L’extension au cas localement déterminable de I'algorithme de Levinson-
Durbin permet de déterminer une décomposition de Cholesky de l'inverse
(généralisé) de n’importe quelle matrice hermitienne définie non négative. En

effet, rappelons que Ry, = {R(s +4,s+ j)}, —o_ , 5, représente la matrice
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de covariance du vecteur aléatoire [X (s),..., X (¢)]" et notons
el (s;5) X(s)
f :
el(s+1;s X(s+1
gf,t = ( . ) = Af,t ( . ) )
el (t; s) X(t)
ou
1
f
al (1,1 1 0
| v 1w
al(tos,tss) ... al(tesl) 1
et
o/?(s; 5)
« a2 (s+1;s) (0
E{ggtdt } = ( ) ( ) = Eﬁa
) ) (0) .. )
ol?(t; s)

oll * désigne le transposé conjugué. Alors une décomposition d’un inverse
généralisé 7, de la matrice de covariance I%;; est donnée par Ry, =

f A2t f
Agy Yy A

st Asy ol les coefficients des matrices Eﬁ et Af,t sont fournis par
I’algorithme. La matrice diagonale Eﬁf est I'inverse généralisé de Efzt obtenu
en inversant les termes non nuls. Cette décomposition n’est qu'un sous-
produit de I’Algorithme 1.3.1 qui détermine en fait tous les coefficients des
innovations &/ (v;u) et %(u;v), s < u < v < t. Ce procédé, qui permet
d’obtenir une décomposition de Cholesky d’une matrice hermitienne définie
non négative, n’est pas standard mais rejoint celui proposé par Delsarte et

coll. [DEL80] dans le cas non localement déterminable.
La décomposition Eﬁ = Afths,tAfyt*, implique que les déterminants des
matrices I, et Eﬁ sont identiques et par suite

t
det R,y = [[ o/ (k;s),
k=s
ou encore, en termes d’autocorrélations partielles (cf. Proposition 1.2.1)

det R, = [Hﬁ(t,t)] 1T 1:[[1 |8k, k<5 .

k=s k=s+1j=1
Remarquons que dans ’expression de ce déterminant interviennent toutes les
autocorrélations partielles f(u,v), s < u < v < t. Lorsque le processus est



34 CHAPITRE 1. ASPECT TEMPOREL

stationnaire, on retrouve la formule
n

det R,_y = det R, = 50" [] [L =18()P]"" .
j=1

Une matrice symétrique est définie positive si et seulement si le détermi-
nant de certains mineurs principaux est strictement positif (cf. [GAN60] :
théoreme 19, p. 337). Ainsi expression de det R,; et 1’Algorithme LDG
assurent immédiatement la correspondance biunivoque entre R(-,-) et 3(:,*)
dans le cas non localement déterminable. C’est I’approche utilisée par Ram-
sey [RAMT4] pour les processus stationnaires non linéairement singuliers
d’ordre fini. La condition det R,; > 0, pour tout (s,t), n’est pas suffisante
dans le cas localement déterminable. Il est alors nécessaire d’exhiber un pro-
cessus X () admettant la fonction R(-,-), associée a (-, -) par I’Algorithme
LDG, comme fonction d’autocovariance. C’est le role du procédé construc-
tif que donne la Proposition 1.2.2. La démonstration de Ramsey [RAMT4],
pour le cas stationnaire, invoque également le processus linéairement sin-
gulier, mais comporte une légere erreur dans la preuve de la condition suffi-
sante. Par ailleurs celle de la condition nécessaire, qui utilise I’expression des
déterminants, ne s’étend pas au cas non stationnaire.

Notons enfin que cet algorithme permet de tester facilement la positivité
d’une matrice R,; donnée et de décrire I’ensemble des fonctions définies non
négatives R(-,-) qui étendent cette série de valeurs. Pour la classe des pro-
cessus périodiquement corrélés (cf. section 3.1), cet algorithme coincide avec
celui proposé par Sakai [SAK83] dans le cas non localement déterminable et
étendu par Pham [PHA92] a la situation générale.

1.4 Modeles autorégressifs

Dans cette section, nous proposons une définition du modele autoré-
gressif liée a I’approche en termes d’autocorrélations partielles. C’est-a-dire
que nous faisons en sorte que, comme dans le cas stationnaire, cette classe
de processus soit facilement caractérisée par la fonction [3(-,-). Cependant

)
la non-stationnarité entraine la perte de certaines propriétés. Nous rap-
pelons ci-apres quelques points remarquables du cas stationnaire pour justi-
fier I’approche retenue dans le cas non stationnaire.

En toute généralité, on peut dire qu'un processus X (-) est autorégressif
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d’ordre p lorsqu’il satisfait une équation aux différences stochastique,
P
Y ak)X(tek)=21), teZ, a0)=1, a(p)#0, (1.10)
k=0
dans laquelle £(+) est un bruit blanc de variance 2. Soit F' la mesure spectrale
d’un processus stationnaire satisfaisant (1.10), alors on a nécessairement

~9
O, ~b/ —ily|2
%d)\ = ‘W (e )‘ dF (M),

ou ¢(z) = YF_ a(k)z*. Lorsque ¢(-) posséde des racines de module 1,
la variance 62 doit étre nulle. Le processus est alors linéairement singulier
d’ordre d < p et satisfait
d

Y ak)X(tek)=0, teZZ, a0)=1, a(d)#0,

k=0
avec p%(z) = [[¢_,(142/2), les racines simples 2, étant prises parmi celles de
@°() qui sont de module 1. Notons que ces racines caractérisent uniquement
le support de F(-) qui comporte exactement d fréquences distinctes modulo
21, Mg, k=1, ..., d, définies par 7, = e M. Dans le cas contraire, la solution
est unique et sa mesure spectrale, qui est absolument continue, admet la
densité
52

fO) =32 @™

Ainsi I’équation (1.10) admet toujours une solution stationnaire, avec 52 = ()
lorsque @°(+) possede des racines situées sur le cercle unité. Par ailleurs soit
X (+) une solution de (1.10) stationnaire, alors ce processus admet une autre
représentation du méme ordre :
P
Y ak)X(tek)=ce(t), teZZ, a0)=1, a(p)#0, (1.11)
k=0
ou £(+) est le processus d’innovation. Notons que ce résultat est immédiat
lorsque X (-) est linéairement singulier puisque dans ce cas ¢(t) = 0, pour
tout t. Sinon les coefficients de I’équation (1.11) sont obtenus de la fagon
suivante. Le polynome @°(-) est modifié afin qu’il ne posséde plus de racine
a l'intérieur du disque unité sans changer la densité f(-). En effet soit o une
racine de ¢°(-) située a I'intérieur du disque. Alors le polynome
1oz |
- Qézw”@),

admet 1/& comme racine a la place de a. L'égalité |a < z| = |1 <az| sur



36 CHAPITRE 1. ASPECT TEMPOREL

|z = 1, implique que

1 saz
z
1 @ézgp ()

= o] [¢"(2)], |zl =1.

Ainsi en effectuant cette modification pour chaque racine située a l'intérieur

du disque, on obtient
o2

\) = Z& | pb(e—ir —2
FO) = Z e ™),
o ¢'(z) = YF_,a(k)z* est un polynéme dont toutes les racines sont a

I'extérieur du disque et o2 est la variance ¢ multipliée par le produit des
carrés des modules des racines de @°(-) situées a l'intérieur. Le processus
X (+) satisfait alors I’équation (1.11) caractérisée par ©°(z) # 0 pour |z| < 1.
Notons que dans ce cas, le polynome ¢/ (2) = 22¢"(1/2) est dit stable. Nous
montrons ci-apres que £(-) dans (1.11) est alors le processus d’innovation.
Dans le cas olt ¢’(z) # 0 pour |z| < 1, le développement de Laurent de

'inverse de ¢(+) est unilatéral,

@bl(z) =Y bk, b(0) =1,

et conduit a

X(t) = +ifb(k)g(t ek), teZz,

qui avec (1.11), donne le résultat. Les modeles autorégressifs stationnaires
d’ordre p (AR(p)) peuvent donc étre définis a partir de I’équation (1.11) en
imposant que £(-) soit le processus d’innovation. Pour assurer I'unicité de
cette représentation, nous imposons aussi que l’équation soit d’ordre mini-
mal quand 2 = 0. L’existence d'une solution est assurée lorsque le polynome
¢/ (+) est stable si o2 > 0, ou sinon posséde p racines distinctes sur le cer-
cle unité. Remarquons que pour un processus AR(p) stationnaire, les com-
posantes purement indéterminable et déterminable ne peuvent cohabiter dans
la décomposition de Wold-Cramér.

Les autocorrélations partielles 3(0), ... , 5(p), constituent une paramétri-
sation du modele AR(p). De plus un processus stationnaire est AR(p) si et
seulement si sa fonction d’autocorrélation partielle satisfait

0< 8| <1,  B(k)=0, k>p
Notons que pour montrer que la condition est nécessaire, a partir de I’équation
aux différences stochastique, il est important que le bruit blanc soit le pro-
cessus d’'innovation. En effet lorsque o > 0, on a 3(k) = 0 pour k > p si et
seulement si pour tout ¢ 'innovation &/ (¢; s + 1) est orthogonale & £°(s;t <1)
et donc a X(s) pour s < t <p. Par ailleurs supposons que X (-) satisfasse
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une équation de la forme (1.10), alors

ef(t; s+ 1) = &(t) @Ex(t;s + 1),
ou £x(t; s + 1) désigne la projection de £(t) sur M(s+ 1;t<1). Ainsi la non
corrélation entre £(t) <£x(t;s + 1) et X(s) pour tout s < t <p, équivaut
a £(t) ©Ex(t; eo0) € M(t <p;t). Ce résultat est évident lorsque £(+) est le
processus d’innovation mais ne ’est plus en toute généralité.

Dans le cas ot 02 > 0, les parametres {a(1),...,a(p);c?} caractérisent
la structure au second ordre du processus X (-) mais sont clairement moins
faciles a identifier par rapport aux coefficients {3(0),...,3(p)}. De plus
I’algorithme de Levinson-Durbin permet de faire le lien entre ces deux paramé-
trisations. Dans le cas stationnaire, les coefficients des innovations partielles
dans le sens rétrograde sont les conjugués de ceux du sens progressif et
les variances résiduelles sont identiques dans les deux sens. Les équations
(1.6), (1.7), (1.8) et (1.9) de I’Algorithme LDG se réduisent alors a : pour
n=1,...,pa(n,n) =<f(n) et pour k =1,... ,nsl,

a(n, k) =a(n &1, k) ©4(n)a(n <1, n <k).

Les coefficients a(k), k = 1,...,p, du modele sont donnés par a(p, k) et la

variance o2 par 3(0) [[4_,[1<|8(k)|?]. Réciproquement, partant des parame-

tres {a(1),...,a(p);0?}, les équations ci-dessus peuvent étre inversées pour

déterminer les autocorrélations partielles associées. On a pour k =1,...,p,

a(p, k) = a(k) et 3(p) = <a(p,p) puis pour n =p,...,2:

a(n, k) + B(n)a(n,n <k)
1&[p(n)["

fnel) = <a(nelnel).

La variance du processus est donnée par 3(0) = o2/ [[0_,[1 <|8(k)[*]. En

particulier, ceci permet de tester facilement s’il existe une solution AR(p)

pour un jeu de parametres {a(1),...,a(p);o?} donné.

alnelk) = , 1<k<n

Une fagon naturelle pour étendre la définition des modeles AR(p) au cas
non stationnaire serait de considérer la représentation (1.10) en faisant dépen-
dre du temps les coefficients ainsi que la variance du bruit blanc. Cependant
le probleme de 'existence d’une solution est un point délicat. En effet, une
approche dans le domaine spectral est clairement impossible. Dans le do-
maine temporel, on peut citer les travaux de Hallin et coll. [HALT7] basés
sur la théorie des équations aux différences linéaires (cf. [MIL68]). Ils don-
nent des conditions suffisantes d’existence d’une solution, qui s’expriment a
travers ’ensemble des filtres et non séparément sur chacun d’eux. De plus
lorsque la solution existe, elle est purement indéterminable et £(-) est alors
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le processus d’innovation. Par ailleurs, il n’est pas évident qu'une solution
de I'analogue de ’équation (1.10), lorsqu’elle existe, satisfasse I’analogue de
(1.11). Comme nous 'avons vu pour le cas stationnaire, il faudrait montrer
que £(t), privé de sa projection sur ’ensemble M (<00;t < 1), appartient a
M(t<p; t<l). Néanmoins, afin de conserver la caractérisation de ces modeles
par la fonction d’autocorrélation partielle, nous proposons de définir, dans le
cas non stationnaire, les modeles AR(p) de la facon suivante.

Définition 1.4.1. Un processus X (-) est dit autorégressif d’ordre p, noté
AR(p), si pour tout t € ZZ, il existe des constantes a;(k), k =1,...,p telles
que

P

D a(k)X(t k) =2(t), a0) =1, (1.12)

k=0
ot £(-) est le processus d’innovation, p étant le plus petit entier pour lequel
ces relations sont satisfaites.

Notons que nous n’'imposons pas la condition trop restrictive a;(p) # 0,
pour tout ¢. D’autre part, pour que £(-) soit le processus d’innovation dans
(1.12), il est nécessaire et suffisant que (-) = {e(t),t € ZZ} soit une suite
de variables aléatoires centrées non corrélées entre elles, telle que pour tout
t € ZZ, (t) soit non corrélé avec X(s), s < t. De plus, la variance o?(t)
pouvant s’annuler, le processus peut présenter des singularités d’ordre fini.

La fonction (-, -) caractérise de fagon simple les modeles AR(p) ainsi définis.

Proposition 1.4.1. Un processus X (-) est autorégressif d’ordre p si et seule-
ment si sa fonction d’autocorrélation partielle B(-,-) satisfait

Bt t<k)=0, VteZ, Yk > p; It e ZZ, [(t,t <p) #0.

Démonstration.- Si X(-) est AR(p), le processus &(-) dans (1.12) est le
processus d’innovation. Alors e/ (t;t <n) = &/ (t;t ©p) = £(t) pour n > p et
I’égalité des variances

n

o’ (t;ten) = B(t,t) H (1|8t t <k)|’]

= B(t,t) [[ [1 <8¢t <k)P] = ot t <p),
k=1
montre que (¢, t<k) = 0 pour k > p. En effet cela est évident si o/2(; t&<p) >
0. Sinon cette variance est nulle parce que §(¢,t) = 0 ou parce qu’il existe
k < p tel que |B(t,t < k)| = 1. Les conventions adoptées font que, dans ces
deux situations, 3(t,t < j) sera nul pour j > p. Soit maintenant p le plus
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grand entier k inférieur ou égal a p pour lequel on ait 3(t,t <k) # 0 lorsque
t parcourt ZZ. Alors X (-) satisfait (1.12) avec p = p et £(t) = £/ (t;t &p),
t € ZZ. Ceci montre que p = p, par définition de 'ordre du modele, et que
Pexistence de t € Z7Z tel que ((t,t <p) # 0 est satisfaite. D’autre part ces
derniers points établissent clairement la condition suffisante de la proposi-
tion. <

La classe des processus autorégressifs ainsi définie est tres large. La
Proposition 1.2.2 assure I’existence d’un processus X (-) associé a chaque élé-
ment de Dy satisfaisant les contraintes de la Proposition 1.4.1 et I'unicité de
sa structure est garantie puisqu’elle est caractérisée par 3(-,-). L’Algorith-
me LDG fournit les parametres de la représentation (1.12) dont l'unicité
(dans le cas localement déterminable) peut toujours étre obtenue moyennant
certaines conventions (cf. section 1.3). Cependant nous ne sommes pas en
mesure de décrire les contraintes sur les coefficients a4 (k),t € ZZ, k =1,...,p
et sur les variances résiduelles 02(t), t € ZZ, pour garantir |'existence au sec-
ond ordre d’un processus satisfaisant la représentation (1.12). D’autre part,
contrairement au cas stationnaire, les parametres {a,(k),k =1,... ,p; o2(¢)},
t € ZZ, ne caractérisent pas la structure du processus X (-) dans le cas non
localement déterminable. Soit X (t) = U(t) + V (¢), t € ZZ, la décomposition
de Wold-Cramér de X(-), alors le processus purement indéterminable U(-)
satisfait la méme représentation que X(+),

p
Y a(k)U(t ek)==(t), teZZ, a0)=1,
k=0

avec les mémes coefficients a;(k), k = 1,... ,p, et les mémes variances o>(t),

t € ZZ. 1l en est de méme pour V(+), mais dans ce cas o2(t) est identiquement
nul. La fonction d’autocorrélation partielle 3y (-, -) associée a U(+) est évidem-
ment différente de celle de X (), sauf lorsque V'(-) n’existe pas. Si ’on exclut
les singularités d’ordre fini (|3(t, s)| # 1, t # s et 3(t,t) # 0), les parametres
du modele autorégressif sont uniques et sont donnés par 1’Algorithme LDG.
IIs sont donc identiques pour X () et U(-). En effet, considérons par exemple
le modele
X(t)+aX(t 1) =e(t),

oll la constante a est telle que |a| < 1 et o2(t) = 1, pour tout t € ZZ. Alors
le processus stationnaire U(-), dont la structure est donnée par [y (0) =
1/(1 &a?), Bu(l) = <a, Bu(k) = 0, k > 1, satisfait Péquation ci-dessus.
D’autre part soit X (-), le processus défini par

Xt)=U@)+V(t), teZ,

ou V(-) est un processus non nul, non corrélé avec U(-) et de fonction
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d’autocovariance Ry (-,-) telle que
Ry(t,t) = d’Ry(t&1,te1),
Ry(t,t k) = <«aRy(telt<k), k>1.

Alors la fonction d’autocovariance du processus X (-) satisfait,

1
Rx(t,t) = 1©a2+RV(t,t),

Rx(t,t k) = <«aRx(tel,t<k), k>1.
L’Algorithme LDG conduit a
1

t,t
Bx(t,1) 1 <a?

1 1
— + Ry(t &l t 1))
Be(t,t 1) = <a =+ A ) -
[+ + a?Ry(t &1,t ©1)]?

1—a?

Bx(t,t <k) =0, k> 1.

+ Ry (t, 1),

Il est clair que pour tout t € ZZ, |Bx(t,t <1)| < 1 puisque |a| < 1. Ainsi le
processus X (-) ne présente pas de singularités d’ordre fini. D’apres la Propo-
sition 1.4.1, il est autorégressif d’ordre 1, et les parametres de la représenta-
tion (1.12), qui sont uniques, sont déterminés par

a (k) =al(1,1) = a,
ol(t) = [ &|Bx(t, t ©1)"] Bx(t,t) = L.

Les deux processus X (-) et U(-) admettent la méme représentation AR(1)
mais leurs structures au second ordre sont bien différentes puisque V'(-) n’est
pas identiquement nul. Remarquons que, pour cet exemple, I’approche de
[HAL77] conduit a la solution stationnaire alors que, comme nous venons de
le montrer, on peut envisager d’autres solutions.

Une facon naturelle d’introduire les processus autorégressifs dans le cas
non stationnaire est de se restreindre a ceux définis pour ¢t > 0. Dans ce cas
on obtient une définition constructive de X () en se donnant une condition
initiale {X(0),...,X(p 1)}, un bruit blanc {(¢),t > p} qui lui soit non
corrélé, et un jeu de filtres {a:(k), k = 1,... ,ph>p, quelconque. La paramétri-
sation comprend la structure de la condition initiale, le jeu de filtres et les
variances o2(t), t > p. Le probleme de existence ne se pose plus et I’étude
des parametres est simplifiée.



Chapitre 2

Aspect spectral

L’analyse temps-fréquence, ou temps-échelle, constitue un domaine d’étu-
de tres actuel, en particulier grace au développement de 'outil “ondelettes”.
On trouvera une présentation tres complete du sujet dans 'ouvrage de Flan-
drin [FLA93]. Cependant l’accent est mis sur la représentation du signal,
le plus souvent déterministe et en temps continu. Nous nous placons ici
dans ’objectif de décrire la structure de covariance d’un processus aléatoire a
temps discret. Le spectre évolutif instantané que nous introduisons est direc-
tement associé a la fonction d’autocorrélation partielle décrite précédemment.
La notion n’est donc pas transposable au temps continu car ’autocorrélation
partielle n’est pas définie dans ce cas. Par ailleurs aucune représentation du
processus n’a été jusqu’ici associée a ce nouveau spectre. Notre approche se
situe dans le droit fil de ’article de Loynes [LOYG68] sur la conception d'un
spectre pour les processus non stationnaires. Le spectre que nous proposons
est comparable & ceux de Mélard [MEL78] et de Grenier [GRE84] bien que
ces derniers soient plus directement reliés a la description temporelle du pro-
cessus plutot qu’a celle de sa structure au second ordre.

Le spectre évolutif instantané est défini dans la premiere section. Il est en-
suite analysé a travers les propriétés souhaitées par Loynes. Les comparaisons
avec les spectres de Mélard et Grenier font l'objet des sections 3 et 4. Enfin,
dans la derniere section, le comportement du spectre évolutif instantané est
illustré par quelques exemples notamment dans le cas de la discrétisation du
mouvement Brownien et pour les “chirps linéaires”.

2.1 Spectre évolutif instantané

Dans le cas stationnaire, la correspondance biunivoque entre la fonction
d’autovariance R(-) et la mesure spectrale dF' est gérée par la transformée
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de Fourier : -
Rwy=/<%MF@% ke 7z,

tn o _iuk —iXk
e "M e
F(\) &F = lim —R(k

en tous points de continuité A et u de la fonction de répartition F' associée a
dF.

A ce titre R() est une fonction de type positif, ce qui induit un ensemble
de contraintes entre les différentes valeurs R(k), k € ZZ, difficile a controler.
C’est la raison pour laquelle la fonction d’autocorrélation partielle 3(-) est
plus attractive. En effet 3(-) possede comme R(-) la symétrie hermitienne,
B(k) = B(<k), k € ZZ, et doit satisfaire 'une des deux conditions suivantes :

(i) [B(k)| <1, ke N7,
(ii) |B(k)| <1, 1<k <d, |B(d)| =1, B(k) =0, k > d.

La correspondance entre 3(-) et R(-) est assurée par l’algorithme de Levinson-
Durbin et permet de remonter a la mesure spectrale par la formule d’inversion
ci-dessus. Les relations directes entre ((-) et dF' sont moins classiques, elles
sont liées a la théorie des polynomes orthogonaux sur le cercles unité (cf.
[GERG60]). Introduisons l'espace L£*{[<m, 7], dF'} constitué des fonctions &
valeurs complexes et de carré intégrable par rapport a la mesure dF. Alors
cet espace, muni du produit hermitien,

(60 = [ SOTTAF (N,

est ’espace de Hilbert engendré par {em’\, ne i } . L’orthogonalisation de
la suite {¢™ n e IN} dans £?{[&r, 7],dF}, selon le procédé de Gram-
Schmidt, définit un systeme de polynomes orthogonaux {gorfl(e””‘), n € IN }
appelés polynémes de Szegd de premiere espece. L’espace L2 {[&, 7], dF'}
étant isométrique & M par I'application J{e?™} = X(n), on a &/(n;0) =
TJ{ol ()} et par suite

ol (2) = Za(n, k)z"F  ne€IN.

k=0
Dans le sens rétrograde, on obtient £°(0;n) = J{%(e*)}, on ¢’ est le
polynome réciproque de ¢/ :
n —_
b (2) = Za(n, k)" = 2"l (

k=0

).

[SE
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Le systeme orthogonal {¢{,n € IN} est donc caractérisé en fonction de 3(-)
par la double récurrence, déduite de celle des innovations partielles,

05 (2) = ph(2) = 1,

Pl(D) = 2e () B 1), o
b b f n € .
@n(z) - gpnfl(z) <:}ﬁ(n)z@nfl(z)a
Les coefficients $(n), n > 1, sont ainsi associés a dF, la variance [3(0) étant

égale & la mesure, selon dF, de [<rr, 7]. La correspondance inverse est basée
sur la transformation qui a la mesure dF' associe la fonction Carathéodory :

T e 4
G(z) :/ Y <:>zdF()\)’ |z] < 1.

En tout point de continuité A de la fonction de répartition F, on a

A
F(\) = lirfl_ R {G(re)} do,

ou R{G(z)} désigne la partie réelle de G(z). Par ailleurs la fonction de
Carathéodory est donnée, en fonction de 3(-), par

b
G(z) = 5(0) tim_ 1)
n—-+o0 ()
ol {pf(e™*),n € IN'} sont les polynomes associés & la séquence {&5(n),n €
Apres ce rappel sur le cas stationnaire, nous sommes maintenant en
mesure de proposer une définition du spectre pour le cas non stationnaire.
L’idée est de décrire a chaque instant ¢ la dépendance entre X (¢) et son
passé {X(t<k),k > 1}, préservant ainsi I'aspect causal, sous forme “sta-
tionnaire”. En considérant la fonction d’autocovariance R(t, s), il est naturel
de retenir la variance de X (t), R,(0) = R(t,t), et les correlatlons avec le
passé en posant R, (k) = R(t,t <k)R.(0 /\/Rt Rt (0), & > 1. Cependant
la fonction R,(-) ainsi obtenue n’est pas necessalrement de type positif. La
meéme démarche conduite sur la fonction d’autocorrélation partielle 3(t, s)
permet d’aboutir sans difficultés. En effet il suffit de remplacer, dans la dé-
marche précédente, la corrélation entre X (t) et X (¢ <k) par la corrélation
partielle entre ces mémes variables.

2] < 1,

Définition 2.1.1. Soit 3(-,-) la fonction d’autocorrélation partielle d’un pro-
cessus X (). On appelle spectre évolutif instantané de ce processus, la suite
{dF,,t € ZZ} de mesures sur [&m, | ot, pour t fizé, dF; est la mesure spec-
trale associée a la fonction d’autocorrélation partielle 3,(-) définie par,

Bi(k) = (k) = B(t,t k), k>0,
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Il est en effet immédiat de constater que les fonctions (;(-) ainsi as-
sociées a tout élément de Dy constituent effectivement une suite de fonc-
tions d’autocorrélation partielle de processus stationnaires au second or-
dre. Lorsque [(-,-) présente une singularité d’ordre fini, §(¢,¢) = 0 ou
|6(t,s)] = 1, la forme du domaine Dy montre que les mesures composant
le spectre seront liées entre elles et ce de facon non descriptible en termes de
mesures. En effet on ne sait pas caractériser ’ensemble des mesures dont la
fonction d’autocorrélation partielle présente un ou plusieurs zéros isolés. Par
contre, si on exclut ce type de singularité, le spectre évolutif instantané peut
étre constitué de n’'importe quelle suite de mesures {dF},t € ZZ} non nulles
et de support non fini.

Il est évident que deux fonctions d’autocorrélation partielle différentes
définissent des spectres évolutifs instantanés différents. La donnée du spec-
tre évolutif instantané d’un processus non stationnaire détermine donc sa
fonction d’autocorrélation partielle et d’apres la section 1.2, sa structure au
second ordre.

On aurait pu définir le spectre évolutif de X(-) a partir de 3(t,t + k),
k > 0, ce qui ne donnerait pas les mémes résultats, mais il est plus réaliste
de le définir de fagon progressive, c’est-a-dire causale, plutot que rétrograde.

Dans la suite de ce chapitre, lorsque nous considérons plusieurs processus,
nous indexons leurs attributs (innovation, fonction d’autocorrélation par-
tielle, etc.) par la lettre qui les désigne.

2.2 Propriétés du spectre évolutif instantané

Dans [LOY68], auteur propose deux listes de propriétés souhaitables
pour un spectre qui dépend du temps, la premiere (Al & A8) est plutot
de nature physique alors que la seconde (Bl a B12) est plutot de nature
mathématique. A partir de ces deux listes, nous présentons les propriétés
du spectre évolutif instantané. Chacune d’entre elles sera suivie de sa ou ses
références dans la classification de Loynes.

La premiere propriété est une simple conséquence de la définition du
spectre.

Propriété 2.2.1. Le spectre évolutif instantané est une fonction réelle et
positive du temps et de la fréquence (Loynes : A1, B1, BS).

En toute rigueur notre spectre est défini par une famille de mesures. Lorsque
celles-ci sont absolument continues, le spectre s’identifie a la famille { f;(\) =
dFy(N\)/d\,t € ZZ} des densités correspondantes. La propriété suivante re-
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joint le commentaire qui suit la définition du spectre puisque §(-,-) et R(:,-)
sont en correspondance biunivoque.

Propriété 2.2.2. Le spectre évolutif instantané est en bijection avec la co-
variance du processus (Loynes : A4, BJ).

La relation Var {X(t)} = 5,(0) = [*_dF,()\) donne :

Propriété 2.2.3. Le spectre évolutif instantané représente une distribution
de énergie relativement a la fréquence (Loynes : A2).

Pour t fixé, la mesure dF; est la transformée de Fourier de la fonction
d’autocovariance d’un processus stationnaire qui admet ;(-) comme fonction
d’autocorrélation partielle.

Propriété 2.2.4. Le spectre s’obtient comme la transformée de Fourier d’une
“quantité apparemment sensée” (Loynes : A8).

Le processus X (-) est stationnaire au second ordre si et seulement si 3(, s)
ne dépend que de (t <s). Dans ce cas (;(-), qui ne dépend plus de ¢, est la
fonction d’autocorrélation partielle de X ().

Propriété 2.2.5. Si X (-) est un processus stationnaire, son spectre se rame-
ne au spectre ordinaire (Loynes : A5, B5).

Loynes souhaitait que le spectre d'un processus constitué d’une succession
de parties stationnaires soit la succession des spectres stationnaires (Loynes :
A6, B6) tout en soulignant I'impossibilité de réaliser de facon exacte une telle
condition. Par contre on devrait retrouver les spectres de facon approxima-
tive. Pour un processus stationnaire X (-), de fonction d’autocorrélation par-
tielle 3(+), on désigne par AR(< n) le modele autorégressif d’ordre au plus n
caractérisé par {4(0),...,5(n)} et on note dF,, sa mesure spectrale. On sait
que le modele AR(< n) constitue une bonne approximation de la structure
de X(+). En particulier dF,, et dF coincident lorsque X (-) est singulier d’ordre
d avec d < n ou autorégressif d’ordre p avec p < n. On trouve dans [GER60]
les diverses propriétés de convergence des mesures dF),, vers la mesure dF
de X (+). Lorsque 3(-) est dans ¢!, les mesures sont absolument continues et
il y a convergence uniforme des densités spectrales f,(\) = dF,,(\)/d\ vers
f(A) = dF(\)/dA. La vitesse de convergence dépend de celle avec laquelle
B(+) tend vers zéro (cf. [GER60] : Théoreme 8.5, p. 139),

T LeB®] _ fN) oy [+ 18R]
I msmrsno s U meper

k=n-+1 =n+1
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Les bornes inférieures (resp. supérieures) étant atteintes en A = 0 lorsque
B(+) est réel constamment négatif (resp. positif), cet encadrement ne peut
etre amélioré. Si F' est absolument continue au voisinage de Ay et que sa
densité, nulle en Ay, satisfait

|f()‘0+h)+f()‘0 <:>h’)| Schaa Oé>0,
alors f, vérifie (cf. [GER60] : Théoréme 4.12, p. 61),
lim_inf fi(\) = f(Ao) = 0.

n—-+o0o

Lorsque F' présente une masse en X\, on a lim f,(Ag) = +00o et la masse
n—-+00

en \g est donnée par (cf. [GERG0], p. 188),

F(X\) =27 [Z fn(l)\o)] :

Proposition 2.2.1. Soit X () un processus constitué d’une succession de
parties stationnaires,
X(t) sit<0
X(t) = .,
*) { XO@) sit>0"

ott XM() et XP(-) sont deuz processus stationnaires non corrélés. Alors

on a
dFY gt <0

dFX =
' {dﬁﬂsu>o’

ott dF) est la mesure spectrale de X(V(-) et ou dFt(z) désigne la mesure
spectrale du modele AR(< t) sous-jacent a X @) (+).

Démonstration.- Pour ¢ < 0 on a 3 (-) = 3((-) et pour ¢ > 0,
@(n) si0o<n<t
5wy =1 W sosn<t
0 sin>t
Ces égalités sont évidentes pour ¢t < 0 et pour 0 < n < t. Pour n > t > 0,
il est facile de vérifier que el (t;t ©n +1) = 5§((1)(t; 1) et b (t ont 1) =
8117\,(2) (t <n;0). Ces variables étant non corrélées, le résultat est acquis.

Les propriétés suivantes établissent comment certaines transformations
sur le processus X (-) se transposent sur le spectre.

Propriété 2.2.6. Un décalage en temps du processus se répercute sur le

spectre évolutif instantané sous forme d’un décalage temporel de méme durée
(Loynes : B10) :

Y(t) = X(t+ h) = dF)(\) = dF, ().
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L'égalité 5Y (t,t ©k) = 8X(t + h,t + h &k), justifie ce résultat.

Propriété 2.2.7. Une modulation du processus par une exponentielle com-
pleze de pulsation Ay décale le spectre d’une quantité \g :

Y(t) = X(t)e ™ = dF)Y (\) = dFX (A + o),

ot l'argument est exprimé modulo 2 (Loynes : BY9).

Démonstration.- Les relations entre les erreurs,

Lt on+1) =e Ml (it on+1)

) >1
e (t ont 1) = e MUl (t onit 1) =4

montrent que () (n) = e “*"3X(n), n > 0. On en déduit, par récurrence, les
relations entre les polynomes de Szego correspondants ainsi que 1’égalité de
leurs normes :

Py (€10 = (e

GO =) Lz,
oy (n) = ox(n)
ol I’'on omet 'indice ¢ pour ne pas alourdir les notations. L’égalité des normes
permet de regrouper les caractérisations des mesures,

m J— m - @
X, XT(.i > NG
/ ol (€om! (eMdF () = / o (€M) o (€M)dF) (N)
—r —m
= ¢{?(n) si n. = m, 0 sinon.

En utilisant les relations entre les polynomes, on obtient :

/ (anf(eiA)(p;\;f(ei/\)dFtX()\) _ / eiko(nfm)(pzf(ei(kfko))(P%f(ei(x\—/\o))dFtX()\)

T—Ao [

- / oY (M oud (@N)dFX (A + Ao)

—mT—Ap

- / oL (o (@N)dE) (V).

On a éliminé le terme e**°(»~™) car I'intégrale est nulle lorsque m est différent
de n. La derniere égalité, considérée pour tous les couples (n, m), équivaut a
la relation annoncée entre les deux mesures.

Propriété 2.2.8. L’effet de la conjugaison et le cas réel se traduisent par
(Loynes : B11 c et d) :

(i) Vte Z,Y(t) = X(t) = Vt € ZZ, dFY (\) = dFX (&))
(ii) Vt € ZZ, X(t) € IR = Vt € ZZ, dF*(\) = dFX(&)).
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Démonstration.- Lorsque Y (-) = X(-), on a 37(-) = 3X(:). Les relations
entre les polynomes sont obtenues par récurrence et les normes sont égales :
2 (2) = en’ (2)
on'(Z) =ppb(z) » n20.
oy(n) = 0% (n)
Dans ce cas la caractérisation des mesures, compte tenu de 1’égalité des
normes, conduit a

™ ™

| AN ATENE @) = [ o AT 0,
-7 -7

pour tous les couples (n,m). Ceci prouve 'assertion (i). Le cas réel (ii) est

une conséquence de (i) mais s’obtient immédiatement en remarquant que

BX(+) est réel, ce qui équivaut a la symétrie de dF*.

Les assertions a) et b) de la Propriété B11l considérée par Loynes sont
liées au retournement du temps. Elle ne sont pas satisfaites ici, sauf dans des
situations tres particulieres. Elles sont équivalentes, en vertu du point (i) de
la Propriété 2.2.8, a

(a) Ve Z2, V(1) =

X(&t) =Vt e ZZ, dFY (\) = dFX (),
(b) Vte ZZ, Y (t) = X(

&t) =Vt e ZZ, dFY (\) = dF~(&)).

La définition de Y (-) dans (a) se traduit par 8} (k) = 62, (k) pour tout t €
Z7Z et tout k > 0. La condition dFY (\) = dFX()\) équivaut a 3) (k) = 8%,(k),
k > 0. Ces propriétés seront donc satisfaites si et seulement si 5 (k) =
B (k) pour tout t € ZZ et tout k > 0. C’est vrai en particulier dans le cas
stationnaire.

Enfin nous terminons ce paragraphe en commentant deux propriétés qui
ne sont pas du tout en phase avec le spectre que nous avons proposeé :

(i) Le spectre est une transformation linéaire de la covariance (Loynes :
B2).

(ii) Le spectre d’un processus transformé linéairement doit se déduire, de
facon simple, de celui du processus original (Loynes : A3, B3).

Ces propriétés concernent des opérations sur les processus qui se traduisent
facilement en termes de fonctions d’autocovariance. On pense a la somme de
deux processus non corrélés dans le cas (i) ou aux opérations de filtrage dans
le cas (ii). Il est facile de se convaincre, a 1’aide d’exemples simples, que les
effets sur le spectre évolutif instantané sont immédiatement tres complexes.
Le seul point positif est qu’ils sont “calculables” puisque le spectre est en
bijection avec la fonction d’autocovariance.
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Pour étre complet, il faudrait évoquer que le spectre dépend continuement
de la covariance (loynes : B12) et considérer le probléme de son estimation
(loynes : A7, B7). Le premier point demande de préciser le type de continuité,
mais ne devrait pas présenter de difficulté compte tenu des relations tres
claires entre R(-,-) et ((-,-) d’une part et entre (;(-) et dF; d’autre part. En
ce qui concerne ’estimation, il est clair que le probleme n’a de sens que pour
des classes bien particulieres de processus non stationnaires dans la mesure
ou I'on observe qu’une seule trajectoire, méme sur un temps infini.

2.3 Comparaison avec le spectre évolutif

Dans [MEL78], apres avoir introduit le spectre évolutif, auteur présente
les propriétés que ce spectre satisfait parmi celles établies par Loynes. Nous
proposons de rappeler la démarche qui conduit a définir ce spectre et de le
comparer au spectre évolutif instantané a travers les propriétés de Loynes.
Notons que ce spectre a également été introduit de facon différente par
Tjostheim [T1076].

Considérons un processus X (-) purement indéterminable. Alors la décom-
position de Wold-Cramér de ce processus (cf. Théoreme 1.2.1) exprime, pour
tout ¢, le développement de X (t) dans la base orthonormée de M (<o0;t)
constituée par les innovations normées n(u) # 0, u < ¢ :

X(t) = Y hit,t <)t <)), (2.1)

(h(t,t <37) = b(t,t ©j)o-(t &7)). On pose h(t,t <j) = 0 lorsque 7(t <
7) = 0 afin de rendre cette décomposition unique. Le processus X (-) admet
alors la décomposition de Karhunen sur I'espace de Lebesgue ([<r, 7], B, d))
suivante :

X0 = [ e,

ot ¢hy(XN) = (2m) M2 Y h(t, t <)) et £(-) est un processus indexé sur
[em, m], & accroissement orthogonaux, continu & droite en moyenne quadra-
tique, de mesure associée la mesure de Lebesgue, c’est-a-dire telle que

E{lew scoNEm =t} = [ i

lvsp] O]’ ]
pour tout v < p et ' < p' dans [&m, 7]. Une telle représentation est ana-
logue a la représentation spectrale d’un processus stationnaire. La double
orthogonalité n’est pas conservée car les exponentielles, comme fonctions de
décomposition, sont remplacée par ,(\). La représentation de la fonction
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d’autocovariance, qui se déduit de celle du processus, est de la forme :
R(t,s) = / Pi(N) s (A)dA.

Le spectre évolutif f;(\) est alors défini de la facon suivante :
2

£ = [ = 5=

> h(t teg)e ™
§=0

Le spectre évolutif instantané est défini directement a partir de la fonction
d’autocorrélation partielle. L’existence d’une représentation du processus
X (+) liée a ce spectre est un point difficile qui ne sera pas abordé ici.

Soulignons le fait que le spectre évolutif instantané est défini pour n’impor-
te quel processus alors que celui proposé par Mélard ne 1’est que pour les pro-
cessus purement indéterminables. Pour cette classe particuliere de processus,
les propriétés établies par Loynes sont dans I’ensemble vérifiées ou infirmées
simultanément par ces deux spectres. Le spectre évolutif est une fonction
réelle non négative de (¢, \) et coincide avec la densité spectrale lorsque le
processus est stationnaire (Loynes : Al, B8 A5). Il est la transformée de
Fourier d'une “quantité apparemment sensée” et satisfait (Loynes : A8, A2)

Var {X(¢)} = /_ " L)

Les deux spectres se comportent de la méme fagon vis a vis des transfor-
mations élémentaires sur le processus X (-) (Loynes : B9, B10, B11). En
ce qui concerne effet d’un filtrage (Loynes : A3), Mélard [MEL78] obtient
un résultat approché dans une situation tres particuliere. Nous avons déja
souligné la difficulté de ce probleme dans la section précédente, qui d’ailleurs
n’est pas sans rapport avec celui de la représentation du processus.

Une différence importante entre les deux définitions est que, méme res-
treint aux processus purement indéterminables, le spectre évolutif de Mélard
n’est pas en bijection avec la fonction d’autocovariance (Loynes : A4). Plus
précisément, deux structures au second ordre différentes peuvent donner lieu
& un méme spectre évolutif. Reprenons le contre-exemple de [MELTS8] : Soit
un processus X (-) défini par

X(t) = { e(t) ©0.5e(t 1) t#1
0.5e(1) <=(0) t=1"
oue(-) ={e(t),t € ZZ} est un processus constitué de variables aléatoires non
corrélées de variance unité. Alors ce processus est le processus d’innovation
normé et le spectre évolutif est indépendant du temps,

1 —iX|2
fi(\) = > |1<0.5¢ :
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Le processus X (-) présente le méme spectre évolutif que celui du processus
Y'(+) stationnaire M A(1), défini par Y (t) = ¢(t)<0.5¢(t<1). Une conséquence
immédiate de ce contre-exemple est qu'un spectre évolutif indépendant du
temps n’assure pas la stationnarité du processus considéré. Rappelons que
la correspondance entre la classe des spectres évolutifs instantanés et celle
des fonctions d’autocovariance est biunivoque. En particulier, un spectre
évolutif instantané indépendant du temps est équivalent & une fonction j3;(+)
indépendante de £, et donc au fait que le processus considéré est stationnaire.

Le dernier point que nous voulons évoquer concerne les processus station-
naires par morceaux. Soit un processus X () défini par

1 .
xo-{ T 3150

oit X(W(-) et X@)(-) sont deux processus stationnaires. Comme pour le spec-
tre évolutif instantané, la fonction f;(-) coincide avec la densité spectrale du
premier processus lorsque le temps ¢ est négatif. Pour ¢ positif, elle coin-
cide avec la deuxieme densité si les deux processus stationnaires possedent
le méme processus d’innovation normé 7(-). En effet sous cette hypothese,
n(-) est aussi le processus d’innovation du processus X (-) et les coefficients
de la décomposition de Wold-Cramér de X (t), t > 0 (i.e. ceux de la projec-
tion de X (t) sur espace £ {n(s), s < t}) sont ceux du processus stationnaire
X®@)(.). Ceci n’est pas vrai pour le spectre évolutif instantané car en général
Bi(+) n’est pas déterminé par h(t,t <+). Supposons maintenant que les deux
processus stationnaires soient non corrélés. En situation générale il n’existe
pas de résultat analogue a 'approximation AR que nous avons obtenue (cf.
Proposition 2.2.1). De plus si le processus X ?)(-) est autorégressif d’ordre p,
alors pour le spectre de Mélard on retrouve la densité spectrale correspon-
dante au bout d’un temps infini. Ce temps est fini, égal a p + 1, pour le
spectre évolutif instantané.

C’est entre autre pour cette raison que Grenier [GRE84] a voulu améliorer
le spectre de Mélard en proposant un spectre plus instantané, dans le cas
particulier ot les processus considérés peuvent étre représentés par un modele
plus local qu'une moyenne mobile d’ordre infini. Ce spectre, appelé spectre
rationnel, fait 'objet de la section suivante.

2.4 Comparaison avec le spectre rationnel
Dans [GRE84], 'auteur propose trois variantes de spectre rationnel, selon

qu’il considére un modele ARM A(p, ¢), un modele d’état observable ou com-
mandable. II rejette le spectre associé au modele d’état commandable car



52 CHAPITRE 2. ASPECT SPECTRAL

il n’est pas toujours possible de le calculer a partir de la seule connaissance
d’un modele ARM A du processus. C’est pourquoi cette variante ne sera pas
traitée.

Le spectre rationnel est défini pour un processus purement indéterminable
qui admet la représentation ARM A(p, q)
q

D_at )X (tei) = bt it <), (2.2)

dans laquelle 7(-) est le processus d’innovation normé. Cette représentation
est possible si et seulement si il existe deux entiers naturels p et ¢, et p

fonctions a;(t), 7 = 1,...,p tels que les coefficients de la décomposition
(2.1) satisfassent :
min(n,p)

Z aj(t ©j)h(t ©j,t ©n) =0, pour n > ¢, avec ag(t) = 1.

=0
Les parametres b;(t), j =0,... , ¢, sont alors définis par :

min(n,p)
bit)= > ap(t+jekh(t+jek,t).
k=0

Le processus X(-) admet une représentation sous forme d’état observable
équivalente au modele ARM A (2.2). En effet, introduisons le vecteur Y (t) =
{Y;(t),j=1,...,n}, n = max(p,q + 1), défini par Yi(t) = X(¢) et pour
j=2,...,n:

Jj—1 Jj—2
Yi(t) = ap(t+jekel)X(t+jekel)ed b(t+jekel)n(t+)ekel),
k=0 k=0

ol ag(t) =0si k> petbg(t) =0si k> ¢. En remarquant que
Yi(t) = 0;(t S DU 1) + Viaa(t 1) + by (t S Ln(h),

on obtient

ca(tel) 1 (0) bo(t)
Y(t) = @QQ(@I) ) Y(tel) + bl,(t) n(t), (2.3)
: 0 1 :
Sa(te1) 0 ... 0 bn—1(t)

et X(t) =[1,0,...,0]" Y(2).

Ces deux représentations conduisent a deux versions possibles pour le
spectre de Grenier. Pour ¢ fixé, le spectre rationnel p(t, \) du processus X (-)
est défini comme la densité spectrale d’un processus “stationnaire” qui admet
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la représentation ARM A (2.2) ou la forme observable (2.3) :

1 {B(t,z)B(t,z‘l)L:eiA

PN = 5 | At At )

avec

q
aj(t <)z, B(t,z) = bt <)z,

Jj=0 J=0

pour le modele ARM A(p, q) et

NE

A(t,z) =

At z) = Z a;(t e1)277, B(t,z2) = Z bj(t)zfj,

pour la forme observable.

La constante (27)~! n’apparait pas dans la définition originale du spectre
rationnel. Nous I’avons introduite afin d’obtenir une définition cohérente avec
celle de Mélard et celle que nous proposons. Notons que le mot stationnaire
ci-dessus est entre guillemets car pour ¢ fixé, rien ne permet d’affirmer que
les parametres a;(t <j), j =1,... ,pet bj(t j), s =0,...,q, soient ceux
d’un modele ARM A stationnaire. En particulier, le polynome A(t,-) peut
avoir ses racines sur le cercle unité (cf. sous-section 2.5.1).

Nous avons établi & la section 1.4 que le processus X (-) admet une
représentation de la forme (2.2) avec ¢ = 0 si et seulement si pour chaque t,
la fonction f;(-) est nulle au dela de p. Le spectre évolutif instantané d'un
tel processus est donc la mesure spectrale d'un processus stationnaire autoré-
gressif. Mais les parametres a;(t<y), j = 1,... ,p ne sont pas nécessairement
ceux du modele stationnaire comme le montre 1’exemple suivant. Soit X (-)
un processus réel tel que

X(t)+a(t 1) X(t<1) =n(t),
ou 7(-) est le processus d’innovation normé. Sa fonction d’autocovariance
vérifie
R(t,t) =1+ a*(t 1) R(t 1,1 1),

R(t,t 1) = «a(t ©1)R(t ©1,t <1).

L’Algorithme LDG permet de déterminer les premiers coefficients non nuls
de la fonction d’autocorrélation partielle :

B:(0) = 1+ a*(t )Rt e1,te1),

5(1) = ca(t <1)R(t <1t <1) ~
[1+a?(t ©1)R(t <1,t<1)]2
Les parametres du modele AR(1) stationnaire associé a {3;(0), 5;(1)} sont

=
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donnés par

(1) = «B(1) et o, = [1=B/(1)] B(0) = o(t) = 1.

Pour ¢ fixé, le spectre évolutif 1nstantane est la mesure spectrale d'un modele
AR(1) stationnaire de parametres {a;(1);1}. Et les quantités a;(1) et a(t <
1) ne sont pas nécessairement identiques. Pour ce processus particulier, il
n’existe pas de différence entre les deux variantes du spectre rationnel : p(¢, \)
est la densité spectrale d’'un modele AR(1) de parametres {a(t <1);1}. Dans
le cas ot ay(1) # a(t <1), le spectre rationnel et celui que nous proposons
sont distincts.

D’autre part, notons que le spectre évolutif instantané d’un processus qui
admet une représentation de la forme (2.2) avec p = 0, ne s’identifie pas
nécessairement a la mesure spectrale d’'un modele moyenne-mobile du méme
ordre. En effet, considérons un processus X (-) réel non stationnaire tel que

X () = n(t) + bt S1)n(t 1),

ou n(-) = {n(t),t € ZZ} est une suite de variables aléatoires non corrélées
telles que pour tout ¢, o7 (t) = 1. La fonction R(-,-) satisfait alors

R(t,t) = 1+ (t&l),
R(t,t<l) = b(tel),
R(t,t&k) = 0, Vk>2.

Les coefficients (3,(j), j = 0,1,2, sont déterminés a 'aide de I’Algorithme
LDG

B(0) = 1+ b(te1)

ﬁt(l) — b(t <:>1)
{[1 + b2(t <:>1)] [1 4 bQ(t @2)] %a
Bi(2) = Sh(t ©1)b(t ©2)

{1402t 2) [L+ 02t S1)]}2 {1+ 02(t ©3) [1+0(t ©2)]}>
Soit Ry(-) la fonction d’autocovariance d’un processus stationnaire qui ad-

met dFy(-) comme mesure spectrale, 'algorithme de Levinson-Durbin permet
d’évaluer la quantité R;(2) :

Ri(2) = {B(2)[1-B21)] +BE1)} B(0)

o he-1) o {1+62(t—2)[1+b2(t_1)]}%
= [1+b2(t—2)] {b(t 1) b(t 2) {1—|—62(t—3) [1+62(t—2)]}% }

Selon le choix des parameétres b(-), la quantité R;(2) ne s’annule pas. Dans
ce cas le spectre évolutif instantané du processus X (-) n’est pas, a chaque
instant ¢, la mesure spectrale d’'un modele M A(1) stationnaire. A fortiori,
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ce spectre ne coincide pas avec celui de Grenier.

Suite aux remarques précédentes, le spectre rationnel et celui que nous
proposons sont clairement différents. Nous allons établir ce qui les différen-
cie quant aux propriétés de Loynes. Rappelons que Grenier a introduit son
spectre afin d’améliorer celui de Mélard en ce qui concerne les processus sta-
tionnaires par morceaux. Des trois spectres, celui de Grenier semble étre le
mieux adapté a une telle situation. En effet, ce spectre est la succession cor-
respondante des densités spectrales lorsque les processus stationnaires posse-
dent le méme processus d’innovation. Lorsque ces derniers sont non corrélés,
le spectre rationnel est la succession des densités spectrales excepté sur une
zone transitoire de durée égale a I'ordre n = max(p,q + 1). Notons que ce
dernier résultat reste vrai pour notre spectre dans la situation autorégressive,
sinon il représente la succession des approximations des mesures spectrales
par celles des modeles autorégressifs sous-jacents.

Cette amélioration obtenue par le spectre rationnel se fait au détriment
de la Propriété A2 de Loynes qui exige qu’il représente une distribution de
I’énergie relativement a la fréquence. Reprenons le contre-exemple exhibé
dans [GRE84]. Soit un processus X (-) qui admet une représentation du type
(2.2) avec ¢ =0 :

X(t)+a1(t )X (t<1) =n(t),

(1) = sa sit<Oout>T
W= el sitelo,T) )

ou « est une constante réelle telle que |a| < 1. La variance de la variable
X (t) est déterminée par

— t<0
Var {X(t)} = { e 0ra™ ) 1<t<T+1
Q2t—T—1)(o=2(T+1) L (—2T 2
1+ ( 17a2+ 1) t>T 42

Ces dernieres expressions montrent que la variance du processus dépend du
temps sur les deux intervalles contenus dans [1,4o00[. Par conséquent elle
ne peut pas étre égale a la quantité ffﬂ p(t, N)d\ qui est constante sur les
domaines [1,T + 1] et [T + 2, +o0.

Hormis ces points, le spectre de Grenier conserve les propriétés de celui
de Mélard. Les commentaires sur ce spectre sont essentiellement les mémes
que ceux mentionnés dans la section précédente pour le spectre évolutif. En
particulier, il n’y a toujours pas de bijection entre la classe des spectres et
celle des fonctions d’autocovariance.
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2.5 Exemples

Nous illustrons dans cette section le spectre évolutif instantané a travers
quelques exemples simples. Lorsque cela est possible, nous le comparons avec
le spectre évolutif de Mélard et le spectre rationnel de Grenier.

2.5.1 Discrétisation du mouvement Brownien

Soit un mouvement Brownien standard {Y(t), te ZRJ’} . Ce processus est
centré et sa structure au second ordre est caractérisée par :

E{Y(t)Y(s)} = inf(t, s).
En particulier, il est nul presque sturement a 'instant 0. Nous considérons le
processus X () a temps discret obtenu par discrétisation de Y(-),
0ps. sit<0
X(t) = .=
®) { Y(th) sinon ’
ou h est le pas de discrétisation. La fonction d’autocovariance R(-,-) de X (-)
est donnée par R(t,s) = sup(0, hinf(t, s)). La marche aléatoire définie par
¢
Zs(k), pour ¢t > 0, nulle p.s. sinon,
k=0
ou £(+) est un bruit blanc de variance h, posséde la méme structure au se-
cond ordre que le processus X(-). Ce dernier admet ainsi la représentation
autorégressive suivante :

X(t) X (tel) =-et),
ot £(+) est le processus d’innovation de variance o?(¢) = h pour ¢ > 0, 0 sinon.
La fonction d’autocorrélation partielle 3;(-) du processus X (-) est nulle au
dela de 1 (cf. Proposition 1.4.1) et ses deux premiers coefficients sont donnés
par

Gi(0) = sup(0, ht)
B(1) = bt <1) T =/ tel sit >0, 0 sinon.
[R(t <1,t <1)R(,1)]? t

Le spectre évolutif instantané de X (-) est nul pour ¢ < 0 et, pour ¢ > 0, est
égal a la mesure spectrale du modele stationnaire AR(1) de parametres

t<1

(1) = &4(1) = 5

o, = [1<B(1)] B(0) = o2(t) = b,
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c’est-a-dire )

AF(\) = — [1& e dA.

h
2

Notons que le pole, situé en /(¢ <1)/t, tend vers 1 lorsque ¢ tend vers l'infini
et que la mesure spectrale normalisée correspondante, qui ne dépend plus de
h, tend alors vers la mesure de Dirac en A = 0 avec une densité spectrale qui
converge uniformément vers zéro sur tout compact ne contenant pas ’origine.

Le processus X () est purement indéterminable et sa décomposition de
Wold-Cramér est égale a

t—1
X(t) =" han(t <) sit> 0,0 sinon.
§=0
Le spectre évolutif est nul pour ¢ < 0, sinon il est donné par
h |~ i "o 1 e’ ht?
A)=— TV = ——————— si A #£ 0, — si A=0.
frA) 2 ;e 21 |1 <:)>e*")‘|2 siA#D, 21 o

Il correspond a la mesure spectrale d’une moyenne mobile d’ordre ¢ <1 dont
tous les zéros sont équirépartis sur le cercle unité : z = e2**/* k =1,... tel
(cf. Figure 2.2). Le spectre normalisé a les mémes propriétés que le précédent,
lorsque ¢ tend vers I'infini, mais la densité spectrale est tres irréguliere. Dans
ce cas particulier les valeurs de la fonction d’autocovariance R;(-) associée
a f;(\) coincident avec les covariances entre X (t) et son passé : R (k) =
R(t,t k), k> 0et Ry(k) = (t <k)hsi0 <k <t, 0sik >t Cen’est plus
vrai en terme d’autocorrélations. Ceci montre que le spectre associé a Ry(-),
lorsqu’il existe, peut étre tres différent du spectre évolutif instantané défini
par ().

Pour ¢ strictement positif, le processus X(-) admet la représentation
ARMA(0,1) de la forme (2.2) avec a;(t) = <1 et by(t) = h'/?. Les deux
versions du spectre rationnel sont identiques, nulles pour ¢ négatif et pour
t>0,

h _in|—2

p(t,\) = py ‘1<:>e ‘ :
Ce spectre illustre deux défauts du spectre rationnel : il ne dépend pas du
temps, alors que le processus n’est pas stationnaire, et ne fournit pas la
variance de X (t) car cette “densité spectrale” n’est pas intégrable. Notons
qu’il correspond a la limite de la densité spectrale du spectre évolutif in-
stantané (sans normalisation) lorsque ¢ tend vers U'infini. Les représentations
graphiques ci-apres illustrent le comportement de ces trois spectres. (Le spec-
tre rationnel et le spectre évolutif instantané apparaissent confondus dans la
figure 2.2.)
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Spectre evolutif instantane

frequence

150

100

4

SRR

frequence temps

Figure 2.1 : Représentation en trois dimensions du spectre évolutif instan-
tané et du spectre évolutif, t € [0,...,30], A € [<0.8,0.8], h = 1.
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8T T T

[
i - - - rationnel

| E— evolutif

| evolutif instantane
[

I

|

0 a It ) I |
-3 -2 -1 0 1 2 3
frequence

Figure 2.2 : Représentation du spectre évolutif instantané, du spectre évo-
lutif et du spectre rationnel, t = 30, A € [&m, 7], h = 1.

Cet exemple est un cas particulier localement déterminable de la situation
générale suivante. Soit X (-) un processus autorégressif défini par
p

> ak)X(tek)=c(t), teZ, a0)=1,

k=0
olt £(+) est un bruit blanc de variance o2 pour ¢ > 0, nul pour ¢ < 0. Le
polynome autorégressif,

p
o) =Y ey,
k=0

est supposé stable (ses racines sont a I'intérieur du cercle unité). Le processus
X(+) est nul pour t < 0 et asymptotiquement stationnaire. La densité spec-
trale du régime stationnaire limite est celle du modele autorégressif associé
apl()etaoc?:

FO) = 2= |pf ()]

Par inversion de ¢°(z) (cf. section 1.4) on obtient 'expression de X (-) en
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fonction du processus d’innovation £(-) :

+o0
1
b(k)e(t k), te 77, b(k)zF = .
Z ,; ©*(2)

Le spectre evolutlf de Mélard est celui d’'une moyenne mobile d’ordre ¢,

¢ 2
Z b(k)e—ikk
=0

Il converge vers f(\) alors que le spectre rationnel de Grenier atteint im-
médiatement cette limite, p(¢,\) = f(A) pour ¢ > p. Notons que la fonc-
tion d’autocovariance R;(-) associée a fi(-) est encore définie par Ry (k) =
R(t,t k), k >0 o

fi(A) = ﬁ

—aZb b(k+7)si0<k<t 0sik>t.

Le spectre évolutif 1nstantane est celui d'un modele autorégressif d’ordre
p, des que ¢ est supérieur ou égal a p, dont la variance du bruit est égale a
o2 et pour lequel le polynome autorégressif ! (-) converge vers /(-) tout en
conservant la propriété de stabilité,
IF0) = Z ot ] 2 o) = S ahot
() = 2= el (€M) dn, ol (2) =2 (b

En effet on a e/ (t;t <k) = (t) pour k > p et t > p. La stabilité du polynome
gp{ (+) est garantie par la définition puisqu’il est associé aux autocorrélations
partielles 3,(k) = B(t,t k), k = 1,...,p. Sans entrer dans les détails, il est
clair que ce spectre est mieux adapté a cette situation que celui de Mélard.
Par exemple pour le cas AR(1), X(t) ©aX(t<1) =<(t), |a] < 1, on obtient :
‘1 eattle zk(t-}-l)‘

fr(A) =

)

27T 11 ae=|
—2

1 =N 2t .
a —iA d)\,

LN Team e

2
o
dF(\) = 32

avec comme situation limite (spectre de Grenier)

03 —ix|—2
p(t,A) = f(N) = 3= [1 <ae™

2.5.2 Succession de deux autorégressifs stationnaires

Nous illustrons maintenant la situation ou X (-) est un processus autoré-
gressif dont les parametres, associés a deux modeles stationnaires, changent
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a l'instant 0. On se place dans le cas de modeles d’ordre un afin d’obtenir des
expressions simples pour les différents spectres, facilitant leur comparaison.
De fagon précise le processus X (-) est défini par

X(t)euX(tel)==c(t), teZ,

ou a; = ay sit < 0, ay sinon. Le processus £(-) est un bruit blanc de variance

o? et constitue le processus d’innovation de X (-). Les parametres a; et a,

£
sont de module strictement inférieur a 1.
Pour ¢ < 0, les trois spectres sont identiques et sont donnés par la densité

spectrale du premier modele :
dF())
dA
Pour ¢ > 0, seul le spectre de Grenier coincide immédiatement avec celui
du second modele,

2
O¢ —ix|
= [N =t ) = 5= 1 <ae

2
p(t,A) = Ie 1 <:>6L2€_7)‘72
2T
Les deux autres spectres convergent, lorsque ¢ tend vers l'infini, vers cette
limite.
L’expression de X (t), pour ¢t > 0, en fonction du processus d’innovation
g(+) est donnée par :

t “+o00
X(t) = Z abe(t k) + ab™ Z abe(el k).
k=0 k=0
On en déduit
1 (a3 a?)
9 {41 2 1
40 = { o oot e )
Bi-1(0) ol
]_ - _ =
ﬁt( ) (%) ﬂt(O) ) /8 1(0) 1 @a%a
dFy(X)

2
0, |2
——— == \|1<4((1e" .
b= R O
Le spectre évolutif instantané est celui d'un modele AR(1) stationnaire dont
le pole converge vers as lorsque ¢ tend vers I'infini.

Le spectre évolutif de Mélard est donné par

fi(A) = o? 1 (a1 Sag)ayt e PH2) ’
! 21 |1 eage™™ (1 Sage ) (1 Saje)
t+1 K
) ‘1 + (ag <ap) Y ab e
05 k=1

2m 11 ©ae=?|
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Il s’agit de la densité d’un modele ARM A(1, ¢+ 1) stationnaire qui converge
vers la limite souhaitée, mais de facon beaucoup plus irréguliere. Les figures
qui suivent illustrent ce point.

Spectre evolutif instantane

frequence temps

Spectre evolutif

frequence temps

Figure 2.3 : Représentation en trois dimensions du spectre évolutif instan-

tané et du spectre évolutif, t € [0,...,30], A € [en, 7], ay = 0.4, ay = 0.9,
2

o = 1.



2.5. Exemples 63

16 T

I - == rationnel
N e evolutif
evolutif instantane

12r

spectre
e}
T

| .
-3 -2

frequence

Figure 2.4 : Représentation du spectre évolutif instantané, du spectre évo-
lutif et du spectre rationnel, t = 10, X € [&m, 7], a; = 0.4, ay = 0.9, 02 = 1.

2.5.3 Processus uniformément modulé

On s’intéresse a un cas de non-stationnarité simple souvent évoqué : les
processus uniformément modulés. Ces processus ont été introduits par Pries-
ley [PRI65] comme des processus stationnaires modulés en temps. Il s’agit
des processus Y'(+) de la forme

Y(t) = ()X (1), teZZ,

ot X () est un processus stationnaire et ¢(-) une fonction a valeurs réelles non
négatives. Le spectre évolutif instantané est bien adapté a cette situation.
En effet, la fonction d’autocorrélation partielle de Y(+) coincide avec celle de
X (+) en tout point (£,5) olt s # t, et BY(0) = (¢)3¥(0). On a ainsi

dEY (\) = A(t)dF*()).

Il en est de méme pour le spectre évolutif de Mélard, en se restreignant aux
processus purement indéterminables, car les coefficients de la décomposition
de Wold-Cramér de Y (-) sont donnés par hY (¢,1<) = c(t)h*(j). Par contre,
ce n’est plus vrai pour le spectre rationnel. Supposons que le processus X (+)
admette une représentation ARMA(p, q) de parametres a;, j = 0,...,p et
bj,  =0,...,q, et que la fonction ¢(-) ne s’annule pas. Alors la premiere
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version du spectre rationnel, par exemple, est de la forme
2

Q
™ b

o
3

q y

Y
> bje
J=0

p(t, \) = c*(t) ap = by = 1.

2

c(t)
c(t—7)

D ~
.p—1
§ aje'
Jj=0

Les deux exemples suivant sont consacrés a 1’étude du spectre évolutif
instantané pour des “chirps linéaires” et leur partie réelle. Ce sont des pro-
cessus déterminables, M(&00;t) = M(&00) = M, le spectre évolutif ainsi
que le spectre rationnel ne sont donc pas définis pour cette situation.

2.5.4 Chirps linéaire

Considérons un processus Z(-) a temps discret de la forme
Z(t) = ei[um:2+>\01t+q>]7 tezz,
oll vy, Ap sont des constantes réelles et ® une variable uniforme sur | <, 7.

A Torigine ces processus sont définis en temps continu. Par échantil-
lonage, ils conservent la méme forme avec vy = A% et Ay = h)j comme
parametres du modele discret, ou h est le pas de discrétisation et (v/§, Aj)
la paramétrisation initiale du modele continu. Dans le plan complexe, Z(t)
représente la position d’'un mobile qui évolue sur le cercle unité. L’aléa ®
indique sa position a 'instant ¢ = 0 et le mouvement est régit par la vitesse
de rotation égale a 2vyt + \g. Cette variation linéaire devrait se retrouver
sur le spectre si celui-ci constitue une bonne représentation de la fréquence
instantanée.

D’apres la Propriété 2.2.7, 'effet de la constante Ay se traduit par un
simple décalage du spectre en fréquence de la quantité \y mod 27 appar-
tenant a | <, 7]. D’autre part on peut prendre vy dans | <7 /2, 7/2]. Pour
Ao = 0 la fonction d’autocovariance de Z(-) satisfait R(t,s) = e™(’=5") ce
qui conduit & 3;(0) = 1 et (1) = e~V Ce dernier coefficient étant de
module égal a 1, la fonction f;(-) est nulle au dela de 1. La mesure spectrale
dF; se réduit donc a la mesure de Dirac en la fréquence de | <, 7] égale a
vp(2t<1) mod 27. Pour chaque ¢, le spectre évolutif instantané du processus
Z(+) charge la fréquence (2t <1)+ Ay mod 27 avec un poids égal a 1. Dans
le cas particulier ou vy serait de la forme +7/T pour un entier T > 2, c’est-
a~dire un pas de discrétisation h égal a /7 /|vy|T pour la version continue,
le processus est périodiquement corrélé de période T'. En effet la périodicité
du spectre évolutif instantané par rapport a la variable temps se retrouve
sur la fonction d’autocorrélation partielle et la Proposition 3.1.1 conduit a
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ce résultat. Notons que le processus Z(-) lui-méme n’est généralement pas
périodique. La Figure 2.5 représente ce spectre dans le plan temps-fréquence.
Le temps est porté en abscisse et la fréquence, qui varie entre < et w, en
ordonnée. Les masses, toutes égales a 1, sont représentées par des ronds.

3F © (6] *
[e] [e]
[¢] [¢]
2k O Q u
[¢] [¢]
[©] [©]
s o o i
[e] [e]
g o [e]
g)_ 070 OO i
()
= O
O
1+ o i
o
© O masse =1
oL o oA
O O
O O
-3r I L © I I | L © ]
0 5 10 15 20 25 30 35

temps

Figure 2.5 : Représentation temps-fréquence du spectre évolutif instantané,
vy = 7T/20, )\0 =0.

Dans cet exemple, la constante v est réelle. L’étude peut se généraliser
a une constante complexe : le processus Z(-) est alors de la forme

Z(t) = phot> Hilvot Fhot+0] c

ol fg, Vp, Ao sont trois constantes réelles. Pour t fixé, le spectre de ce
processus charge la méme fréquence que précédemment, mais avec une masse,
’ N 2 . ,

égale & e2#t" qui dépend de t.

Ainsi le spectre évolutif instantané des “chirps linéaires” satisfait la repré-
sentation idéale puisque son support est porté par les droites de pentes 2v.
De fagon précise, il s’agit de ’ensemble des points de ZZ x| <, 7] de la forme
{t,n(2t 1)+ Ny mod 27}, t € Z7.
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2.5.5 Partie réelle d’un chirps linéaire

Nous proposons d’étudier maintenant le spectre de la partie réelle du cas

précédent. Soit X (-) un processus a valeurs réelles défini par
1 .
X(t) = {Z(t) n Z(t)} = cos(vpt? + N\ + D), teEZZ,

ou 1y et Ay sont deux constantes réelles et ® une variable uniforme sur
] ©m,m]. On peut, sans perte de généralité, se ramener au cas ol (v, Ag)
appartient a | <7 /2, 7/2]x| <7, 7. Le processus X () est centré et sa fonc-
tion d’autocovariance est donnée par

R(t,s) = %cos ot &%) + Mo(t &5)]

On a évidemment R(t,s) = {R%(t,s) + RZ(t,s)}/4 puisque Z(-) et Z(-)
sont non corrélés. Par contre la relation dFy(\) = {dFZ()\) + dFZ(\)}/4
n’est pas vérifiée de facon systématique. Elle ne I'est pas en chaque instant
qui suit immédiatement I'intersection des droites contenant les supports de
dF7(\) et dFZ()). La Figure 2.6 correspond au cas associé a la Figure 2.5.
Pour conserver la symétrie évoquant les processus réels, nous avons réparti
les masses en 7 sur le couple {&, 7}

O masse = 0.25000
v masse = 0.00154 |
A masse = 0.49692
* masse = 0.24846
+ masse = 0.00308
T+ i

frequence
o
T
>
n
>

-3+ o

temps

Figure 2.6 : Représentation temps-fréquence du spectre évolutif instantané,
140 :71'/20, )\0 =0.



2.5. Exemples 67

Nous présentons ci-apres le calcul du spectre. L’Algorithme LDG permet
d’obtenir les premiers coefficients de la fonction Fy(+) :

50) = 3,
Bi(1) = cos[(2t &1)vy + Ao,
8,(2) = sin [(2t ©3)vy + Ao sin [(2t <1)vy + Ag

{sin® [(2t ©3)vp + Ao| sin® [(2t S 1)vp + )\0]}% ’

avec la convention 07! = 0. La situation la plus courante est celle pour
laquelle (1, \g) Vvérifie (2t <1)1p + Ao # k7 pour tout couple (¢, k) de ZZ%
Elle correspond au fait que les droites évoquées plus haut ne se coupent pas
en des points d’abscisse entiere. Alors |5;(1)| < 1 et |5;(2)] = 1. Lorsque
Bi(2) = <1, dFy()\) charge, avec une masse égale a 1/4 les deux fréquences
+[2(t <1)vy + Ag]. Lorsque 3,(2) = 1, dF;()\) charge les deux fréquences 0 et
T avec

dFi(N)

i {1+ cos[(2t — 1)vp + o]} o(A) + i {1 —cos[(2t — 1)vy + o]} 6= (N),

ou dyg(\) désigne la mesure de Dirac en 6. Ceci se produit a chaque instant
t qui suit immédiatement l'intersection des droites contenant les supports
de dF7(\) et dFZ()\). Dans ce cas le support de dFy()\) n’est donc plus sur
les droites. Il nous reste a considérer la situation d’un couple (v, Ag) qui
vérifie & un instant ¢ la condition (2t < 1)y + A\g = k7. Dans ce cas on a
Bi(1) = (&1)k. La mesure dF;()\) charge la fréquence 0 ou 7, avec une masse
égale & 1/2, selon que k est pair ou impair. Notons que son support reste sur
les droites habituelles. A T'instant (¢ 4+ 1) suivant, on a |f41(1)] < 1 (sauf
si vy = 7/2) et |(11(2)] = 0. 11 est donc nécessaire de déterminer (3;,1(3).
Celui-ci vérifie 8y, 1(3) sin?(2vy) = cos(3km) <cos(km + 214) cos(2vy), et par
suite 311(3) = (&1)F. La mesure dF;,;(\) est donnée pour k pair par

1 [1+4 cos(2vp) ] 1 [1<cos(2vy) |
dFi i 1(A) ==z |7/ 00 N) + = | == {00, (A) + g, (A
() 2 |3 ecos(21y) | of )+2 |3 cos(2wy) | {6-0.(0 + 60, (M}
et pour k impair par
1 [1+ cos(2vp)] 1 [1<cos(2w) ]
AFq () = = [ 2SO0 oy 4 2 | 29O s 0) 6, (W)Y
(M) 2 |3 ecos(2vy) | ( )+2 |3 <cos(2wy) | {6-0.0) + 80, (N}

ot B, est la fréquence de [0, 7/2] déterminée par la relation cos f, = sin® v et
0, = m <0,. Dans ce cas le support de dF;,1(\) ne reste pas sur les droites.






Chapitre 3

Processus périodiquement
corrélés

Ce chapitre est consacré a 1’étude de la paramétrisation de la structure
au second ordre des processus périodiquement corrélés. Ces processus ont
été introduit par Gladysev [GLA61] comme la classe particuliere de pro-
cessus non stationnaires dont la fonction d’autocovariance est périodique
en les deux variables. On obtient la méme caractérisation par la fonction
d’autocorrélation partielle. Ainsi, comme dans la situation non stationnaire
générale, les autocorrélations partielles fournissent une nouvelle paramétri-
sation facilement identifiable par rapport a la fonction R(-,-). En particulier
cette approche permet d’étendre de facon naturelle la méthode du maximum
d’entropie a la situation périodique. Dans [GLA61], l'auteur montre que
la classe des processus périodiquement corrélés et celle des processus vecto-
riels stationnaires sont en correspondance biunivoque. Cette relation permet
d’envisager aussi une paramétrisation de type vectoriel. Cependant il existe
plusieurs extensions de la fonction d’autocorrélation partielle aux processus
vectoriels. Nous retenons une fonction matricielle, dite triangulaire, appa-
raissant tres naturellement dans la correspondance avec les processus pério-
diquement corrélés. Cette fonction, notée II(-), correspond a celle proposée
par Pham [PHA92], mais la définition que nous en donnons, est proche de
celle de Dégerine [DEG90] par son approche en terme de variables.

La premiere section est consacrée a la paramétrisation par les autocor-
rélations partielles scalaires introduites au premier chapitre. Les nouvelles
contraintes sur la fonction f(-,-) sont obtenues en restreignant le domaine
Dy aux fonctions périodiques. La correspondance entre les fonctions R(:,-)
et ((-,+) est assurée par I’Algorithme LDG restreint a cette situation. La
fonction matricielle II(-) est définie & la deuxiéme section. Nous montrons
que cette fonction caractérise la structure des processus vectoriels station-
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naires. La démarche est essentiellement la méme que celle utilisée au pre-
mier chapitre pour établir la caractérisation par ((-,-). Apres avoir décrit
son domaine de variation, nous présentons un procédé qui permet de con-
struire une séquence d’un processus vectoriel de fonction d’autocorrélation
partielle matricielle I1(-) connue, prouvant ainsi la surjectivité avec la fonc-
tion d’autocovariance R(-). L’injectivité est assurée grace a un algorithme de
type Levinson-Durbin. La correspondance biunivoque entre les paramétrisa-
tions en termes d’autocorrélation partielle scalaire ((-,-) et vectorielle II(-)
fait ’objet de la troisieme section. Elle est obtenue en utilisant de facon
adéquate I’Algorithme LDG. En particulier, elle permet de réaliser la relation
entre I1(-) et R(-) de facon scalaire. On s’intéresse ensuite, dans la quatrieme
section, aux processus autorégressifs périodiques ainsi qu’a leur correspon-
dance avec les processus vectoriels stationnaires autorégressifs. Le probleme
de l'extension des coefficients d’autocovariance d’'un processus stationnaire
est un probleme classique dans le domaine de I’estimation spectrale. Dans
une derniere section, nous proposons une nouvelle approche pour traiter ce
probleme dans le contexte des processus périodiquement corrélés. Pour cela,
nous utilisons la paramétrisation par les autocorrélations partielles. Nous
étendons ensuite la méthode du maximum d’entropie [BURT75] a la situation
périodique et montrons que la solution est autorégressive périodique. Le lien
avec le probleme de 1’extension d’une suite de matrice d’autocovariance d’un
processus vectoriel stationnaire est également présenté.

3.1 Fonction d’autocorrélation partielle sca-
laire

La théorie des processus périodiquement corrélés a débuté avec les travaux
de Gladysev [GLAG1]|. Notons cependant qu’ils ont été introduits quelques
années plus tot sous le nom de processus cyclo-stationnaires dans le contexte
de la communication (cf. [BENSS8]).

Définition 3.1.1. Un processus X (-) est dit périodiquement corrélé de pério-
de T lorsque sa fonction d’autocovariance est périodique de méme période,

R(t+T,s+T) = R(t,s) pour tout (t,s) € Z7>.

En d’autres termes, la structure au second ordre de ces processus est inva-
riante par translation en temps de longueur 7. C’est-a-dire que la structure
de {X(s+T), ..., X(t+T)} est la méme que celle de {X(s),...,X(t)}.
Notons que lorsque 7' = 1, on retrouve la classe des processus stationnaires.
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Suite a la Remarque 1.3.1, il est clair que la structure des processus pério-
diquement corrélés peut étre caractérisée en termes d’autocorrélations par-
tielles, en remplacant dans leur définition la fonction R(-,-) par (-, -). Plus
précisément, on a la proposition suivante.

Proposition 3.1.1. Un processus est périodiqguement corrélé de période T
st et seulement si sa fonction d’autocorrélation partielle satisfait :

B(t+T,s+T)=p(t,s) pour tout (t,5) € ZZ>.

* reel >0
* demodule< 1 T(')
*
* 4
* + +
BL « +100
| 00
+

O+ + + +00 + +

Figure 3.1 : Illustration du domaine Dg

Ainsi, compte tenu des résultats obtenus au premier chapitre, la structure
au second ordre de ces processus peut étre paramétrisée par 1 fonctions
définies sur IN, B;(n) = G(t,t <n), t =1,...,T qui sont sujettes seulement
aux conditions suivantes :
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(i) 3:(0) > 0et |Bi(n)] <1,n >1,
(ii) 3(0) =0 = Bi(n) = Butnymoar(n) =0, n > 1,
(iii) |6t(])| = 17 ] >0= ﬂt(n) - ﬂ(t-l-n—j)modT(n) = 07 n > ja

ou n mod T est Uentier j de [1,...,T] tel que n = kT + j, k € ZZ. Nous
notons D}; I’ensemble des fonctions définies sur [1,...,T] x IN qui satisfont
les contraintes ci-dessus. La Figure 3.1 illustre ce domaine. La périodicité
de la fonction d’autocorrélation partielle se traduit par des valeurs de f(, )
invariantes par translation de longueur 7' et dans la direction de la diago-
nale. Ainsi cette fonction est caractérisée par ses valeurs, que nous avons
notées By(n), t =1,...,T, n € IN, se trouvant sur une bande de largeur T’
(cf. Figure 3.1). Par ailleurs la propriété d’invariance par cette translation
implique des nouvelles contraintes sur la fonction 3(-,-) par rapport au cas
non stationnaire général. En effet les conditions B pymoar(n) = 0, n > 1
du point (ii) et Biin—jjmoar(n) = 0, n > j du point (iii) traduisent le fait
que les bandes de zéros horizontales dues a des singularités d’ordre fini (cf.
Figure 1.2) sont translatées vers le bas de fagon périodique.

Toute fonction de D}; est la fonction d’autocorrélation partielle d’un pro-
cessus périodiquement corrélé de période T et inversement. La correspon-
dance avec la fonction d’autocovariance peut alors étre réalisée par un algo-
rithme de Levinson-Durbin Périodique (LDP). Cet algorithme correspond &
I’Algorithme LDG restreint au cas périodique. En effet, les expressions (1.1)
et (1.2) des variances résiduelles en termes de la fonction (-, ) conduisent a

o2 (k; k on) = o/2(t;t on) = 0! *(n),

o?(k &n; k) = o (t ©n;t) = o2?(n),
pour un processus périodiquement corrélé de période T. De plus d’apres
I'invariance par translation de longueur 7' de la structure de tels processus,
on a dans le cas non localement déterminable,

“g(n’j) B ag(n,j), t=kmodT.

ak(naj) = at(naj)a
Dans la situation générale, on peut choisir des coefficients pour les inno-
vations partielles, qui satisfassent ces mémes relations. Notons que par la
suite, nous utiliserons indifféremment les notations ((t,t <n) ou Bi(n) et
o(t;t <n) ou oi(n). Dans le cas non stationnaire général, on a constaté
que les restrictions des fonctions R(-,-) et §(-,-) & un domaine de la forme
[s,...,%]* sont en correspondance biunivoque (cf. Remarque 1.3.1). Ici,
le caractere périodique de ces deux fonctions permet d’envisager d’autres
domaines. Notons FE(pi,...,pr) les sous-ensembles de ZZ% de la forme
{(t,s),t=1,...,T,0 <t<s <p}.Lacorrespondance entre les restrictions

t=kmodT,
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de R(-,-) et B(-,+) & un domaine de ZZ* est bijective si et seulement si ce
domaine peut se ramener (par périodicité) a un ensemble de la forme de
E(pi,...,pr) avec piy1 < p;+ 1,0 = 1,...T, ot pry1 = p;. Ce résultat
provient du fait que (3(t, s) (resp. R(t,s)) dépend de 'ensemble des valeurs
R(u,v) (resp. B(u,v)), s < v < u < t. Ces ensembles contraints seront notés
E.p1,...,pr). L’Algorithme LDP ci-dessous détermine la correspondance
entre R(-,-) et 3(-,-) sur un tel domaine.

Algorithme 3.1.1. (LDP)
Pourk=1,...,T :

R(k, k) = B:(0) = of*(0) = 03*(0).

0

Pourn=1,..., max (pi), avec les conventions > ...=0et 01 =0:
i=1,..., j=1
pour k=1,....,T, avec n < py :
n—1
Rk, k<n)+ 3 al(n©1,j)R(k <j, k n)
=1
Br(n) = ! :
k() ol (ne1)ob_ (no1)
ol’(n) = [1&]B(n)[]of’(n <),
o'(n) = [1&|6(n)"] o2, (n &1),
f
a(n,n) & (n) —"————— T el
—ab (nel)
ay(n,n) = <:36k(n)kf17
o (n 1)
pour j=1,... n&l:
a{(n,j) = a,{(n <1,7) + a{(n, n)al_ (n&1,ne7),
ai(n,j) = ai_y(n&1,]) +ai(n,n)al(n &1 n &j),

ou l'indice k<1 =0 est remplacé par T.

L’algorithme de type LDP, proposé par Sakai ([SAK82],[SAK83]) dans
le cas non localement déterminable, coincide avec celui-ci pour un domaine
E.p1,...,pr)avecp; =p,i=1,...,T. Par ailleurs, on trouve dans [PHA92]
un algorithme LDP qui établit la correspondance entre R(-,-) et 3(-,-) dans
la situation générale sur un domaine qui peut se ramener a un ensemble
E.p1,...,pr)avec p; =pT+i<1,i=1,...,T. Dans la suite, ces ensembles
seront notés F.(p, max). Remarquons que la structure de cette procédure est
légerement différente de celle de L’Algorithme 3.1.1. En effet, elle détermine
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les quantités 3(nT + i, j) (resp. R(nT +i,7)) pour n variant de 0 & p, i =
1,...,Tetj=14,...,1sin=0,T,...,1 sinon. Cependant les coefficients
des innovations partielles utilisés dans cet algorithme sont les mémes que
ceux obtenus avec L’Algorithme 3.1.1.

3.2 Fonction d’autocorrélation partielle ma-
tricielle triangulaire

Sur le plan théorique, les processus périodiquement corrélés sont intéres-
sant, car intimement liés aux processus vectoriels stationnaires. En effet soit
Y(-) = {Y(t),t € ZZ} le processus vectoriel T-dimensionnel défini & partir
d’un processus X (-) par,

V() =X +T(tel), j=1,....T teZ.

Alors ([GLAG61] : Théoreme 1, p.385) X(:) est périodiquement corrélé de
période T si et seulement si le processus vectoriel Y'(+) est stationnaire. Nous
considérons le processus T-dimensionnel stationnaire Y'(-) ainsi associé au
processus X (). La structure au second ordre de Y(-) est déterminée par la
fonction d’autocovariance R(-),
Rn)=E{Y({t+n)Y()'}, neZ.

Les erreurs de prédiction d’ordre n progressive et rétrograde sont notées
el (t;n) et e®(t;n) (ef(¢;0) = €b(t;0) = Y (t)) et leurs matrices de covariance
, 2(n) et , ¥2(n).

L’extension de la fonction d’autocorrélation partielle aux processus vecto-
riels stationnaires est délicate. La difficulté pour définir une matrice d’auto-
corrélation partielle réside dans le choix de la racine carrée pour normaliser
l'autocovariance partielle 6(-),

6(0) = R(0), 6(en) =6(n)=FE {ef(t; n <1)e’(t ©n;n S1)*}, n>0.
Dégerine [DEG90] donne les conditions que doivent satisfaire les racines
carrées des variances résiduelles et leurs inverses pour que la correspon-
dance entre fonction d’autocorrélation partielle et fonction d’autocovariance
soit, biunivoque. Les fonctions d’autocorrélation partielle, dites triangu-
laires, ([DEG90], [PHAO2]) apparaissent trés naturellement dans la corres-
pondance avec les processus périodiquement corrélés. Dans le cas localement
déterminable, ces deux définitions sont légerement différentes. Sur le plan
théorique la fonction proposée par Dégerine est la plus attractive. Celle de
Pham est plus pratique pour la correspondance avec la fonction 3(-,-). Nous
préférons a ’approche algébrique de Pham, une définition en terme de vari-
ables comme dans [DEG90]. Néanmoins la définition que nous proposons est
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plus proche de celle de Pham.

3.2.1 Procédé de normalisation et définition

Nous décrivons ci-apres le procédé de normalisation des innovations par-
tielles que nous utilisons pour définir la fonction d’autocorrélation partielle
matricielle. Soit e un vecteur aléatoire complexe de dimension 7', centré et
de matrice de covariance , 2. Dans le sens progressif, I’'orthogonalisation par
le procédé de Gram-Schmidt des composantes successives e¢;, j = 1,...,T,
de e définit de nouvelles variables (;, 7 = 1,...,T et ceci de fagon unique
si on pose (; = 0 lorsque e¢; € L{ej_1,...,e1}. Le vecteur ¢ est cen-
tré et £{(¢*} = J, ou J est une matrice diagonale telle que J;; = 0 si
e; € L{ej_1,...,e1}, 1 sinon. Dans le sens rétrograde, le méme procédé est
utilisé mais a partir des composantes e, ... ,eq.

Ainsi la fonction d’autocorrélation partielle matricielle triangulaire est
obtenue en utilisant une normalisation triangulaire inférieure (resp. supérieu-
re) dans le sens progressif (resp. rétrograde). Plus précisément, les innova-
tions partielles normalisées d’ordre n, définies de facon unique en appliquant
les procédés précédents aux variables e/ (t;n) et €’(t;n), sont notées ¢/ (t;n)
et C°(t;n). On pose alors la définition suivante.

Définition 3.2.1. La fonction d’autocorrélation partielle triangulaire de Y (),
notée 11(-), est définie pour tout n € ZZ par :

I1(0) = R(0),

(en)* =1(n) = E{{/(nel)*(t©mnel) ), ne N

Par la suite toute normalisation ¢ d'un vecteur e sera de type triangulaire
défini comme précédemment. On est amené a considérer les relations liant
( et e. Pour la normalisation triangulaire inférieure, on peut écrire e = , ;(
et ( =, e ou,;et,; sont des matrices triangulaires inférieures. Nous
utiliserons les notations , 5 et , ; pour les matrices triangulaires supérieures.
Dans le cas localement déterminable, les matrices , ; et , ; satisfaisant ces
relations ne sont pas uniques, bien que ( le soit par définition. Nous donnons
ci-dessous le choix retenu pour ces matrices.

Pour , ;, seules les colonnes associées a (; = 0 ne sont pas définies de
facon unique. On obtient 'unicité en les posant égales a 0. Ainsi , ; sera
'unique racine triangulaire inférieure de , % (i.e. , ;, ¥ =, ?) avec des éléments
diagonaux positifs et telle que , ;J =, ;. La matrice , ; peut étre obtenue a
partir d’'une décomposition de Cholesky LD?L* de , 2, ot1 D? est une matrice
diagonale dont les éléments diagonaux sont positifs ou nuls et L une matrice

triangulaire inférieure unitaire (les éléments diagonaux sont égaux a 1). Alors
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le produit LD est 'unique racine , ; définie précédemment, et ceci quelque
soit la décomposition de Cholesky considérée.

La définition d’un inverse de , ; est un point plus délicat. Soit , ; un

inverse généralisé de , ; au sens ou , 4, ;, ; =, ; (cf. [RA065] : p. 24). Pour
garantir 1'écriture ¢ =, ; e, il doit satisfaire , ;, ; = J. Compte tenu de la
relation e = | ;(, cette condition est nécessaire et suffisante mais n’assure

pas l'unicité. Par la suite , ; désignera un élément quelconque de cette
classe d’inverses généralisés. Une sous-classe de ces inverses est donnée par
les décompositions de Cholesky de , ? de la facon suivante. On désigne par
D la racine carrée symétrique de D? et par D l'inverse généralisé de D,
obtenu en inversant les termes non nuls. Alors la matrice DY L~! représente
un choix possible pour , ;. Ces inverses sont caractérisés par J, ; =, ;.
Enfin une facon naturelle d’obtenir 1'unicité pour , ;, est de poser égales a
0 les colonnes associées a (; = 0 (i.e. ,;J =, ;). Les lignes de , ; sont
alors constituées des coefficients des décompositions de (; sur les variables
linéairement indépendantes e;, 1 < j < T telles que J;; = 1. Cet inverse
est donné par la décomposition de Cholesky (,,;J =,;, = J,; = ,;)
pour laquelle les colonnes de la matrice L associées a J;; = 0 sont celles de
'identité. Cependant nous constaterons par la suite (cf. sous-section 3.2.3)
qu’il n’est pas toujours souhaitable d’imposer cette contrainte. En effet dans
ce cas, les relations de récurrence pour les inverses des racines des matrices

de covariance résiduelles ne sont plus satisfaites.

Nous avons des résultats analogues pour la normalisation triangulaire
supérieure. Remarquons que pour ces deux procédés de normalisation, la
matrice , *, ~ est I'inverse généralisé de , ? au sens de [RA065].

Dans [PHA92], la fonction d’autocorrélation partielle triangulaire II(-)
est présentée pour n # 0 comme la solution (pas nécessairement unique) de,

,(ne1)0(n), b(n 1) =6(n).
La matrice II(n), qui est alors la solution pour laquelle les lignes et les

colonnes de II(n) non définies de facon unique sont nulles, est ensuite utilisée
pour décrire les contraintes que doit satisfaire II(-).

La fonction d’autocorrélation partielle triangulaire 3(-); ([DEG90]) est
définie comme précédemment mais en éliminant les composantes des inno-
vations normalisées nulles presque strement. Plus précisément, pour n > 1,
B(n)y est la matrice de dimension r(n) X r(n) (r(n) < T') obtenue en sup-
primant les i-emes lignes et les j-émes colonnes de zéros de I1(n) qui corres-
pondent & des singularités d’ordre fini, ¢’est-a-dire (/(t;n <1); = 0 p.s. et
¢t en;nel); =0p.s.
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3.2.2 Domaine de variation de II(-)

[’avantage de la fonction (3(-); par rapport a II(-) est qu’elle est plus
facile a identifier. La matrice 3(0);, (= TI(0)) est définie non négative
et {B3(n)y, n > 1} est une séquence de matrices carrées dont les valeurs
singulieres (valeurs propres de (3(n);(3(n);,) sont inférieures ou égales a 1.
L’ordre de 3(n + 1), est égal au rang de I < ((n);,3(n);,., Uordre de 5(1)y,
étant égal au rang de 3(0)y.

L’identification de la fonction II(-) est un point plus délicat. Notre ap-
proche en termes de variables conduit a retrouver de fagon différente les con-
traintes de [PHA92]. Notons J/(n) et J°(n) les matrices de covariance des
erreurs de prédiction normalisées ¢/ (t;n) et (°(t;n). Nous avons le résultat
suivant.

Proposition 3.2.1. Les innovations partielles normalisées satisfont, pour
n > 1, les relations de récurrence (¢/(t;0) = [H(O)];/Q_X(t), Cb(t;0) =
M) X (1)),

I tn) = [Wm)]? {(n o) ol ennel)},  (31)
i) = [WHm)]? {C(tn o) oTm) ¢t +mnel)},  (3.2)
et leurs matrices de covariance sont données pour n. > 0 par

Jf(n) = [Wf(n)]f* W (n)):

i i (3.3)
Jo(n) = [WP(n)]2" [WP(n)]?
ot W1(0) = WP(0) = I1(0), et
Wi(n) = J/(n 1) <I(n)(n)*, (3.4)

Wb(n) = Jb(n<1) ©I(n) (n).

Démonstration.- Supposons que dans (3.1), les variables ¢/(t;n < 1) et
C’(t ©n;n < 1) soient les erreurs normalisées d’ordre n <1 (évident pour
n = 1). Alors la variable (/(t;n 1) ©I(n)(b(t ©n;n <1) est Uerreur de
prédiction de ¢/ (t;n <1) sur ¢°(t ©n;n <1), dont la matrice de covariance
est W/(n). L’orthogonalisation, selon le procédé décrit précédemment, des
composantes successives de cette erreur donne ¢/(t;n), d’ott (3.1) et la pre-
miere relation de (3.3). On utilise un raisonnement analogue dans le sens
rétrograde.

En remplagant dans les relations de (3.4) les matrices J/ (nl) et Jo(nsl)
par lidentité, on obtient deux nouvelles matrices qui seront notées W7 (n)
et TW?(n). Dans le sens progressif par exemple, les matrices W/ (n) et W7 (n)
sont identiques excepté pour les termes diagonaux tels que J/(n <1) i = 0.
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Dans ce cas, la j-éme ligne de TI(n) est nulle par définition. Par conséquent
la j-éme ligne et la j-éme colonne sont composées de 0 pour W/ (n), alors
que pour W/ (n) elles coincident avec celles de 'identité. Ainsi les inverses
Wf(n)i/zf et Wf(n)i/zf ne different que pour ces colonnes. La relation
(3.1) est encore satisfaite avec W/ (n)ll/ *~ puisque les composantes de la
variable du second membre associées a J¥(n <1);; = 0 sont nulles presque
siirement. Par contre 1'utilisation de W/(n) dans (3.3) est nécessaire car
elle assure que les composantes nulles presque stirement de (/(; 1) le restent
pour des ordres supérieurs a n. En effet d’aprés ce qui précede, la matrice
J?(n) associée a W/ (n) selon (3.3) est telle que J/(n);; = 0si J/(n);; =0
et J/(n <1);; = 1, 1 sinon. La matrice W/ (n) permet donc de détecter
uniquement les singularités d’ordre n. On dispose de résultats analogues dans
le sens rétrograde.

La Proposition 3.2.1 montre en particulier que W/(n) et W°(n) défi-
nis par (3.4) sont des matrices de covariance, et donne la relation entre
J7(n), J°(n) et la matrice II(n). Ceci implique sur la séquence des matrices
d’autocorrélation partielle triangulaire {II(n), n > 0}, les contraintes suiv-
antes :

(i) La matrice II(0) est définie non négative et pour n > 1, les valeurs
singulieres de II(n) sont inférieures ou égales a 1.

(ii) Soient J7(n) et J°(n), n > 0, les suites de matrices déterminées &
partir de II(n), n > 0, par les relations de (3.3) et (3.4). Alors J/(n)
et J°(n) sont deux suites décroissantes de matrices (au sens ou J(n &
1) & J(n) est définie non négative) telles que

Ji(n &DI(n)J(n 1) =1I(n), n> 1. (3.5)

La décroissance des suites J/(n) et J°(n) se traduit par J(n)J(n<1) = J(n).
C’est-a-dire que les lignes ou colonnes nulles de II(n), dues aux singularités, le
sont aussi pour II(n+ 1) (cf. 3.5). Nous notons D, I'ensemble des fonctions
I1(-) & valeurs matricielles définies sur Z7Z telles que II(<n) = II(n)*, et qui
satisfont les contraintes ci-dessus. En effet la proposition suivante montre
qu'il s’agit du domaine de variation de II(-).

Proposition 3.2.2. Soient T1(-) un élément de DY et {Z(n),n € IN} une
suite de vecteurs aléatoires de dimension T, non corrélés entre euz, et dont
les matrices de covariance sont données par la suite {Jf(n),n € IN} asso-
ciée a 11(+). Alors la séquence {Y (n),n € IN} définie, pourn =0,1,..., par:

¢H(nsn) = Z(n),
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pour k=mn,...,1:
Sk 1) = W < 0] ¢F(ns k) + TI()C (n ks b 1),
C(n ks k) = [Wh(E)] 7™ {Cm &k e1) STI(E) ¢ (n;k 1)},

(k)
Y (n) = [M(0)]2 ¢/ (n;0), ¢/ (n; 0) = ¢*(n; 0),

e,

est stationnaire et admet I1(-) comme fonction d’autocorrélation partielle ma-
tricielle triangulaire.

Notons que la démarche pour établir ce résultat est essentiellement la
meéme que pour son homologue du cas non stationnaire (cf. démonstration
de la Proposition 1.2.2).

Démonstration.- On suppose avoir construit la séquence stationnaire {Y'(¢),
t=0,...,n<1} en fonction des variables Z(t), t = 0,... ,n <1, de telle
sorte que sa fonction d’autocorrélation partielle triangulaire coincide avec
I1(-) sur le domaine [0, . .. , n<1]. De plus on dispose de la base {(*(n <k; k<
1),k=1,...,n} de l'espace L{Y(t),t=0,...,n<1}. Notons que ces hy-
potheses n’engagent a rien pour n = 0, mais qu’elles sont aussi vérifiées pour
n = 1 apres avoir effectué le premier pas de récurrence :

1
¢7(0;0) = ¢*(0;0) = Z(0);  ¥(0) = [11(0)]7 ¢(0;0).
L’algorithme, a travers la premiere relation de récurrence, définit la variable
Y (n) sous la forme,

Y(n) =3 Wg Tk)C (n ki k <1) + Wic! (n;n),
k=1
ou Wi = 8 _ [Wf(l)] ,j=0,...,k et (/(n;n) = Z(n) est non corrélé
avec les éléments de L{Y( )t = 0 ..,n<1}. Notons (cf. (3.7)) que les
quantités W, k > 0, sont les racines , /(k);. Les éléments (°(n <k; k <1),
k=1,...,n,et (f(n slinel) étant parfaitement définis, on a pour 1 <
J < nel,

n—1
E{Y(mY(n-j)} = S W MmE {0 - kk - )Y (n- )},
k=1

n—1
= YW wE {1~k k- 1)Y (- 1- )},
k=1

= B{(-1) - W -l DY (-1 )},
= E{Y(n—1)Y(n—1-3)}.
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La matrice de covariance de Y'(n) est I1(0) car

EYmY(n)} = Z W TR (k) (WG] + W WG],
avec
WEIWGT = We W)W = Wy W1 = W L) (k) ]
La séquence {Y(0),...,Y(n)} est donc stationnaire. Compte tenu du choix

delabasede L{Y (t),t =0,... ,n<1},onapourj =nsl,... .0, (W) =Ir
pour k < j)

Z WELTL(E)C (n <k k1) + W' ¢ (n;n),
k=j+1
E{Cf(n;j)cf(n;j)*} - Z Wykﬂln(k)n(k) [ijﬂl] + J+1[WJn+1]*

k*j+1

= Z ij-l—llH k ) [W]k—i— 11] + W]n—i— 11 [an-l—ll]
k=j7+1
= ...=J(),
(f 3 )¢ (n &5 1)} = (G + 1)) = (G + 1),
Ainsi J/(j) est la matrice de covariance de ¢/ (n; j) et II(j+1) est Pautocorré-
lation partielle triangulaire entre Y (n) et Y (n<j <1). La premiere partie de
I’hypothese de récurrence a I’étape n est acquise. Par conséquent la deuxieme

relation de récurrence de I’algorithme construit effectivement la nouvelle base
{Cb(n &kik), k=0, ... ,n} delespace L{Y(t),t=0,...,n}.<

La proposition ci-dessus prouve la surjectivité dans I’ensemble DI de
I'application qui a R(-) associe II(-). Les relations de ’algorithme de type
Levinson-Durbin, décrites dans la sous-section suivante, sont nécessaires pour
assurer l'injectivité.

3.2.3 Algorithme de type Levinson-Durbin

L’algorithme de Levinson-Durbin a été généralisé aux processus vectoriels
stationnaires réguliers par Whilttle [WHI63]. Cet algorithme s’étend au cas
localement déterminable en utilisant les inverses généralisés (cf. [DEGSS],
[PHA92]). Ces procedures établissent la correspondance entre la fonction
d’autocovariance R(-) et la fonction d’autocovariance partielle 6(-). Nous pro-
posons un algorithme de Levinson-Durbin Généralisé Vectoriel (LDGV') qui
a la méme structure que les précédents mais avec les matrices II(n) comme
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parametres clés au lieu de §(n). C’est une conséquence directe de la proposi-
tion suivante. Cette derniére résulte du Théoréme 1 de [DEGI0] avec , ~*, ~

comme choix pour I'inverse généralisé de , 2.

Proposition 3.2.3. Les innovations partielles satisfont, pour n € IN* et
t € Z7, les relations de récurrence,
ef(t;n) = el (t;n 1) &, I(n<1)1l(n), °(n 1), (t ©n;n 1),
el(t;n) = eb(t;n 1) &, b(n 1)00(n)*, I(n 1) e/ (t + n;n 1),
et les matrices de covariance résiduelles sont données par,
) fQ(n) ) f(n <:>1)i1~/vf(n)7 f(n <1);,
,2(n) =, *(n 1), W(n), °(n 1)1,
Les racines des matrices de covariance résiduelles a 1’ordre n s’expriment,

en fonction de celles a ’ordre n<1 et de II(n) a travers les relations suivantes,
1

) f(n)l =5 f(n <:>1)le(”) )
Co(n)s =, Yne1), W/ (n):.
En effet la premiere égalité de (3.7) est satisfaite lorsque, dans le second
membre, les colonnes ayant un zéro sur la diagonale sont nulles. Or le i-eme

terme diagonal du second membre est nul si et seulement si celui de W/ (n); /2
ou celui de , /(n <1); est lui-méme égal & zéro. Dans le premier cas la i-éme

(3.6)

|

(3.7)

=

colonne de W/ (n)] /? est nulle et donc celle de , (n); aussi. Dans le second
cas, on a vu que la i-me ligne et la i-eme colonne de W7 (n) sont celles
de l'identité. Compte tenu du procédé de normalisation, il en est de méme
pour sa racine, d’ou la premiere égalité. Un raisonnement analogue conduit
au résultat dans le sens rétrograde. Remarquons que dans ’expression des
matrices de covariance résiduelles de la Proposition 3.2.3, les matrices W7 (n)
et WP (n) peuvent étre remplacer par W7 (n) et W?(n). C’est aussi le cas pour
(3.7) puisque W/ (n)1> T (n) = W (n)*™ et WP(n)*~ Jo(n) = Wh(n)s/*".
Cependant d'un point de vue calculatoire, il est préférable d’utiliser W/ (n)
et W°(n).

Les relations (3.1) et (3.2) de la Proposition 3.2.1 et celles de (3.6) de la
Proposition 3.2.3 conduisent a,

I (tin) = W )2, {(n )¢ (tm),
Ch(tym) = Wh(n)Z ™, b(n 1) e (tm).

Ainsi les inverses de , /(n); et de , ®(n), peuvent étre obtenus de fagon récur-
sive sur 1’ordre par,

i (3.8)
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Comme pour (3.7), on peut aussi utiliser W7/ (n) et W°(n). Remarquons que

si Wf(n);/Q_ et , /(n &1)7 sont des inverses tels que J, ~ =, ~, alors il
en est de méme pour , /(n); . Dans (3.8), I'inverse Wf(n);/Q_ doit satisfaire
, ~J =, 7, pour obtenir le méme résultat. Par contre la contrainte , =.J =, ~

n’est pas récursive sur lordre au sens ot si la matrice , f(n <1); satisfait

cette condition alors ceci n’est plus nécessairement vrai pour , /(n); .
Comme dans le cas non stationnaire, I’algorithme détermine, a 1’aide des

relations de récurrence (3.6) les coefficients matriciels (pas nécessairement

uniques) de la décomposition de e/ (k;n) et e (k<n; n) sur L{Y(s),s = k <n,
,k}, soit:

= Zn:Af(n,j)Y(k &75), Al(n,0) = I,

P(k <n;n) ZA” n, )Y (k &n+j), A’(n,0)=Ir.

Algorithme 3.2.1. (LDGV)

0) = TI0)2, , 7(0)7 = TI(0)2
I (0), = TI(0)2, , (0); = TI(0)2"
Pourn=1,2,...,
M(n) =, f(n<1); {R(n ZAf (ne1,5)R(n <)}, "(ne1), "

Mettre a jour les coefficients matriciels des innovations partielles d’ordre
n)
Al(n,n) = & T (n 1)I0(n), '(n 1);,
Ab(n,n) = & Y 1)), ()7,
et pour j =1,... ,n&l:
Al(n,j) = Af(n &1,5) + Al (n,n)A’(n &1, n &),
Ab(n, j) = AP(n &1, 5) + A%(n,n) A (n 1,1 7).
Calculer les racines et les inverses de
W (n) = Iyp ©T(n)(n)*, W'n) = Iy <I(n)(n).
Mettre a jour les racines et les inverses des matrices de covariance résidu-
elles d’ordre n,

)=, e W I, L m)y =W m)?E, T(n e,
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Sy = )W), )T = W) Y )y

On retrouve la méme situation que dans le cas scalaire en ce qui concerne
les singularités. Les coefficients des filtres ne sont pas uniques mais choisis
par I’algorithme.

Dans le cas non localement déterminable, Morf et coll. [MOR78a] ont
proposé une extension de la fonction d’autocorrélation partielle matricielle.
Cette fonction est obtenue avec une normalisation triangulaire inférieure dans
les deux sens progréssif et rétrograde. Ils donnent également une version
normalisée de I'algorithme de type Levinson qui consiste a utiliser les coeffi-
cients des innovations normalisées. Les relations de récurrences (3.1) et (3.2)
permettent de donner la version normalisée de l’algorithme LDGV. Cette
procédure a la méme structure que celle de Morf et coll., mais les racines
et leurs inverses du sens rétrograde sont remplacés par des matrices trian-
gulaires supérieures. De plus, elle est aussi valide dans le cas localement
déterminable.

3.3 Correspondance entre ((-,-) et TI(-)

La correspondance entre les fonctions (-, -) et II(-) est biunivoque puisque
ce sont deux paramétrisations de la meme structure via 1’association entre
X(+) et Y(+). Nous donnons ci-apres les relations de passage entre ces deux
parameétrisations.

Compte tenu que R(0);; = R(i,j), 1,7 = 1,...T, la relation entre I1(0)
(= R(0)) et 5(4,5), i,7 = 1...T, est donnée par I’Algorithme LDG. Pour
n > 1, la correspondance entre I1(n) et S(nT +1,7), 4,5 =1,...T, est encore
assurée par cet algorithme. En effet, le procédé de normalisation conduit a
I(n);; = (n/ (nT +4;T 4+ 1),n°(j; nT)) . Ainsi, sauf pour (i,5) = (1,T), on
n’a donc pas directement II(n); ; = #(nT +14, j), mais la relation cherchée est
obtenue grace au résultat suivant.

Proposition 3.3.1. Pour n > 1 et pour (i,7) € [1,...T)?, la corrélation
partielle entre n/ (nT + ;T + 1) et n°(j;nT) dans Uensemble

P(k;nT),k=7,... T/ (nT +k;T+1),k=1,...,i},
est égale & p(X(nT +1), X(5)/X(j),... , X(nT + 1)), c’est-a-dire o B(nT +
i, J)-
Démonstration.- Afin de faciliter la compréhension de cette démonstration,
on pose

U™ () =nt6@;nT), UNT+i)=n'nT +i;T+1), i=1,...,T.
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Les ensembles £ {X(s),... , X(t)} et L{U™(s),... ,U™(t)} sont notés My
(s;t) et My(s;t) respectivement avec M(s;t) = @) lorsque s > ¢. Soient
el (T+1i;5+1) et &b (j; T+ i <1) les erreurs de prédiction de U™ (T +1) et
de U™ (§) sur My(j+1;T+i<1),4,j =1,...,T. La proposition provient
du fait que,

ol T+ 4T+ D)l (T+i;5+1) = (T +i;5+1),

o’(5;nT)el (5; T +iel) = (j;nT +ie1).
En effet, les variables e/ (T +1i; j+1) et e/ (nT +4; j+1) (vesp. €,(j; T+i<1)
e®(j;nT + i <1)) sont nulles presque stirement lorsque of (nT + ;T + 1) =
0 (resp. o’(j;nT) = 0). Par suite, les erreurs de prédiction normalisées
associées & eF (T + ;7 + 1) et e(j; T + i <1) sont égales a 1/ (nT +i;5 + 1)
et n°(j; T +1i<1). Montrons maintenant que les relations ci-dessus sont bien
satisfaites. Ce résultat est immédiat lorsque dans la premiere égalité, j =T
et dans la seconde, i = 1. Par ailleurs la variable 6{](T+i; j+1) appartient par
définition a ’ensemble My (j+1; T +1) qui est inclus dans M x(j+1;nT +1)
et comme of (nT +i; T + 1) U™(T +i) =/ (nT +i; T+ 1), on a
ol (nT +4; T+ 1)el (T +i;5 +1) = X(nT + i) + X (0T + 455 + 1),

avec X/ (nT +i;5+1) € Mx(j + 1;nT + i <1). La variable ci-dessus sera
caractéristique de 'innovation &/(nT + i;j + 1) si 'on montre qu’elle est
orthogonale aux éléments de Mx(j + 1;nT + i <1). Or tout élément de
ce dernier peut se décomposer en une somme de deux termes, l'un appar-
tenant & My(j + 1,7 4+ i < 1) et Vautre dans My (T + 1;nT). L'erreur
65(T+i; j+1) est par définition, orthogonale & My (j+1; T+i<1) et 'espace
My (j + 1;T + i), auquel elle appartient, est orthogonal & My (T + 1;nT).
La variable of (nT + 4T + 1)el (T + i;j + 1) est donc bien I'innovation
e (nT +4;7 4+ 1). On procede de fagon analogue pour le sens rétrograde.<$

On note R™ la matrice de covariance du vecteur [(*(t <n;n <1)*, ¢/ (t;

n <1)*]*, soit
I(n) J/(nel)
Cette matrice définit la restriction & [1,... ,27]* d’une structure d’autocova-
riance non stationnaire, R™ (¢, s) = REZ)
les autocorrélations partielles 3(") (¢, s) associées & cette structure satisfont
BT +i,§) =BT +1i,5), i,j=1,...,T.

Par ailleurs les matrices J?(n<1) et J/(n<1) étant des matrices diagonales,
onapouri,j=1,...,T,

. D’apres la proposition précédente,
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Ainsi I’Algorithme LDG qui donne la correspondance entre R™ et 3(™)(-, ),
établit celle entre I1(n) et B(nT +14,j), i,j = 1,...,T. Remarquons que les
matrices J°(n 1) et J/(n <1) sont utilisées dans cette correspondance.
Cependant, ces matrices peuvent étre remplacées dans R™ par lidentité.

Ce qui équivaut a poser 3™ (i,i) =1,i=1,...,2T. Dans ce cas, les égalités
II(n);; = II(n);, = 0, conduisent aux égalités (nT +1,j) = B(nT +1i,j) =0,
[=1,...,T, quiassurent que la fonction (-, -) reste dans Dg, et inversement.

Ainsi la bijection entre 3(-,-) et II(-) est donnée par I'intermédiaire de celles
entre II(n) et {B(nT +i,5),1,7 =1,...,T}, n appartenant a IN. Notons
que 'algorithme de Pham [PHA92|, qui détermine la correspondance entre
I1(n) et B(nT +1,7), correspond & I’Algorithme LDG restreint & la situation
précédente dans laquelle les matrices J°(n <1) et J/(n <1) sont remplacées
par l'identité.

On dispose donc d’une autre approche pour donner la relation entre R(-)
et II(-). En effet, on peut montrer que 1’application qui a 3(-,-) associe II(+)
établit effectivement une bijection entre les ensembles Df et Dyj. L’intérét
de cette approche est que la relation entre R(-) et II(-) est réalisée de fagon
scalaire.

La définition de 5(n); en termes de variables relatives au processus X (-)
est plus lourde que celle de II(n). Comme les composantes des innovations
normalisées nulles presque stirement sont éliminées, le (7, j)-éme terme de
B(n)y est donné par (n/(nT +1,T + 1), n°(F; nT)), avec (1,]) éventuellement
différent de (i, 7). Pour obtenir la correspondance entre S(nT + i,7j), i,j =
1,...T, et f(n)s, il faudrait connaitre pour chaque n, les applications qui
a i et j variant de 1 a r(n), associent 1 et j dans [1,...,T]. Ce qui revient
en fait & se donner les matrices J/(n <1) et J°(n <1). La correspondance
de B(nT + i,7), i,j = 1,...T, avec ((n); ne peut donc pas étre réalisée
indépendemment de n, contrairement a celle avec II(n).

3.4 Modeles autorégressifs périodiques

Les modeles autorégressifs périodiques (ARP) ont été introduits par Jones
et coll. [JON67]. Ces modeles sont définis comme a la section 1.4 mais avec
des parametres périodiques dis a la périodicité de leur structure. Cependant,
il n’est pas fait 'hypothese que &(+) soit le processus d’innovation. Pour les
meémes raisons que celles évoquées a la section 1.4, nous retenons la définition
suivante.

Définition 3.4.1. Un processus X (-) est dit autorégressif périodique de pé-
riode T et d’ordre (py,...,pr), noté ARP(py,...,pr), si il est périodique-
ment corrélé de période T et si pour tout t € Z7, il existe des constantes
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ay(k), k=1,... p, telles que

pt

Y (k)X (t k) ==(t), a(0)=1, alp)#0, (3.9)
k=0
ou e(+) est le processus d’innovation et ay (k) = a(k), k=1,... ,ps.

Contrairement a [JON67], nous n'indiquons pas dans la définition que la
variance du processus e(-) satisfait o7, = o7, car cette contrainte est au-
tomatiquement vérifiée lorsque £(-) est le processus d’innovation. Par ailleurs,
dans [JONG7], il n’est pas précisé si la variance o7 peut s’annuler. Nous ne
faisons également aucune hypothése sur o2, permettant ainsi au processus
X (+) d’étre localement déterminable. Comme dans la situation générale non
stationnaire, I'unicité d’une telle représentation est assurée dans le cas non
localement déterminable et peut étre obtenue moyennant des conventions
sinon. Par contre, concernant ’existence, on peut donner une condition suf-
fisante sur les parametres du modele grace a la correspondance de ces modeles
avec les processus vectoriels autorégressifs stationnaires. Ce probleme sera
évoqué juste apres la description de cette correspondance. L’analogue de la
définition précédente pour les modeles autorégressifs vectoriels stationnaires
est la suivante.

Définition 3.4.2. Un processus Y (+) est dit autorégressif stationnaire d’ordre
p, noté VAR(p), si il est stationnaire et admet la représentation,

P
Y AMRY (tk) =e(t), A(0)=Ir, (3.10)
k=0

ou e(-) = {e(t),t € ZZ} est une suite de vecteurs aléatoires non corrélés,

2

centrés, de matrice de covariance , Z,

Y(s), s < t.

telle que e(t) soit non corrélé avec

Dans [PAG78], les représentations (3.9) et (3.10) sont considérées dans
le cas non localement déterminable (i.e 07 > 0, ¢ = 1,...,T, ou de fagon
équivalente ,  non singulieére) et sans exiger que la variable e(t) (resp. e(t))
soit non corrélée avec le passé de X () (resp. Y (¢)). Ces deux représentations
sont équivalentes ([PAG78] : Théoreme 1, p. 1311). En effet soit X (-) un pro-
cessus qui admet la représentation (3.9). Alors le processus T-dimensionnel
Y'(-) associé a X (-), satisfait

LY (t) + Ep: A'(R)Y (t ok) = €(1),

ol p =max; [(p; ©7)/T]+1 et [x] désigne la partie entiere de x. La variable
€/(t) est donnée par le vecteur [e(1 + (t ©1)T)*, ..., e(T + (t ©1)T)*]* de
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matrice de covariance D? = diag{o?,... 0%}, les matrices L et A'(+) de taille
T x T sont définies par,
Lij = a;(i ©j) pour j <1, 0 sinon
Al(k')ij = CLl(l{?T +1 <:>]), k=1,...,p

Par conséquent Y'(-) satisfait (3.10) avec A(k) = L 'A'(k), k = 1,...,p,
et , 2 = L7'D?L~". Réciproquement, 1'unique décomposition de Cholesky
L7'D?>L="* de , % donne le passage entre la représentation (3.10) et (3.9). Ce
résultat s’étend sans difficulté au cas localement déterminable. Les coeffi-
cients de L et A’(-) ne sont plus définis de facon unique et certains éléments
de D? sont nuls. De plus, 'égalité e(t) = L~ 'e/(t) montre que &(-) est le
processus d’innovation de X (-) si et seulement si e(-) est celui de Y'(-). On a
donc I'équivalence entre les Définitions 3.4.1 et 3.4.2, soit le résultat suivant.

ij=1,...,T.

Théoréme 3.4.1. Le processus X(-) est ARP de période T et d’ordre (p,
...,pr) si et seulement si le processus T-dimensionnel Y () associé, est
VAR(p) avec p = max; [(p; <J)/T] + 1.

Remarquons que, selon la méme démarche, on étend cette correspondance
aux innovations partielles e/ (t;n) et e/ (i + (t ©1)T;1 + (t ©n <1)T), i =
1,...,T. Plus précisément, on a

, P2(n) = [L]] 'DP[LI] ", ne N,

AT(n,k) = (LI AT (n,B),  k=1,...,p, (3.11)
avec DI? = diag{o*(nT),o3>(nT +1),...,002((n +1)T <1)}, et
{LIYij=a;(nT ©1+1,i<j)sij<i, 0 sinon ii=1...T

AT k)Y =alnT 1+, kT +i<j), k=1,...,n
J 7

Le produit [L{]7'D/ fournit la racine , 7(n); et [D/]TL! est un candidat
possible pour son inverse. L’inverse contraint , ~J = , ~ est donné par le
jeu de coefficients qui ne pondeérent pas la variable X (i + (¢t <1)T') lorsque
el(i+ (t &1)T;1 4+ (t ©n <1)T) = 0 p.s. Rappelons que ce nouveau jeu de
coefficients peut étre obtenu a partir de celui qu'impose I’Algorithme LD P
(cf. section 1.3). Dans le sens rétrograde, on dispose de relations analogues
avec une matrice triangulaire supérieure unitaire L.

Il est clair que les parametres du modele ARP ne sont pas arbitraires.
D’apres le théoreme précédent, 'existence d'un processus ARP, associé a
un jeu de parametres, se ramene au probleme analogue du cas vectoriel sta-
tionnaire. Une condition suffisante (et nécessaire dans le cas non localement
déterminable) de cette existence, est que le polynome det[> % _, A(k)z"] n’ait
pas de racines de module inférieur ou égal a 1 (cf. [HAN70]). Cette condi-
tion ne se traduit pas de fagon simple sur les coefficients du modele ARP. En
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particulier, les filtres a;(-), i = 1,...,T, ne sont pas nécessairement stables
au sens usuel. L’identification de ces parametres est donc un point délicat.

C’est pourquoi, comme dans la situation plus générale, nous préférons
retenir la caractérisation de ces modeles par leur fonction d’autocorrélation
partielle. En effet d’apres la Proposition 1.4.1, il est clair qu'un processus
X(-) est ARP de période T et d’ordre (pi,...,pr) si et seulement si sa
fonction d’autocorrélation partielle satisfait pour ¢t =1,...,T,

Bi(p:) #0, et [y(k) =0, k> p;.
Les parametres (pas nécessairement uniques) du modele sont alors donnés par
I’Algorithme LD P. De fagon analogue, les modeles V AR(p) sont caractérisés
par,
H(p) 75 Or, H(k) =0r, k>p.

Soulignons le fait que la fonction II(-) ne permet pas d’identifier directement
les ordres py, ..., pr. Par exemple lorsque l'entier n est tel que 1 < nT +1 &
pi < T, les coefficients II(n); j, j < nT + i <p;, ne sont pas nécessairement
nuls.

Nous donnons ci-apres ’analogue des équations de Yule-Walker pour les
processus périodiquement corrélés. Soit X (-) un processus ARP(py, ... ,pr),
alors sa fonction d’autocovariance satisfait, pour t € Z7, s < 't,

Pt
R(ta S) + Z at(k)R(t <:>k7 S) = Ut26t,sa
k=0

ou b, s = 1sit=s,0 sinon. Notons que ces équations peuvent comporter
moins d’inconnues que celles associées a la représentation vectorielle. En
effet, désignons par ARP(p, max), les modeles ARP dont les ordres sont
donnés par p; = pT' +1<1, 2 =1,...,T. Ces modeles sont les seuls pour
lesquels le nombre de parametres est égal a celui du processus vectoriel associé
(XL pi+T = pT? + T(T + 1)/2). Pour les autres processus ARP, le
nombre de parametres est strictement inférieur et cette différence peut étre
trés importante. Par exemple, une diminution des ordres d'un ARP(p, max),
en conservant I'un d’eux, n’entraine aucune modification sur ’ordre du mo-
dele vectoriel et donc sur le nombre de ses parametres. Pour la plupart des
situations, il semble donc plus intéressant de considérer le modele ARP.
D’apres ce qui précede, les modeles ARP peuvent étre paramétrisés de
facon équivalente par les premiers coefficients soit d’autocovariance soit d’au-
tocorrélation partielle. Notons cependant une différence fondamentale entre
ces deux approches. En effet partant des quantités G;(k), t = 1,...,T,
k < py, il existe toujours un modele ARP(py, ... ,pr) dont la structure soit
donnée par ces coefficients du moment que ces derniers satisfont les con-
traintes de Dg. Pour cela il suffit de prolonger la fonction 3(-,-) a zéro
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au dela de l'ordre du modele puisque ce prolongement respecte les con-
traintes de Dg. Contrairement au cas stationnaire, ceci n’est plus vrai en
terme d’autocovariance. La raison est que le prolongement de R(-,-) par
les équations de Yule-Walker ne conserve pas toujours le caractere positif
de cette fonction. En effet soit E(py,...,pr) le domaine associé. S’il s’agit
d’un domaine de bijection E.(p1,...,pr), le modele ARP est parfaitement
défini, c’est celui dont la fonction d’autocorrélation partielle correspond a
R(-,-) sur ce domaine et s’annule a l’extérieur. Dans la situation générale,
on peut vérifier par construction I'existence d’'un modele ARP de la facon
suivante. Soient E.(p,...,pl) le plus petit domaine contraint contenant
E(pi,....pr), R(-,-) et B(-,-), les fonctions associées a l'éventuelle solu-
tion. Les valeurs de R(-,-) sont données par R(-,-) sur E(pi,...,pr) et
la fonction 3(-,-) doit étre nulle sur E,(pf, ... ,pp)\E(p1,... ,pr). Alors il
est possible de déterminer les valeurs manquantes de R(-,-) et de 3(-,-) sur
E.(p,,...,py). En effet on calcule, par ’Algorithme LDP, ((t,s) lorsque
(t,s) € E(py,...,pr), R(t,s) sinon. Ainsile modele ARP(py,... ,pr) existe
si et seulement si (-, -) est un élément de Dg, garantissant ainsi le caractere

positif de la fonction R(-,-).

3.5 Extension par la méthode du maximum
d’entropie

L’extension d’une suite de matrices d’autocovariance Ry,... , R,, est un
probleme classique dans le domaine de ’estimation spectrale. La méthode du
maximum d’entropie a été proposée par Burg [BUR75| dans le cas régulier et
étendue a certaines situations localement déterminables par Inouye [INO84].
La solution équivaut a ajuster le modele VAR(n) dont la structure coincide
avec Ry, ..., R,. Les parametres de ce modele sont solution des équations de
Yule-Walker et peuvent étre obtenus en utilisant 1’Algorithme LDGYV. Dans
le cadre périodiquement corrélé, la formulation du probleme d’extension n’est
pas unique. Elle dépend du domaine sur lequel la fonction R(-,-) est donnée.

3.5.1 Le probleme d’extension

Parmi ces domaines, 1'ensemble [1,...,N]?> semble le plus naturel et
correspond & celui du vectoriel lorsque N = (n + 1)T. De facon générale,
considérons un ensemble de la forme E.(py,...,pr) introduit dans la pre-

miere section de ce chapitre. Soient R(t,s), (t,s) € E.(pi,...,pr), les
valeurs d’une fonction périodique de période T. C’est-a-dire que la fonction



90 CHAPITRE 3. PROCESSUS PERIODIQUEMENT CORRELES

R(-,-) est connue en tout point de la forme (KT + i, kT + i <), k € ZZ,
1=1,...,7T, 5 =0,...,p;. Nous souhaitons déterminer les conditions pour
que ces valeurs soient celles d'une fonction d’autocovariance et lorsque ces
conditions sont remplies, la facon de déterminer I’ensemble des extensions
d’une telle fonction. Lorsqu’on veut résoudre ce probleme directement en
termes d’autocovariances, on se heurte a deux difficultés. En premier lieu, le
domaine E,(py,...,pr) doit étre de la forme [1,..., N|* pour pouvoir con-
sidérer la matrice Ry x (cf. sous-section 1.2.1). En second lieu, on retrouve
la difficulté pour montrer que cette matrice est définie non négative. Par
contre l'utilisation de la paramétrisation par les autocorrélations partielles
permet de résoudre ce probleme de maniere élégante. En effet I’Algorithme
LDP fournit les coefficients fy(n), t = 1,..., T, n =0,...,p;, a partir des
valeurs de R(:,-) sur E.(p1,...,pr). Ainsi ces derniéres valeurs seront celles
prises par une fonction d’autocovariance si les quantités ;(n) satisfont les
contraintes de Dj puisque la correspondance entre R(-,-) et 3(-,-) est biu-
nivoque sur un tel domaine. Notons cependant que dans le cas localement
déterminable, il faut prendre soin de vérifier que les contraintes sur R(-,-)
dues aux singularités sont bien satisfaites. En effet, si on considere par ex-
emple la situation |G;(k)| = 1, ’Algorithme LD P donne

ol (k +n) :aé’Hn) mod ¢k +1) =0, n>0,

et la convention 0~ = 0 conduit a
Bilk +n+1) =B 1) mod (K +n+1) =0, n>0.

Ainsi les coefficients (3;(n) satisfont les contraintes de Dj dues aux singu-

larités. Dans ce cas, les valeurs R(t,s), (t,s) € E.(p1,...,pr), seront bien
celles associées aux coefficients (;(n), si elles satisfont :
k+n
Rl 1<k onel)+ ) af (k+n,))R(I <)l <k &n 1) =0,
j=1

pour [ =i, (i + n+ 1) mod 7. Quand les coefficients R(t, s) sont ceux d’une
fonction d’autocovariance, I’ensemble des extensions d’une telle fonction est
alors décrit & travers les extensions des autocorrélations partielles 3;(n) restant
dans D

3.5.2 La méthode du maximum d’entropie

Dans cette sous-section, nous proposons d’étendre la méthode du maxi-
mum d’entropie a la situation précédente. Dans le cas stationnaire (scalaire
ou vectoriel) et lorsque la structure ne présente pas de singularité d’ordre fini,
cette méthode a été proposée par Burg [BURT5]. Elle consiste a choisir la
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solution du probleme d’extension des coefficients Ry, ... , R,, pour laquelle le
déterminant de la matrice de covariance du processus d’innovation est maxi-
mum. En effet, la méthode sélectionne la densité spectrale P qui maximise
la quantité

/ Indet P(\)d),

sous les contraintes,

/ e*P(N)dXN =Ry, k=<%n,... . n.

—T

Par ailleurs, on a (cf. [WIE57] : Théoreme 7.10, p. 145)

) e

1 T
Py / Indet 27 P(A)dA = Indet , 2
™ -7

ol , 2 est la matrice de covariance du processus d’innovation associé a la

structure définie par P. Notons que les covariances résiduelles , /%(n), n >
0, constituent une suite de matrices croissantes dont la limite est donnée
par , 2 = lim,_ o, /%(n). D’apres la relation de (3.11) et les propriétés du
déterminant, on a

) e
n—-+0o

T
det,? = lim det D{* = Ha,z(oo),
k=1

ot 07(00) est la variance du processus d’innovation associé a la structure
périodique a un instant ¢ tel que ¢t mod T" = k. Ainsi dans le cadre périodique,
la méthode du maximum d’entropie consiste a choisir parmi les structures
qui sont données par R(-,-) sur E.(n, max), celle pour laquelle le produit

[[oi(e0).

est maximum. Il est clair que ’on peut étendre cette méthode sans difficulté
a un domaine quelconque de la forme E.(py,...,pr). Dans le cas localement
déterminable, il existe (t,s) € E.(p1,...,pr) tel que |3;(t <s)| = 1 et par
suite 0?(c0) = 0 pour n’importe quelle solution du probléme d’extension.
C’est pourquoi on propose d’étendre la méthode du maximum d’entropie de
la fagon suivante. Parmi les solutions du probleme d’extension, cette méthode

consiste a retenir celle pour laquelle la quantité

[Toieo), S={kelt, ... 1ol (m) #0},

kes
est maximum. Ainsi on retrouve le résultat analogue a la méthode classique, a
savoir que la solution est ARP d’ordre au plus (py,...,pr). En effet d’apres
la Proposition 1.2.3 la variance o} (c0) du processus d’innovation pour un
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processus périodiquement corrélé est donnée par
+0o0
N
oi(00) = 6:(0) [T [1 &18: ()] -
§=0
Ainsi cette méthode est équivalente a maximiser séparément chaque variance
o2(00), k € S. De plus pour un tel entier k£ on a
P
or(00) < BO) [T [1 & 18:) ]
§=0
avec égalité si et seulement si (i (j) = 0 pour j > py.

Nous montrons ci-apres que notre méthode coincide également avec 'ex-
tension proposée par Inouye [INO84]| dans le cas vectoriel stationnaire. L’au-
teur se place dans la situation localement déterminable ot il existe un proces-
sus purement indéterminable associé a la solution du probleme d’extension
des matrices Ry,... , R,. Il utilise un critere spectral et montre que la solu-
tion maximisant I’entropie est celle pour laquelle la matrice de covariance du
processus d’innovation , ? satisfait

Y z Z ) z?

ol cette inégalité signifie que la matrice , 2, 2 est définie non négative et ot
N 2 est la matrice de covariance du processus d’innovation associée & n’importe
quelle autre solution. Cependant nous avons constaté une erreur dans la
preuve de cette équivalence sans pour autant pouvoir affirmer qu’elle soit
fausse. Par ailleurs, le critere portant sur les matrices de covariances équivaut
a ajuster le modele VAR(n) dont la structure coincide avec Ry, ..., R,. La
solution que nous proposons est telle que , 2 =, /2(n) et par conséquent est
identique a celle de Inouye.

3.5.3 Fonctions de cyclo-corrélation

On observe dans [ALP95] une approche différente pour résoudre un prob-
leme d’extension analogue a celui évoqué plus haut, mais formulé en termes
de fonctions de cyclo-corrélation et considéré uniquement dans le cas non
localement déterminable. La structure au second ordre d’un processus pério-
diquement corrélé de période T est de la forme [GLAG1],

2mwikt

T-1
R(t+n,0) = 3 Byn)e ™™, (tn) € 222
k=0
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Les fonctions Bg(-), k = 0,...,T <1, sont appelées fonctions de cyclo-
corrélation. Inversement, ces fonctions sont données par, k =0,... ,T <1,

2mwikt

T-1
1
Bi(n) = TZR(thn,t)e’ T, nezl.
=0

Pour des raisons pratiques, la définition des fonctions By(+), k =0,... ,T <1,
est prolongée a n’importe quel entier & par I’égalité By r(-) = By(+). Dans
[ALPI95], les auteurs considerent 'extension de telles fonctions a partir des
données By(n), k =0,...,T <1,0 <n < N. Ces quantités représentent les
premieres valeurs prises par des fonctions de cyclo-corrélation si et seulement
si [GLAG1] la séquence des matrices B(n); j=o,.. 7—1, n = 0,..., N, définies
par

B(n); = Bji(n)e™ %, (3.12)
est celle des premieres matrices d’autocovariance d’un processus 7T-dimensio-
nel stationnaire. L’ensemble des extensions de telles fonctions est alors
décrit par lintermédiaire de celles de B(n), n = 0,..., N, respectant la
forme de (3.12). Cet ensemble est caractérisé analytiquement grace aux
polynomes de Szegé matriciels (cf. [DEL79]). Cette procédure consiste donc
a traiter un probleme d’extension d’une séquence particuliere de matrice
d’autocovariance. Les auteurs retrouvent le modele ARP comme solution du
critere du maximum d’entropie dans ce cas particulier. Cette approche est
clairement plus délicate que celle que nous proposons. Par ailleurs, ce prob-
leme est équivalent a celui considéré a la sous-section 3.5.1 avec un domaine
E.p1,...,pr) tel que p, = N, i = 1,...,T. L'utilisation des autocorréla-
tions partielles permet de retrouver leur solution de facon immédiate et de
I’étendre au cas localement déterminable.







Chapitre 4

Estimation des modeles ARP

Ce chapitre est consacré a I’estimation de la structure au second ordre des
modeles ARP. On trouve essentiellement trois méthodes. Celle de Pagano
[PAG78] constitue une extension de la méthode de Yule-Walker. Celles de
Boshnakov [B0s94] et de Sakai [SAK82] sont deux extensions différentes de
la méthode de Burg [BUR75]. Nous proposons d’étendre deux autres métho-
des aux processus périodiquement corrélés. La premiere est celle des Au-
toCorrélations Partielles Empiriques (ACPFE) introduite par Dégerine dans
le cas stationnaire scalaire ([DEG86], [DEGI3]). La seconde procédure est
celle des Rapports d’Energies Résiduelles (RER) présentée par Dickinson
également dans la situation scalaire [D1c78]. Compte tenu de 1’équivalence
entre les modeles ARP et VAR, il est intéressant de considérer également les
méthodes vectorielles, c’est-a-dire qui portent sur I’estimation de la structure
du processus VAR. Comme pour la situation périodique, ce sont des exten-
sions des méthodes classiques du cas stationnaire scalaire. Elles sont compa-
rables dans leur conception a celles périodiques. On trouve les homologues
de la méthode de Yule-Walker et RER [D1c79]. Celle ’ACPE a été aussi
présentée dans le cadre vectoriel (cf. [DEG92], [PHAO2], [DEG94]). Pour
les techniques de Burg, la méthode de Nuttall [NUT76] (cf. aussi [STR7T])
correspond a celle de Boshnakov [B0s94], et celle de Morf et coll. [MOR78b]
a celle de Sakai [SAK82].

Dans la premiere section, nous présentons les méthodes scalaires exis-
tantes et donnons la facon d’étendre celles ’AC'PE et RER a la situation
périodique. Les procédures de type Burg et ACPE sont regroupées dans
une méme méthodologie permettant de facilement les comparer sur le plan
de la conception. Les approches vectorielles font ’objet de la deuxieme sec-
tion. Pour chacune d’entre elles, on étudie I’équivalence avec son homologue
périodique afin de vérifier si la structure périodique résultante est la meéme.
Dans la derniere section, les méthodes sont comparées par simulation.
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4.1 Les approches scalaires

Il s’agit d’estimer les parametres d'un modele ARP de période T et
d’ordre (p1,...,pr) a valeurs complexes, au vu d’une séquence de longueur
m, X(1), ..., X(m). On se place dans la situation ou 'ordre ainsi que la
période du modele sont connus. Les méthodes vont consister a estimer soit
les premiers coefficients de la fonction R(-,-) pour Yule-Walker, soit ceux de
B(-,-) pour les deux extensions de type Burg, ACPFE et RER. L’estimation
des parameétres du modele est alors obtenue grace a 1’Algorithme LDP (cf.
section 3.4).

4.1.1 Méthode de Yule-Walker

Comme dans le cas stationnaire, on introduit la fonction d’autocovariance
empirique R,,(-,-), définie pour tout u,v € Z7, par,
1 Ry S —
B > X(v+ k)X (u+ kD),
T k

Ry (v,u) =

en posant X (t) =0 pour ¢t ¢ {1,...,m}. Notons que la quantité [mT_l] +1
est le nombre maximum de produits non nuls intervenant dans les sommes
ci-dessus. Ainsi seuls les estimateurs des variances R(t,t) pour ¢ tel que
tmod T =1,...,m mod T, seront sans biais. On retient cet estimateur biai-
sé afin que la fonction d’autocovariance empirique satisfasse les contraintes
de la fonction R(:,-), c’est-a-dire soit de type positif. En effet pour tout
u,v € Z,u<v,o0na

Ron(u, 1) Ry(u,u+1) ...  Rp(u,v)
Rp(u+1,u) Rp(u+lu+l) ..o Rp(utlo) |
R (v, 1) Rn(v,u+1) ...  Rp(v,v)
X(u+kT)
L = | X(u+14kT)
Wk;m (X(u+kT) X(u+1+kT) X(U+kT))
X(v+kT)

La méthode de Yule-Walker a été étendue aux processus périodiquement
corrélés par Pagano [PAGT8]. Elle consiste a ajuster le modele ARP(py, ...,
pr), dont la structure est donnée par Ry, (-,-) sur E(py,... ,pr). Contraire-
ment au cas stationnaire, ’existence du modele ARP n’est pas toujours as-
surée sauf lorsque

pi+1§pi+17 221,,T
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En effet la structure définie par les premiers coefficients de Rm(, -) n’est
pas toujours celle d'un modele ARP(py,...,pr). On a constaté a la sec-
tion 3.4 que selon 'ordre du modele, il n’existe pas nécessairement une solu-
tion ARP dont la structure coincide avec ces premiers coefficients. Notons
que le procédé introduit dans cette section pour vérifier I'existence du mod-
ele ARP, permet simultanément d’obtenir les estimations des coefficients
d’autocorrélation partielle et des parametres du modele lorsqu’il est défini.

4.1.2 Autocorrélations partielles empiriques

Dans cette sous-section, nous étendons aux processus périodiquement cor-
rélés la méthode AC PE introduite par Dégerine ([DEG86], [DEGI3]). Cette
méthode est basée sur une analyse géométrique naturelle des observations.
En effet, pour estimer les coefficients §(k), k = 1,...,p, on consideére toute
les séquences de longueur k£ + 1 dont on dispose. Ce qui amene a introduire
le sous-espace vectoriel de O™~ % engendré par les vecteurs

Xoor (1) Xpen(2) oo Xpow(k) Xok(k+1)
! ! ! !
X(1) X(2) o X(k) X(k+1)
X(2) X(3) oo X(k+1) X(k+2)
X(m<:>k) X(m<:>k+1) X(m<:>1) X(m)

muni du produit hermitien empirique usuel ((,-),) de C™*. Les vecteurs
Xm_k(j), j=1,...,k+1, sont de bons représentants des variables X (j),
j=1,...,k+1, au sens ou I'espérance de (X,n_z(i), Xm_g(j))e est donnée
par la covariance entre X (i) et X (j). L’estimateur du coefficient 5(k) est
alors obtenu en remplacant dans sa définition théorique les variables X (j),

j=1,...,k+1, par leur représentants et le produit hermitien (-, -) par (-, ), .
Dans la situation périodique, afin d’obtenir des représentants des variables
X(s),...,X(t), on considere les séquences de longueur ¢t < s + 1 translatées

en temps de T plutot que 1. Rappelons que les séquences {X(s),..., X (¢)}
et {X(s+T),...,X(t+T)} possedent la méme structure. Plus précisément,
on introduit la matrice

X(s) X(s+1) X(t-1) X(t)
o X(s+T) X(s+1+4T) ... Xt-1+T) X(t+T)
st — . . . .

X(s+mT) X(s+14+mT) ... X(t—-1+mT) X(t+mT)
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avec my = [%t], t<s =1,...,p < my, et s € [1,...,T]. Notons que
X(t + mT) est la derniére variable dont on dispose pour un temps qui a le
meéme reste que ¢ dans la division entiere par 7. Les colonnes de X sont
notées thﬂ(u) u = s,...,t. Le sous-espace vectoriel de C™*! engendré
par ces vecteurs est muni du produit hermitien empirique usuel

(Fsa (@), Koa () =

- +1ZX u+jT)X (v+jT).
e t

La structure obtenue reproduit, en moyenne, celle de la séquence {X(s),
X(t)} au sens attendu,

E{(Xn1 (), Kna(0)) } = (X(0), X(0) = R(u,v).

Ainsi, le coefficient d’autocorrélation partielle empirique Bacpe(t, s), est la
“corrélation partielle” entre X,,,;1(s) et X,,,+1(¢) dans 'ensemble

£ (). Za)}

selon cette analogie. Nous utiliserons également p.(-,-/-) pour désigner la
“corrélation partielle empirique”. De facon plus précise, on note gf;t s+
1) et &, 1(s;t <1) les erreurs de prédiction obtenues selon le critere des
moindres carrés,

t—s—1
Aomlts+1) = > al(tesel ) Xnate)), a(tesel0) =1,
7=0

t—s—1

Bonlstel)= Y a (tesel, ) Xna(s+)), a_(tesel0)=1

Jj=0

Soulignons le fait que la barre est employée ici pour désigner les coefficients
définies par le critere des moindres carrés. Par la suite, nous utiliserons
cette notation lorsque cela n’est pas ambigu. Ces erreurs de prédiction sont
caractérisées par, j =1,... ,t &s &1,

(S5 + 1), Zmes(t ) = (S (si 01, Ko (s+5)) =0.
On définit, avec la convention 0~! = 0, les erreurs normalisées associées,
*,antﬂ(t- s+ 1
mt+1 t;s+1

ﬁz’bt+1(t; s+ 1)

)
e

, mt+1(ts+1 —H mﬁlts—l—l)

) Efnﬁ»l(s;t@l) = Hébm)s+1(s;t<:>1)He'

ﬁgnrkl (87 t <:>1)

)

(s +1)
S (5t 1)
ol (st el)

Les estimateurs des coefficients d’autocorrélation partielle Bacpe(-, -) sont don-
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nés, pour s =1,... 7T, 0 <ts < p, par:
ﬂacpe(ta S) = <77£1t+1(t, s+ 1), ﬁfnt+1(8; t <:>1)> ,

~ 2
buae(5:5) = |Fmenato)]

Dans le cas scalaire stationnaire (7" = 1), les coefficients d’autocorrélation
partielle, ainsi estimés, correspondent a ceux de la version non symétrisée de
Dégerine présentée au début de cette sous-section. Dans la situation péri-
odiquement corrélée, la mise en ceuvre de cette méthode nécessite a priori
autant de décompositions de Cholesky que de coefficients & calculer (soit
Z?zl pi). Cependant lorsque m = NT, les quantités Bacpe(t, s) apparaissent
dans un algorithme de calcul rapide proposé par Pham [PHA92] pour déter-
miner les matrices d’autocorrélation partielle empiriques triangulaires. Dans
ce cas, on dispose d'un algorithme rapide pour les déterminer.

4.1.3 Rapports d’énergies résiduelles

Pour les processus stationnaires [DIC78], la méthode RER représente
une approximation d’ACPE. Les coefficients 3(k), 0 < k < p, sont estimés
en utilisant le méme sous-espace engendré par )?m,p(s), s=1,...,p, au lieu
des sous-espaces de C"™ ¥ successifs. Il nous semble intéressant de considérer
cette méthode dans la situation périodiquement corrélée puisqu’elle constitue,
pour les processus stationnaires, une bonne approximation et nécessite moins
de calculs.

Dans la situation périodique, on introduit les entiers ¢;, i = 1,... , T, tels
que t; = kT +1i, k € IN, et 0 < t; <p; < T. Les estimateurs (,..,(t;, s),
1=1,...,T,0 <t s < p; < my, sont donnés par

Pe(thi-i—l(S), thi-l-l(ti)/thi-i-l(S)v cee 7thi+1(ti))
Avec les notations introduites précédemment, on obtient pouri=1,... T,

Brer(ti,s) = <ﬁ7{ui+1(ti;s+1)’77glti+1(8;ti <:)>1)> , 0<t; s <p,,
R ﬂ 2 ‘
Brer (ti 1) = || Ko (1)

Les coefficients Brer(ti, s) sont distincts de Bacpe(ti, s) excepté pour les (T+p;<
t;+1) derniers. Notons que cette méthode nécessite au plus 7' décompositions
de Cholesky. En effet lorsque m;, = my,,, les coefficients B,er(ti, ) et Brer (tir,-)
peuvent étre déterminés a partir de la décomposition de Cholesky d’'une
méme matrice. Cette procédure est plus facile a mettre en ceuvre que ACPFE,
mais n’apporte pas nécessairement un gain en rapidité de calcul selon I'ordre
du modele ARP.
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4.1.4 Méthodes de type Burg

Dans le cas scalaire stationnaire réel, la procédure de Burg [BURT5] con-
siste a estimer les coefficients $(k) en minimisant, de maniére récursive sur
I'ordre, la somme des carrés des erreurs de prédiction progressive et rétro-

’ ) : : 4
grade d’ordre k. Remarquons qu’une extension directe de cette méthode con-
duirait au probleme de minimisation suivant,

2

2
e sn)mralt(t . z_% (t—5,5) X1 (t = j) ) X1 (s + )| ¢
sous les contraintes
a,{(t —s5,t—8) = —ﬁ(t,s)%, ab(t —s,t —s) = —ﬁ(s,t)%,
pour j =1,... ,t&s&l:

af (t = s,9) = af (t = s = Lj) +af (t = s,t = 8)a)_y(t = s = Lt =5 = j),
ag(t—s,j):di’,l(t—s—1,j)—l—ag(t—s,t—s)d{(t—s—1,t—s—j).

Ce procédé, conduisant parfois a des coefficients d’autocorrélation partielle
en module plus grands que 1, est a rejeter.

On trouve deux méthodes de type Burg différentes, celle de Sakai [SAK82]
et celle de Boshnakov [B0s94|. Ces procédures sont plutot basées sur la mi-
nimisation des erreurs de la forme,

1 1
L1890/ (ts),  [Lel8(t )] 7' (s:0).
Rappelons que ces variables satisfont, pour s < ¢, les relations suivantes (cf.
Proprosition 1.2.1),

(118t )] 0 (t:5) = 1 (15 + 1) Bt s)nl(s: t 1),
(118t ) #P(s51) = 155 1) @B, O (65 + 1),
La valeur qui réalise le minimum dans,
mﬂin { an(t; s+1) epn’(s;t <:>1)H2 + Hnb(s; tel) e8! (t s + I)HQ} ,

est donnée par
2(1 (t; 5 + 1), 1°(s; 1))

0! (t; s+ 1|1 + |In°(s; t < 1)[|*

qui est égal a
(0! (t;5 + 1), 1" (53t 1)) = B(t, s),
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puisque les innovations 17 (t;s + 1) et 1°(s;t 1) sont normées. Sur le plan
empirique ce critere est appliqué de facon récursive sur 'ordre, les quantités
7l (t;s + 1) et 7°(s;t 1) étant définies & partir des estimations obtenues
aux étapes précédentes. La différence entre la méthode de Sakai et celle
de Bosnhakov résulte d’'un choix différent pour ’estimation des variances
résiduelles dans la définition des erreurs 7/ (¢;s + 1) et 7°(s; t <1).

Dans [B0s94], le rapport des variances résiduelles o/ (t;s)/0%(s;t) est
supposé connu égal & ¢(t;5) = o/ (t;s + 1)/6°(s;t < 1). Ainsi la quantité
B (t,s), 0 <t<s < py, est la valeur qui réalise le minimum dans,

) 2
. f S(Fe o)A i(t: s)é° Bel
o ([ e i 53}

ou les erreurs de prédiction éf;tﬂ = éfntﬂ(t; s+1)et el =& L i(s;tel)
sont déterminées & partir des coefficients G(u,v), (u,v) € [s,... 12\ (¢, 5),
estimés aux étapes précédentes. On a alors,

2 <5fnt+1(t; s+1),80, (st @1)>

2 :
éf;ﬁl(t; s+ I)He +q(t; s) Héfmﬂ(s;t@l)Hi

e

ﬁbl (ta S) =
1
d(t;s)
La différence avec la méthode de Sakai provient de I’absence de contraintes
sur les variances résiduelles. Le probleme de minimisation est le suivant,

2

i
ou ﬁf;tﬂ = ﬁf;tﬂ(t; s+1) et b, . = 7ib,,41(s; t<1) sont les erreurs éfntﬂ(t; 5+
1)et & . (s;t<l1) définies précédemment, normalisées avec la norme associée

au produit hermitien empirique. Dans ce cas, les coefficients §(¢,s), 0 <
t s < pg, sont estimés comme des corrélations,

Bra(t,) = (aa (b5 4+ 1), i (55 1))

Pour ces deux procédures, les premiers coefficients B(t, t),i=1,...,T,

2
~p a=f
. + Hnmtﬂ éﬁnmtﬂ

. ~ ~b
min { Hm’;tﬂ & B, 11

. 2
sont donnés par HthH(t)H . Lorsque T = 1, la méthode de Boshnakov

[
coincide avec celle de Burg, alors que celle de Sakai conduit a des estimateurs
différents.

4.1.5 Comparaison des méthodes

Dans cette sous-section, les deux méthodes de type Burg et ACPFE sont
regroupées dans une méme méthodologie permettant ainsi de les comparer

. S 2
facilement. On pose pour t = 1,... T, B(t,t) = HthH(t)H et pour s €
e
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1,...,T], 0 < t<s < pg, Pestimateur B(t, s) est obtenu par une procédure
en deux étapes de la facon suivante.

(i) Choisir les coefficients @ (t <5 <1,-) et @, (t <5 <1,-) des filtres
donnant les erreurs de prédictions d’ordre t <s <1,
t—s—1

Sn(tis+1) =Y @l (t es ©1,5) Xt ©)),
7=0
t—s—1

glr)nt+1(s;t<:>1) = Z dg—l(t ] <:>]-7j)th+1(S+j)7
=0

auxquelles on associe les éléments empiriques

mt+1(t s+1) = H Er (s +1) H G (sitel) = ||&0, 1 (s t<:>1)H

By (1, 5) = <§mt+1(t; s+ 1),5’,’nt+1(s;t(:>1)> .

e

(ii) Choisir les estimateurs 6/%(¢; s + 1) et %% (s; ¢ <1) des variances rési-
duelles.

Alors (t,s) est défini par

~ 2Smt+1(t7 8)
ﬁ(t’ 8) Gb(sjt—1) ~ f2

5 (t;541) ~ . '
57 (t;5+1) mt+1(t 5+ 1) + &b((z;tjl))o-zgt+1(8’ t <:>]-)

Remarquons que I'estimateur B(t, s) est obtenu en appliquant le critere utilisé
pour les méthodes de Burg. Lorsqu’on choisit a I’étape (ii) les variances
empiriques définies en (i), il est alors donné comme une corrélation.

Les extensions de type Burg prennent a 1’étape (i), les filtres associés aux
estimateurs 3(u, v), v < u avec (u,v) € [s,... ,1]*\ (£, s), obtenus aux étapes
précédentes. Puis, pour I’étape (ii), Boshnakov [B0s94]| utilise les variances
résiduelles associées a ces estimateurs alors que Sakai [SAK82]| retient celles
empiriques définies en (i). La méthode des autocorrélations partielles em-
piriques consiste a utiliser les filtres donnés par le critere des moindres carrés
en (i) et les variances résiduelles empiriques pour (ii).

Pour les méthodes de Burg, on peut déja noter que les contraintes dans
la construction récursive des filtres des erreurs de prédiction constituent a
priori un handicap par rapport a ACPFE ou méme RFER. Concernant la
comparaison entre ces deux approches, on constate que les estimations des
coefficients d’autocorrélation partielle proposées par Boshnakov sont de la

forme
2 <éf, éb>e

Af(12 ~ |1 2b|12
el +alietll,
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et ceux de Sakai,

(e/.¢"),

1£71] < [l€¥ll,

Par conséquent, si a une étape les filtres des erreurs de prédiction sont les
meémes pour les deux méthodes, alors 1’estimation de Sakai sera plus grande
en module que celle de Boshnakov. Ceci laisse prévoir que la méthode de
Sakai pourrait donner de meilleurs résultats pour les situations proches du
cas localement déterminable. Notons cependant que les différences obtenues
lors des simulations (cf. section 4.3) ne semblent pas étre significatives.

Par ailleurs, lorsque les données proviennent d’une série localement déter-
minable, les coefficient @/ (t<s1, -) et @l 1(t<:>s<:>1 -) ne sont pas nécessaire-
ment uniques, mais les erreurs de prédiction Smt-l—l(t’ s+1)et e (s;tel)
sont bien définies par le critere des moindres carrés. Dans ce cas les sin-
gularités d’ordre fini sont estimées presque surement par ACPE ou RER
puisque les filtres sont ceux donnés par le critere des moindres carrés. Cepen-
dant les filtres traduisant les singularités ne sont généralement pas cohérents
avec B(, -) dont D'estimation devrait étre remise en cause. Les trois autres
méthodes, qui n’ont pas été introduites dans la situation localement déter-
minable, fonctionnent encore mais sans garantir que la structure estimée soit
celle d'une série localement déterminable.

Dans la situation stationnaire, toutes les méthodes excepté RER, sont
récursives sur l'ordre. Cette propriété est intéressante lorsque ’ordre du mo-
dele est inconnu. En effet une méthode est récursive sur 'ordre du modele si
une augmentation de ce dernier ne modifie pas la valeur des premiers coef-
ficients de B() Dans la situation périodique, ACPE est la seule méthode
qui garde en toute généralité cette propriété. Pour cette derniere, les esti-
mateurs des autocorrélations partielles sont parfaitement définis au dela de
I’ordre du modele. Ils sont simplement tronqués a zéro lorsqu’on se donne
un ordre. Pour les méthodes de type Burg, cette propriété n’est pas tou-
jours satisfaite selon I'ordre du modele considéré et la facon dont il est aug-
menté. Ceci provient du fait que 'estimation de (3(t,s) dépend, & travers
les filtres des erreurs de prédiction, de toute celles de B(u,v), v < u avec
(u,v) € [s,...,t]*\ (t,5). En particulier une modiﬁcation de la valeur de
B(t s), quantlte qui intervient dans le calcul de a; (t & s,-) mais aussi de

al(t <s,-), change celle de 3(t, s <1) mais aussi de 3(t + 1, s). Ainsi lorsque
p; est augmenté de 1, 'estimation de ﬁ(z+1, iep;el) = 5z+1(pi+2) est a re-
calculer si dans le modele précédent p;11 > p; + 1. Le méme type d’argument
montre que la méthode de Yule-Walker ne conserve pas cette propriété pour
les processus périodiquement corrélés.
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4.2 Les approches vectorielles

Etant donnée l'association {X(+),Y(-)}, on dispose de la séquence Y (1),

., Y(N), lorsque le processus est observé sur une longueur m = NT. Ainsi

les méthodes d’estimation autorégressives vectorielles donnent lieu a des mé-
thodes scalaires et inversement.

La différence fondamentale entre les approches vectorielle et scalaire est
que la structure périodique résultant d’une méthode vectorielle est celle d’un
processus ARP(p, maz). Parmi tous les processus stationnaires VAR(p),
les méthodes vectorielles estiment donc qu’une sous-classe de ces modeles.
Ce probleme est contourné avec les méthodes scalaires puisqu’elles permet-
tent d’estimer un modele ARP de n’importe quel ordre. Notons cepen-
dant qu’elles nécessitent plus d’information a priori. En effet, I'ordre du
modele ARP est constitué de T parametres pq,...,pr, alors que celui du
modele VAR est donné par un seul parametre, p. Néanmoins lorsque ’ordre
du modele est inconnu, un critére portant sur la structure périodique (cf.
[SAK82]) semble préférable au cas vectoriel, celui-ci pouvant introduire une
surparamétrisation. Afin de comparer les deux approches vectorielle et scalai-
re, nous considérons par la suite les modeles ARP(p, max).

Dégerine [DEG94] regroupe dans un cadre général la plupart des mé-
thodes d’estimation vectorielles utilisant les matrices d’autocorrélation par-
tielle. On s’intéresse plus particulierement aux procédures faisant intervenir
les matrices d’autocorrélation partielle triangulaires définies au troisieme
chapitre. Le schéma, proposé par Dégerine [DEG94], se réduit alors & I’analo-
gue de celui qu’on propose pour I’approche scalaire. Il est constitué du choix
des filtres des erreurs de prédiction et de celui des estimateurs des matrices
de covariances résiduelles. L’estimateur de II(k) est donné par une équa-
tion de Lyapounov provenant d'un probléme de minimisation analogue au
cas périodique. Dans l'analogie entre méthodologies vectorielle et scalaire,
la généralisation de la technique de Burg, proposée par Nuttall [NUT76] (cf.
aussi [STR77]) correspond a celle de Boshnakov [B0s94] et celle de Morf et
coll. [MORT8b] a celle de Sakai [SAK82]. Cependant ces méthodes ne sont
pas équivalentes. Par contre, 'extension d’AC'PE au cas périodique équivaut
a celle définie par les matrices d’autocorrélation partielle empiriques trian-
gulaires ([DEG92], [PHAI2], [DEGI4]) résultant d’ailleurs des mémes types
de choix dans les deux étapes. Ceci est également vrai pour la méthode
de Pagano [PAGTS8] et 'extension de RER, qui n’entrent pas dans le cadre
méthodologique scalaire. Remarquons que le choix de la normalisation pour
les méthodes vectorielles a une influence pour les estimations de type ACPFE,
RER ou Morf et coll. A 'origine, pour ces deux dernieres méthodes, les esti-
mations étaient obtenues avec une normalisation triangulaire inférieure dans
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les deux sens progressif et rétrograde.

Nous présentons ci-apres les différentes méthodes vectorielles évoquées et
décrivons, dans la mesure du possible, les méthodes d’estimation scalaires
qui en résultent.

4.2.1 Méthode de Yule-Walker

Cette méthode consiste a ajuster le modele VAR(p) dont la structure est
donnée pour u = 0,...,p, par les covariances empiriques biaisées,

Ry(u) = % z_: Y (k4 u)Y(k)*.

Le (i,)-éme élément de la matrice Ry (u), qui est donné par
) 1= :
Ry(u)ij = Y X(i+ (k+ue)T)X(j+ (k<1)T),
k=1

est égal a Rm(z + uT, 7). Compte tenu de la correspondance entre modeles
VAR et ARP (cf. section 3.4), la structure périodique résultante est celle de
I’ARP(p, maz) dont la structure est donnée, pourt = 1,... , 7,0 < t<s < py,
par Rm(t, t <s). Il y a donc équivalence entre la méthode de Yule-Walker
vectorielle et celle périodique.

4.2.2 Matrices d’autocorrélation partielle empiriques
triangulaires

De fagon générale, la méthode ACPE est définie dans [DEG92] (cf. aussi
[DEGI94]) pour un procédé de normalisation quelconque. Un algorithme de
calcul, par une approche scalaire, des matrices d’ACPE triangulaires est
donné dans [PHA92].

Pour £ = 0,...,p < N/2, on considere les matrices de taille (N <k) X
(k+1)T,

Y(1)T Y (2)T Y)Y  Y(k+1)T

T T T T
Y - Y (2) Y (3) Y (k + DT Y(k+2)
Y(N - BT Y(N —k + 1T Y(N‘— nT oy’

Les blocs colonnes de taille T x (N <k) de Y,V sont notés Yy_p(u)”, u =

—

1,...,k + 1. Le sous-espace vectoriel engendré par les matrices Yy x(u),
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w=1,...,k+1, est muni du produit intérieur,
— — 1 — —
V(). Vies(v)] = o Deer (o)

Les matrices Yy 4(1), ..., Yy_x(k + 1) sont des représentants de Y(1),. ..,
Y (k + 1), au sens ou

E { [?N_k(u), ?N_k(v)] } — E{Y ()Y (v)*} = R(u <v).

Les erreurs de prédiction &, _, (k+1; k<1) et &, (1; k<1) sont obtenues selon
le critere des moindres carrés (€%, ,(2;0) = Yy 1(2), & _(1;0) = Yy_1(1)),

Skt Lk el) =Y A kel )Ty ik +15)), A(ksl,0)=Ir,

§=0
Bl )
A p(Lkel)=> A(kel )Yy i(l+]), A(ke1,0)=Ir
§=0
Elles sont caractérisées par, u = 2,... ,k,

& (k+1k o1), ?N_k(u)] - [?N,ka;km),m_k(u) —0.
Les erreurs normalisées associées sont définies par,

o (k+1Lkel) = ,N LkEen)TEl (k41 kel),
Cka(1§k<:>1) alz)v p(k 1), eN KLk el),

ou
T (kel) = [eN L+ 1k el), 8l k(k+1;k4:)1)],

,_I;\?fk(k el) = [y (Lkel),e 1 (LkeD)].

Alors les matrices d’AC'PE triangulaires sont données par f[ACpE(O) =
?N(l), ?N(l)] ,etpour k =1,...,p,

facrn(k) = [Ch b+ 1k 1), &y (Lk 1)

La méthode ACPE vectorielle est équivalente a celle introduite dans le
cadre périodique lorsqu’il s’agit d'un modele ARP(p, mazx). De fagon plus
précise, nous avons la proposition suivante.

Proposition 4.2.1. Soit B(, -) la fonction d’autocorrélation partielle du pro-
cessus périodique associé au modele VAR(p) dont la structure est donnée par
Mucrp (k),k=0,...,p. Alors B(, -) coincide avec Bacpe(-, -) sur E(pT, pT +
L...,pT+ T &1).
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Avant d’établir la preuve de cette proposition, nous donnons ci-dessous une
remarque afin d’en faciliter la compréhension. Ce résultat est trivial compte
tenu de ’approche géométrique utilisée dans le premier chapitre.

Remarque 4.2.1. SoientU;, i =1,... ,n, n vecteurs de C% et 3(i, 7) les co-
efficients associés a R(i,j) = (Ui, Uj), , i, = 1,...n, via I’Algorithme LDG.
Alors les quantités (3(i, j) sont aussi les “corrélations partielles empiriques”,

B(i,j) = pe(Ui, Ui /Uj, ..., Uy).

Démonstration.- Dans un premier temps, U'estimateur de II(-) est exprimé
en fonction des erreurs de prédiction associées au processus X (-). La matrice
Y, est égale a XIJV,(JI;+1)T? et les représentants Yy_p(u), u =1,... ,k+1, sont
donnés par,

Xy_p((u )T +1)7

Yv_p(u) = :
Xn_i((we)T + 1)

Le (i, 7)-eme élément du produit intérieur entre Yy_;(u) et Yy_1(v) satisfait,

V(1) ?N_k(v)] = <X’N_k((u SV +4), Xn_p((v ST + j)>e .

)

Suite a ce qui précede et d’apres la caractérisation des erreurs de prédiction
vectorielles et périodiques, on a
[ & (kT + 1;T +1)" 1
& (k+1kel) =
[ En_ k(kT+T T+1)" J

Y

e k(l kT)
A p(kel) =
&b _ k(T kT)"
Par ailleurs le procédé de normalisation conduit, dans le cas régulier, a
sl + 1k 1), (b + 13k 01)| = I, (4.1)
(Qit3k 1), G (k1)) = Ir. (4.2)

Dans le cas localement déterminable, les matrices identités sont remplacées
par J/ (k1) et J*(k<1). Notons A,., la i-eme ligne d’une matrice A. D’aprés
Pégalité (4.1), les vecteurs CN L+ keI i =1,...,T, sont obtenus
par l'orthogonalisation pour (:,-), , selon le procédé de Gram-schmidt, des
variables successives & _, (k + 1;k <1)7. On a donc {{_, (k + 1;k <1)7 =
ﬁ]fv_k(kT +4T+1),i=1,...,T. Un raisonnement analogue dans le sens
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rétrograde conduit & ¢, (1;k <1)T = i, (i;kT). Comme dans le cadre
théorique, la matrice I acpe(k) s’exprime donc simplement en terme de varia-

bles associées a la structure périodique,
Macpe(0):; = <X'N(i),)?zv(j)> , Li=1,....,T,

Maors(R)ig = (Ho (R + T +1), T G kT)) . k>0 (4.3)

Pour k& = 0, la correspondance entre ﬂACPE(O) et B(i,j), i,j=1,...,T, est
obtenue (cf. section 3.3) avec I’Algorithme LDG. la Remarque 4.2.1 avec
U= Xny-1(i),i=1,...,T, montre que 5(4,j) = Bacpe(i,7), 1,7 =1,...,T.
Pour k=1,... ,p,et pouri=1,...,T, on pose
k : k " .
UF = i (66T, U, =i (kT + 6T +1).

Dapres les égalités (4.1),(4.2) et (4.3) les coefficients R*)(,7) que nous
avons introduits a la section 3.3 sont égaux a (Ui(k), U](k))e. Rappelons que
B(kT +i,7) est donné par B(’“)(T +1,7), olt B(k)(-, -) est la fonction associée
a IA%(’“)(-, -) par ’Algorithme LDG. Ainsi la Remarque 4.2.1 appliquée a Uz-(k),
1 =1,...,2T, montre que B(k)(T +1,7), est la “corrélation partielle” entre
i (kT +i;T +1) et 7% ,(j; kT) dans I'ensemble
{it_y(n; kT),n =3, ... ,T;ﬁ};ik(lﬂT—i—n;T—F 1),n=1...,i}

De plus, on dispose de I’analogue empirique de la Proposition 3.3.1 en rem-
placant dans sa démonstration (-,-) par (-,-), et les éléments théoriques par

leurs représentants empiriques. La “corrélation partielle” précédente est donc
aussi celle donnée par

pe(Xn_i(KT + ), Xy (1) / Xn-k(4), - - Xn—i (KT + 1)),
50it Baepe (KT + 1, 7). O

4.2.3 Rapports d’énergies résiduelles

Cette méthode a été proposée par Dickinson [D1c79]. Comme dans le
cas scalaire, les estimateurs de II(k), k = 0,... ,p, sont déterminés a partir
de la méme matrice YpN au lieu des matrices successives ;Y. Dans [D1C79],

I rEer(+) est obtenu en utilisant une normalisation triangulaire inférieure dans
les deux sens progressif et rétrograde. Nous proposons une version différente
en accord avec la définition introduite au troisieme chapitre et directement
liée a la méthode du cas périodique. Notons que la structure de Y'(-), ainsi
estimée, est différente de celle résultant de [D1c79].

Avec les notations introduites précédemment, I'estimateur de II(k) est
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défini par,
fren(0) = [Py o0 +1), V(0 + 1))
Hrpr(k) = [@’Qf,,(pﬂL Lkel),d (p+1ekkal)|, 0<k<p.

En utilisant les éléments de la preuve de la Proposition 4.2.1, on montre

que la fonction B(,) associée a ﬂRER(-) est donnée par, i,j = 1,...,T,
kE=1,...,p,

A . . g4 . 2

Blivi) = [ En—poT +1)|

B4,) = (The—p (0T + 59T+ + 1), e, (0T +jipT +i = 1)) . j <,
(KT +i,9) = (e _, (0T + (0 = YT + j + 1),y (0 = )T + j5pT +i = 1)) .

€

=X

Par ailleurs pour un modele ARP(p, max), les entiers ¢;, définis a la sous-
section 4.1.3, sont donnés par pT + i car p; = pT + i < 1. La fonction §(-, )
coincide donc avec (-, -) lorsque le modele considéré est ARP(p, max).

4.2.4 Extensions de la méthode de Burg

On trouve deux généralisations différentes de la méthode de Burg au
cas vectoriel non localement déterminable. La premiere a été proposée in-
dépendemment par Nuttall [NUT76] et Strand [STR77]. Cette méthode est
comparable dans sa conception a celle de Boshnakov [B0s94]. La secon-
de, comparable a celle de Sakai [SAK82], a été introduite par Morf et coll.
[MORT78b|. Comme pour la situation scalaire, la matrice II(k) est estimée de
fagon récursive sur 'ordre, a partir des erreurs de prédiction définies par les
estimations obtenues aux étapes précédentes. Remarquons que pour ces deux
méthodes, la récurrence commence avec I1(0) = 4¢pp(0). D’autre part, les
coefficients des filtres ainsi que les variances empiriques scalaires d’ACPE
satisfont les contraintes de Burg sur la plage des erreurs faisant intervenir
ﬂ(()) Ils coincident donc avec ceux des méthodes de Burg périodiques qui
sont associés aux estimations obtenues aux étapes précédentes. Dans ce cas,
les estimateurs B(z, J) i,j =1,...,T, sont identiques pour les méthodes de
Sakai et AC'PE. De plus I'estimateur de Boshnakov se ramene au coefficient
de Sakai lorsque les variances empiriques sont égales a celles estimées. Les
premiers coefficients (i, 7), 4,7 = 1,...,T, sont donc estimés de la méme
facon par les méthodes de Boshnakov, Sakai ou ACPFE et sont ceux associés
a I 4cpp(0) par Algorithme LDG'. Ainsi pour 'estimation de I1(0), les deux
méthodes de Burg vectorielles sont équivalentes a celles périodiques qui leurs
sont respectivement comparables. Néanmoins cette équivalence n’est plus
vraie pour les ordres suivants. Pour chacune de ces deux méthodes, apres les
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avoir présentées, nous donnons les raisons pour lesquelles nous n’avons plus
cette correspondance.

Méthode de Nuttall

Dans [NUT76] ou [STR77], la méthode porte sur I'estimation de I'autoco-
variance partielle. Afin de souligner les similitudes avec la technique de
Boshnakov, nous présentons la méthode d’estimation pour I1(-) qui en résulte.
Remarquons que cette procédure ne dépend pas du choix de la normalisation.
On introduit les erreurs de prédictions d’ordre k <1,

k—1
eh b+ Lkel) =) Al(k el )Yy ik + 1)),
j=0
k—1
e w(Lkel)=> Ak el )Yy i1+ ),
j=0

o Al(ke1,.) et AP(k <1,-) sont les coefficients des innovations partielles

~

d’ordre k <1 associées aux estimations I1(0),... ,II(k <1), obtenues aux

étapes précédentes. Alors fIBl(k), k=1,...,p, est la matrice IT qui réalise
le minimum dans,

H}}ntr { [Cé]{rfk - Hé?\f—ka Cé]j\nrfk - Hd)vfk] + [é?\bk - H*Céjj\"rfka é?\bk - H*Cé]{rfk} } )

ou tr désigne la trace, va_k, ¢t . sont les représentants des innovations
partielles normalisées,

Gk + Lk e1) = 1(k 1) ek (k+ 13k <1),
Gk e1) =" (kel) ey (k).
L’estimateur I1 p1(k) est alors la solution de I’équation de Lyapounov,
ATl(k) + TI(k)B = 2C, (4.4)
avec
A= {éfv_k(k: +1kel), o (k+1;k @1)] :
B =[G ik o), & 4k o1)].

C = [ b+ 1k e1), & (Ee)].

Pour cette situation, il semble qu’il soit impossible de décrire simplement
la méthode périodique correspondante. Néanmoins on montre que cette
derniere est différente de celle de Bosnhakov. Cette différence provient de
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la fagon dont est déterminée I'estimation de ITI(k). En effet, supposons que
les estimations de II(i), i = 0,...,k <1, soient identiques pour les deux
méthodes et plagons nous a la k-ieme étape. D’apres les relations de (3.11)
et leur homologue dans le sens rétrograde on a

el k(kT+1 T+1)"
el (k+Lkel)=[LI_ ] : , (4.5)
el k(kT+T T+1)"

élz’vfk(:l; kT)T
bt .
ey (Lkel)=[1; ] : ; (4.6)
N (T ET)T
ol é{v_ . €% _,. correspondent aux erreurs de prédiction introduites & la sous-

section 4.1.4. Les inverses des racines des matrices de covariance résiduelles
estimées (uniques dans le cas non localement déterminable) sont donnés par

aAf(k &l), = [ZA)I}: 1]+L1}; 1 :b(k &l), = [ZA)ZA]JFIAJLU
et par suite
i (KT +1;T +1)"
b+ 1k el) = : :
W (KT +T;T+1)7

A (1 KT)"
& (k1) = s ,
i (T; KT)"

ol ﬁlji,fk(-, 2, 7% _4(+,+) sont les erreurs de prédiction “normalisées” par les
écarts-types résiduels 67 (-, ), 6°(-, ). Afin de faciliter la lecture, nous modi-
fions légerement les notations des erreurs de prédiction en omettant la référen-
ce a l’ordre k. On dispose donc de deux matrices QA' I et 6 b dont les i-emes lignes
transposées sont notées ﬁif,T+1 et i} ,. Dans [NUT76], la matrice II(k) est es-
timée comme le coefficient de liaison linéaire, introduit dans [DEG94], entre
¢l et (Y. Cest-a-dire comme la solution de I'équation de Lyapounov (4.4).
Dans [B0s94], 'approche scalaire conduit a définir de fagon non globale
Pestimateur I1(k). En effet, cette méthode se ramene & la procédure suiv-
ante.

(i) Pouri=1,...,T, j=1T,...,1, on calcul les coefficients Bzy comme,
2 <ﬁ£j+1, ﬁ?,i—1>e
197541112+ 1142412

ﬁi,j =
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Lorsque (i,7) # (T, 1) les nouvelles variables ﬁlf ; et 0 ;, nécessaires pour
les étapes (i,j <1) et (i + 1, ), sont déterminées par

1
A — 3 12| 2 laf A b
i = [1 <:>|ﬁi,j| ] {771-,]41 <:>ﬁi,j77j,i_1} )

~b A Af
{Uj,i—l S BijTi i } .

N

i, = [1 ©|Bi,j|2]

(ii) L’estimateur II(k) est la matrice d’autocorrélation partielle triangu-
laire associée a B(kT +14,5) = B, i, = 1,...,T, selon la procédure
de la section 3.3.

Ainsi la méthode de Boshnakov définit un estimateur f[(k) a partir des mémes
quantités que dans [NUTT76], mais de fagon non équivalente. En effet pour
T = 2 par exemple, ’équation de Lyapounov (4.4) est équivalente au systeme
suivant,

A1+ B Ao By 1 0 Iy 1 Cia
By A1+ Bop 0 Ao Mo | 9 Cl,2

As 0 Aso+ B By 1 Moy | Co1

0 Asq By Ao+ By I 5 Cs,2

Or d’apres le point (i) de la procédure précédente, le coefficient TI(k); 5 est
égal a B(2k+ 1,2) et d’apres (i), il est donc déterminé par 2C 5/(A1 1+ Ba2).
Contrairement a la méthode de Nuttall, il n’est pas solution du systeme
précédent car (0,1/(Ay 1+ By2),0,0) n’est pas la deuxieme ligne de I'inverse
de la matrice de ce systeme. Ceci montre clairement que la méthode de
Nuttall et Strand n’est pas équivalente a celle de Boshnakov.

Méthode de Morf et coll.

Nous présentons ci-apres la méthode de Morf et coll. [MORT78b]. Comme
pour la méthode RE R, nous proposons une version différente de 'originale,
mais en accord avec la définition de II(+). Le critére utilisé est alors le suivant,

tr { [@fv—k STEK 4, Chs <:>H<~]Iif—k] + [EJb\Lk STy G @H*Ejfv—k] } ,
ol les représentants des innovations partielles normalisées, ¢ ]J:,f i €t CNJ”V_ & sont
donnés par,

Ejéfk(k +Lkel)= 7~{V7k(k <:>1)i_é{\f—k(k + 1Lk 1),
Crn(Lk &1) = § (k1) ey (L k1),

avec
kel = el (k+1Lkel), el (k+1kel)|,
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Rk el) = [ L (Like1),ey (L e1)].

Les matrices de covariance empiriques de ces représentants étant égales a
l'identité, I’équation de Lyapounov est éliminée et les matrices [py(k), k =
1,...,p, sont déterminées comme des coefficients de corrélation,

(k) = [Ch y(b+ 1k 1), &y (13 k1)

Comme précédemment, la différence entre cette méthode et celle de Sakai
réside dans Pestimation de la matrice I1(k) ou de facon équivalente de celles
des coefficients B(kT +i,7), i,7 = 1,...,T. On propose de traiter ce point
de maniere différente car pour la méthode de Morf et coll., il est possible de
décrire directement la procédure d’estimation des quantités 5(kT + 1, j). En
effet a l'étape k, on dispose des erreurs de prédiction périodiques é{ Tl =
el (KT 44T +1) et £ by = &%_x(i; KT). Alors la structure périodique résul-
tant de la méthode de Morf et coll. est obtenue de la facon suivante.

Proposition 4.2.2. Pour k =1,...,p, soient B(kTAqL i,j), i,7=1,...,T,
les coefficients d’autocorrélation partielle associés a (k). Alors ces coeffi-
cients sont donnés par,

b b Af _ :
Pe(Eiri1sEio/Enosn=1Jr-  Tiépp,n=1,...,0).

Démonstration.- Comme pour ACPE, la Remarque 4.2.1 avec pour i =
1,....,T,

D= ke, UR = (k+ ko))

conduit a

B(k‘T + 'L,]) - pe(Uj(!:zz'a U](k)/UJ(k)a RIS UY(’kizz)

Par ailleurs les vecteurs U} 4yt =1,...,T sont obtenus par I'orthogonalisa-
tlon pour (-,-), selon le procédé de Gram-schmidt, des variables successives
el (k+1;k<1)!. Larelation (4.5) ot [L{_,]~" est une matrice triangulaire
inférieure unitaire, implique qu’ils peuvent étre aussi déterminés selon le

meme procédé mais a partir des variables é{TH, e 74+1- On obtient un
résultat similaire pour U( ,i=1,...,T, grace alarelation (4.6). L’analogue

empirique de la Pr0p051t10n 3.3.1 (appliquée avec n = 1) finit de montrer
cette proposition. {

La procédure de Morf et coll. n’est donc pas équivalente a celle de Sakai.
En effet, rappelons que pour cette derniere les coefficients (kT +1,7), i,j =
1,...,T, sont déterminés selon la procédure suivante.

Pouri=1,...,T, 0'ZT+1—O'f2(kT+Z T +1) et 675 = 0" (i; kT).
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Pour:=1,... ,T,pour j=1T,... 1,

Af )
<5z’,j+1a i1
e
b

BbZ(kT+7/7j) - ~f )
||5i,j+1||e X ||5],i—1||e

lorsque (7, j) # (T, 1),

~f
~ o .
NN N P
Eij = ij1 SP(KT +4,J) ¢, 1,
0ji-1
—6_b
b 2b A <N gl Af
€ii = ji1 & B (kT +1,7) ~f  Cig+D
oY .
2,5+1

612 = |1 &|Bn(kT +i,j)*| 62,1, %2 = |1 &|BukT +14,5)*| 62,
Ainsi, sauf pour (i,7) = (1,T), les quantités S(kT + i,7) et Gy (kT + i, 7)
sont différentes.

4.3 Résultats de simulation

Dans cette section, les différentes méthodes d’estimation sont analysées
par simulation. Les facteurs déterminants sont la proximité du modele a
la singularité, la longueur de la séquence et le type de parametres étudiés.
Pour nos comparaisons, nous avons retenu quatre modeles M1, M2, M3 et
M4. Le modele M1 est un ARP(4,4) régulier, les autocorrélations partielles
n’excédant pas 0.85 en module. On considere deux modeles proches de la
singularité, un ARP(6,6,6) pour M2 et un ARP(3, max) pour M4. Le mod-
ele M3 est un ARP(7,6) régulier comme M1, mais avec des valeurs pour les
coefficients des filtres plus élevées. La méthode ACPE est d’abord comparée
avec celle de Yule-Walker pour des séries courtes issues du modele M1. On
retrouve le défaut de la méthode de Yule-Walker dii au biais. Comme dans le
cas stationnaire, on constate que ACPFE et RER conduisent a des résultats
similaires. Ces deux derniéres méthodes sont alors comparées avec les deux
extensions de Burg scalaires. Les résultats obtenus pour M2 montrent le
mauvais comportement des méthodes de Burg pour des séries courtes issues
d’un modele proche de la singularité. Le modele M3 illustre le fait que ces
méthodes sont également sensibles a I'ordre de grandeur des coefficients des
filtres. Nous considérons ensuite le modele M4 qui permet de comparer les
approches scalaires et celles vectorielles. Ceci concerne essentiellement les
procédures de type Burg puisque les deux approches sont équivalentes pour
les autres méthodes lorsqu’il s’agit d’'un modele ARP(p, max). Une étude sur
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le comportement asymptotique pour le modele M4 indique que les métho-
des ACPE et RER semblent préférables méme sur des séries de longueur
moyenne.

Dans la premiere sous-section, nous décrivons la facon dont sont obtenus
les résultats de simulation. La comparaison des différentes méthodes fait
I’objet de la deuxieme sous-section.

4.3.1 Présentation des résultats

Sans perte de généralité, on se place dans le cas réel avec m = NT.
Les essais sont réalisés a partir d’un fichier de 1 000 000 de nombres pseudo-
aléatoires de loi normale centrée réduite, pour lequel on a observé une moyen-
ne de 0.00097 et un écart-type de 0.99996. Les méthodes sont comparées a
travers l'estimation des parametres (3;(n),

pi(n) = R(t,t ©n)/\/R(t,t)R(t ©n,t <n),

R(t,t), az(n), et o, t =1,...,T,n=1,...,p;. Remarquons que nous avons
préféré étudier séparément la variance du processus R(t,t) et les autocor-
rélations p;(n), plutdt que les coefficients d’autocovariances. Ceci afin de
faciliter I’analyse puisque, excepté pour RER, les différentes méthodes es-
timent de la méme facon la variance du processus. Pour chaque modele,
les méthodes concernées sont appliquées sur des séquences de longueur m et
avec un nombre de répétitions n, donnés. Les résultats détaillés de ces simu-
lations sont donnés dans des tables en Annexe. La valeur des parametres
du modele considéré se trouve dans la premiére colonne intitulée “MODELE”.
Pour chaque estimateurs, nous donnons dans la colonne correspondante, sa
valeur moyenne (sur I’ensemble des n, répétitions) suivi de la racine carré de
Pécart quadratique moyen (EQM). Les résultats sont présentés période par
période (i.e. pour t fixé). Pour les parametres (3;(+), pi(+) et a;(+), nous men-
tionnons par une ligne intitulée “Synthese”, un résumé des résultats obtenus
sur la période considérée. Par exemple pour un vecteur de parametres 6(-)
de dimension d, (d = p; pour la t-itme période) le biais moyen et la valeur
moyenne de la racine de 'EQM sont résumés par,

{% S o] } | {é > EQM[éi(k)]} .

I’EQM permet d’apprécier de facon globale la différence entre deux méthodes
résultant d’écarts dis au biais et a la variance. Nous n’avons pas indiqué
la variance afin de ne pas surcharger les tableaux, mais des commentaires
préciserons, de facon qualitative, la part qui lui revient dans les différences
constatées entre les méthodes. Par ailleurs pour chaque type de parametres,
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nous donnons sur une ligne intitulée “Synt. globale”, une mesure globale du
biais et de la racine de 'EQM sur ’ensemble des périodes obtenue selon le
méme principe : d = Zlept pour 5.(-), p.(+), a.(+), et d = T pour R(-,-),
o%. Enfin des tableaux de syntheése et des graphiques sont utilisés dans les
commentaires ci-dessous.

4.3.2 Etude comparative
Yule-Walker

La méthode de Yule-Walker [PAGT8] est comparée avec ACPE, pour
des séries courtes (m = 50, 100) issues du modele M1. On retrouve le dé-
faut classique du au biais particulierement sensible pour des séries courtes.
La Table I de I’Annexe montre que les deux méthodes different peu pour
I'estimation de p(-,-). Pour les autres parametres, les résultats des syntheéses
globales obtenues pour m = 50 sont rappelés dans le Tableau 4.1 ci-dessous.
On observe que le biais et 'EQM sont plus élevés pour Yule-Walker et en
particulier pour les parametres du modele (i.e. les filtres et les variances
résiduelles). Ici seul le biais est a l'origine de la différence entre les deux
méthodes (les variances sont proches). Ceci semble cohérent puisque cette
méthode introduit essentiellement un biais sur les autocovariances. Pour cet
exemple, les autres méthodes conduisent a des résultats comparables a ceux
d’ACPE. On a pu remarquer que I’écart entre les deux méthodes s’accentue
pour un modele proche de la singularité méme pour des séries longues.

Tableau 4.1 : Comparaison entre Yule-Walker et ACPE, M1, m = 50.

Parametre B(- ) a.(+) o’

biais (EQM)z | biais (EQM)z | biais (EQM)2
Yule-Walker | 0.136  0.211 | 0.251  0.388 | 0.172  0.261
ACPE 0.044 0.161 | 0.040 0.261 | 0.034 0.066

Le modele M1 fait parti des modeles pour lesquels la méthode de Yule-
Walker fournit toujours une solution (cf. sous-section 4.1.1). Soit M1’ le
modele ARP(4,0) dont la fonction d’autocorrélation partielle coincide avec
celle de M1 sur E(4,0). Pour une série de longueur 50 (resp. 100), on a
observé 26.7 (resp. 28.5) pourcentage d’échec sur 2000 répétitions.

ACPE et RER

Les résultats obtenus par ACPFE sont tres satisfaisant sur I’ensemble
des parametres. Comme dans le cas stationnaire, la méthode RER en
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constitue une bonne approximation (cf. Annexe : Tables II & VIII). Elle
représente donc une solution de remplacement puisqu’elle est plus facile a
mettre en ceuvre. Cependant d'un point de vue calculatoire, elle n’apporte
pas nécessairement quelque chose car elle peut nécessiter T décompositions
de Cholesky selon ’ordre du modele d’une part et on dispose de ’algorithme
de calcul rapide de [PHA92]| pour ACPE d’autre part.

Extensions de Burg scalaires

On observe les mémes phénomenes que pour la situation stationnaire con-
cernant les modeles proches de la singularité et pour des séries courtes. Les
méthodes de Burg ([SAK82], [B0s94]|) sont d’abord comparées avec ACPE
et RER pour des séries de longueur m = 105 issues du modele M2 proche de
la singularité. On constate que les méthodes de Burg, qui se comportent de
fagon analogue, sont bien moins bonnes excepté pour l'estimation de p(-,-)
pour laquelle les quatre méthodes sont équivalentes (cf. Annexe : Table II).
Pour une vue d’ensemble, nous rappelons ci-dessous les syntheses globales
pour cet exemple.

Tableau 4.2 : Comparaison entre Burg, RER et ACPE, M2, m=105.

Parametre B -) a.() 10% x o
biais (EQM)z | biais (EQM)z | biais (EQM)?
Sakai 0.124  0.208 | 0.523 0.738 | 4.098  6.097
Boshnakov | 0.125  0.208 | 0.531  0.747 | 4.153 6.164
RER 0.066 0.156 | 0.017 0.251 | 0.499 0.799
ACPE 0.065 0.154 | 0.017 0.256 | 0.475 0.799

De facon détaillée, la Figure 4.1 ci-apres représente le biais et la racine de
EQM pour les estimateurs des autocorrélations partielles. Les parametres
Gr(1), ..., Bi(p1), B2(1), ..., Br(pr) sont numérotés de 1 a ZiT:lpi. Ces numé-
ros sont reportés en abscisse et pour chacun d’entre eux, la valeur du biais
ou de la racine de 'EQM est donnée en ordonnée. Les différentes périodes
sont séparées par des tracés verticaux en pointillés. Le défaut de conception
des méthodes de Burg, dii aux contraintes dans la construction récursive des
filtres, est bien illustré par ces deux graphes : sur chaque début de pério-
de, ces procédures se comportent comme les deux autres (les estimateurs
Bl(k), k=0,...,i<1, sont identiques a ceux d’ACPFE), puis la différence
s’accentue en fin de chaque période.
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RER
Sakai
Boshnakov

biais

-0.25 L 1 I
2 4 6 8 10 12 14 16 18

parametres

0.4 T
+—t ACPE
XX RER
035 Sakai
Boshnakov

0.2

racine carree de EQM

I
[
o

0.1

0.05

parametres

Figure 4.1 : Biais et racine carrée de ’EQM des estimateurs des autocor-
rélations partielles, M2, m = 105, n, = 2000.

En effet rappelons que, contrairement aux deux autres méthodes, la valeur
de f(t,s) dépend, au travers des filtres, de toutes les estimations [((u,v),
(u,v) € [s,...,t]*\ (¢, 5), obtenues aux étapes précédentes.
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1 1
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Figure 4.2 : Biais et racine carrée de UEQM des estimateurs des filtres,
M2, m = 105, n, = 2000.

Ainsi les erreurs sur les coefficients (3;(k) en module proche de 1 (cf. (3;(4)
par exemple) se répercutent sur ceux d’ordre supérieur non seulement de la
meme période mais aussi des autres. En particulier, ceci peut conduire a
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de tres mauvaises estimations pour des coefficients méme s’ils ne sont pas
proche de 1 en module (cf. [(5(6)) et laisse prévoir que ce défaut influe
d’autant plus que 'ordre du modele est grand. Le fait que les méthodes
de Burg sous-estiment les coefficients (;(k) en module proche de 1 apparait
clairement dans le cas de o2 oll le biais correspond & une surestimation des
variances résiduelles de chaque période (cf. Annexe : Table IT). La Figure 4.2,
a la page précédente, est ’analogue de la Figure 4.1 avec a1(1),...,a1(p1),
as(1),...,ar(pr), comme parametres. Elle montre que les méthodes de Burg
sont encore moins bonnes dans I’estimation des filtres, en particulier lorsque
la valeur des coefficients est plus grandes (cf. derniere période). Notons que
I’écart de 'EQM constaté entre ces méthodes, provient de I’augmentation du
biais ainsi que celle de la variance. On observe les mémes phénomenes pour
une série deux fois plus longue, avec une légere amélioration dans ’estimation
des autocorrélations partielles (cf. Annexe : Table III).

Sur ’exemple précédent, on a constaté que les méthodes de Burg sem-
blaient sensibles a ’ordre de grandeur des coefficients des filtres. Dans la
situation périodique, on peut trouver des modeles pour lesquels 'ordre de
grandeur de ces coefficients est élevé sans que pour autant les modeles soient
proches de la singularité. Par exemple, les modules des autocorrélations
partielles de M3 ne dépassent pas 0.85, alors que les coefficients des filtres
atteignent 10.853 (cf. Annexe : Table IV). Pour des séries courtes issues de
ce modele (m = 70), comme précédemment les quatre méthodes sont compa-
rables pour I'estimation de p(-,-). Pour les autres parametres, les syntheéses
globales sont rappelées dans le tableau suivant.

Tableau 4.3 : Comparaison entre Burg, RER et ACPE, M3, m="70.

Parameétre 6(-,-) a.(-) o?
biais (EQM)? | biais (EQM)2 | biais (EQM)2
Sakai 0.063 0.170 | 0.651 0.950 | 0.031 0,072
Boshnakov | 0.064  0.170 | 0.670 0.967 | 0.033  0.075
RER 0.046  0.165 | 0.097 0.514 | 0.024 0.035
ACPE 0.043 0.160 | 0.098 0.532 | 0.022 0.034

On observe une petite différence entre les procédures de Burg et les deux
autres dans l’estimation des autocorrélations partielles, excepté pour les
derniers coefficients de chaque période (cf. Figure 4.3). En particulier le
biais et la racine de TEQM de 31(7) sont multipliés, pour les méthodes de
Burg, par 5 et 2 respectivement. Cet écart se creuse pour le filtre de la
premiere période (cf. Figure 4.4), ou se trouvent les coefficients de grandes
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valeurs. Par contre les quatre méthodes sont comparables sur la deuxieme
période.
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Figure 4.3 : Biais et racine carrée de '’EQM des estimateurs des autocor-
rélations partielles, M3, m = 70, n, = 2000.
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Figure 4.4 : Biais et racine carrée de 'EQM des estimateurs des filtres,
M3, m =70, n, = 2000.

Remarquons que 'augmentation de 'EQM résulte de celle du biais et de
celle de la variance pour les autocorrélations partielles et les filtres. Par
contre, le biais des estimateurs des variances résiduelles est du meme ordre
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de grandeur mais avec une variance plus forte pour ceux de Burg (cf. Annexe :
Table IV). Pour des séries deux fois plus longues (cf. Annexe : Table V), il
existe encore une différence non négligeable dans I’estimation du filtre de la
premiere période. Sinon les méthodes sont comparables.

Extensions de Burg vectorielles

Les méthodes de Burg liées aux processus vectoriels stationnaires ([NUT
76], [IMORT78Db]) sont ici comparées a leurs homologues périodiques ([B0s94],
[SAk82]). Afin de faire ressortir les éventuelles différences, nous considérons
des séries courtes (m = 70, 140) issues du modele M4, qui comme M2 est
proche de la singularité. Les résultats obtenus par ACPE et RER sont
également présentés (cf. Annexe : Tables VI et VII). Notons que les méthodes
vectorielles du méme type conduisent a des résultats identiques puisqu’il
s’agit d’'un modele ARP(p, maz). Concernant la comparaison des méthodes
de Burg avec AC'PE et RER, on observe les mémes comportements que pour
M2, avec des différences plus marquées (cf. Tableau 4.4, Figures 4.5 et 4.6).

Tableau 4.4 : Comparaison entre Burg, RER et ACPFE, M4, m="70.

Parametre B(- ) a.(-) o?
biais (EQM)z | biais (EQM)z | biais (EQM)?

Sakai 0.208 0.283 | 2.123 3.195 | 0.121 0.212
Boshnakov 0.211  0.284 | 2.242 3.220 | 0.124 0.214
Nuttall 0.162  0.241 | 1.511 2479 |0.079 0.152
Morf et coll. | 0.213  0.288 | 1.700 2.955 | 0.116  0.202
RER 0.031 0.134 |0.118 1.925 | 0.018 0.029
ACPE 0.031 0.131 |0.135 1.880 | 0.017  0.028

Ceci peut s’expliquer par le fait que le modele M4 possede des autocor-
rélations partielles en module trés proche de 1 (|32(2)] = |B2(7)] = 0.99)
et que la valeur des coefficients des filtres associés peut étre tres élevée
(a1(3) = 22.013). En particulier les méthodes de Burg conduisent a des
résultats tres médiocres pour le coefficient (§5(7) qui se trouve en fin de pério-
de (cf. Annexe : Tables VI et VII). C’est aussi le cas pour les filtres et on
retrouve la tendance a surestimer les variances résiduelles pour les métho-
des de Burg. Concernant la comparaison des méthodes de Burg entre elles,
la procédure de Nuttall améliore légerement les résultats sur I’ensemble des
parametres, exceptés pour p(-,-) et R(-,-) ou les méthodes sont compara-
bles. Pour la procédure de Morf et coll., on constate une légere amélioration
uniquement sur le filtre de la premiere période (cf. Figure 4.6).
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Figure 4.5 : Biais et racine carrée de I’EQM des estimateurs des autocor-
rélations partielles, M4, m = 70, n, = 2000.
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Figure 4.7 : Syntheése globale du biais et de ’EQM pour les estimateurs des
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Figure 4.9 : Synthese globale du biais et de I’EQM pour les variances résidu-
elles, M.

Ceci confirme que le probleme des méthodes de Burg provient essentiellement,
des contraintes dans la construction récursive des filtres. Rappelons que les
procédures de Burg vectorielles introduisent moins de contraintes que celles
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scalaires (cf. sous-section 4.2.4). En effet a chaque étape k, les contraintes
des approches vectorielles qui portent sur les erreurs progressive et rétro-
grade, se traduisent d'un point de vue scalaire sur 2 x 7" erreurs. Pour les
méthodes scalaires a la méme étape, les filtres intermédiaires associés aux
innovations partielles e/ (kT + 4;5 + 1) et €(j; kT +i <1), 4,5 = 1,...,T
sont aussi contraints, soit au total 2 x T?. Ainsi plus la période T est grande,
plus les approches scalaires introduisent de contraintes par rapport a celles
vectorielles. Ces dernieres semblent donc préférables. Notons cependant que
d’un point de vue calculatoire, elles sont plus couteuses et plus difficiles a
mettre en ceuvre, comme par exemple la résolution de 1’équation de Lya-
pounov pour [NUT76]. De plus, rappelons que les méthodes vectorielles ne
permettent d’estimer que les modeéles ARP(p, mazx).

Les Figures 4.7, 4.8 et 4.9 ci-avant, représentent 1’évolution de la synthese
globale du biais et de 'EQM pour le modele M4 en fonction de la longueur
de la séquence. Nous considérons les résultats obtenus par les estimateurs
des quatre méthodes de Burg, ACPE, et RER. Ils sont donnés dans la
Table VIII en Annexe. Les longueurs des séquences considérées sont égales
successivement a m = 70, 140, 280, 500 avec n, = 2000, m = 1000 avec
n, = 1000, et m = 2000 avec n, = 500. Nous ne représentons pas les graphes
associés a p.(-) et R(-,-) car pour ces parametres les méthodes conduisent
a des résultats similaires. Ces Figures montrent que la méthode de Nuttall
se détache tres nettement des autres procédures de Burg. Cependant ses
performances restent bien inférieures a celle ’ ACPFE et de RER. La méthode
de Morf et coll. quant a elle, demeure tres proche de celles scalaires. Ceci
peut s’expliquer par le fait qu’elle n’est pas tres éloignée dans sa conception
de celle de Sakai lorsque T' est petit (cf. sous-section 4.2.4). Par ailleurs, on
constate le bon comportement d’ACPE et de RER. En effet il faut attendre
une série de longueur 1000 pour que les méthodes deviennent comparables.
Ceci indique que dans certaines situations, I'utilisation I’AC'PFE ou RER est
préférable méme sur des séries de taille moyenne.
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