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FORORD

”Ndgon talade om for mig att varje ekvation som jag tog med 1
boken skulle halvera férsiljningen” har Stephen Hawking skrivit
1 forordet till sin bok Kosmos — en kort historik. Istillet for att
folja det radet, vill jag (med risk for att lata naiv) hellre 6vertyga
denne ”nagon” och alla dessa lisare som eventuellt skulle utebli
om att formler och ekvationer inte alls dr farligal Man behover
inte alls vara nagon matematiker for att ha gladje och nytta av
matematikkunskaper. Och alla kan f6rsta mer av matematiken an
vad man forst tror! Det galler bara att slippa férdomarna om att

det ar ”svart”, ”obegripligt” och att man “har svart att lara”, for
savil den som lir sig som for den som lir ut.

Min forhoppning ar att den har boken ska kunna lisas bade
av dem som vill bilda sig utan att ha sd mycket pa fotterna sedan
tidigare, och av drivna hogstadie- och gymnasieelever som vill lasa
utover kursen 1 skolan pa egen hand. Flera av kapitlen innehaller
sadana moment som inte ingir 1 ens de hogsta matematikkurserna
pa gymnasiet, sa det finns nagot for de flesta att hamta har.

De lasare som kanner att de har grundliggande kunskaper inom
omradet sedan tidigare kan med gott samvete noja sig med att 6gna
igenom vissa kapitel, men f6r den lasare som borjar fran grunden
rekommenderar jag att man laser boken fran parm till pairm. Vissa
delar gar snabbt att ldsa och sitta sig in 1, medan vissa delar kanske
behovs lasas ett par ganger innan forstielsen kommer. Det ar inga
konstigheter med det, och det dr den oslagbara fordelen med en
sadan hir typ av bok — du viljer tempot alldeles sjalv!



Den hir boken har kommit till under manga timmars skrivande,
lasande och funderande. Att det skulle vara sa hir roligt att skriva
en bok kunde jag inte ana nir jag gav mig in pa projektet! Det
har varit valdigt larorikt och utvecklande for min egen del, och
skrivandet har inneburit intressanta diskussioner, funderingar och
moten med andra personer — som jag annars inte skulle ha traffat
— som har givit mig idéer och stod. Jag hoppas nu verkligen att den
hir boken kan fi vara lirorik aven fo6r alla lasare.

Det ar langt ifran alla ganger sjilvklart vilket matematiskt
resonemang man ska fora for att na fram till ritt svar, men jag
hoppas att den hir boken ska vara en inspirationskalla och bilda er
lasare inom omradet, men ocksa stimulera er till egna matematiska
funderingar (och kanske till och med studier?). Eftersom jag
sjalv inte dar nagon riktig matematiker, utan bara en intresserad
gymnasieelev, kan jag inte garantera att det inte har smugit sig in
nagon matematisk felaktighet nagonstans, men jag har naturligtvis
torsokt att undvika alla sddana tvivelaktigheter.

Det finns manga personer som har list och kommenterat hela
eller delar av manuskriptet och jag vill naturligtvis tacka alla, men
de fem personer som enskilt har betytt mest for bokens innehall
och utformning och som jag vill rikta ett extra stort tack till ar
mina korrekturldsare Niklas Jarvstrat, Martin Gellerstedt och Bo
Svensson — alla tre pa Hogskolan Vst — samt Lars Holmblad pa
Nils Ericsonsgymnasiet, och min forliggare Marianne Rugard
Jarvstrit.

Andreas Svensson
Trollhéttan den 26 maj 2008

Ps. Som forfattare ar det alltid roligt att fa kommentarer fran sina lasare. Min e-postadress
finns pa sidan fyra. Ds.
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INLEDNING

Spel dr en stor del i den hir boken. Dels for att det ar ett
omride dir kunskaperna snabbt kommer till anvindning, dels
for att reglerna ofta brukar vara tydliga sa att man har full
kontroll pa omstandigheterna. Men framforallt beror det pa att
sannolikhetslairan borjade studeras fran en vetenskaplig vinkel
tack vare just spel; Fransmannen Blaise Pascal och Pierre de
Fermat borjade pa 1600-talet pa det som skulle komma att bli
liran om sannolikheter, i och med en brevvaxling om hur man
skulle dela upp vinster mellan spelare 1 ett visst tirningsspel nar det
inte fanns mojlighet att slutféra omgangen. Innan dess hade det
som skulle kunna motsvaras av sannolikhetsliran endast bestatt
av spelares kinsla och erfarenhet. Sjilva starten f6r den moderna
sannolikhetslaran anses dock ligga ett par hundra ar senare, 1 och
med Pierre-Simon Laplaces verk fran 1812, Théorie analytique
des Probabilités.

Trots att laran om sannolikheter dr forhallandevis ung, sa talas
det redan 1 Gamla Testamentet 1 Bibeln om lotter: ’Sedan skall
han ta de bada bockarna och stilla dem infor Herren vid ingiangen
till uppenbarelsetiltet och kasta lott om dem: en lott f6r Herren
och en lott f6r Asasel.” (3 Mos 16:7-8)

Att f6rsoka bemastra slumpen kan verka lockande nir lotterier
lockar med hogvinster, det finns tips 1 horoskopen om vad och hur
man ska spela, och Svenska Spel publicerar statistik 6ver hur ofta
de olika siffrorna i Lotto har blivit dragna. Men kom thdg — det
finns bara en garanterad vinnare i ett lottert, och det ar arrangoren!
Och for arrangoren har den moraliska aspekten 1 konflikt med

11



Inledning

vinsten alltid funnits dar; 1725 forbjod paven Benedictus XIII
lotteriet 1 Genua (som anses vara ursprunget till dagens lotto),
men bara sex ar senare startade hans eftertridare Clement XII ett
eget lotteri 1 Rom for att 6ka Vatikanens inkomster. I Sverige gar
arligen mer an en miljard av vinsten fran Svenska Spel till barn-
och ungdomsidrott samt féreningslivet. Den cyniske kan sikert
havda att det ar ett satt att rentva sitt samvete for de miljarder man
tjanar pa det svenska folkets spelande.

Vi kan aldrig vet vad slumpens niasta drag dr. Vi kan gora
gissningar utifrain vad vi tidigare sett och utifrdn teoretiska
berikningar. Men vi kan aldrig veta sikert. Matematikern Bertrand
Russel uttryckte det som ”Hur kan vi tala om slumpens lagar? Ar
da inte slumpen lagbundenhetens fullstindiga motsats?”

Kapitleniboken kan 1 de flesta fall lasas fristiende, och man kan
ofta hoppa Over nagot kapitel och anda forsta det nastkommande.
For lasaren som vill fa en helhet rekommenderar jag dock att man
liser boken fran parm till parm, ndgot som for de flesta torde vara
overkomligt.

Vi borjar 1 kapitel ett och tva med lite grundlaggande principer,
och tittar sedan 1 kapitel tre pa ett valkant och klurigt problem,
det sa kallade getproblemet. I kapitel fyra och fem kommer det
mer grundliggande teori, som innehaller farre formler och mera
funderingar dn de tidigare kapitlen. Kapitel sex ar ett vialdigt
roligt kapitel, dar vi tittar pa sannolikheter 1 vardagen, foljt
av det anviandbara kapitel sju som handlar om teorin bakom
kombinationer. Kapitel atta handlar om lotto, och innehaller
inte sd stora delar ren matematik, det handlar istallet mycket om
beteenden hos spelare. Kapitel nio ar sedan ett teorikapitel om
hiandelser som ir beroende av varandra, nagot vi far anvandning
tor i de tva foljande kapitlen. Kapitel tio handlar om det gackande
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kuvertproblemet, och kapitel elva om det klassiska kortspelet svilta
rav. Kapitel tolv och fjorton ar orienterande inom statistikens
omride, med den intressanta normalfordelningen och den kanske
annu mer fascinerande Benfords lag. Kapitel tretton ar en lite
annorlunda tillimpning av normalférdelningen. Slutligen knyter
kapitel femton ithop sicken med en diskussion om sidant man
— skenbart — aldrig trodde skulle intriffa, som till exempel olyckor
1 karnkraftsverk, och lite samlarbilder.

Vilkommen till en bok om slumpen, dar vi aldrig kan veta,
men 1 det langa loppet kan gora vildigt bra gissningar! Det hela
handlar om det som kallas for sannolikheter.
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1.

FORSTA KAPITLET

Sannolikhetslira handlar om chanser och risker. Men hur vet man
om det ar en chans eller risk? Ja, det ar en bra fraga. Chans brukar
man saga om det ar ndgot positivt som kan handa, och risk om det
ar nagot negativt. For att undvika de problemen sager vi istillet
sannolikhet, sa blir det upp till ldsaren att avgora om det ar fraga
om en chans eller risk.

Man kan tala om sannolikheten f6r att nagot ska hinda, och
ange det som ett tal mellan 0 och 1, eller 0% respektive 100%.
Sannolikheten for att fa en klave ndr man singlar slant ar halften,
alltsa 0,5 eller 50%. Det ar viktigt att nir man ligger ihop alla
sannolikheter vid en hindelse, exempelvis ett tirningskast, sa
maste det bli just 1 eller 100%. Sannolikheten att fa klave ar som

15



1 - Forsta kapitlet

sagt 0,5 eller 50% och sannolikheten att fa krona dr ju ocksa
hilften, alltsa 0,5 eller 50%. Och 0,5 + 0,5 4r 1, och 50% + 50%
ar 100%. Sannolikheten 1, eller 100%, innebar namligen att det
sakert kommer att hinda.

Det ar klart att nagot maste hinda, niar man singlar slant. Vad
skulle handa annars? Att den aldrig skulle landa, eller aldrig sluta
rulla runt pa bordet? Nago? av alla méjliga tainkbara utfall (att det
exempelvis blir klave kallas for ett utfall) maste ju hinda, alltsa
maste sannolikheten for alla utfall sammanlagt bli 1. Det kan vara
bra att ha i bakhuvudet.

Man kan mata och rakna sannolikhet 1 procent, det gar jittebra.
Och procent ar sakert for manga litt att tinka i, exempelvis
journalister verkar idlska procent, marker man nir man laser
en tidning. Men av lite olika anledningar féredrar matematiker
att anvanda sig av brak eller decimalformer istillet, sa darfor
g6r jag det ocksa, till storsta del. En av anledningarna ar att en
tredjedel blir 33,3333...% om man anvander procent, och da
ar det enklare och mer exakt att skriva 1/3. Om du tycker det
kanns fraimmande att sannolikheten for nagot ar 0,4, tink da
40% istallet nar du laser det, sa ska du se att du snart vanjer dig,

Sju kronor i rad kan vil inte vara normalt?

Singla slant en gang. Vad fick du? Fick
du det du trodde att du skulle fa?
Hade du ens en anledning att tro att
du skulle fa just krona och inte klave
(eller tvartom)?

16
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Eftersom myntet ar lika tjockt pa alla stallen och ser 1 princip
likadant ut pa bada sidorna (férutom att det ar olika bilder, men det
paverkar knappast hur myntet landar) sa finns det ingen anledning
att tro att det ska bli just krona eller klave. Sannolikheten ar alltsa
0,5 for krona och 0,5 for klave. Det vill saga, singlar vi slant manga
ganger kan vi foérvanta oss att #ngefar halften av gangerna blir det
krona, och andra halften klave.

Singlar vi slant tvahundra ganger, sa ar det rimligt att tro att
ungefir hilften, hundra gianger, av dem blir krona. Men efter en
krona blir det inte alltid klave, det kan ju bli flera kronor i rad
emellanat, testa girna sjilvl Nagonstans runt hilften av de hundra
gangerna det blir krona, kommer troligen dven ndsta mynt 1 rad
att bli en krona, for ett mynt har inget minne, och kommer inte
thag hur det landade forra gangen. Det betyder att ungefir femtio
kronor kommer att foljas av ytterliggare en krona, det vill saga det
kommer att vara minst tva kronor 1 rad ungefir femtio ganger.

Pa samma satt, sa liar hilften av de gangerna det blir minst tva
kronor i rad, nu ar vi nere i tjugofem, foljas av ytterligare en krona,
alltsa minst tre kronor i rad ungefir tjugofem ginger. Vidare, sa
kommer ungefir hilften av de tjugofem gangerna foljas av annu
en krona, det vill sidga att vi kan misstanka att ungefar tolv ganger
kommer det att vara minst fyra kronor i rad. Om man fortsitter,
sa kommer det att runt sex (hilften av tolv) ganger vara minst
tem kronor 1 rad, tre ganger minst sex kronor 1 rad och ungefar en
gang sju kronor 1 rad! Lite 6verraskande kanske?

Det ar alltsa inte sda ovantat som det forst kan verka med sju
kronor 1 rad om man singlar slant ett par hundra ganger. Aven atta
kronor 1 rad skulle inte vara férvanande om man singlar slant sa
manga ganger. Och singlar man slant tusen ganger skulle inte ens
tio kronor 1 rad vara sarskilt otroligt.

17



1 - Forsta kapitlet 1 - Forsta kapitlet

Tycker du att det kinns osannolikt med sju kronor i rad och ’ Ett enkelt och fiffigt tirningsknep, en liten rivstart
tycker att “sa beter sig ju inte slumpen”? Du ir inte ensam; det
sags att Theodore Hill, nufértiden professor emeritus 1 matematik

_ : A ' ) Jag vill inte uppmana till spel om pengar med den hiar boken, de
1 Atlanta, gav sina nya studenter i lixa att singla slant tvahundra allra flesta som spelar om pengar gir back (hur skulle Svenska
ganger och skriva upp utfallen i1 en lista. Nagra av studenterna
tyckte att det var en onddig, tidsédande uppgift och fuskade

genom att skriva ner vad de tyckte verkade rimligt istillet for

Spel kunna gora sina arliga miljardvinster om alla de som spelade
ocksa gick med vinst?). Det finns inga lottorader som har storre

chans att vinna an andra. Diremot skadar det ju inte att vinna lite

att verkligen singla slant sa manga ganger. Dem kunde Hill ofta prestige av vannerna och familjen runt soffbordet en 16rdagskvill,

litt avsloja genom att 6gna igenom deras listor — de fuskande och det ir den formen av spel jag sjilv foredrar.

studenterna skrev sillan fler 4n tre lika 1 rad, for att det intuitivt

kandes osannolikt. Men som vi precis sett, sa ar det inte alls Om man kastar en tirning en gang, sa finns det ingen anledning

omojligt — utan snarare troligt — att vi har sex eller till och med sju att tro att nagon viss sida ska komma upp (om det inte &r nagot

lika 1 rad! De med maximalt tre kronor i rad kunde Hill med stor lurt med tirningen, som att en viss kant eller sida viger extra

sannolikhet alltsa anklaga for fusk. “Sanningen ar”, sager Hill, “att myck?t, elle.r 5). Men om man kastaro tva tarningar cn %ang vat
och riknar thop summan av 6gonen pa dem, finns det nagonting
att tanka pa dar Ja, till att borja med 4ar det dumt att satsa sitt

l6rdagsgodis pa att summan blir ett, eftersom det inte gar. Om

folk inte kianner till vad som egentligen ar sannolikt. Darfor kan
de sallan fejka thop trovardiga data utan att det marks.”

Lagg mirke till alla mina uttryck som férmodligen, ungefir, bada tirningarna visar det ligsta moijliga, en etta var, sd blir det tva

kanske, cirka, lir och sa vidare. Om du sa singlar slant tva tusen sammanlagt. Och summan tvi pa tirningarna gir bara att fa pd e/

ganger och aldrig far mer dn fem kronor i rad sa behiver inte det sitt (bada tirningarna miste visa ett), medan exempelvis summan

betyda att det ar fel pd myntet eller slumpen, trots att det ar ett fyra gir att fi pa #re sitt — ena tirningen visar ett, den andra tre;

relativt osannolikt resultat — det dr tvirtom ectt tecken pa att det bada tirningarna visar tvd; ena tirningen visar tre och andra ett.

ar just slumpen! Efter att ha list den hir boken kommer du (Virt att notera ar alltsa att forst en etta och sedan ar trea inte ar

tormodligen att ha fatt en kinsla for hur slumpen fungerar eller samma sak som forst en trea och sedan en etta, medan tva tvior

inte fungerar och vad den r eller inte 4r. bara dr en mojlighet.) Vi kan alltsd ana att vissa summor ar battre
an andra att satsa pa. Men blir det bittre desto storre summar
Det kanske ar storst sannolikhet att fa tolv? Det ar ju den storsta
summan. Fast det gar 4 andra sidan bara att fa pa ett enda sitt;
bada tirningarna maste visa sexor. Pa nasta sida kommer en tabell

for att fa ordning pa det har.
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1 - Forsta kapitlet

Forsta kastet
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Allt som allt blir det 36 olika méjliga tirningspar, eller utfall
som vi ska kalla dem, och eftersom sannolikheten ar lika stor for
vilket utfall som helst pa vardera tirningen, och de inte paverkar
varandra, sa blir sannolikheten fOr varje tirningspar lika stort, det
vill sdga att sannolikheten for utfallet “tre pa forsta kastet och fem
pa andra kastet” ar precis lika stor som sannolikheten f6r utfallet
“tva pa forsta kastet och fyra pa andra kastet”. Och eftersom

det finns flest par med summan sju (narmare bestimt sex
Q sadana par), blir sannolikheten storst for summan sju, nar

man kastar tva tarningar.

Q Det finns fem par dir summan 4t sex, och lika
manga med summan atta, vilket betyder
att sannolikheten att fa summan sex pa
tva tarningskast ar lika stor som att fa
summan atta.
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Vill man rakna pa bur stora sannolikheterna ir, (och man inte
bara nojer sig med att veta vilken som ér storst), kan man gora det.
Det finns som sagt 36 mojliga utfall, i form av 36 tirningspar. Och
som vi har konstaterat sa ar sannolikheten lika stor for varje utfall
om tarningarna ar korrekta. Och sannolikheten for att det blir
nagot av de trettiosex mojliga utfallen maste vara 1, eftersom det
inte finns nagra andra moijligheter. Alltsd blir sannolikheten for
ett speciellt utfall, ett sdrskilt tirningspar, 1/36. (Det kommer met
om hur man riknar ut sidana har sannolikheter i nasta kapitel.)

Men hur stor ar da sannolikheten att man far summan sju?
Jo, sex olika utfall ger summan sju, och sannolikheten for varje
utfall 4r som vi nyss sagt 1/306, sa det dr bara att ligga ihop
sannolikheterna f6r varje utfall: 1/36 + 1/36 +1/36 + 1/36 + 1/
36 + 1/36 vilket ar 6/36 eller 1/6. Sannolikheten att f4 summan
sju av tva tarningskast dr darmed lika stor som sannolikheten att
fa, exempelvis, en femma vid e# tirningskast, 1/6.

Sannolikheten att fa summan tre ar lika stor som att fa summan
tio vid tva tirningskast (3/36 eller 1/12). Sa visst finns det taktik
1 vilken summa man ska satsa pa att fi, om man slar med tva
tarningar. Samma principer giller for tre tirningar, fast dar blir det
lite mer avancerat. Sannolikheten att fi tre sexor, summan 18, ar
ndgot si litet som 1/216, och hir dr det summorna 10 och 11 som
ar de vanligaste, bida med sannolikheten 1/8. Nir du hatr kommit
en bit in 1 boken kommer du férmodligen kunna rikna pa sidant

pa egen hand.
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1 - Forsta kapitlet 2
°

Ovningsuppgifter SANNOLIKHETSKALKYLENS GRUNDVAILAR
— intressantare ian du anar!

For att du ska kunna testa dig sjalv, finns det i slutet pa flera av
kapitlen lite 6vningsuppgifter du sjilv kan rikna pd, och handlar
om sadant som férekommit 1 kapitlet. Kor du fast, sa finns det
l6sningar och facit lingst bak i boken.

1.

Du passerar ett trafikljus pA morgonen pa vig till jobbet/skolan
varje dag (vi struntar 1 helgdagarna). I genomsnitt var fjarde gang
ar det rott. Forsok att rangordna dessa alternativ, 1 ordning efter
vilket som 4ar mest sannolikt. Kontrollera sedan med facit och se

om din uppfattning stimde!
a) gront fem morgnar i rad
b) rott fem morgnar i rad

¢) rétt tvd morgnar i rad Det finns en tanke bakom den lite smatt jobbiga rubriken — att

d) gront tva morgnar i rad visa att ett svart namn inte behover vara sa jobbigt som det later.
Du ska fa se. Hela det hir kapitlet handlar om sannolikhetskalkyl,
vi kommer att ga igenom de grundliggande principerna som
2. behovs for att rakna pa sannolikheter. Det 6ppnar fler dorrar dan

Du kastar tva tarningar, forst en bld och sedan en réd. Ungefar vad man forst kan tro.

hur stor ar sannolikheten att du far samma eller ett storre antal
ogon pa den bla tarningen, det forsta kastet, an den rodar Mer
eller mindre 4an 0,5? Tips: tag hjilp av tabellen med

tarningspar tidigare 1 kapitlet. ‘

.

22 23



2 - Sannolikbetskalkylens grundyalar

Gynnsamma och mojliga fall

Det kanske mest grundliggande for forstdelsen inom
sannolikhetslaran ar att sannolikheten, P, for att nagot sarskilt ska
intraffa beraknas som

_ antalet gynnsamma fall
antalet mojliga fall

Gynnsamma utfall 4r de utfallen man wvill ”rakna pa”. Ska
man exempelvis rikna pa sannolikheten att fi en trea pa ett
tirningskast, si dr utfallet {trea} det gynnsamma, och utfallen
{etta}, {tvda}, {trea}, {fyra}, {femma} och {sexa} de mdijliga.
(Klammerparenteserna anvands for att beteckna utfall eller
utfallsserier. Hir 1 boken anviands de inte konsekvent, utan bara
dar de behovs for att fortydliga att nagot ar ett utfall.)

Sannolikheten att fa en trea pa ett tirningskast blir da enligt
toljande:

trea _ 1 fall _ 1
etta, tvaa, trea, fyra, femma, sexa 6 fall 6

eftersom det bara ar trean som ar ett gynnsamt utfall.

Vill man rakna ut sannolikheten for att fa ett udda antal 6gon
nidr man kastar en tirning en ging, sa blir det 3/6 (som 4r samma
sak som 1/2 eller 0,5), eftersom det kan bli ett udda antal 6gon pa
tre satt (etta, trea eller femma) och det finns sex tankbara fall (etta,
tvaa, tre, fyra, femma och sexa).

antalet gynnsamma fall
antalet mojliga fall
att sannolikheten ar lika stor for varje fall. Med en tirning utgor

En forutsittning for att p= ska galla ar

det inget problem, men om man kastar en plastmugg sa ar inte
sannolikheten lika stor att den hamnar stiendes eller upp-och-ner

24
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som att den hamnar pa sidan. Vi ska titta mera pa det 1 kapitel
fem.

Det hade wvarit enkelt om man hade kunnat anvinda
_antalet gynnsamma fall
~ antalet mojliga fall

torlorare) och resonera att det finns tva fall — antingen vinner jag

1 en tavling (med en vinnare och manga

eller sa vinner jag inte. Det skulle innebira att chansen att vinna
skulle vara 1/2 eller 0,5. Men riktigt sd enkelt dr det inte, och det
kan man ju forsta med sitt fornuft. Eftersom sannolikheterna att
du vinner respektive forlorar férmodligen inte ér lika stora gar det
inte att anvanda den formeln.

Sag att vi vet lite mer om tavlingen. Vi antar att det ar ett lotteri
dar vi vet att det finns 50 lotter, varav en kommer att vinna och
49 stycken inte kommer att vinna, och ingen

sarskild lott har storre chans att vinna an ndgon 9
annan. Sannolikheten for att vinna blir d4 1/50 P

eller 0,02; antingen vinner man, det kan man

bara gora pa ett satt, eller férlorar man, och det ﬁ

kan man gora pa 49 sitt, eftersom det finns 49 9 9
lotter utan vinst.

P(A), ett anvindbart skrivsitt

Ett vanligt skrivsitt for sannolikheter ar P(A), som utlases
”sannolikheten for A”. A betyder hir en sirskild hindelse. P:et
har att g6ra med latinets probabilitas, engelskans probability och
transkans probabilité, som alla betyder sannolikhet. Det ar alltsa
inga nyheter for oss, mer an att skrivsittet P(A) blir mycket
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ortare oc igare an att skriva ut det 1 ord varje gang, For viss
kort h tydlig tt sk t det 1 ord varje gang, I¥ t
minskar risken for missforstind om man skriver ”P(fyra pa ett
tirningskast) = 1/6” istillet f6r “sannolikheten for att fa en fyra
pa ett tarningskast dr en sjattedel”’?

OCH

En annan grundliggande princip inom sannolikhetslaran ar att
om man ska rakna ut sannolikheten for att bade hindelse A och
hiandelse B ska intriffa, si multiplicerar man deras sannolikheter.
Detta kallar vi f6r multiplikationssatsen. Alltsa

P(A och B) = P(A) * P(B)

Om vi vill rakna ut sannolikheten for att fi tva femmor nar
vi kastar tva tirningar multiplicerar vi sannolikheten for att fa en
femma med sannolikheten for att fi en femma, alltsd 1/6 * 1/6,
vilket blir 1/36. Det verkar stimma, om vi jimfor med tabellen
med tirningsparen i forra kapitlet diar sannolikheten for ett
tirningspar dr 1/306, och {femma, femma} ir just ett sidant pat.

Dockskadetliggasinettlitetférbehallhar—multiplikationssatsen
giller bara om hiandelserna ar oberoende, som exempelvis tirningar.
Om diremot utfallet av hiandelse A paverkar sannolikheten for
utfallen 1 hindelse B fungerar inte multiplikationssatsen. Detta tas
upp lingre fram i boken, 1 kapitel nio.
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ELLER

Om man vill veta sannolikheten for att antingen hindelse A e/ler
hindelse B intraffar, si adderar man sannolikheterna. Alltsa

P(antingen A eller B) = P(A) + P(B)

Vill man rakna ut sannolikheten for att fa antingen en tvaa e/ler
en trea pa ett tirningskast, sa far vi P(antingen tvaa e/ler trea) =

P(tvda) + P(trea), och med siffervirden 1/6 + 1/6 =2/6 = 1/3.

Det man matematiskt brukar avse med ”eller” ar dock ’antingen
sa hander A eller sa hinder B e/ler sa hander A och B”. 1 dagligt tal
brukar man normalt inte precisera sig sa noga vad man menar med
“eller”, men 1 matematiken finns det behovet. Anvinder vi den
matematiska definitionen av “eller” och fragar om det har regnat
igar elleridag, sa far vi alltsa svaret ’ja” om det dels har regnat igar,
dels idag, men daven om det har regnat bada dagarna.

Darfor ar definitionen av den sa kallade additionssatsen
P(A eller B) = P(A) + P(B) + P(A och B)

Nar det till exempel handlar om att fa en trea eller en fyra pa
ett tarningskast behover vi inte gora nagon skillnad pa “antingen
eller” eller enbart ”eller”) eftersom man helt enkelt inte kan fa en
trea och en fyra pa samma kast.

Men den uppmirksamme ldsaren undrar sakert vad det

har ska vara bra for. Man kan ju lika girna anvinda formeln
_antalet gynnsamma fall
~ antalet mojliga fall

eller trea; det blir ju tva gynnsamma fall och sex moiliga, alltsd 2/6

for att rakna ut sannolikheten for en tvaa

eller 1/3. Sa varfor ska vi ha en formel till for att rakna ut samma
sak?
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Det ar en helt riktig iakttagelse, men ibland ar det littare att

anvianda additionssatsen. Och ibland fungerar helt enkelt inte
_ antalet gynnsamma fall
antalet mojliga fall

moijliga fall, och vi vet ju ocksa att den inte kan anvindas nir

for vart andamal; ibland vet vi inte antalet

sannolikheterna for de olika fallen 4r olika stora, som nir man till
exempel kastar en plastmugg.

OCH och ELLER

Vad ir sannolikheten att fa en trea och en fyra nir man kastar en
tarning tva ganger (det spelar alltsa ingen roll 1 vilken ordning man
tar dem)? Ja, det ar lite lurigare att rikna ut an man forst kan tro.
Vi kan istillet borja med fragan ”vad ar sannolikheten att forst fa
en trea och sedan en tyra nar man kastar en tirning tva ganger?”
Da blir svaret P(trea pa forsta kastet) * P(fyra pa andra kastet),
alltsa 1/6+1/6 = 1/30.

En trea och en tyra pa tva kast kan man ju antingen fa genom
att forst fa en trea och sedan en fyra e/er torst fa en fyra och sedan
en trea. Alltsa blir svaret pa den forsta fragan: P(trea pa forsta
kastet) ® P(fyra pa andra kastet) + P(tyra pa forsta kastet) * P(trea
péd andra kastet) = 1/61/6 +1/6+1/6=1/36+1/36 = 2/36
=1/18.

Aterigen kan vi kolla svaret i tabellen med tirningspar i férra
kapitlet (att kasta en tirning tva ganger eller tva tirningar en gang
var fungerar precis likadant) — dir finns det tva par med en trea och

en fyra, alltsa borde sannolikheten vara 1/36 + 1/36 = 1/18, sa det
verkar stamma. Det hiar med att man kan rakna ut sannolikheten
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for en hindelse pa flera olika sitt (hiar fungerar exempelvis bade
tabellen och formlerna) kommer du att triffa pa flera ganger.
Ibland ar det uppenbart vilken metod som ar smidigast, men inte
alltid. Da kan man kanske vilja den metod man kinner sig siakrast
pa, eller den metod man kanner sig mest osaker pa for att lara sig
den, och eventuellt kontrollera med den andra metoden.

Man kan ocksa fraga sig vad sannolikheten att bara fa treor
och/eller fyror pa tva kast dr (alltsd inga ettot, tvior, femmor eller
sexor). Da far vi tanka lite annorlunda; 1 forsta kastet kan vi fa en
trea eller tyra for att det ska stimma och 1 andra kastet kan vi ocksa
fa en trea e/ler tyra. Det blir alltsa (P(trea pa forsta kastet) + P(fyra
pa forsta kastet)) ¢ (P(fyra pd andra kastet) + P(trea pd andra
kastet)) = (1/6 + 1/6)* (1/6 +1/6) =2/6+2/6=4/36 =1/9.

Svaret pa den senaste fragan, om endast treor och fyror, gar
aven att fa fram pa ett annat sitt: det finns fyra olika mojligheter
att bara fa treor och/eller fyror pa tva kast. Antingen enbart treor
eller enbart fyror e/ler en trea pa forsta kastet och sedan en fyra eller
forst en fyra och sedan en trea. Da far vi en lite lingre berikning,
nimligen (P(trea pa forsta kastet) ® P(trea pa andra kastet)) +
(P(fyra pa forsta kastet) ® P(fyra pa andra kastet)) + (P(trea pa
forsta kastet) ® P(fyra pa andra kastet)) + (P(fyra pa forsta kastet)
* P(trea pd andra kastet)) = (1/6 * 1/6) + (1/6+1/6) + (1/6 *
1/6)+ (1/61/6)=1/36+1/36+1/36+ 1/36 =4/36=1/9.
Samma svar! Och det ska det bli ocksa, eftersom det 4r samma sak
vi har raknat ut.

Den sistnamnda metoden paminner en del om sa kallade
’trad”, som vi ska titta pa nu.
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Trad

Nar man singlar slant tva ganger, for att ta ett enkelt exempel, sa
tar man krona eller klave pa forsta kastet, och krona eller klave
pd andra kastet. Antingen far man alltsd {krona,

krona} eller {krona, klave} eller {klave, Q
krona} eller {klave, klave}. Man kan W

rita u det som en sorts trad, dar
PP )

)

varje gren ar ett utfall (i det hir fallet
krona eller klave).

For den som inte ar sa bevandrad
inom numismatiken (vetenskapen om

mynt), sa ar krona sidan med kungen pa och
klave sidan med en krona.

Skulle man skriva ut sannolikheten for varje gren vid alla
torgreningar (1 vart krona-klave trad
blir det 0,5 vid varje gren), sa
blir det tydligt hur man pa

ett enkelt satt kan rakna

P(krona, krona) =
05+05=0,25

P(krona, klave) =

ut sannolikheten for en 05+05=025

speciell serie av krona P(klave, krona) =

och klave. Om vi med 05-05=025

tradets hjilp wvill rikna

g ~ ) P(klave, klave) =
ut sannolikheten for att fa 05

05-05=025

krona, krona sa ar det bara att
tolja de grenar som innebir krona,
krona och multiplicera alla sannolikheter man ’stoter pa” pa

vagen, alltsa 0,5 ¢ 0,5 = 0,25.
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Man kan dven utveckla tridet med fler grenar, som med fyra
slantsinglingar, och rikna pa det. Som en (i det hir fallet kanske
lite onodigt omstindlig) kontroll att det verkar stimma kan
man rikna ut sannolikheten for alla serier av utfall och addera
sannolikheterna for alla utfall och kontrollera att det blir 1, si som
det ska vara.

Ett sannolikhetstrad” behover
inte beskriva just slantsinglingar,

: P(krona, krona, krona, krona) =
~/) 05+05°05+0,5=0,0625

det kan vara vad som helst,

P(krona, krona, krona, klave) =

. . 05-05+05-05=0,0625
bara man kinner tll ; i
: \ (krona, krona, klave, krona) =

alla moijliga utfall och y 001050:5:052000%
. .. ) P(krona, krona, klave, klave) =

sannolikheten for dessa. 05+08+05+05=0,0625
° P(krona, klave, krona, krona) =
Men finns det manga ) 05-05+05-05=0,0625
b o 5 Pk , klave, ki , klave) =

olika utfall och manga A e g i
A 1 a P(krana, Klave, kiave, krona) =

Steg, sa bhr tradet ; 0,5r-03,25 : ZYSE- o,asvi o,gzn;s
»  P(krona, klave, klave, klave) =

- ) 0,5+05¢°0,5+0,5=0,0625

latt valdigt rorigt och
svart att bade rita
upp och hitta 1. Men
aven om man inte

P(klave, krona, krona, krona) =
05+05+05+05=0,0625

% P(klave, krona, krona, klave) =
0,5+05+05-05=0,0625

P(klave, krona, klave, krona) =
'/ 0,5+05°05+0,5=0,0625

ritar upp tradet, sa
ar det ett bra satt att
tanka pa.

% P(klave, krona, Klave, klave) =
) 050505+ 05=0,0625

P(klave, klave, krona, krona) =
05+0505-05=0,0625

P(klave, klave, krona, klave) =
) 05+05+0,50,5=0,0625

P(klave, klave, klave, krona) =
05+05+05-05=0,0625

P(klave, klave, klave, klave) =
05+0,50,5+-05=0,0625
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Komplementhindelser

Vill vi rikna ut sannolikheten for att fa minst en klave pa fyra
slantsinglingar, kan vi ta hjilp av det senaste tradet. I tradet
motsvaras det av alla utfall utom det 6versta, som bara ar kronot.
Vi kan da rikna ut sannolikheten for att fa antingen bara klavar
(understa utfallsserien 1 figuren) e/fer tre klavar och en krona (nast
understa) e/ler tva klavar, en krona och en klave (nidstnist understa)
och sa vidare till och med den niast OGversta utfallsserien och
summera dem. Det dr en lite omstiandlig metod, men den fungerar
och kinns formodligen intuitivt ratt.

Om vi vill gora det hela lite enklare kan vi anvinda oss av ett
litet knep, som bygger pa att summan av sannolikheterna for alla
moijliga utfall alltid 4r 1. Man raknar helt enkelt ut sannolikheten
tor att ndgot znte ska hinda, och sen subtraherar vi det fran 1 sa
far vi sannolikheten att det sz intraffa. I det har fallet raknar vi
ut sannolikheten for att det inte 4r med nagon klave 1 utfallsserien
och sen subtraherar det fran 1, si far vi alltsd sannolikheten att
det ar med en klave. Enda utfallsserien som saknar klave ar den
med fyra kronor, och sannolikheten f6r den ar 0,5 0,5 0,5 0,5
= 0,0625, alltsa maste sannolikheten att fa minst en klave pa fyra

slantsinglingar vara 1 - 0,0625 = 0,9375.

Sannolikheten att nagot znfe ska handa kallas f6r komplement-
hindelsen till att det ska handa. Att berakna sannolikheten med
hjalp av komplementhindelser ar ett knep man kan ta till for att
ta enklare utrakningar, om utfallen dar det efterfragade hander ar
fler an de utfall dir de efterfragade znfe hinder. Det hela bygger
alltsa pa att

P(det efterfragade hdnder) + P(det efterfragade hander inte) = 1.
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Sannolikhetskalkyl var det

Det har ar alltsa det grundliggande inom sannolikhetsliran. Du
kommer antagligen inte ihag allting efter forsta gangen, och man
kan behova lasa det igen och fundera 6ver det. Men sa smaningom
ar jag overtygad om att det kommer att visa sig att det inte var sa
jobbigt det hir, det handlar mest om sittet att tinka pa. Nu ar

det dags for lite Gvningsuppgifter, sa att du far fundera pa egen
hand.
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Ovningsuppgifter

1.

I ett lotteri med 100 lotter, dar det finns ett fOrstapris och ett
trostpris, koper du 11 lotter. Samma lott kan inte vinna bdde
torstapriset och trostpriset, och ingen lott har storre chans att
vinna an ndgon annan.

a) Vad ir sannolikheten att du vinner forstapris?

b) Du vann inte forsta pris, men efter att vinnarlotten ar dragen

drar de ocksa trostprislotten. Hur stor dr chansen att du ska vinna
det?

2.

a) Skriv med ord: "P(Firjestad vinner over Frolunda i nidsta

match) = 0,6”

b) Skriv med formen P(A): ”Det ar fifty-fifty om det ar jag eller

min kollega som kommer pa besoket imorgon.”
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3.

a) Vad ir sannolikheten att man ska fi just serien {krona, klave,
krona} om man singlar slant tre ganger?

b) Vad ir sannolikheten att man ska fa antingen serien {krona,
klave, krona} eller {klave, krona, klave} om man singlar slant tre
ginger?

4.

Var vanliga sexsidiga tirning ar en av de
fem platonska kropparna, som dr de enda
kropparna som bestar av plana, identiska
sidor. Att en kropp bestar av identiska
sidor innebdr att sannolikheten ir jamnt
tordelad mellan sidorna om man skulle

kasta den som en tirning. Den vanliga
tirningen utgors av sex kvadrater, och ar en
kub. Av liksidiga trianglar gar det att gora tre andra

av de platonska kropparna: En tetraeder (en fyrsidig kropp, port
ionsmjolkférpackningar till kaffe, sa kallade tetrapack, brukar ha
den formen), en attasidig oktaeder och en tjugosidig ikosaeder. Av
pentagoner, femhorningar, kan man gora en tolvsidig dodekaeder,
vilket ar den femte platonska kroppen.

a) Vad ar sannolikheten att fa ett udda tal om man kastar en
oktaeder, som ar numrerad 1-8?

b) Det finns ingen femsidig platonsk kropp, men hur kan
man gora for att skaffa sig en tirning som bygger pa en
platonsk kropp och dir sannolikheten 4r jamnt fordelad
mellan utfallen {etta}, {tvaa}, {trea}, {fyra} och {femma}?r
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5. DET KLASSISKA GETPROBLEMET

Vi vet att sannolikheten att histen Thunderbolt vinner 1 f6rsta
loppet ar 0,4, och om han vinner dar ar sannolikheten att han
vinner 1 aven andra 0,5. Men skulle han férlora 1 forsta loppet, sa
ar risken att han forlorar 1 det andra loppet 0,7.

a) Rita upp ett sannolikhetstrad for Thunderbolt 1 de tva loppen,
och fyll i sannolikheterna for varje gren.

b) Berikna sannolikheten att Thunderbolt forlorar forsta loppet
och vinner det andra.

c) Beridkna sannolikheten att Thunderbolt vinner minst ett lopp.

Det finns ett klassiskt problem, som finns med 1 princip alla bocker
och skrifter om sannolikhetslara. Har far det vara ett exempel pa
att det galler att ta tillvara all information som finns tillganglig,
for att kunna gora ett sa bra val som mojligt. Det kommer
ursprungligen fran en amerikansk TV-show, och kallas populart
for “getproblemet”. Anledningen till att det 4r si populirt ar
formodligen for att det strider mot intuitionen. Det ar ett valdigt
bra satt att visa att det ibland gar att siga mer om sannolikheterna
an man forst kan tro!
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Sa gar det till

En tivlande tas upp pd en scen, dar det finns tre
dorrar att vilja mellan. Bakom tva av dorrarna
finns det en get (dirav namnet), och bakom
den tredje dorren finns det en bil. Detta vet
den tavlande om, men hon har ingen aning om bakom vilken av
dorrarna bilen finns, och inte di heller bakom vilka av dorrarna
getterna finns. Lyckas den tavlande vilja dorren med bilen bakom,
sa far hon den. Programledaren ber sedan den tivlande att vilja
den dorr dar hon tror att bilen finns, och eftersom hon inte har
nagon aning om var den finns, blir detta val helt slumpmassigt.

Sa langt var det inga konstigheter, och sannolikheten att den
tavlande viljer ritt dorr (vi forutsitter
att den tivlande hellre vill ha en bil 4n
en get) dr alltsd 1/3.

Nu kommer vi till klurigheten i det
hela: Programledaren oppnar da en
annan dorr an den som den tivlande
har wvalt. Programledaren vet bakom
vilken av dorrarna bilen finns, och
Oppnar aldrig den, utan Oppnar istallet
en dorr med en get bakom. Efter det far
den tivlande vilja att byta dorr till den
dorren som programledaren inte har
oppnat, eller fortfarande halla kvar vid
sitt forsta val. Hur bor hon gora for att

ha si stor sannolikhet som mojligt att fa
bilen?
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Klurigheter

Efter att programledaren har 6ppnat en dorr som den tivlande inte
har valt och som bilen inte finns bakom, si ar det alltsa en situation
med tva dorrar. Manga tycker da det ar sjalvklart att sannolikheten
blir en halv £6r vardera dorren, och att det alltsa varken ar battre
eller simre att andra sitt val av dorr. Det skulle forvisso vara sant,
om vi skulle hoppa in i tavlingen med bara tva dorrar kvar, utan att
veta om vad som har hant innan. Men nu ar situationen inte sadan,
programledarens taktik med dorréppningen ger faktiskt ledtradar
om bakom vilken av dorrarna bilen finns.

Det ar inte alltid saker och ting ligger till som man kan férvinta
sig, och emellanat galler det att tinka till en gang extra. Vi hoppar
in 1 ett annat litet problem nu, innan vi ger oss pa getproblemet
igen: Du har en pase med tre mynt. Ett av dem ar ett vanligt mynt,
med en krona pa ena sidan och en klave pa den andra, men de
andra tva ar falska pa det sittet att det ena har kronor pa bada
sidorna och det andra klavar pa bada sidorna. Du blundar, tar upp
ett mynt och ligger det pa bordet. Nar du 6ppnar 6gonen ser du
att det ar en klave pa det. Hur stor ar sannolikheten att det ar en
krona pa den andra sidan?

Gor en gissning sjalv — men som du sakert kan misstanka, sa ar
svaret inte en halv, eftersom jag knappast hade tagit upp problemet
nu 1 sa fall.

Nar du tar upp ett av de tre mynten och ligger upp det pa
bordet sd finns det sex mojliga utfall:
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A: Det dkta myntet hamnar med krona uppét
B: Det dkta myntet hamnar med klave uppat

C: Det ena falska myntet, det med bara kronor, hamnar med den ena kronan
uppat

D: Det ena falska myntet, det med bara kronor, hamnar med den andra kronan
uppat

E: Det andra falska myntet, det med bara klavar, hamnar med den ena klaven
uppat

F: Det andra falska myntet, det med bara klavar, hamnar med den andra klaven
uppat

Riktiga Ena falska Andra falska
myntet myntet myntet

Sannolikheten maste rimligen vara lika stor fOr varje utfall,
eftersom sannolikheten ar lika stor for att vilja respektive mynt
ur pasen och jamnt férdelad mellan vilken av sidorna som
hamnar uppat nir vi ligger upp myntet pa bordet. Eftersom
det dr en klave som ligger uppat maste det vara antingen B, E
eller F. Av B, E och F ar det bara i fallet B som det 4t en krona
pa andra sidan, i de andra fallen ar det ju klavar pa baksidorna.
Alltsa maste sannolikheten for att det ska vara en krona pa
andra sidan myntet vara just 1/3.

Forhoppningsvis har du nu fitt upp 6gonen for att man
kan behova resonera pa andra sitt d4n vad man fran borjan
tankte fOr att fa ratt svar. Nu atervinder vi till getproblemet.
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Tusen dorrar istillet for tre

Vi tinker oss en lite modifierad
version: Istillet for tre dorrar har den
tavlande tusen dorrar att valja mellan.
Bakom 999 av dessa star det getter, och
bakom en stir det en bil. Den tivlande
viljer en dorr, och programledaren
oppnar 998 dorrar med getter bakom.
Ska den tavlande byta dorr?

Sannolikheten att den tavlande
valde ritt fran borjan dr forsvinnande

liten — bara 1/1000. Sannolikheten att
bilen finns bakom ndgon av de andra

dorrarna dr alltsd 999/1000. Nir programledaren senare 6ppnar
de 998 dorrarna, skulle han kunna siaga o7 bilen finns bakom
nagon av dessa 999 dorrar du inte har valt, sa ar det bakom den
dorr jag infe Gppnar nu”. Sannolikheten att den tavlande valde ritt
dorr frin borjan dr fortfarande 1/1000 (bilen har inte flyttat pa

sigl), och eftersom det nu bara finns en annan dorr att vilja pa sa
ar sannolikheten att hon hittar bilen bakom den 999/1000.

Radet man ska ge henne blir i det har fallet tydligt: byt!

Samma princip galler for tre dorrar, men med sannolikheten att
hon viljer ritt frin borjan 1/3. Det programledaren gor dr alltsd
att visa att “om bilen finns bakom #dgon av dessa tva dorrar du inte
har valt, sa dr det bakom den jag 7nfe Sppnar
nu”. Sannolikheten att bilen finns bakom
den dorren programledaren inte 6ppnar ar

darmed 2/3.
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Kinns det fel? Du ar inte ensam, det sags till och med att en
och annan professor till en borjan hade svart att acceptera det
korrekta svaret. Men svaret dr likval att den tavlande bor byta dort!
Sannolikheten att bilen finns bakom den andra dorren ar storre an
att den finns bakom den dorren hon valde fran borjan.
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Ovningsuppgifter

1.

Roa dig med att gora en statistisk undersékning pa egen hand!
Lat vianner vilja mellan tre olika burkar, tva tomma och en med
en godisbit i. Ge dem samma forutsattningar som 1 T'V-showen:
De viljer en, du 6ppnar en tom som de inte har valt och later
dem byta till den andra burken om de vill. Se till att fora statistik
over hur ofta de byter och fir nagot godis, respektive hur manga
ganger de inte byter och far nagot godis. Du kommer formodligen
ritt snart marka att de far godiset oftare om de byter, precis som
teorin forutsiger!

2.

Vi torflyttar oss till en gammal klassisk monarki, dar tronfoljden
arvs av den dldste sonen. Vi ar pa besok, och far hora att kungen
har ett, och endast ett, syskon. Nyfikna som vi ar funderar vi pa
sannolikheten att det ar en kvinna, och kommer fram till — ja,
hur stor ar sannolikheten att det ar en kvinna som ar kungens
enda syskon 1 denna monarki?
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®

EN SLUMP?

Sa hir 1 borjan, innan vi riknar alltfor mycket pa sannolikheter,
ska vi fundera pa begreppen slump och sannolikhet. Vad innebar
egentligen begreppet sannolikhet och vad idr det vi 1 sjalva verket

kallar f6r slumpen?

Vadda P = 0,5 ?

Vad betyder det egentligen att sannolikheten for att nagonting ska
intraffa 4ar 0,5 eller 50%0?

Man kan tinka sig att vi har en platta med en vil balanserad
visare, som det gar att snurra pa (ungefar som en kompass, men

44 45



4 - En slump?

utan det magnetiska). Halften av plattan <&
ir gul, och andra hilften r bld, och /
grinsen mellan firgerna gar pa en |
linje genom den punkt som visaren
roterar kring, Vi sitter fart pa visaren.
Sannolikheten att visaren ska stanna pa -
det bla omradet ar nu en halv, eller 0,5, och
detsamma for att den ska stanna pa det gula omradet. Det ar vad
sannolikheten 0,5 innebar. (Risken finns att visaren stannar pa
linjen precis mitt emellan det gula och blaa, men den risken ar
torsvinnande liten — dven om den stannar valdigt nira, sa pekar

den antagligen pyttelite mer at ena fargen an den andra.)

Ibland utférs nagonting endast e# gang. Da intraffar antingen
det ena e/ler det andra, och inte halften av bida. Kan sannolikheten
verkligen vara nagot annat dn 1 eller O om nagonting bara utfors
en enda gang?

Joda, for aven om snurran bara snurras en enda gang, och
den gingen stannar pa det blda, si kan vi fortfarande se att
sannolikheten att den stannade dar var just 0,5. Den kunde faktiskt
lika garna ha stannat pa det gula, dven om den nu inte gjorde det
just denna enda gang.

Det ir inte ofta man 1 verkligheten kan se sannolikheterna sa
tydligt som 1 den hir modellen, men det ar en bra modell som
illustrerar vad sannolikheten 0,5 zunebar.
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Subjektiva sannolikheter

Ibland anvander man sannolikheter for att beskriva exempelvis
chanserna for att en affir gar igenom eller risken for att fa ett
nej. Da handlar det oftast inte om den typen av matematiskt
mitbara sannolikheter som tirningar och snurror, utan om
en sorts subjektiva sannolikheter, nagons sorts upplevelse av
forutsittningarna infor nagot, men det gar alldeles utmarkt att
rikna med dem pa samma sitt som med tirningar.

Om man upplever sannolikheten att en affir gar igenom hos
part A ar 0,60 och hos part B 0,30, och att utfallet hos part A
inte paverkar part B och tvirtom, si blir
sannolikheten att affiren gir igenom hos
part A och part B 0,60 0,30 = 0,18. Precis ﬁ

som med alla andra sannolikheter,

bara att man har har kommit fram
till 0,60 och 0,30 genom subjektiva
bedomningar. Och for att 0,18 ska
stamma, sd maste forstas 0,30 och

0,60 vara riktiga.

Nir dr det slumpen?

Sa hir siger Nationalencyklopedin om ”Slump’: “Inom
sannolikhetsteorin benimning pa det oférutsigbara. Man sager
att ett forsok ar ett slumpforsok om det vid upprepningar ger
olika resultat. (...)”
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Dethandlaralltsa om oférutsiagbarhet. Men vad dr of6rutsagbart
och vad ar inte det? Om det ligger en tirning pd bordet med en
fyra uppit, och du puttar lite grann pa den 1 sidled sa kommer det
att fortsitta vara en fyra. Men om du lyfter tirningen en centimeter
over bordet och slipper den forsiktigt? Da kommer den formodligen
att landa med fyran uppdt, men det beror pa vilken vinkel den
triffade bordet med. Om du diremot tar och kastar tirningen
genom halva rummet sd har du faktiskt ingen aning om vilken sida
den kommer att ha uppit nar den landat. Men ar det slumpen i det
tallet och inte de andra? Och var gar 1 sa fall grinsen?

Att kasta en tirning ar ingen ri&#g slump, det gar alltid att rikna
teoretiskt med fysikaliska lagar och komma fram till hur tirningen
kommer att landa, det blir bara svirare och komplexare desto
storre avstand och fler krafter som ar inblandade. For att kunna
torutsiga hur tirningen ska landa vid ett vanligt tiarningskast
behéver man ta hansyn till en stor miangd parametrar, till exempel
exakt vilken position tirningen har nar den limnar handen och
vilken hastighet och rotationshastighet den har. Man skulle dven
behéva ta hinsyn till om det kommer nagon vindpust som kan
paverka tarningen, exakt hur hérnen ser ut pa tirningen om den
skulle studsa och exakt vilken smuts som ligger pa bordet och kan
paverka tirningen i en studs, och sa vidare och sa vidare.

Sa nej — ett tarningskast kan egentligen inte betecknas som ren
slump, eftersom det teoretiskt skulle kunna ga att rikna pa hur
den kommer att landa. Och gar det att rikna ut, sd skulle man
1 princip kunna gora sadana kast att det alltid blir det 6nskade
utfallet, om man kinner till precis hur man ska kasta med de
gillande forutsiattningarna. Och en viss tirningskastare kanske
alltid har samma sida upp pa tirningen varje gang han kastar den
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och gor ungefir samma rorelse med handen, och da skulle det
kunna innebdra att det oftare blir ett sarskilt utfall. Men eftersom
det ar sa oerhort komplext att rikna pa det (och man formodligen
anda skulle missa nagon parameter sa att man inte far ritt svar
anda) sa kan vi, nar allt kommer omkring, indd anvinda tirningen
med gott samvete som slump och anse att det trots allt ar ett
slumpmassigt utfall vi far. Till vara sitt att anvinda tiarningskasten
i den hir boken duger det jattebra. Vi skapar oss helt enkelt
en modell — vi bestimmer att utfallet pa ett tirningskast ar
(tillrackligt) oforutsagbart, och vi kallar det f6r slumpen, trots att
man (om man vill vara petig) med ritta kan havda att det inte ar
nagon riktig slump.

Finns det nagon riktig slump?

Nu kommer vi in pa ett amne som inte ar sarskilt visentligt
for resten av boken, men det kan vara kul att kdnna till anda.
Eftersom tirningskast alltsa inte dr en riktig slump, da de
teoretiskt gar att forutsiga, diskvalificeras ocksd andra liknande
tillvigagingssitt som till exempel myntsinglingar. Aven rouletthjul
och andra roterande foremal, som modellen i borjan av kapitlet,
blir diskvalificerade eftersom man skx/le kunna rikna ut precis
hur stor kraft man behover ta 1 med for att det ska stanna pa ett
sarskilt stalle. Det ar oerhort svart att verkligen lyckas med det,
men tanken pa att det sku/le kunna ga ar tillracklig 1 det har fallet
for att inte kunna anse det som en dkta slump.

Det finns satt att skaffa sig riktiga slumpmassiga utfall pa, som
fysiker anser vara riktig slump och som fysikaliskt sett inte gar att
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rakna pa. Radioaktivt sonderfall ar ett sidant fenomen som anses
slumpmaissigt. Det handlar om instabila atomer som sonderfaller
till andra atomer, och ger ifran sig joniserande strilning. En atom
kan namligen sonderfalla om tre sekunder eller tre miljoner ar
— det gar inte att fOrutsiga, och darfor gar den att anvinda som
en slumptalsgenerator. Mer om radioaktivitet kommer 1 nasta

kapitel.

En annan typ av slump finns aven 1 Werner Heisenbergs
obestimbarhetsrelation, som gar ut pa att man inte kan bestimma
bade en elektrons riktning och hastighet, oavsett precisionen pa
matinstrumentet, eftersom man sa fort man observerar en enskild
elektron ocksa paverkar den. Vi kan alltsd inte veta hastigheten
och liget hos en enskild elektron (eller foton eller motsvarande
partikel), vi kan bara prata om olika sannolikheter f6r var den
befinner sig, S4 i dessa elementarpartiklar finns det ockséd en slump
man inte kan rikna pa. ”’Gud spelar inte tirning” lir fysikern
Albert Einstein ha fillt som kommentar om detta, da det inte alls
stimde med hans bild av ett foérutsagbart Universum. Men idag
ar denna centrala del av kvantmekaniken allmint accepterad av
tysiker.

Slumptalsgeneratorer i riknare och datorer ger diaremot inga
riktiga slumptal pa samma satt som det radioaktiva sonderfallet.
I en dator finns det inget sadant fysikaliskt fenomen som skulle
behovas for det, utan slumptalsgenereringen far skotas av nagon
sorts program, och de gar inte att gora rikzgt slumpmassiga. Men
de duger — pa samma satt som tirningarna — att till praktiska
andamal anvinda som slump.

Om man inte kinner for att 6dsla tid pa att sla med tirningar
men 4anda vill ha slumptal att utga frain for att géra nagra
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berikningar, eller nigot annat man behover manga slumptal
till, kan man titta 1 en slumptalstabell (som man ofta kan hitta 1
matematiska formelsamlingar). Dir kan man hitta langa serier
med slumptal, som ofta ar uppstillda efter sidana fysikaliskt
riktiga slumptalsprinciper, som exempelvis radioaktivt sonderfall.

Definitionen av slump ar inte latt, och det finns flera olika
synsitt pa vad som egentligen bor anses som slump. For oss duger
1 den har boken dock en definition som bygger pa att vi inte har
nagon rimlig férutsittning att kunna férutsidga utfallet. Det skulle
da innefatta tirningar som man kastar sd att de snurrar runt i
luften (och inte bara slapps rakt ner pa bordet) och andra liknande
metoder, som myntsinglingar, rouletthjul och val blandade
kortlekar.
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Ovningsuppgifter

1.

I vilket/vilka av f6ljande fall kan vi till vardags anse att vi har med
slumpen att gora, det vill sdga att vi inte har nagon praktiskt rimlig
torutsattning att kunna forutsiaga utfallet?

a) Viadret imorgon i stora drag

b) Vidret om exakt ett ar

c) Vilken farg man far pa en seg ritta om man sticker ner handen
1 en godispase med bara sega rattor av olika farger och tar upp en
utan att titta

d) Om man vinner pa bingo
e) Om GALIS vinner sin nista fotbollsmatch
f) Om det ar nagot stvafel i den hir boken

g) Vilket kort som ligger nederst i en vil blandad kortlek
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5.

DET LANGA LOPPET

Det hir kapitlet handlar om Stora talens lag, som innebir samma
sak som det mer vardagliga uttrycket “det jamnar ut sig i det langa
loppet”. I slutet av kapitlet tar vi aven upp lite grann om vad
modeller ar f6r nagot.

Slar man upp Stora talens lag” 1 Nationalencyklopedin star
det sia har: ”Sats i sannolikhetsteorin, som siger att om man
gor ett stort antal oberoende observationer av en slumpvariabel
sa kommer dess aritmetiska medelvirde med stor sannolikhet
att ligga nira variabelns vantevirde (om detta existerar).” Det
Nationalencyklopedin sager ar alltsa att om man singlar slant 1000
ganger si kommer ungefarhalften av singlingarna att visa klavar och
halften kronor, alltsa nigonstans runt 500 klavar och 500 kronor,
om sannolikheten att det ska bli krona respektive klave ar 0,5.
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Vintevarde

Variabelns viantevarde ar ungefar vad det later som — det ar vad vi
kan forvinta oss, vilket ocksa ar samma sak som sannolikheten f6r
nagonting. For en tarning kan man teoretiskt berdkna vintevardet
genom att konstatera att den ar helt regelbunden och homogen
och att det inte finns nagot i fysiken kring den som talar f6r att den
skulle landa pa en speciell sida. Alltsa ar det teoretiska vantevardet
for en speciell sida pd en tirning 1/6, och det dr precis det vi kallat
tor sannolikheten, eller P(en sarskild sida pa en 6-sidig tirning) =

1/6.

Vi kan illustrera att man singlar slant 100 ganger med en graf.
Efter varje kast raknar vi ut hur stor andel klave vi har fatt av det
totala antalet kast som ir gjorda. Enligt Stora talens lag ska vi sa

andel klave

antal kast
| 4

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
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smaningom nirma oss den horisontella streckade linjen pa 0,5
(vart vantevarde, eller sannolikhet, for klave vid myntsingling).

Som synes sa kan man konstatera att uttrycket ’det jamnar ut
sig1detlanga loppet” verkar stamma bra; vi kan se hur kurvan for
andelen av de erhallna klavarna vid slantsinglingen stabiliserar sig
kring linjen for den férvantade andelen. Efter de forsta tio kasten
ar det 4/10 andel klave, det vill siga fyra klavar och sex kronor, en
skillnad pa tva. Vid 85 kast skiljer det fem, miter man noggrant i
grafen kan man namligen rikna ut att det ar 40 klavar jamfort med
45 kronor, alltsd 40/85 andelar klave. Podngen hir dr att det skiljer
ett storre antal mellan klavarna och kronorna, men skillnaden matt
i andelar ir mindre, f6r 4/10 ir lingre ifran det férvintade 0,5 dn

vad 40/85 ir.

Det ar alltsa viktigt att tinka pa att det ar andelen klavar som
narmar sig vantevardet, /nte antalet!

Radioaktivitet

I forra kapitlet talades det om att radioaktivt sonderfall var
slumpmassigt. Samtidigt sa finns det val bestamda halveringstider
for sa kallade radioaktiva isotoper, vilket kan tyckas vara en
motsagelse.

Vissa 1sotoper (atomvarianter, samma sorts atom kan finnas
som olika sorts isotoper) ar namligen instabila, och faller forr eller
senare sonder till andra sorters isotoper eller andra sorters atomer
och sinder da ut joniserande stralning, som slarvigt kallas for
radioaktiv stralning. De flesta atomer faller sonder 1 borjan, och
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processen avtar allt efter hand som det blir farre och farre atomer
av just det har slaget kvar. Ett vanligt sitt att mata hastigheten
pa sonderfallet dr att ange hur ling tid det tar tills hilften av en
viss mangd har sonderfallit. Det fiffiga med det hela ir att forst
sonderfaller Adlften av atomerna pa en viss tid, och sedan tar det
lika lang tid for hdlffen av det som kvarstar att sonderfalla:

F S
Antal atomer
8000000
7000000 \
IS U, \
jelviviviviviy)
ALY
4000000
3000000 \\
2000000
\
1000000 —
—~—— I
— Tid (ar)
2 4 0 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 f

I grafen visas sonderfallet for en tankt isotop med en
halveringstid pa sex dr: Efter sex ar ar bara hilften av alla
ursprungliga atomer kvar, och efter 12 ar ar hilften av halften,
alltsa en fjardedel, av alla ursprungliga atomer kvar, och sa vidare.
Kontrollera sjalv!

Det finns en isotop som kallas for kol-14, eller *C som
kemisterna foredrar att skriva den. Den brukar anvindas for att
aldersbestaimma arkeologiska fynd. Kol-14 nybildas 1 atmosfiren
hela tiden, och di det hela tiden finns kol-14 i luften hamnar
en viss del sd smaningom 1 vaxter, som bygger upp sig sjalva av
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koldioxiden i luften, och sedan 1 djur, som ater vaxter. Men kol-14-
isotopen dr instabil, och sonderfaller med en halveringstid pa
5730 ar till en stabil kvave-isotop. Nar ett djur har dott sa ater
det inte langre ndgra nya vixter, och kol-14-halten sjunker 1
djuret sa smaningom, allt eftersom tiden gar och allt fler kol-14-
atomer har sonderfallit.

Genom att mata andelen kol-14 och jamfora det med andelen
kol-12 1 ett arkeologiskt prov kan man bestimma provets alder.
Tack vare att man kan gissa sig till den ursprungliga mangden
kol-14 (da man, bland annat, vet hur stor andel som ar kol-12
respektive kol-14 1 nu levande vixter och djur), kan man tala om
hur linge provet har fatt ligga for att ritt mangd kol-14 ska ha
hunnit sonderfalla.

Radioaktivt sonderfall sker slumpmassigt. Hur kan man da
veta hur lang tid det tar tills hilften av allt kol-14 1 ett prov har
sonderfallit? Man kan aldrig sakert vefa, men tack vare Stora
talens lag si kan man dnda goéra bra berakningar som med stor
sannolikhet stimmer. Det ar namligen sa att alla i1sotoper inte
ar lika instabila, det gar att hitta medelvirden tor hur snabbt en
viss sorts 1sotop sonderfaller, och for kol-14 visar sig detta vara
just 5730 ar. Metoden bygger alltsa pa att atomer ar sa otroligt
smd; 1 nagra hundra gram tra fran idag kan det rora sig om nagra
biljarder kol-14-atomer. Men vi kan aldrig tala om nir en enskild
atom kommer att falla sonder, det kan vara om en sekund eller tre
miljoner ar. Vi har ingen aning, vi kanner bara till ett medelvarde,
som inte alls gar att anvianda pa en enskild atom!
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Att tinka pa...

Det gar inte att bestimma nagra exakta antal med hjalp av Stora
talens lag. Formuleringen ”“med stor sannolikhet att ligga nara”
fran Nationalencyklopedin betyder att om vi singlar slant 1000
ganger sa kan vi inte saga att det bestamt ska bli 500 stycken
kronor och lika manga klavar. Det dr inte ens sarskilt troligt att det
ska bli precis 500 stycken. Men diaremot ar det rimligt att tro att
det blir 7 ndrheten av 500 kronor.

Nagot man latt kan glomma bort ar att ett mynt eller en tirning
inte har nagot minne. Om man har fatt fem stycken klavar i rad, sa
ar sannolikheten for att vi ska fa en sjatte 0,5. Det dr inte sd
stor sannolikhet att fa sex klavar i rad, men sannolikheten
att diremot fa den sjitte klaven niar man redan har fem ar
som vanligt 0,5. Det ir alltsa skillnad pa att fa sex &lavar i
rad och att fa den gdtte £laven 1 rad nar man redan har fatt
fem.

Det finns en ytterliggare aspekt pa det. Tiank dig att
det ar en tavling och man singlar slant med varandra och
det giller att fa sa manga klavar som mojligt. Om en av

spelarna leder, sa finns det ingenting som sager att den
andre har storre sannolikhet att komma 1 kapp bara for
att hans mynt “ligger efter” med klavar. Stora talens lag
sager att de tva tivlandena 1 det langa loppet kommer att
ta ungefir lika manga klavar efter manga kast (om bada
spelar med schysta mynt). Men om en av de tavlande leder
med tio klavar, sa kan man ju lika girna ”borja tanka pa”
Stora talens lag precis dd, och tinka att ’fran och med
nu kommer vi att fa ungefir lika stor andel klavar som
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kronor, och jag har ju redan tio klavar”. Pa sa satt kan man komma
fram till att spelaren som ledde mycket mojligt kan fortsitta leda
hela tiden och vinna. Stora talens lag handlar om att det blir hyfsat
jamnt 1 det langa loppet, men akta dig for att anvanda lagen fel!

Om man inte har ett vintevarde da?

Men det ar inte alltid vi kan f6rutsaga sannolikheten, och darmed
vantevirdet, pa allting (darav Nationalencyklopedins klausul ”om
detta existerar”). Om man kastar en plastmugg manga ganger sa
har viingen aning om vad vi kan forvinta oss for férdelning mellan
de tre alternativen som finns; den landar staendes uppratt, upp-
och-ner eller pa sidan (savida ingen har gjort nagon undersokning
tidigare och talat om resultatet f6r oss). Vi kan gora en ratt bra
intuitiv gissning att den mestadels kommer att landa pa sidan, men
hur ofta? Halften av gangerna? Nio av tio ganger?

For att kunna svara pa det far vi ta hjalp av Stora talens lag, och
utnyttja den ’baklinges”, det vill siga vi kastar en plastmugg ett
nagorlunda stort antal ganger, exempelvis 200, och noterar vad vi
far for resultat. I min egna undersokning kastade jag en plastmugg
200 ganger och fick foljande resultat:

efter 200 kast | andel av alla kast
uppritt 29 0,145
upp-och-ner 11 0,055
pa sidan 160 0,80
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Naturligtvis galler de hir siffrorna bara for just den sortens mugg
jag kastade, hade det varit en ligre och bredare modell hade
muggen antagligen oftare landat uppritt och upp-och-ner, och
vice versa om den hade varit hégre och smalare. Vi vez inte sakert
att sannolikheten for att en mugg av den har typen ska hamna pa
sidan ar 0,80, men vi har, enligt Stora talens lag, anledning att tro
att det ligger 1 narheten av det. Vill vi ha ett battre virde far vi
kasta flera ganger, och desto fler kast vi gor desto troligare ar det
att vi nirmar oss den teoretiska sannolikheten. Men vi kan aldrig
bli riktigt sakra — det gar alltid att gora ett kast till och fa ett lite
battre varde.

Ar 200 ¢ 1 samma sak som 20 * 10?

Det ska erkiannas att jag 1 min undersckning med plastmuggen inte
kastade en mugg 200 ganger. Jag hade istillet tio likadana muggar
och kastade dem tjugo ganger. Men blir det samma sak?

Om alla muggar var identiska, sa skulle vi fa samma resultat.
Formodligen ar inte plastmuggarna helt identiska, men tillrackligt
tor att det ska duga for oss hir och nu. Pa samma sitt kan man
g6ra om man ska gora en stor mingd tarningskast — ar det inte
tor nagon spets-forskning om tirningar eller liknande, si duger
det gott att anvanda flera likadana tirningar och kasta samtidigt,
istallet fOr att gora alla kast med samma tirning,

Att man faktiskt kan vara bekvim av sig och anvanda flera
tarningar (eller plastmuggar) om man vill géra manga kast ar tack
vare att de inte har nidgot minne. Hade det diremot varit fraigan
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om en nonstop-pase, dir man dter upp nonstopet nar man tagit
upp det, si hade det inte fungerat. Nonstop-pdsar har minne — om
vi tanker oss att det finns 8 grona bitar, av sammanlagt 25, sa ar
sannolikheten att ta upp en grén 8/25. Men har man tagit upp en
gron och dtit upp den, sd dr sannolikheten f6r nista grona 7/24,
alltsa mindre. Har paverkar vara tidigare utfall kommande utfall,
de ar vad som brukar kallas f6r beroende. Vi kommer att titta mer
pa sadana situationer langre fram, i kapitel nio.

Modeller

Nu ar det inte alltid sa intressant att veta hur muggar hamnar. Nej,
arligt talat, den enda gangen man kan vilja veta det 1 praktiska livet
ar nog om man tappar en mugg med dricka i, fast da lar allt rinna
ur pa ett eller annat sitt anda, och da spelar det trots allt inte sa
stor roll hur muggen till slut landar.

Att jag anvande mig just av muggar 1 det ovanstaende exemplet
var fOr att det ar en bra mode// att llustrera hur man kan rikna
ut en ungefarlio sannolikhet med hjilp av f6rs6k. Modeller ar
nagot man ofta anvinder sig av inom matematiken (och manga
andra vetenskaper) for att forklara verkligheten. I forra kapitlet
anvinde jag mig ocksa av en modell, en snurra, fOr att visa vad
sannolikheten 0,5 innebar klart och tydligt.

Det ar inte alltid det ar sa litt att ta en vardagssituation och
borja rikna pa den — de kan vara valdigt komplexa. For att till
exempel rikna ut hur stor sannolikheten dr att det inte ska vara
nagon ko 1 mataffaren vid ett visst klockslag far man ta hansyn till
manga olika faktorer, bland annat hur dags alla slutar jobbet, hur
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ofta folk handlar, hur vilbesokt mataffaren ar 6ver huvud taget,
om det finns ndgot sirskilt som lockar/skrimmer kunder just
denna dag och sa vidare och sa vidare. Du kan sikert komma pa
fler och bittre exempel.

For att fa forstaelsen f6r de grundlaggande principerna far vi
applicera dem pa enkla situationer, modeller, for att sedan plocka
thop fler modeller och géra en mer komplex modell av verkligheten
om det dr det vi vill ha. Ibland kanske en enkel modell stimmer
overens med verkligheten nistan lika bra som en komplex, och da
kan man foredra den enklare, dels for att den ar littare att rikna
med, men framforallt ldttare att forsta.

En enkel modell kan ocksa vara en bra boérjan om man vill
underscka nagot nytt. Beroende pa vilket resultat man far av den
enkla modellen (om det exempelvis var sa intressant som man
hade hoppats pa) kan man vilja om man vill ga vidare och ligga
tid och kraft pa att utveckla en mer avancerad modell, som ger ett
noggrannare resultat, eller néja sig med resultatet man har och
torsoka hitta nagot annat intressant istallet.

Det langa loppet

Sammanfattningsvis kan vi alltsa konstatera att det jamnar ut sig 1
det langa loppet, men inte forr! Det spelar ingen roll hur exakt vi
har definierat vart vantevarde, 1 det enskilda utfallet har vi ingen
moijlighet att veta vad vi kan f6rvinta oss.
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6.

NAR MAN TALAR OM TROLLEN
och nagra andra talesitt

“Niar man talar om trollen sa star de 1 farstun” ar ett gammalt
talesitt. Men finns det nagot vetenskapligt som ligger bakom det,
och andra liknande talesitt och uppfattningar? Vi ska titta pa lite
olika situationer och fundera pad hur det egentligen ligger till.

?Telefonen ringer alltid nér jag star i duschen”

Du kanske tycker att (det dtminstone kinns som om) telefonen
alltid ringer sa fort du ar 1 duschen? Eller att din kompis alltid
brukar ringa sa fort du ar pa vig att ringa honom? Eller att

63



6 - Nar man talar om trollen

du alltid moter grannen ndr du gar 1 trapphuset? Att det alltud
passerar ett tag pa jarnvagsbron nir du aker under den? Eller att
trollen alltid kommer in i farstun nar man talar om dem? Idén ar
att man upplever att nagot “alltid” intraffar samtidigt som nagot
annat, trots att det inte verkar finnas den minsta anledning till det.
Vi ska titta och rikna 6verskadligt pa just ”Telefonen ringer alltid
nar jag ar i duschen”-syndromet, for att fa en uppfattning om hur
det egentligen ligger till, sett fran en lite mer objektiv niva.

For att rakna behover vi gora lite antaganden om antal och
tider. Lt oss saga att telefonen ringer i genomsnitt tva ganger per
dygn. Vi antar ocksa att du har sa snilla vanner att de inte ringer
varken nar du sover eller jobbar eller ar i skolan, utan endast mellan
klockan 16 och 22 pa dygnet. Det innebar att de ringer nigon gang
under loppet av sex timmar. Varje gang telefonen ringer har du en
minut pa dig att svara fran forsta signalen, vilket betyder att det 1
genomsnitt finns tva minuter pa sex timmar som telefonen ringer,
alltsa blir sannolikheten att telefonen ringer en sarskild minut eller

P(telefonen ringer denna minut) = 2/(6 * 60) = 1/180.

Vi antar att du duschar en kvart per dygn, och detta gor du
ocksa nagon giang mellan 16 och 22 (alltsa samma tider som
telefonen kan ringa). Da finns det femton minuter du duschar,
av sex timmar. Sannolikheten att du ska duscha en sarskild minut

mellan 16 och 22 blir 15/(6 ¢ 60) eller P(du star i duschen denna

att telefonen ska ringa och att du
star 1 duschen pa en sirskild minut.
P(du star 1 duschen denna minut och
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telefonen ringer denna minut) = P(Du star i duschen denna minut)
* P(Telefonen ringer denna minut) = 1/180 « 1/24 = 1/4320. Det

ar inte nagon sarskilt stor sannolikhet, men vi ar inte fardiga an.

An sd linge har det bara handlat om en enda minut, men pa ett
dygn finns det ju sex timmar det skulle kunna intraffa pa.

For att gora det sa enkelt som mojligt £6r oss, tar vi till knepet
med komplementhindelser och ridknar ut sannolikheten att
telefonen znfe ringer samtidigt som du duschar nigon gang under
kvillen. Anledningen till att vi gor det dr att vi annars forst skulle
behova rikna pa sannolikheten att telefonen ringer och du iar 1
duschen den férsta minuten, och aldrig mer under kvallen, sedan
sannolikheten att telefonen ringer och du ar i duschen samtidigt
den andra minuten och aldrig mer, och sa vidare. Dessutom skulle
vi ocksa behova rikna pa sannolikheten att telefonen ringer tva
ganger nir du duschar, och kanske till och med tre. Det ar mycket
enklare att rakna ut sannolikheten for att telefonen inte ringer alls
nar du ar 1 duschen, och sen subtrahera den fran 1, eftersom vi da
far sannolikheten for att telefonen ska ringa minst en gang da du
ar 1 duschen under kvillen.

Forst far vi ta fram sannolikheten for P(telefonen ringer inte
nagon gang pa hela kvillen samtidigt som du duschar). Men vad ar
da P(telefonen ringer inte nagon gang pa hela kvillen samtidigt som
du duschar)? Hela kvallen innebar 360 minuter, och sannolikheten
att telefonen znte ringer nar du duschar en sarskild minut blir 1 -

1/4320 = 4319/4320 (komplementhindelsen igen!).

P(telefonen ringer inte nagon gang pa hela kvallen samtidigt
som du duschar) = P(telefonen ringer inte samtidigt som du
duschar, forsta minuten efter klockan 106)  P(telefonen ringer inte

s"?/

Nu far vi ta till multiplikations-
. samtidigt som du duschar, andra minuten efter klockan 16) ¢ ... *

satsen for att rikna ut sannolikheten
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P(telefonen ringer inte samtidigt som du duschar, minuten innan

_ /4319 : i
klockan 22) = —) =~ 0,92, enligt multiplikationssatsen.

4320
Da ir det bara att ta 1 - P(telefonen ringer inte nagon gang pa

hela kvillen samtidigt som du duschar) = 1-0,92 = 0,08 = 1/12.
Sannolikheten att du nagon gang under de sex aktuella timmarna
pa dygnet ska sta i duschen samtidigt som telefonen ringer ar alltsa
1/12, vilket innebir att i genomsnitt var tolfte kvill intraffar detta,
om nu mina antaganden om tider och telefonsamtal stimmer.

Var tolfte kvall ar knappast varenda, och inte heller varannan
kvall. Finns det da nagon anledning till att tanken kan ha
uppkommit om att det hiander “varje kvall”’? Joda. Vi skulle kunna
tainka oss foljande situation: Du ar extra stressad en dag, och
detta dr en dag da telefonen ringer nir du ar i duschen. Du tinker
térmodligen extra mycket pa det och irriterar dig just darfor. Det
ar ingen omoijlighet att telefonen ringer igen nar du duschar dagen
efter, och da lir du notera det och tycka att det hander alltid
nu for tiden”; det hinde ju igar ocksa. Men i bakhuvudet ar du
térmodligen medveten om att du med “alltid” inte menar precis
varenda dag, utan bara ofta.

Varken duschen eller telefonen har nagot “minne”, bara for
att telefonen ringde nir du duschade igar betyder det inte att
sannolikheten 4r mindre att den gor det idag. Sa trots att det
spontant kan verka otroligt, sa ar det trots allt inget ovintat om
telefonen ater igen ringer nar du duschar, bara ett par dagar efter
de tva dagarna i rad ovan. 7Tre ganger pa fem dagar” kinns
formodligen vildigt nira “alltid”. Om det sedan gir ett par veckor
innan det intraffar nista gang, sa lir det inte minska din overtygelse
sa mycket — eftersom du duschar dagligen tinker du antagligen
inte ”idag ringde inte telefonen”, det ar bara nir telefonen ringer
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som du reagerar 6ver det, aven om det drdjer ett par veckor till
niasta gang: ”"Nu hande det 7gen!”.

Riknar du gangerna du duschar och hur minga ganger av
dem telefonen ringer under en lang tid, 1 storleksordningen ett ar
eller mer, kommer du med stor sannolikhet att hamna vid 1/12
av dagarna. Det dr nimligen sd att det hiar med telefonen och
duschen (och trollen i farstun) till syvende och sisti de allra flesta
fall handlar om nagon sorts psykologi (och regelbundna vanor).
Nar du talar om trollen, men de zzfe star 1 farstun tinker du inte
pa det — det ar bara nir du talar om trollen och de verkligen star 1
farstun som du reflekterar 6ver det!

Katter och smorgdsar

Hur 4r det da med att katter alltid landar med benen nedat, och
ostsmorgasar allid med osten mot golvet? Ligger det niagon
sanning i nagot av de pastdendena d4, eller ar det samma fenomen
som med telefonen och duschen, att det bara ar 1 vissa fall man
reflekterar 6ver det?

Att katter oftast landar pa fotterna dr kiant, redan 1894 efterlyste
den franska vetenskapsakademien ”en fysikalisk
torklaring till hur en katt vid fall fran inte alltt6r
lag hojd lyckas att alltid hamna pa fotterna”.
Forskningen har senare visat att de med hjalp
av sin rorlighet 1 kroppen vinder sig 1 fallet om

de rakar hamna upp-och-ner. De utnyttjar det
sa kallade rorelsemiangdsmomentet, samma
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tysikaliska princip som en konstakare pa skridskor utnyttjar da
de tar fart in 1 en piruett med armarna utstricka och snurrar runt
relativt sakta, och sedan drar in armarna till kroppen och far
en betydligt hogre rotationshastighet. Katten 4 sin sida drar in
frambenen och vrider runt dem ett halvt varv sa att de pekar nedat
(om den nu ar upp-och-ner, alltsd), medan den har bakbenen
utstriackta for att halla sig stabil. Sedan faller den ut frambenen sa
att de stabiliserar, medan katten drar in bakbenen och vrider dem
nedat. Och vips, sa har katten vint sig 1 fallet!

For den intresserade finns det universitetsuppsatser som
behandlar detta ingaende. Enligt Franny Syufy, som skriver pa
den amerikanska kattsajten cats.about.com, har en katt fallit 18
vaningar och 6verlevt, vilket ar det inofficiella rekordet 1 New
York. Men det ar inte alltid de klarar sig, det beror naturligtvis
pa olika omstandigheter, men de har i vilket fall en vetenskapligt
bekriftad térmaga att klara av att vanda pa sig nar de faller, sa att
de landar med tassarna nedat.

S4 med katterna stimmer talesittet alltsa, men hur ar det med
smorgasar? Landar de ocksa alltid upp-och-ner, det vill siga med
smoret nedat?

Ar 2000 lit man ungefar 1000 brittiska skolbarn gora en
undersokning 1 ”Tumbling Toast Test”. Varje elev hade var sin
rostad smorgas, med smor pa ovansidan, som lag pa en skarbrada
(eller motsvarande), som 1 sin tur lag pa bordskanten. De lutade
skarbridan sakta mer och mer tills smorgasen gled 6ver kanten, for
att forsoka efterlikna det satt man oftast tappar smorgasar. (Trots
att det ser festligt ut, sd ar det val inte sa ofta du har snubblat pa
ett bananskal och smérgasen har flugit ivig genom hela rummet 1
loopar? De allra flesta ganger man tappar smorgasar 1 golvet ar allt
nar de glider ut 6ver bords- eller bankkanten.)
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Alla elever noterade at vilket hall smorgasarna landade, och
varje elev gjorde om forsoket 1 genomsnitt tio ganger. Testet
utfordes dven lika manga gianger utan smor (de hade skrivit ett
”B”, som i engelskans ”butter”, pa den sidan som var uppat innan
fallet istallet), och dessutom gjordes ungefar tva tusen “fall” fran
tva och en halv meters hojd, for att se om dessa faktorer — hojden
och smoret — paverkade resultatet.

Av de tio tusen forsbken med smorade brodskivor landade
hela 62% med smoret nediat. Eftersom tio tusen ar ett sa stort
tal, sa gar det inte bara att blunda f6r de 12% som skiljer mot det
antagligen forviantade 50%. Men hur forklarar man det da? Varfor
1 hela fridens namn skulle smérgasar med smor ha storre tendens
att landa nedat? Beror det kanske pa smoret?

Undersokningen inneh6ll som bekant dven en del dir eleverna
lit smorgasar utan smor falla pa golvet frin bordet, och resultatet
man fick dar var att 58% av smorgasarna landade sa att den sidan
som fran borjan lag uppat nu lig nedat. Det var alltsa bara 4%
skillnad mot testen med smor, fortfarande en klar majoritet fOr att
den sidan som lag uppat fran borjan landade nedat, sa det gar inte
bara att skylla pa smoret.

Vad beror da det hela pa? I den tredje delen av testet, som var
nagot mindre med ”bara” tva tusen f6rsok, lat man smorgasen falla
fran tva och en halv meters hojd, jamfort med den tidigare mer
normala bordshoéjden. Resultatet hir blev att endast 47% landade
med smorsidan upp! Det ar antagligen héjden mellan bordet och
golvet som ar forklaringen — pa en vanlig standardbordshéjd, 1
storleksordningen en meter, hinner brodskivan lagom rotera ett
halvt varv, om den tippas av fran exempelvis en skarbrada eller
puttas over kanten. Pa hogre hojder diremot hinner brédet med
fler rotationer.
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Pastaendet att ostsmorgasar alltid skulle landa med osten mot
golvet ligger det alltsa nagot il Men till allra storsta del far det nog
anda tillskrivas samma fenomen som trollen i farstun; det ar bara
nar den landar med osten ned pa det smutsiga golvet som man
riktigt reagerar 6ver det och ilsknar till, men nir den landar at
andra hallet tinker man inte sa mycket pa det och plockar lydigt
upp den. Aven om 60% ir mer 4n hilften dr det ju lingt ifrdn
alltid. Och om sannolikheten for att smoret ska landa nedat ar
6/10, sa lir du inte mirka nagon skillnad jimfért med om det hade
varit 1/2 om du tappar en smorgas endast en handfull ginger, du
behéver nog tappa smorgasar atminstone ett par hundra ganger
for att kunna uppticka skillnaden ...

Slutsatsen blir att det ibland faktiskt kan ligga ndgonting bakom
vissa talesitt, dven om talesittet om ostsmorgasen 1 vardagen mer
beror pa “trollen 1 farstun-effekten”.

Klasskamrater

Hur stor ar sannolikheten att det finns tva personer i en klass som
fyller 4r samma dag?

Gor forst en gissning, Ungefar hur stor skulle du tro
sannolikheten dr att (minst) tva personer fyller ar samma dag 1 en
klass med 25 elever? 1/10 eller 1/3 kanske? Det finns som bekant
365 dagar pa ett ar, sa sannolikheten borde vil vara ratt liten att tva
ska fylla ar samma dag, kan man kanske tycka.

Hir kan vi utnyttja knepet med komplementhiandelser fran
kapitel tva. Vi riknar forst ut sannolikheten att zzgen av eleverna
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fyller 4r pa samma dag, och sen subtraherar det fran 1 for att fa
sannolikheten att znte ingen av eleverna fyller ar samma dag, det vill
sdga att minst tva elever har en gemensam fodelsedag.

Forst far vi skapa oss en modell, dir vi sager att det ar 365 dagar
pa ett ar (det ar ju inte riktigt sant 1 och med skottdagen, men den
skulle ge sa sma skillnader i resultatet att vi kan bortse frin den).
Vi valjer att anse elevernas fodelsedagar f6r oberoende, det wvill
siga att en elevs fodelsedag inte siager nagot om ndgon annan
elevs fodelsedag. Vibeslutar oss ocksa for att anse fodelsedagarna
jamnt fordelade 6ver arets alla dagar. Det ar inte riktigt sant, under
exempelvis 2007 var toppen- respektive bottennoteringarna maj,
da det foddes det 9 739 personer 1 Sverige, samt december med
7720 fodda, alltsa en skillnad pa fler an 2000 personer, enligt
Statistiska Centralbyran. Men f6r var modell far det alltsd duga att
anse fordelningen jamn 6ver aret, det ger en tillracklig fingervisning
om hur stor sannolikheten kan tinkas vara.

Vi tinker oss att vi gir igenom klasslistan ovanifran. Vi
bestaimmer 1 tur och ordning sannolikheten for respektive elev
att han eller hon inte fyller ar pa samma dag som nagon ovanfor pa
klasslistan, pa det sittet missar vi inget. Sedan multiplicerar vi alla
elevers sannolikheter: For den f6rsta eleven ar sannolikheten 1 att
han eller hon inte fyller ar pa samma dag som nagon annan — det
finns ingen ovanfor pa klasslistan att dela fodelsedag med, alltsa
spelar det ingen roll vilken dag hon fyller ar eftersom alla dagar ar
’lediga”. For den andra eleven finns det 365 — 1 = 364 dagar som
inte eleven ovanfor fyller ar pd, av 365 mojliga. Sannolikheten att
elev nummer tvd dr ensam om sin fodelsedag blir alltsa 364/365.

Elev nummer tre pa klasslistan har 365 — 2 = 363 ”lediga”
dagar att fylla ar pa, av 365 mojliga. Elev nummer fyra har
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sannolikheten (365 — 3)/365 att inte fylla ar pd samma dag som
nigon ovanstiende, elev nummer fem (365 —4)/365 och si vidare
till och med elev nummer tjugofem med sannolikheten (365 —

24)/365.

Sannolikheten for att ingen ska fylla ar samma dag blir alltsa
P(torsta ochandra och tredje och . .. och tjugofemte eleven ar ensamma
om sina respektive fodelsedagar) = P(forsta eleven ar ensam om
sin fodelsedag) * P(andra eleven ar ensam om sin fodelsedag) *
P(tredje eleven ar ensam om sin fodelsedag) © ... * P(tjugofemte
eleven dr ensam om sin fodelsedag) enligt multiplikationssatsen.
I siffror blir detta P(inga elever har gemensamma fodelsedagar)
= 305/3065 * 364/365 * 363/365 * ... * 341/365 = 0,431. Sanno-
likheten f6r motsatsen till detta, att minst tva personer fyller ar
pa samma dag, blir dia P(minst tva personer har en gemensam
todelsedag) = 1 — P(inga elever har gemensamma fédelsedagar) =

1-0,431 = 0,569.

0,569 ir mer 4n 0,5. Sannolikheten att det i en klass med 25
elever ska finnas minst tva elever med en gemensam fodelsedag ar
alltsa mer an halften!

Det var kanske lite ovantat? Men sa ar det faktiskt. Tank efter
sjalv. — nog har det funnits tva elever med samma fodelsedag i
nagon skolklass du gatt i? Eller 1 parallellklassen? Sa virst ovanligt
ar det inte, och har ar det alltsa inte ett trollen 1 farstun-fenomen™,
det ar faktiskt vanligt med gemensamma fodelsedagar i klasser.

En viktig faktor i sammanhanget dr hur manga elever det
gar 1 klassen. Pa niasta sida foljer en liten tabell 6ver hur stor
sannolikheten ar for att minst tva elever ska ha en gemensam
todelsedag 1 ndgra olika stora klasser.

72

6 - Nar man talar om trollen

Antal elever i klassen | P(Minst tva elever har en gemensam fodelsedag)
15 0,253
20 0,411
25 0,569
30 0,706

En apa vid en skrivmaskin

Ibland kan man hora att “om man skulle
satta en apa vid en skrivmaskin (eller dator
far det vil bli i en modern tappning) och lat
den trycka slumpvis pa tangenterna skulle den
torr eller senare skriva William Shakespeares
samlade verk”. Finns det nagon rimlighet i det

pastaendet?

Sjilva 1dén ar det inget fel pa, om man trycker ner slumpvisa
tangenter pa ett tangentbord si blir det forr eller senare ett
ord ndgonstans, och rent hypotetiskt skulle det aven kunna
bli meningar och hela bocker. Vi kan tinka oss att det pa ett
tangentbord finns fyrtio olika tangenter som ger ett tecken pa
skarmen (vi bortser fran stora och sma bokstaver och plockar
bort alla funktionstangenter samt enter och escape, et cetera). Vi
antar ocksa att apan trycker ner alla tangenter helt slumpmassigt,
for att skapa oss en enkel modell.

Hur stor ir sannolikheten att apan lyckas skriva ordet “bok™?
Sannolikheten att en bokstav ska bli ett ”’b” 4r 1/40, ett 70"
1/40 och 7k ocksa 1/40. P(Apan sktiver forst ett b och sedan
ett o och efter det ett k) = 1/40 ¢ 1/40 » 1/40 = 1/64 000. Det

innebdr att det inte kommer att intriffa ofta alls. Och forlanger vi
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torvantningarna till en hel mening blir sannolikheten otroligt liten,
och di inser du snabbt hur forsvinnande liten sannolikheten ar att
en apa skulle kunna fa thop Shakespeares samlade verk genom att
sitta vid tangentbordet! Sannolikheten att apan lyckas slumpa thop
en artikel ur morgondagens tidning blir ju faktiskt storre an att det
blir ens Romeo och Julia, eftersom tidningsartikeln ar kortare!

I just det har stycket ar det 357 tecken (exklusive mellanslag), sa
sannolikheten att apan lyckas skriva ens det hir lilla stycket genom
sina slumpmassiga tryckningar pa tangentbordet ar inte storre an
(1/40)>* = 1/(1 med 500 nollor efter sig). Det vill siga, praktiskt
taget ar det omoijligt, apan kommer hinna d6 innan. Och det
kanns ju ratt betryggande and4, det skulle ju vara lite snopet om
jag skrev likadant som en apa.
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Ovningsuppgifter

1.

Du ska halla tal f6r 500 personer. For att vicka lite extra
uppmirksamhet skulle du vilja bérja med att sjunga ”Har den
aran”, och hoppas att nagon verkligen har fodelsedag idag. Fast du
vill inte ta for stora risker, och kommer fram till att du ar beredd
att ta en risk pa 0,20 att gora bort dig. Ska du sjunga singen, det
vill saga: Ar sannolikheten att nagon av de 500 personerna znfe har
sin fodelsedag i dag storre an 0,207

(Till den som inte har tillgang till en riknare med de funktioner
som kravs, vill jag rekommendera att soka efter “online calculator”

pa webben.)
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7.

KOMBINERA!

Kombinatorik handlar om pa hur manga sitt man kan kombinera
allt mojligt. For att kunna beridkna sannolikheten for ett sarskilt
utfall, maste man veta hur manga utfall det finns sammanlagt,
och det ar hir kombinatoriken kommer till anvindning i1
sannolikhetsliran.

Upphéijt till
Hur manga heltal finns det frin och med O till och med 997 En

sjalvklar fraga kanske, men hur riknar man ut det pa nagot lattare

satt an att skriva upp alla talen pa ett papper och se hur manga det
blev?
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Den forsta siffran i ett tal fran O till och med 99 kan vara 0 (till
exempel 04), 1 (exempelvis 14), 2 (exempelvis 24), 3, 4, 5, 6, 7, 8,
eller 9. Och samma giller for den andra siffran, den kan vara 0
(som 1 bland annat 30), 1 (exempelvis 31), 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 eller 9.
Till varje position 1 talet finns det alltsa tio olika maojliga siffror, och
det finns tva positioner.

Till varje mojlig siffra (det finns tio stycken) pa forsta positionen
finns det tio moijliga till den andra. Det gar att sammanfatta som
10 « 10, vilket kan skrivas som 10* (uttalas ”’tio upphdijt till tva”
och innebir att man multiplicerar 10 med sig sjilv). 10> dr 100, sa

det finns 100 heltal fran och med 0 till och med 99.

Om man kastar en tirning fyra ganger, hur manga olika méjliga
utfallsserier gar det att fa da? (En serie skulle kunna vara {etta,
trea, femma, tvda}.) Det forsta kastet kan vara en etta, tvia, trea,
tyra, femma eller sexa, allt som allt sex moijligheter. Detsamma
giller f6r var och en av de andra tre kasten, alltsa blir det 6 ¢ 6 ¢ 6
* 6 = 6* = 1296 mojligheter.

En generell formel for det hir blir alltsd & ddr @ dr antalet
moijliga utfall per gang (2 ar 1 exemplen ovan antalet mojliga siffror
per position respektive antalet moéjliga utfall per tairningskast), och
b ar antalet ganger vi ska utféra « (b dr antalet positioner 1 talet
respektive antalet tirningskast 1 exemplen ovan).

BIL 001

Vad dr sannolikheten att fa ”BIL 001” som registreringsskylt
nar man koper en bil? Vi far forutsatta att sannolikheten for
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varje kombination ar lika stor, sia da giller det gamla vanliga:
_ antalet gynnsamma fall
antalet mdjliga fall

— det dr ett; det ar ju bara BIL 001 som vi vill ha. Fragan ar hur

. Antalet gynnsamma utfall ar latta att rakna

manga mojliga utfall det finns.

Vi borjar med siffrorna. De dr inte sa svara, det finns
999 kombinationer (001 till och med 999, kombinationen
000 anvinds inte). Sd for att fa fram antalet mojliga
skyltar ar det bara att multiplicera 999 med antalet mojliga

loo:1lg

bokstavskombinationer, eftersom det finns lika manga
mojliga bokstavskombinationer fir varje sifferkombination.
Men hur manga bokstavskombinationer finns det da?

Det finns 23 mojliga bokstiver (A-Z utan Q, V och I, men
med W) som far anvindas, och ungefir 150 kombinationer ar inte
tillatna for att de ansetts olampliga, som exempelvis FEM, HAT
och WAR. Den férsta bokstaven kan viljas pa 23 sitt (eftersom
det finns 23 bokstaver att valja mellan), den andra kan ocksa valjas
pa 23 satt och likasa den tredje. Med det resonemanget lyckas vi
tacka in alla mo6jliga kombinationer, fran AAA till ZZZ. Det hir
kan vi skriva som 23 ¢ 23 ¢ 23 eller 23’ vilket blir 12 167. Men d4 4r
aven vara forbjudna kombinationer med, sa vi far subtrahera 150,
och vi landar pa 12 017.

For att fa fram det totala antalet mojliga skyltar far vi
multiplicera 12 017 (de mojliga bokstavskombinationerna) med
999 (de mojliga sifferkombinationerna), och vi far da 12 154 833
moijliga skyltar, varav e maste vara BIL 001. Sa sannolikheten att
fa just den skylten pd sin bil 4r 1/12 154 833, eller ungefir en pa
tolv miljoner. Sa det dr nog inget att hoppas pa till ndsta gaing du
koper en bil.
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Permutationer och fakultet

Vihar en klass pa femton elever. I hur manga olika ordningsfoljder
kan de g in 1 ett klassrum? Hinner man prova alla olika féljderna
pa en skoldag? En timme? Eller beh6vs det kanske en hel vecka?

Till att vara forsta elev att ga in finns det 15 kandidater (det
vill siga vem som helst ur hela klassen); man kan alltsa vilja den
torsta pa 15 sitt. Till att vara nummer tva finns det 14 moijliga
elever kvar (en har redan gatt in); man kan valja nummer tvd pa 14
satt. Den tredje kan viljas pa 13 satt, den fjarde pa 12 sitt och sa
vidare, till och med den femtonde som bara kan viljas pa ett satt
(eftersom det finns bara en elev kvar pa slutet). Vi far alltsa 15 ¢
1413121110987 6°524 321 mojliga satt
att ga in 1 klassrummet. Har kan vi anvinda skrivsittet 15! (uttalas
”15-fakultet”), som betyder precis samma sak. Och 15! ar 1 307
674 368 000, lite drygt 1 biljon, sa det ar nog ingen realistisk idé
att prova alla ordningsfoljderna pa en dag eller ens en hel vecka,
det kan nog ricka att lisa om det teoretiskt och anvanda tiden till
nagot vettigare.

Om bara fyra av de femton eleverna ska ga in 1 klassrummet,
hur manga olika alternativ finns det dar Ja, det spelar fortfarande
roll 1 vilken ordning de gar in. Och dessutom spelar det roll vilka
tyra det ar som gar in. Blir det fler eller firre sitt an nar hela
klassen skulle ga in?

Med samma resonemang som forut kan vi valja den forsta pa
15 sitt, den andra pa 14 sitt, den tredje pa 13 satt och den fjarde
pa 12 sitt, alltsda 15 ¢ 14 ¢ 13 « 12. Har vi fatt med alla tinkbara sitt
nu? Joda — den forsta maste vara en av de femton som finns, den
andra en av de fjorton som ar kvar, och sa vidare.
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15 ¢ 14 « 13 12 kan skrivas som 15!/11!, eftersom det
1514131211109 e8e7e(e50403e2e1
111029 e8e7e(e5e4e3eDe]
till och med ettan ”tar ut” varandra i narmaren och taljaren, och
kvar blir 15 14 ¢ 13« 12. 15!/11! dr 32 760. Det ir méinga sitt det

ocksa, men det ar betydligt farre dn nar hela klassen skulle ga in.

innebar sa att elvan

b

De bada tidigare exemplen har handlat om permutationer,
och utifran det kan man konstatera foljande formel for
permutationer:

Antalet permutationer nar man ur en mangd med N stycken

element viljer R stycken ar

N! e R
T Ett element ir i foéregaende

exempel en elev, och mingden ér i det fallet klassen.

I det forsta av exemplen sa var R = N nar alla 1 klassen skulle

N! ..
N blev 1 (0! ar

gd in 1 klassrummet, och nimnaren 1 formeln

namligen 1), sa kvar blev bara NI, alltsa 15!.

Kombinationer

I permutationer spelade ordningen roll; Om eleven Alice gar in
torst 1 klassrummet och sedan eleven Bertil, eller om Bertil gar in
forst och sedan Alice, si blir det tva olika alternativ. Men ibland
ar vi inte intresserade av att ha med nagon ordning. Om man vill
svara pa fragan ”Pa hur manga sitt kan man vilja fyra elever ur en
klass med femton elever?” sa spelar det ingen roll 1 vilken ordning
man viljer dem, det blir samma fyra elever oavsett om man viljer
Alice fore Bertil eller tvirtom.
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Det smidigaste sittet att rakna ut hur manga kombinationer
det finns ndr man ur en mangd med N stycken element viljer R
stycken ar att forst rakna ut antalet permutationer och sedan dela
med R, f6r att ”’bli av” med de permutationerna som innehaller
samma element, som bara ligger i olika ordning. Formeln for
antalet mojliga kombinationer av N element ur en mangd med R

element blir alltsa m.

For att svara pa fragan tidigare, P4 hur manga satt kan man
vilja fyra elever ur en klass med femton elever?”, sa ar det bara att
satta in vardena i formeln. Det finns femton elever 1 klassen, alltsa

ar N = 15. Fyra elever ska viljas ut, alltsa ar R = 4. Det blir da
15! _ 15141312

41(15-4))  4e3e2e1

elever av femton stycken, sa finns det 1 365 méjliga grupper!

=1 365. Ska man vilja en grupp om fyra

En liten anvandbar detalj nir det galler kombinationer ar att det
finns en symmetri i dem; har man en miangd med femton element
och ska vilja tre av dem, ger det lika manga kombinationer som
nir man har femton element 1 mangden och ska vilja tolv (femton
minus tre). Nar man tinker lite nirmare pd det sia ar det ritt
naturligt, eftersom man istallet for att fraga ’pa hur manga satt
kan man vilja tre element?” lika garna kan friga ”pa hur manga
sitt kan man vilja bort tolv element, sa att det blir tre kvar?”.

Om man skulle fa fraigan ”pa hur manga satt kan man vilja ut
15 elever 1 en klass med 15 elever?” sa fungerar formeln fint och
ger svaret 1, om man nu inte skulle klara av att rakna ut detta i
huvudet. Samma sak giller med att vilja ut O elever, svaret blir da
ocksa 1.

Aven om du inte kommer ihig formlerna (och for all del, det
gor inte sa mycket, de gar latt att hitta igen), sa kan det vara bra
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att ha en uppfattning om hur fort antalet moéjliga kombinationer
och permutationer vixer med storre mangder att vilja fran. Har
nedan finns det en tabell med olika stora mingder, N, och olika
antal element som ska valjas, R, samt hur manga kombinationer
respektive permutationer det da finns. Titta garna lite noggrannare
i tabellen, och konstatera att antalet permutationer vaxer betydligt
fortare an antalet kombinationer med vixande N, och att antalet
permutationer beror till vildigt stor del pa antalet som ska valjas,
R, samt att kombinationerna har sitt maximum da R ar halften av

N.
Antal Antal som Antal permutationer Antal
element i dirav ska (ordningen spelar roll) | kombinationer
mingden, N | viljas, R (ordningen spelar
ingen roll)
1 1 1 1
2 1 2 2
5 2 20 10
5 3 60 10
10 2 90 45
10 5 30 240 252
10 8 1 814 400 45
15 5 360 360 3003
15 10 10 897 286 400 3003
15 14 1307 674 368 000 15
20 2 380 190
20 5 1 860 480 15504
20 10 670 442 572 800 184 756
20 15 20274 183 400 000 000 | 15504
50 10 37276 043 020 000 000 | 10272278 170
50 25 2 sextiljarder 126 biljoner
100 50 3 quindeciljarder 101 kvadriljarder
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Ovningsuppgifter 3.
Kalle har tre syltburkar, men alla har tappat etiketterna. I en burk
1. finns det korsbarssylt, 1 en jordgubbssylt och i en lingonsylt.

Pi hur manga olika sitt kan man Eftersom alla sorterna ir réda kan han inte se nagon skillnad pa

tylla 1 en tipsrad? (Stryktipset, dar
man tippar pa fotbollsmatcher om

dem. Kalle ar inte sa samvetsgrann av sig, sa han tillverkar tre nya
etiketter med ratt namn, och klistrar dem pa burkarna, utan att ha
en aning om vilken som ar vilken. Hur stor ar sannolikheten att
alla tre blir ratt?

de antingen slutar oavgjort, med
vinst eller forlust f6r hemmalaget.
Det finns 13 matcher att tippa pa.
Du kanske har hort uttrycket ha
13 ratt pa tipset”?)

2.

Emellaniat kommer det, 1 varje fall till min e-postinkorg,
meddelande som kortfattat siger att "MSN har ett problem,
anvindare registrerar flera e-postadresser per person, och snart
ar de slut! Vi har bara 578 lediga namn kvar. Dirfor kommer vi
hadanefter att borja ta betalt f6r e-postkonton. Men om du skickar
det hiar meddelandet vidare till 18 personer sa slipper du betala.”
Det behovdes inte lang tid for mig for att konstatera att det var
nagon som bluffade, och att nagra av mina vinner hade blivit
lurade och vidarebefordrat meddelandet aven till mig. Klarar du

ocksa, med ledning av det har kapitlet, att se att det sa uppenbart
ar en bluff?
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8.

OKA DIN LOTTOVINST

Det finns inga lottorader som har storre chans att vinna an nagra
andra. Men det innebar inte att det inte finns taktik 1 hur man ska
vilja sin lottorad — f6r om du skulle vinna, sa vill du vil knappast
dela vinsten med niagon annan?

Glom dock aldrig bort att spelbolaget gar med vinst genom
att arrangera lotto, vilket innebir att de allra, allra flesta spelare
forlorar pa att spela. Oavsett hur taktisk man ar, sa handlar lotto
till storsta delen enbart om tur!
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Lotto

Lotto ar ett spel som i Sverige 174 i .
anordnas av Svenska Spel, men det ar HH 13 X80MOR | DEE
vanligt 1 manga andra lander runt om i
1 varlden ocksa. Spelet gar ut pa att
man valjer en sa kallad ”rad” genom
att kryssa ett visst antal nummer pd
en kupong. Det ar sedan dragning 1 TV, och beroende pa hur
manga tal man sjilv har valt som 6verensstimmer med raden som
dras 1 TV-dragningen hamnar man i olika vinstgrupper, diar man
tillsammans med alla andra som 4r 1 samma vinstgrupp far dela pa
en i forviag bestamd andel av alla prispengar. I storleksordningen
hilften av spelbolagets inkomster pa spelet gar tillbaka som
vinstpengar till spelarna, den andra halften behaller bolaget. Ar
det ingen som hamnar i den hogsta vinstkategorin, det vill saga att
ingen har alla ritt, gar de vinstpengarna vidare till nastkommande
dragning, och blir en sa kallad Jackpott sa att man i nasta dragning
kan vinna extra mycket.

I Svenska Spels Lotto ska man valja 7 nummer av 35, och pa
en vanlig vecka ar det dragning inte mindre an fyra ganger, tva
ganger varje onsdag och tva ganger varje lordag. En ordinarie rad
pa Lotto kostar 3 kronor, och den storsta “rena” lottovinsten,
utan Joker och Drémvinsten, som delats ut pa svenska Lotto ar
knappt 49 miljoner kronor.

Viking Lotto ir ett samarbete mellan spelbolagen 1 de nordiska
linderna och Estland, dir man ska valja 6 av 48 nummer och det
ar dragning varje onsdag. Att spela en rad kostar 4 kronor 1 Sverige,
varav 0,04 euro gir till den gemensamma hogsta vinstgruppen.
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Den storsta vinsten som delats ut pa
Viking Lotto ar ungefir 18,5 miljoner
kronot.

Svenska Spel har dven ett spel kallat
Keno som till en boérjan kan paminna
om ett lotto, eftersom man ska vilja
rader och det sedan idr dragning. I Keno
delar man daremot inte pa prispengarna
inom vinstgruppen, utan det finns en faststilld vinstplan som
giller oavsett om man ar ensam eller en av hundra personer 1 sin
vinstgrupp.

Framoéver kommer det 1 forsta hand att syftas pa Svenska Spels
Lotto, om inget annat anges, men principen ir densamma for alla
lotto-spel runt om i varlden. Den enda stora skillnaden mellan
linderna ar hur manga nummer det finns att valja pa 1 spelfalten,
och hur manga av dem man ska vilja. Svenska Spels Lotto ar
ett 7/35-lotto, och Viking Lotto ett 6/48-lotto. Storbritannien
har The National Lottery, ett 6/49-lotto, vilket ocksd Tysklands
”Lotto 6 aus 49 ir. I Norge ar det (férutom Viking Lotto) Norsk
Tippings 7/34-lotto som giller.

Lotto, den svenska varianten

Det finns lite olika detaljer som skiljer sig 4t mellan olika spelbolags
lottospel, och sa hir fungerar just Svenska Spels Lotto:

Utover de sju egentliga vinstnumren, dras det fyra tilliggs-
nummer. Har man sex ratt av de egentliga vinstnumren, och ett ritt
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av tillaiggsnumren, hamnar man 1 vinstgruppen som nedan kallas
6+1. Sa hir fordelas vinstpengarna mellan de olika grupperna:

7 ratt 34%
6+1 ratt | 12%
6 ratt 7%
5 ratt 12%
4 ritt 35%

Det finns dessutom ett tilligg, Dromvinsten, som man kan
vinna om man — utdver att ha alla ratt av de ordinarie 7 numren
— spelar med ett sa kallat Jokernummer. Jokernumret dr ett 7-
siffrigt tal, och det giller att antingen de tva forsta eller de tva
sista siffrorna i talet ska 6verensstimma med Jokernumret som
Svenska Spel drar i samband med Lottodragningen. Dromvinsten
borjar alltid pa 50 miljoner kronor och vixer for varje vecka tills
nagon vinner den, da den boérjar om pa 50
miljoner. Dréomvinsten har pa de tre
aren mellan februari 2005 och
februari 2008 endast delats
ut fyra ganger. Den storsta
Dromvinsten — tillika storsta

lotterivinsten i Sverige — som
delats ut var pa niarmare 123
miljoner. Att lagga till Joker till
sin Lottorad, sa att man tdvlar

A 4

N @

om dromvinsten, kostar 10
kronor. En Lottorad med Joker
1 en dragning kostar alltsa 13
kronor.

¢ @l—-- ---- -~

90

8 - Oka din lottovinst

Sannolikheten fOr varje nummer ar lika stort i dragningen (det
kontrolleras noga), sa det finns inga rader som vinner oftare an
andra. Samtidigt publicerar Svenska Spel statistik pa sin hemsida
over hur ofta de respektive 35 numren blivit dragna de senaste
6 mainaderna, tillsammans med texten ’Visst ar det kul med
statistik? Men kom ihag att det dnda alltid ar slumpen som avgor
vilka nummer som dras.”

Finns det nagon taktik 1 hur man ska valja en bra lottorad?

Lite sannolikheter

En rad bestarav 7 siffror, av 35 mojliga, och man kan inte ha samma

siffra tva ganger 1 samma rad. Fran kapitel sju, om kombinatorik,
vet vi da att antalet mojliga kombinationer ges av %{Rﬂ dar N
har motsvaras av antalet mojliga siffror och R av antalet vi ska
% = 6 724 520, sa det finns en hel
del moijliga rader att vilja mellan. Sannolikheten att en slumpvis

vilja, alltsa 35 respektive 7.

vald rad ska innehalla samma sju tal som dras 1TV ar alltsa endast
1/6 724 520. Som en jimforelse kan det nimnas att det bor
ungefir nio miljoner manniskor i1 Sverige. Sannolikheten att du
ska vinna pa Lotto pd just en sarskild rad 1 en sarskild dragning ar
alltsa endast nagot storre an att just du skulle vinna i ett lotter: dar
alla svenskar (fran norr till séder, fran S6dermalm 1 Stockholm till
en enslig stuga 1 norra Norrland, fran vistkustens fiskeldgen till
Dalarnas fibodarl) deltog med varsin lott. Och det ar anda ’bara”
att fa alla ratt pa Lotto, utan Dromvinsten.
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Deltar du med tva (olika) rader 1 samma dragning, eller med
samma rad 1 tva olika dragningar, sa dubbleras dina chanser. Och
deltar du med 10 olika rader i en och samma dragning, alternativt
samma rad 1 tio dragningar, har din chans till alla ratt vuxit till 1 pa
674 252, alltsa blivit tio ganger storre.

Sannolikheten att vinna Drémvinsten ar naturligtvis annu
mindre an att ”bara” fa alla sju ratt. Vilater bli att sitta oss in i hur
Jokerspelet fungerar och undviker att begrava oss 1 utrikningar,
och noéjer oss istillet med att himta sannolikheterna fran Svenska

Spels hemsida:

Sannolikheten att vinna Dromvinsten ar 1/337 915 578,
alltsa ungefir en femtiondel av sannolikheten att fa sju ratt.
Sannolikheten att vinna nigot éver huvud taget 4r 1/55, men av
de vinsterna bestitr mer d4n 9/10 av vinstgruppen fyra ritt, dir
vinsten brukar landa pa 1 storleksordningen 20 kronor per rad.

Sannolikheten att lyckas skrapa ihop alla ratt pa Viking Lotto
med en rad i en dragning 4r 1/12 271 512, alltsa ungefir hilften
jamfort med Lotto.

Taktik

Alla lottorader har lika stor chans att vinna, saval {1, 2, 3, 4, 5, 06,
7} som {1,2,3,5,8,13,21} och {3,7,9, 22, 30, 31, 33}. Men trots
det sa finns det faktiskt strategier 1 hur man ska valja sin rad.
Finessen som gar att utnyttja med lotto ar att vinsten delas
mellan alla som dr i samma vinstgrupp. Det galler alltsa att vilja en

rad som ingen annan har. For o7 din rad skulle lyckas att kamma
hem storkovan vill du vil inte behéva dela din vinst med andra?
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Argumentet att “raden {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} har lika stor
sannolikhet som den inte lika regelbundna raden {3, 7, 10, 19, 22,
28, 33}” kinner manga till, och méinga viljer da hellre raden {1, 2,
3,4,5,0,7} for att enkelt komma ihdg vilken rad man har valt, ellet
bara som en fix idé. Sa den raden ar med stor sannolikhet inget
bra att satsa pa — om du skulle vinna pa den skulle du antagligen
behova dela din vinst med manga andra. Men det finns aven fler
rader du bor undvika.

Det finns en utforlig bok pa amnet, How to win more
av Norbert Henze och Hans Riedwyl. De har studerat den
tillgdangliga statistiken i olika lander och f6rsokt notera hur spelare
valjer sina rader, och utifran det dragit slutsatser om hur man bor
och inte bor vilja sina rader. (Normalt publicerar aldrig spelbolag
statisttk 6ver hur deras spelare viljer sina rader, men ibland har
det skett undantag, och det ar framst dessa undantag Henze och
Riedwyl har tittat narmare pa och dragit slutsatser utifran.) Det
handlar egentligen mer om psykologi, vad manniskor wppfattar
som slumpmaissigt och hur man tror pa kombinationer som for
tur med sig, an om matematisk sannolikhetslira. Men dven det ar
intressant, och passar bra in 1 den har boken.

Deras sammanfattande uppmaning till spelare som vill vara
ensamma om sina rader ar att:

Vilj aldrig dina nummer till din lottorad enligt nagon
regel som skulle kunna f6ljas av andra spelare

Inneborden blir 1 praktiken att man aldrig ska valja sin rad enligt
nagon regel, for si fort du har en regel sa finns risken att nagon,
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nagra, eller annu virre — manga, ocksa har kommit pa den regeln
och viljer sina rader efter den. Henze och Riedwyl har brutit ner
sin uppmaning till tolv mer specifika punkter, som jag presenterar

har.

1. Vilj inte aritmetiska serier

Den enklaste aritmetiska serien du kan vilja som lottorad ar
{1,2,3,4,5,06,7}. Det var till och med den i sdrklass populiraste
serien i det finska 7/39-lottot 1 dragningen den 27 augusti 1994,
enligt Henze och Riedwyls statistik. Andra populira aritmetiska
serier skulle kunna vara {2, 4, 6, 8, 10, 12, 14} och {5, 10, 15, 20,
25, 30, 35}. En aritmetisk serie dr alltsd en talserie dir avstindet
mellan talen 4r forutbestamd.

2. Inga tidigare vinnare

Enenkel princip, men kan varalite klurigatt f6lja. Kombinationer
som tidigare vunnit tenderar namligen att halla sig kvar 1 minnet
hos vissa spelare upp till ett par ar, enligt Henze och Riedwyl, sa
darfor bor man alltsa ha koll pa de senaste arens vunna rader och
undvika alla dem, eftersom andra spelare verkar spela pa dem,
kanske 1 tron att de for tur med sig. Den enda anledningen till att
lata bli rader som nyss har vunnit ar alltsa att det ar manga spelar
som spelar just dessa rader, sannolikheten att just forra veckans
rad ska upprepas ar varken storre eller mindre an for nagon annan

rad.
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3. Undvik de ’hetaste” och ?svalaste’” numren...

Svenska Spel publicerar pa sin hemsida en tabell med hur
ofta respektive nummer har blivit dragna det senaste halvaret.
Det hdr siger precis ingenting om hur nista rad kommer att
se ut. (Vi kan namligen forutsatta att inga av de bollarna med
nummer som anvinds i dragningen ir storre/mindre/ rundate/
plattare, eller vad de nu ska vara for att bli dragna oftare, an nagra
andra. Bortsett fran att Lotteriinspektionen gor kontroller, skulle
spelbolaget riskera sa otroligt mycket 1 anseende om det framkom
att de fuskade, att de antagligen inte ens skulle fundera pa det.)

Trots detta sa finns det anda spelare som spelar pa “heta”
alternativt ”’svala” rader, genom att ta de sju mest alternativt
minst frekventa numren. I dragningen den 10 februart 1990 1 det
schweiziska 6/45-lotto var det i medeltal ungefir tva spelare per
rad. Inte mindre an 992 spelare spelade raden med de sex hetaste”
numren (enligt Henze och Riedwyl)!

4. ... och de nummer som har “vilat” lingst

Pa Svenska Spels hemsida kan man relativt enkelt se vilka
nummer som inte alls har blivit dragna pa langst tid, det vill
siga de numren som har 7vilat” lingst. I det tyska 6/49-lottot i
dragningen den 16 oktober 1993, dir varje rad hade 1 medeltal
farre an en halv spelare, spelade 460 pa raden med de talen som
hade ”vantat lingst”. Notera skillnaden att ett ”svalt” nummer
mycket vil kan ha blivit dragit f6regaende vecka, men inte sarskilt
ofta innan dess, medan det maste ha dr6jt manga dragningar for
ett nummer kan kallas “’vilande”.
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5. Vilj aldrig lottorader som nyligen har vunnit i andra
linder

En enkel princip; Henze och Riedwyls statistik visar att
det férekommer att vissa spelare har koll pa nyligen vinnande
lottorader 1 grannlinderna, och viljer att spela pa dem sjilva,
kanske i tron att ”’de kommer hit snart”. I samma schweiziska
lottodragning som niamndes tidigare konstateras att inte mindre
an 1 283 spelare spelade pa den raden som forra veckan drogs 1
Osterrike!

6. Se upp for rader som ger ett snyggt monster pa spelfiltet

Ett kryss eller kanske en vag? Eller kanske ett kors eller en
lyckobringande hastsko? Manga har sikerligen sina favoriter
bland alla monster som gar att gora med sju kryss pa spelfilten
(eller sex for Viking Lotto och manga andra linder), och det finns
har bara ett rad att ge — undvik alla rader som ger visuella monster
pa spelfaltet, som symboler, symmetriska monster, diagonaler och
sa vidare.

WAl e v A8 Insacs per spetlitach dragning 4 ke Dragning cosdag e
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7. Gor inte en enkel aritmetisk eller geometrisk modifikation
av en tidigare vinnande rad

Utover att undvika rader som vunnit nyligen ar det ocksa
rekommenderat att undvika aritmetiska modifikationer av gamla
vinnande rader, som att exempelvis ligga till ett till varje tal i
raden, sd att {3, 4} blir {4, 5}, eller dra bort eller ligga till tvd och
sa vidare. Geometriska modifikationer kan vara att flytta hela den
vinnande raden ett steg “nedat” eller uppat” pa spelfaltet, eller
att till exempel spegelvinda den.

8. Inga sifferlekar!

Man kan vilja primtal som en rad, exempelvis {1, 2, 3, 5,7, 11,
13} eller {5,7,11,13,17, 19, 23}. En annan variant ar {3, 4, 6, 9,
13,18, 24}, som bygger pa principen “ligg till en met”’; mellan tre
och fyra skiljer det ett, mellan fyra och sex skiljer det tva. Fibonaccis
talf6ljd, dir man ligger thop de tva féregdende numren: {1,2, 3, 5,
8,13, 21}, finns det med stor sannolikhet ocksa spelare som foljer
nar de valjer lottorad. Och da gor du smartast 1 att lata bli, om du
vill vara ensam om din eventuella vinst.

9. Forsok inte approximera ett idealt geometrisk eller
aritmetiskt monster

Diagonalen ir sex tal pa
de svenska spelfilten, och
nar man ska vilja sju tal kan
man valja en diagonal plus
en annan ruta som ligger 1

nirheten av var den sjunde
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rutan ”borde” legat. Eller vill man f6lja en kant, far man satta det
sjunde krysset nagon annanstans, och da ar det inte ovanligt att
siatta den sd nara som moijligt dar den ”borde” suttit.. Man kan
ocksa vilja valja talserier som 2, 8, 14, 20, 26, 32, 38. Men eftersom
38 inte finns, si skulle en sidan serie kunna resultera i {2, 8, 14,
20, 206, 32, 35}, eftersom 35 ir sd nira 38 som det gir.

10. Summan av talen i raden bo6r vara minst 147 (giller for
7/35-lotto som Lotto, f6r 6/48-lottot Viking Lotto rekommen-
deras minst summan 177)

Det verkar férekomma att spelare valjer rader med siffror som
innehaller datum, och viljer darfor aldrig rader med nummer
hogre an 31. Det blir inte sa tydligt i det svenska Lotto, med
35 som hogst, men i 6/49-lotton och liknande, som Henze och
Riedwyl i forsta hand studerat, sa ar det patagligt att summan av
alla nummer ar lagre d4n vad man forst kan forvanta sig. Dessutom
finns det manga som har sina “turnummer” bland de lagre
numren, som 3, 7 och 13. Just summan 147 ir inte huggen 1 sten,
utan ar en uppskattning,

11. 2, 3, 4, 5 eller 6 (men inte 7) av numren bor ha gemensamma
kanter eller hérn pa spelfiltet (For Viking Lotto galler da 2, 3,
4 eller 5 men inte 6)

Spelare verkar ha en tendens att vilja bort rader med nummer
som 7sitter thop” 1 en klump pa spelfiltet, antingen 6ver eller
under varandra eller har kontakt med varandra via hérnen. Men
sitter precis alla nummer thop 1 en enda stor klump finns det dock
en risk att de bildar nagon sorts geometrisk symbol, och det vill vi
ocksa undvika.
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12. 4, 5 eller 6 av numren bor ligga pa kanten pa spelfiltet
(For Viking Lotto blir motsvarande antal 3, 4 eller 5)

20 av 35 nummer ligger pa spelplanen sa att de har kontakt
med en kant, vilket innebar att 1 genomsnitt fyra av sju nummer
borde ligga dir. Spelare verkar dock ha en tendens att inte
kryssa sa manga nummer pa kanterna som det “borde” vara,
om foérdelningen mellan alla rutor vore jamn. Samtidigt bor man
undvika att bara spela pa nummer pa kanterna, eftersom det inte
ar omojligt alls att vissa spelare viljer sina rader efter principen
”bara nummer pd kanterna”.

Slumpade rader

20| 21|22|23)24] [19)20)21 22|23 24 (17 |20)21)22 )i
26/27)28)29|30] [252627|28]29)30| [25|26]27[28):
. 32J33)3a)3s il 31323334 35 Nl |31[32)33[34):
Om man spelar Lotto pa o

Svenska Spels webbsida

BB IDBEDEIBAELE
finns det en knapp som  g{sliafiiliz| (783 lio|i1]iz| [71&]3 [io]i
heter ”Hux Flux”. Klickar 1a1s1s17018] [1314]1516117]18] 1311411516 11

20]21)22|23]24| [19]20]21|22]23]24] |19]20)21]22 i

man pa den sa slumpas
det en rad, och 4r man
missnojd dr det bara att klicka pa den igen sa slumpas det en ny
rad. Gar man till spelh6rnan 1 mataffiren sa finns det fardigifyllda
kuponger, och det finns till och med spelalternativ dir man
aldrig ens ser vilka rader man spelar med, man uppger bara hur
mycket pengar man ska satsa sa skoter Svenska Spel resten, och
rapporterar till dig om du vann nagot.

Om alla spelade med slumpade rader skulle inga av de tolv
reglerna som nyss presenterades vara aktuella. Det ar klart att
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visa av raderna som spelare deltog med skulle vara just tjusiga Ovningsuppgifter
geometriska monster eller aritmetiska serier eller gamla vinnare,
men de skulle inte fé6rekommande oftare an nagra andra. Henze 1

och Riedwyl har sammanstillt valdigt intressant statistik frin

Teen /vilka ao £5F REEEEE
Kaliforniens 6/51-lotto under 1993 och 1994: Medelvinsten hos Vilken/vilka av f6ljande EREEEE
slumpade rader bor ol

130883

de spelare som spelade med slumpade rader och hade alla ratt var

man spela med, enligt

8] [}

10 526 198 amerikanska dollar, medan medelvinsten hos de med
alla ritt som sjilva valde sina rader var lagre, namligen 7 468 543
amerikanska dollar. Slutsatsen man kan dra utifran det ar att de

o7l lei
Ut} bl

Henze och Riedwyls
tolv punkter?

o] [+ (1] [ (1]

som spelade med slumpade rader férmodligen inte behovde dela
sin vinst lika ofta och med lika manga, som de spelare som spelade

Nooooiio
&l
A

[Dj@am o 2o

med rader de valt sjilva.

L] {94] {51

For att minimera risken att behova dela sin eventuella storvinst
med andra, sa bor man alltsa vilja slumpade rader. Antingen

x
=]
=)

himtar man firdiga kuponger, klickar pa "Hux Flux” pa webben
eller gor sig en kortlek med alla 35 numren och drar sju kort ur
den. Men en slumpad rad kan dock rika bli nagon av de typer av
rader vi nyss har tittat pa, sa for att undvika det bor du kontrollera
att de uppfyller de tolv punkterna. Brister raden pa ndgon av de
tolv punkterna bor du kassera den och slumpa fram en ny. Allt
tor att minimera risken att behova dela en eventuell storvinst med
nagra andral

Vad man dock inte ska glomma bort dr att om alla lottospelare
1 Sverige laser den har boken, sa kommer ingen lingre att satsa pa
exempelvis raden {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}, och d4 ir det helt pl6tsligt
en bra taktik att spela pa den! Hela strategin som foreslds 1 det
hir kapitlet bygger pa att du vet mer an de andra spelarna. Och
att du har sidan tur att du vinner ocksa. Ty enda sattet att oka

sannolikheten att vinna over huvud taget ar forstas att spela fler

rader, till det hjalper inga taktiska rader.
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9.

BEROENDE HANDELSER

Matematiskt beroende handlar inte om det vi i dagligt tal kallar f6r
beroende. Det handlar istéllet av hur tidigare utfall paverkar vara
kommande. Detar egentligen nagot vi har berort lite grann tidigare,
men vi ska 1 det har kapitlet titta nirmare pa det, tillsammans med
nagot som kallas for betingade sannolikheter. Vid vissa tillfallen
kan det namligen vara extra bra att ha beroendesituationen klar
for sig.
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Kulpasar

Det klassiska modellen av beroende ir en pase med ett visst
antal vita och svarta kulor. Man tar upp en vit kula utan att ligga
tillbaka den, och det finns da farre vita kvar, och sannolikheten att
ta en svart 1 nasta drag ar sdledes storre. I de tidigare kapitlen har
inte ordningen som hindelserna utforts i poangterats sa mycket,
eller vad forra handelsen var, men nu spelar det stor roll. Ett
rakneexempel:

Du har en kulpase med dtta kulor. Fyra stycken ar svarta,
tyra dr vita. Du tar upp en kula pa mata, och lagger inte tillbaka
den. Ar den svart finns det tre svarta och fyra vita kvar i pasen.
Sannolikheten for att ta en svart och sedan en vit kula blir d3 4/8
*4/7 =16/56 = 2/7 eller ungefir 0,29. Sannolikheten att ta tva
vita dr ddremot 4/8 ¢« 3/7 = 12/56 = 3/14, vilket dr ungefir 0,21.
Aven om skillnaden 0,08 i sannolikheterna inte ir jattestor, ar det

anda en tydlig skillnad.

Den hir typen av forfaranden brukar kallas for att man drar
utan aterldggning, det vill siga att man tar upp en kula utan att ligga
tillbaka den. Sannolikheterna for olika utfall blir da beroende av
utfalletiden tidigare hindelsen (om det finns en sadan). Motsatsen
ar att man drar wed aterldggning, och handelserna blir da inte beroende
av varandra.

For att illustrera beroende kan trdd vara lampliga att anvanda,
som du kan se pa nasta sida.

Det luriga med beroendet ligger alltsd i att alla forgreningar
inte langre ser likadana ut, som de gjorde i kapitlet da vi ritade trad
over slantsinglingar.

104

9 - Beroende handelser
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Kortlekar

Ett valdigt tydligt stille man stoter
pa beroendet ar i kortlekar. Du har
sju kort pa hand, varav fyra ar hjarter
och du har inte sett ndgra andra kort
alls. Sannolikheten for att ett kort du
tar upp ur en hog eller motsvarande

ar en hjarter ar mindre an att det
exempelvis ar en ruter, eftersom det
finns fler ruter an hjirter bland de korten du inte kianner till. Har
du 4 andra sidan inga som helst hjirter pa handen, men minst en
av varje av de andra fargerna, sa ar sannolikheten att du ska ta upp
en hjirter s#rre an fOor var och en av de andra fargerna.

Samma resonemang giller dven for valorer — har du sju kort pa
handen, varav tre dr tre ess och inga kungar, sa dr sannolikheten
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att du ska fa upp en kung 4/(52 — 7) = 4/45, medan sannolikheten
att du ska fa upp ett ess endast 1/(52 — 7) = 1/45, eftersom det
bara finns ett ess kvar 1 hégen, men fyra kungar.

Musikspelare

Beroende och oberoende slumpprocesser paverkar oss 1 vardagen
pa lite olika satt. Bland annat nir vi lyssnar pa musik.

I CD- och mp3-spelare brukar det finnas en slumpfunktion,
som slumpvis valjer lat att spela upp av de som finns pa skivan,
eller 1 mappen, eller i spellistan. Ofta brukar funktionen kallas
tor ’shuffle” eller ”random”. Vissa spelare har funktionen med

principen utan aterldggning, och vissa spelare
principen med aterliggning. Om

funktionen  viljer latar utan
aterlagening innebar det att
torst valjs en helt slumpmassig
lat, och nista lat som viljs ar
nagon av de resterande. Den
tredje liten som viljs dr ocksa

av de som hittills inte har spelats,
och sa haller det pa tills alla latar ar
spelade en gang var, da den borjar om

fran borjan. Det betyder att om du sitter pa spelaren, viljer slump-
laget och far hora din absoluta favoritlat sa ar det inte nagon idé
att hoppas pa att fa hora den snart igen — spelaren kommer att
ga igenom alla later pa skivan eller 1 mappen eller spellistan innan
tavoritlaten ens ar med i urvalet igen. Och den gangen kan du
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ha sadan otur att din favoritlat inte spelas upp forrin sist av alla
latarna.

Den andra principen, med aterliggning, gor valet mellan a//a
latar varje gang, oavsett om de har spelats precis innan eller
aldrig tidigare. Si sitter du iging en mp3-/CD-spelate med en
slumpfunktion som fungerar enligt principen med aterliggning
och fir hora din favoritlat, sa ar det inte alls omojligt att den
kommer en giang till direkt. Men 4 andra sidan kan det dr6ja 1
princip hur linge som helst innan den kommer igen, dven om den
forr eller senare kommer att spelas, enligt Stora talens lag.

Betingade sannolikheter

Herr X 16per en viss risk att fa en sjukdom, och darfér gor han
emellanat besok hos en likare. Det finns ndgra olika moijliga
tillstind for honom: antingen ar han frisk och likaren har inte
haft nagon anledning att stilla en diagnos, eller sa ar han sjuk och
har fatt en diagnos. Men det kan ocksa vara sa att han ar sjuk, fast
likaren inte har upptiackt det och darfor inte stillt ndgon diagnos,
alternativt att han fatt en (felaktig) diagnos av likaren trots att han
egentligen ar frisk.

Sannolikheten att herr X idr sjuk 6ver huvud taget dar 0,045.
Men vet vi nagonting, exempelvis att herr X har fatt diagnosen, sa
ar sannolikheten att han verkligen ér sjuk betydligt storre. Har ar
lite olika sannolikheter f6r de olika fallen:
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P(Herr X ér frisk och ldkaren har ingen anledning att stélla en diagnos) = 0,95
P(Herr X har fatt en (felaktig) diagnos) = 0,005

P(Herr X &r sjuk men ldkaren har inte hittat ndgra symptom och stéller ingen
diagnos) = 0,015

P(Herr X dr sjuk och har fatt diagnosen) = 0,03

Om vi nu vet att herr X har fitt diagnosen, hur stor ar da
sannolikheten att han faktiskt har sjukdomen, det vill siga vad
ar P(Herr X ar sjuk givet att han har diagnosen)? Vi far sortera ut
andelen av den totala sannolikheten att Herr X har diagnosen, och
det gor vi pa foljande sitt:

P(Herr X ir sjuk, givet att han har diagnosen)

P(Herr X har sjukdomen och diagnosen)
P(Herr X har diagnosen)
P(Herr X har sjukdomen och diagnosen)
P(Herr X ar frisk och har diagnosen) + P(Herr X har sjukdomen och diagnosen)

003 003
0,005+ 0,03 ~ 0,035 0-80

Sannolikheten att Herr X verkligen har sjukdomen nir han

har fatt diagnosen ar alltsa 0,86. Det hir ger den mer generella

formeln
P(A och B)
P(B)
och sannolikheten for A kallas har for en betingad sannolikhet

P(A givet B) =

eftersom den paverkas av att vi kanner till B.
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Definitioner

For att 6va lite pa vad man kan géra med matematiska formler kan
viutifran de betingade sannolikheterna gora lite definitioner pa vad
beroende och oberoende innebar. For Herr X var sannolikheten
att han hade sjukdomen beroende av om han hade en diagnos
eller ej, men daremot paverkade det knappast om det regnade eller
inte. Att P(Herr X har sjukdomen, vi vet att det regnar) = P(Herr
X har sjukdomen) ér ratt sjalvklart, och ar beviset pa att Herr Xs
eventuella sjukdom och regn dr oberoende. Mer generellt kan vi
skriva att:
Om P(A givet B) = P(A) ér sant, s& dr A och B oberoende.

Om P(A givet B) # P(A) ar sant (som fallet med Herr Xs diagnos) sé dr A och B
beroende.
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Ovningsuppgifter KUVERTPROBLEMET

1.

P(A och B)
P(B)

visar en fyra, givet att den visar ett jamnt tal).

Anviand formeln P(A givet B)= foratt berakna P(Tarningen

2.

Rikna nu med samma formel pa foljande uppgift: Det dr en
folkomréstning om studiemedlet ska hojas, pa bekostnad av
barnbidraget. 20% av de rostande ar studenter och 90% av dem
rostar for en hojning, Totalt rostar 40% av alla f6r en hojning. Hur
stor dr sannolikheten att en person ar student, om man vet att

hon rostat for en hojning? (Tips: borja med att definiera A och B
tydligt)

Forst vill jag podngtera att det har kapitlet ar “formel-titt”, och
att du gott kan noja dig med att 6gna igenom det har kapitlet och
sedan hoppa till nasta kapitel, som inte alls har samma karaktar som
det hir kapitlet. Om du ar pa det humoret, vill siga. Kdnner du dig
a andra sidan beredd att ta itu med lite formler och matematiska
tankegingar, si ar det bara att fortsatta lasal

Det hir ar, likt getproblemet i kapitel tre, ocksa ett klassiskt
problem inom sannolikhetsliran. Men pa grund av den nagot
mer svarsmalta forklaringen sa ar det inte lika vl spritt. I den
hiar boken dr det antagligen det allra mest avancerade inslaget,
och det ir inga konstigheter om du inte “képer” forklaringarna.
Statistikern Magnus Arnér avslutar 1 sin bok P4 irrfird 1 slumpens
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varld sitt kapitel om kuvertproblemet med foljande mening, efter
att ha forsokt utreda hur det ligger till: “Detta strider mot mitt
tornuft och jag maste medge att jag aterigen ar totalt forvirrad.”

Det matematiska resonemanget har jag tills storsta del hamtat
ur Olle Haggstroms bok Slumpens skordar, men skulle det ha
smugit sig in brister har ar naturligtvis felet mitt.

Problemet

Vi befinner oss aterigen i1 den amerikanska TV-showen, som i
kapitel tre, men den hir gangen ir det inga dorrar, getter eller
bilar som giller, utan istéllet kuvert och pengar. Programledaren
haller i tva kuvert, och informerar dig om att det 1 det ena kuvertet
finns dubbelt sa mycket pengar som 1 det andra. Han blandar bada
kuverten val, och du far vilja ett av dem och 6ppna det. Om du
vill far du behalla de pengar som ligger 1 det, eller byta kuvert och
ta pengarna i det andra kuvertet, men da utan att forst fa se hur
mycket pengar som finns 1 det andra.

Sa langt borde det inte vara nagra konstigheter. Nu staller vi
oss fragan: bor man byta kuvert till det andra efter att man 6ppnat
det forsta? Vi kan tanka oss att vi har 6ppnat kuvert A och att
det lag 100 kronor i det. I kuvert B finns det da antingen halften,
50 kronor, eller dubbelt sa mycket, 200 kronor, av vad som finns
1 A. Vi valde kuvert A med sannolikheten 0,5, sa rimligen borde
chansen att B innehaller dubbelt si mycket pengar vara lika
stor som risken att B bara innehaller halften. Genomsnittet pa
innehillet i kuvert B borde da vara 1/2 * 50 + 1/2 ¢ 200 = 125,
det vill saga att vi 1 genomsnitt gor en vinst 1 att byta.
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Hade vivalt kuvert B hade vi kunnat resonera likadant om kuvert
A, och vi hade dven da vunnit pa att byta. Egentligen behover vi
inte 6ppna kuvertet ens, vi kan alltid resonera att det finns 1/2 e
0,5+ 1/2 2 =125 ginger pengarna i det andra kuvertet jimfort
med det vi har valt. Och byter vi utan att forst 6ppna kuvertet, sa
kan vi resonera sa om att byta till det andra igen! Och igen, och
igen, och for varje byte sa gor vi en vinst pa 25% av vad vi redan
hade. Vad bra, vi har uppfunnit en finansiell evighetsmaskin! Star
vi dar och velar en stund har vi tjanat flera miljoner.

Nagonstans blev det nagot fel i resonemanget. Nar vi kan dra
en slutsats om att det 16nar sig att byta kuvert utan att ens 6ppna
det maste nagot vara galet, det finns vil ingen som helst grund for
att tro att det finns mer pengar i det ena kuvertet an det andra...?

En brasklapp

Till att borja med ska jag lagga in ett litet forbehadll: en del anser
namligen inte detta problem héra hemma 1 sannolikhetslaran alls,
for att det ar alldeles for odefinierat. Som vi snart ska se sa blir
problemet vildigt markligt nir det inte finns ndgon grans pa hur
mycket programledaren far dela ut.
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Maximalt 1000 kronor

For att inse att det ar ndgot orimligt 1 fragestallningen kan vi
resonera sa har: Om vi vet att det aldrig 1 nagot kuvertet finns mer
an, siag, 1000 kronor, och att sannolikheten for varje belopp 1-
1000 kr ar lika stor 1 kuvertet med den storre summan, si skulle vi
kunna tinka oss att vi satte upp foljande lilla tumregel: I genomsnitt
borde da summan 1 kuvertet med den hogre summan vara ungefar
500 kronor (egentligen 500,5 men vi bortser fran det nu), och pa
samma satt borde den ligre summan i genomsnitt vara ungefar
250 kronor. Det totala medelvirdet blir da ungefar 375, det vill
sdga att om vi deltar i programmet valdigt manga ganger, och alltid
Oppnar kuvertet vi forst viljer och alltid behaller det, kommer vi 1
genomsnitt hitta 375 kronor.

Utifrdn detta resonemang gar det att formulera en taktik. Vet vi
att det 1 genomsnitt finns ungefar 375 kronor 1 varje kuvert, kan vi
bestimma oss att byta kuvert om vi hittar mindre 4n 375 kronor,
eftersom det ir under genomsnittet. Oppnar vi diremot kuvertet
och hittar mer an 375 kronor sa ska vi inte byta, eftersom det ar
over genomsnittet.

Detta ar ingen optimal taktik, men det skulle kunna vara en
taktik 1 vilket fall. Podngen ar att den dr formulerad utifran det
maximala beloppet som kan finnas i ett kuvert (och vi forutsatter
att sannolikheten ar jamnt fordelad mellan de olika summorna).
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37,5% av odndligheten

Men nu kinner vi inte till ndgon Ovre grans. Antar vi att
programledaren kan dela ut odndligt med pengar (fortfarande
med en jamnt fordelad sannolikhet f6r alla mojliga summor) far
vi strategin att byta kuvert om summan inte overstiger 37,5% av
oandligheten (eftersom det borde bli medelvirdet om vi byter
ut tusen mot oandligheten 1 resonemanget ovan). Hur mycket
ar 37,5% av odndligheten? Det ar forvisso en intressant fraga,
men just hdr informerar den oss mest bara om att det finns ett
fundamentalt fel 1 problemformuleringen — vi saknar en 6vre grans
for hur mycket pengar det far finnas 1 kuvertet, och hur vanliga
de olika mojliga summorna ar (nyss antog vi att sannolikheten for
de olika summorna var jamnt férdelad, men det behover den ju
inte vara. Programledaren ar kanske snal och viljer oftare en lagre
summa dn en hogrer). Uttryckt med matematiska termer saknar
vi ett definierat utfallsrum. Lat oss titta narmare pa det ur en lite
annan synvinkel.

Betingad sannolikhet

For att gora det lite enklare £6r oss infor vi tva storheter: X ar det
ligre av de tva beloppen som tavlingsledaren har valt, och Y iar
beloppet i det kuvertet vi sjalva har valt. I exemplet ovan var alltsa
Y = 100, men fragan ir om X = 100 eller 50, det vill siga om vi
har valt kuvertet med den hogre eller ligre summan pengar. Ar X
= 100, sa finns det 200 kronor i kuvertet med mest pengar, och
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vi har da valt kuvertet med den ligre summan
pengar. Men dar X = 50 sa finns det bara 100
kronor i kuvertet med mest pengar, och vi har
da valt kuvertet med den hogre summan 1.

Felet kan ligga 1 resonemanget nir vi
kommer fram till att medelvirdet for det
andra kuvertet dr 1,25 ganger hogre an det vi
har valt, som i sin tur bygger pa den betingade
sannolikheten P(X = 100 givet Y = 100) =
P(X =50 givet Y = 100) = 1/2, som vi antog
eftersom det verkade rimligt. Men vi fir ta
och se om vi kan definiera P(X = 100 givet Y
= 100) utifran andra férutsattningar vi kanner
till, och se om det kanske dr har felet ligger.

Det hir handlar alltsi om betingade =
sannolikheter, som vi gick igenom teorin
bakom i kapitel nio. Vad ar egentligen den betingade sannolikheten
att X = 100 kronor, om vi vet att Y = 100 kronor, det vill saga att
vi valde kuvertet med den ligre summan pengar?

Eftersom kuverten dr ordentligt blandade, kan vi konstatera att
sannolikheten att, om den ldgsta summan programledaren har lagt
1 ena kuvertet, X, 4ar 100, si maste sannolikheten vara lika stor att
den tivlande tar kuvertet med 100 kronor som att han tar kuvertet
med 200 kronor eftersom de blandas vil. Vi definierar alltsa

P(Y = 100 givet X = 100) = 1/2 (1)
vilket maste stamma sa lange kuverten blandas ordentligt. (Notera
att P(X =100 givet Y = 100) znte ar samma uttryck som P(Y = 100
givet X = 100)). Pa samma satt kan vi med all sakerhet definiera
sannolikheten att den tavlande tar kuvertet med 100 kronor, om
kuvertet med minst antal pengar i innehaller 50 kronor:
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P(Y = 100 givet X = 50) = 1/2 2)

eftersom kuverten blandas vil. Fran forra kapitlet minns vi
formeln P(A givet B) = % Vi sitter in P(Y = 100 givet X =
100) som vansterled, och kan sedan forlinga bada sidor med P(X
= 100), sa att vi far

P(Y = 100 givet X = 100) * P(X = 100) = P(Y = 100 och X = 100) 3)

och pa liknande satt
P(Y = 100 givet X = 50) * P(X = 50) = P(Y = 100 och X = 50) (4)

som vi kommer att beh6va senare. Vi ska ocksa konstatera att om
vi vet att Y = 100 kronor, si finns det endast tva mojliga X, 50
respektive 100. Utifran det kan vi fastsla att

P(Y = 100) = P(X = 100 och Y = 100) + P(X = 50 och Y = 100) (5)

P(X = 100 givet Y = 100)

P(AochB) .
—5E for att

forhoppningsvis fa ndgon ordning pa om det ar P(X = 100 givet

Vi borjar nu om med formeln P(A givet B) =

Y = 100) som spokar. Vi antog som sagt 1 borjan av kapitlet att
denna sannolikhet, som innebir att vi valt kuvertet med den lagre
summan pengar om vi vet att det dr 100 kronor 1 kuvertet, hade
virdet 1/2, men med hjilp av det vi nu har fastslagit, (1), (2), (3),
(4) och (5), ska vi se om detta antagande var riktigt.
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P(X =100 och Y = 100)
P(Y =100)
(med hjélp av (5) gor vi en substitution, “ersdttning”, i ndimnaren)
B P(X =100 och Y =100)
~ P(X=100 och Y =100) + P(X =50 och Y = 100)
(ytterliggare substitutioner, “ersittningar”, enligt (3) och (4) i ndmnaren och

P(X =100 givet Y =100) =

tiljaren)
_ P(X =100) » P(Y =100 givet X = 100)

P(X=100) * P(Y = 100 givet X = 100) + P(X = 50) *« P(Y = 100 givet X = 50)
(substitution igen, enligt (1) och (2) i bade ndmnaren och téljaren)
_ 1/2 « P(X = 100)

1/2 « P(X =100) + 1/2 « P(X = 50)
(vi forlanger, multiplicerar bdde ndmnare och téiljare, med 2)
_ P(X=100)

P(X=100) + P(X = 50)
Och vad kan man visa med detta? Jo, for att kunna berakna
P(X =100 givet Y = 100) maste vi veta nagonting om P(X = 100)
och P(X = 50).

Lat oss aterigen saga att programledaren som mest far lagga
1000 kronor 1 ett kuvert, det vill sdga att X =500. Vi antar ocksa
att han bara lagger jamna 50-tal; och att sannolikheten ar jamnt
tordelad for alla tillatna X, vilket innebir att P(X = 50) = P(X
= 100) = 1/10. Vi sitter di in det sd har: P(X = 100 givet Y = 100) =

P(X = 100) 110
P(X = 100) + P(X=50)  1/10 + 1/10
revolution, om vi gir tillbaka till bétjan och anvinder detta 1/2

=1/2. Det har var knappast nagon

med gott samvete, sa far vi ju den har mystiska 25%-vinsten varje
gang vi byter. Vad ar skillnaden nu?

Jo, for att ha fatt P(X = 100 givet Y = 100) = 1/2 har vi antagit
ett utfallsrum och sannolikheterna f6r P(X = 50) och P(X = 100).
Nu satte vi P(X = 50) = P(X = 100), att det ar lika troligt att
programledaren viljer en stor som liten summa, men sa behéver
vi inte gora. Om programledaren gillar att dela ut sma summor
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pengar kanske P(X = 50) = 1/5 och P(X = 100) = 1/10, det vill
sdga att han oftare valjer X = 50 an X = 100. Med dessa virden
blir P(X = 100 givet Y = 100) = 1/3, och vi har inte lingte nigon
25% vinst vid ett byte (2/3 ¢ 50 + 1/3 » 200 = 100), vi kan nu

varken rikna med vinst eller forlust vid ett byte.

Satter vi en annu mindre sannolikhet pa X = 100 1 forhallande
till X = 50, sa kommer vi att fa ett resultat att vi forvintas gora
en forlust nar vi byter kuvert. Med ett lite mer ledigt sprak kan vi
konstatera att om det dr ovanligt att programledaren viljer stora
summot, och vi har hittat en stor summa i kuvertet, sa ska vi vara
nojda och inte byta till det andra kuvertet. Detta eftersom det ar
sd pass ovanligt med sa stora summor som vi hittade att vi bor
forvinta oss att hitta en mindre 1 det andra kuvertet.

Men om nu P(X = 50) = P(X = 100), det ar ointressant om det
ar 1/10 eller 1/1000, blit P(X = 100 givet Y = 100) fortfarande
1/2 (prova sjilv!), sa dd 16nar det sig alltsa att byta? Ja, men under
ett egentligen ganska sjilvklart villkor; att Y = X . X innebar
det maximala virdet som X kan anta. Lat mig forklara:

Om programledaren fir dela ut 1000 kronor som maximalt,
alltsa X = 500, och vi 6ppnar kuvertet och hittat, Y, 700 kronor
(Y > X ) sd vore det idiotiskt att byta, eftersom vi da vet att det
andra kuvertet maste innehalla 350 kronor eftersom 1400 kronor
ar mer an vad programledaren far dela ut.

Hur ska man da vilja nar vi befinner oss framfér TV-kameran?
Jo, programledaren har inte odandligt med pengar att dela ut, det
madste finnas en grins nagonstans. Troligen viljer han heller inte
alla summor med lika stor sannolikhet, det kanske ar vanligast
med summor 1 ndgot medelintervall, och det bara i undantagsfall
forekommer riktigt stora och sma summor? Det ar upp till den
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tavlande att forst skaffa sig en modell 6ver hur sannolikheterna SVA | T A RAV
tor de olika mojliga summorna ser ut. Den tivlande far da
1 ndsta steg placera in de antagna sannolikheterna i formeln

P(X =100 givet Y =100) =3 X :1;(0)3;13(0))( =30) dir P(X = 100) ska tolkas

som sannolikheten for att programledaren viljer den summa du

nyss har konstaterat ligga 1 det Oppnade kuvertet som lagsta
summa, och P(X = 50) innebar sannolikheten att programledaren
valjer hilften av summan vi hittade som en lagsta summa. Nir
man sedan far svaret far man da géra en bedémning av om man

skulle kunna férvantas tjana pa ett byte eller ¢j. Och sa maste man
ta hansyn tillom Y = X .

X

I det hir kapitlet ska vi titta lite narmare pa kortspelet svalta rav.
Svilta rav ar kanske inte det mest rafflande kortspelet, men det
ar ett bra spel for att fa lite kinsla for hur kortspel fungerar. Det
ar ocksa ett vildigt tydligt exempel pa beroende, som kapitel nio
handlade om.

Regler

Alla kort ur kortleken blandas val, sa att vi inte har en aning om
vad som ligger var. De delas sedan ut, lika manga till varje spelare.
Spelarna far inte titta pa dem, utan har dem liggandes pa bordet
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framfor sig 1 var sin hog med baksidan upp. En omging borjar
med att en spelare tar det 6versta kortet ur sin hog och ligger
upp det mitt pa bordet, sd att alla kan se vad det ar. Sa fortsatter
alla spelare runt bordet 1 tur och ordning och lagger upp ett kort
var pa den hogen som nu har skapats mitt pa bordet. Den spelare
som forst vinder upp ett kort ur sin egen hog och ligger 1 mitten
pa bordet med samma tirg (klover, spader, hjarter eller ruter) som
det kortet som ligger underst 1 hogen mitt pa bordet far hela den
gemensamma hogen, och ligger alla de korten underst 1 sin egen
hog. Samma spelare lagger sedan ut ett nytt kort i mitten av bordet
som borjan pa nidsta omgang,

Blir man av med alla sina kort ar man ute ur
spelet (man blir ’svalt”), och den som ar kvar
lingst vinner.

Vi tar ett litet exempel: Kurt, Lisa, Moa

och Niklas spelar svalta rav. Kurt borjar att
lagga upp en ruter atta pa bordet. Den som
nu forst ligger en ruter far dirmed ta upp
ruterattan och alla kort som lagts ovanpa den.
Lisa lagger en spader, Moa lagger en spader, Niklas
ligger en hjarter, och det blir da Kurts tur igen. Kurt
ligger en spader, och efter Kurt lagger Lisa en ruter dam.
Lisa tar da ta upp alla sex korten, lagga dem underst 1 sin egen hog
och ligga ut ett nytt kort. Det visade sig bli kléver fem. Det ar da
Moas tur, och hon far upp en kloveritta ur sin hég och far da ta
och lagga det kortet, tillsammans med kloverfemman, underst 1
sin hog och sedan ligga ut ett nytt kort 1 mitten pa bordet.

For att det ska bli 6verskadligt att rikna pa, far vi gora ett litet
antagande, som man kan diskutera hur riktigt det ar. Nar man tar
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alla kort fran hogen pa bordet och lagger underst i sin hog, sa vet
man ju vad som ligger dar, sd hela hogen ar inte ordentligt blandad
lingre. Men vi antar dnda att spelarna har sa pass daligt minne, att
ingen kommer ithdg vad man lagt in 1 hégen, och pa sd sitt anser
vi att allas hogar ar ordentligt blandade hela tiden.

Vi atergar till Kurt, Lisa, Moa och Niklas spel. De har precis
borjat en ny omging. Moa borjar och ligger hjarter sju. Vad ar
sannolikheten att Niklas, som sitter 1 tur, ocksa ska lagga en hjirter
och pa sa sitt fa ta upp korten?

Det finns 52 kort i leken, varav 13 ar hjarter. Vi vet att en
hjarter redan ligger pa bordet, alltsd finns det 51 kort kvar varav
12 ar hjarter. Och vi har ingen aning om vilka kort som ligger i just
Niklas hog, sa vi kan inte precisera oss mer an att sannolikheten ar

12/51 = 4/17 = 0,235 att Niklas ligger en hjirter.

Nu lagger inte Niklas en hjarter, och inte Kurt heller. Hur
stor dr sannolikheten att Lisa ska ligga en hjarter? Det finns 49
okianda kort kvar, och 12 av dem maste vara hjarter. Alltsa ar
sannolikheten 12/49 = 0,246 att Lisas kort ska vara en hjirter.
Att sannolikheten ar storre 1 det senare fallet an det tidigare
ar inte sa konstigt, eftersom andelen hjirter ar storre bland de
kvarvarande korten nir man har plockat ut tva “icke-hjartrar”.

P(niste spelare far ta upp hégen) =1

Nu ska vi titta lite pa en extremsituation for att férhoppningsvis fa
annu battre forstielse for spelet. Nar ar sannolikheten 1 att naste
spelare ska lagga ut en hjarter fran sin hég, om det var hjarter som
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lades som forsta kort? Det vill siga, nir kan man vara siker pa att
en spelare kommer att fa ta upp hogen, om det ar ett hjarter som
ligger forst?

For att sannolikheten ska vara 1, maste antalet gynnsamma

fall vara litka med antalet mojliga fall, for att formeln
_ antalet gynnsamma fall
antalet mojliga fall

andra ord: alla utfall ska vara gynnsamma, det vill saga alla mojliga
utfall ska vara hjarter. Det betyder att det bara far finnas hjarter
kvar 1 hogen. For att omgangen fortfarande ska kunna halla pa

fran kapitel tva ska stimma, eller med

tar inte nagon mer hjirter an det forsta vara lagt, det vill siga att
det maste finnas 12 hjarter kvar att ligga ut. Och inga andra kort,
eftersom det bara skulle finnas hjarter kvar.

Svaret pa fragan blir alltsd att om man efter att ha lagt ut 52
— 12 = 40 kort inte har lagt ut ett enda hjirter (férutom det kortet
som ligger underst 1 h6gen), sa ar sannolikheten for att nasta kort
ar en hjarter lika med 1. Man vez alltsa att nista kort kommer att
vara en hjarter i det fallet.

Vad ir sannolikheten fOr att man ska hamna 1 det liget som
beskrivs ovanfor, att man lagt ut 40 kort varav bara det forsta var
ett hjarter? Det kan val inte vara sa varst vanligt?

Forst maste vi titta pa sannolikheten att forsta kortet blir en
hjirter. Det finns 52 kort 1 leken, varav 13 dr hjarter. Alltsa ar
sannolikheten for att det forsta kortet dr hjirter 13/52 = 1/4.
Sedan fir vi rikna ut sannolikheten for att det andra kortet som
lades var ett icke-hjarter, att tredje kortet som lades var ett icke-
hjarter, att fjirde kortet som lades ocksa var ett icke-hjirter, och
sa vidare och sa vidare.
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For andra kortet finns det 51 kort kvar, varav 39 maste vara
nagot annat an hjarter. For det tredje kortet finns det 50 kort kvar,
och 38 kort av dem 4t inte hjirter, och sa vidare. Det blir alltsd 1/4
*39/51 ¢ 38/50 ¢ 37/49 «36/48 ¢ ...« 2/14 » 1/13. Med fakultet

(som vi minns fran kapitlet om kombinatorik) kan vi skriva det

39!

som 1/4 * ===, och det r ungefir 0,000 000 000 001 574 eller

3/2 000 000 000 000. Med andra ord ir det 3 av 2 biljoner ganger

man spelar svilta rdv som man hamnar i den situationen!

Sannolikheten att man hamnari den situationen som vi beskrivit
fast utan nagon specifik farg ir fyra ganger sa stor, eftersom vi ska
ta bort 1/4 ur utrdkningarna. 1/4 kom frin att forsta kortet skulle
vara just en hjarter och inget annat, men nar det inte spelar nigon
roll vilken farg det dr, sa tar vi bort det. Sa spelar du och nagon vin
svilta rav, och det slutar med att a//a de kort ni har kvar 1 era hogar
ar i samma farg som det forsta kortet, oavsett vilken farg det ér, sa
ring tidningen, det dr nagot sirdeles unikt! Om nu tidningen inser
det unika och det gar att géra niagot spannande reportage, men
statistiskt sett dr det anmirkningsvirt i alla fall.

Lite grafer

Vi ska titta pa sannolikheten att man ska fa ta upp hogen med
just det kortet man ska lagga, och se hur det beror pa hur manga
kort som lagts innan. Det handlar alltsd inte om sannolikheten att
spelet ska ha pagatt sa lainge, utan bara sannolikheten att man ska
ta ta upp hogen 1 just det aktuella draget.
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Svalta rav

Efter att det forsta kortet dr utlagt dr sannolikheten 12/51
att man ska fa ratt farg pa sitt kort sa att man far ta upp hogen.
Om det allra forsta kortet plus ytterliggare ett ar utlagt, sa blir
sannolikheten 12/50 att ha ritt firg pa sitt kort. 12 kommer alltsd
alltid att sta kvar i taljaren, eftersom det maste finnas tolv kort kvar
av den fargen, annars skulle omgangen redan vara slut. Namnaren
sjunker daremot med 1 for varje kort som ar utlagt, vilket innebar
att sannolikheten att fa ta upp hégen med nasta kort blir hogre ju
lingre en omgang har hallit pa.

Det kan ocksa vara intressant att titta pa en annan sannolikhet,
namligen hur sannolikheten for att en omgang ska halla pa till att
ett visst antal kort lagts ser ut. Att man far ta upp hogen med det
andra kortet som liaggs ut, det forsta mojliga kortet, och darmed
avslutar omgingen, ir som vi tidigare konstaterat 12/51. For att
avsluta omgiangen med det tredje, andra moijliga, kortet galler dels
att spelaren innan inte tog upp det med sitt kort och att man sjalv
tar upp det med sitt egna kort, alltsd 39/51 ¢ 12/50. Vi kan rita
bada dessa sannolikheter 1 samma graf:

b
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(I numreringen pa den vagrata axeln riknas alltsa det forsta
kortet som laggs ut med, trots att man inte kan ta upp hela hogen
med det.)

Den 6vre kurvan dr sannolikheten att det kortet som liggs
upp kommer att vara av samma firg som det som ligger underst
1 hogen, det vill sdga att man far ta upp hégen. Sannolikheten f6r
det femtonde kortet som laggs ut dr drygt 0,3. Det betyder att vi
kan forvanta oss att ungefir en tredjedel av de gangerna det redan
ligger fjorton kort pa bordet kommer den spelare som vinder upp
det femtonde kortet att fa ta upp hogen.

Den o6vre kurvan stiger med antal utlagda kort. Det betyder
att sannolikheten att spelaren som ska ligga nasta kort far ta upp
hogen blir storre och storre desto fler kort det ligger 1 hogen pa
bordet. Men inte nog med det — vi kan ocksa se att den 6vre kurvan
ar lite bojd och inte en rit linje. Det betyder att sannolikheten att
naste spelare ska fa ta upp hela hégen 6kar med olika stora steg,
dir varje steg blir storre an det féregdende, fOr varje spelare som
inte far ta upp hogen: Nir kort nummer tva, det forsta kortet man
kan fd ta upp hégen med, laggs ut och det visar sig att det inte ar
av den firgen som ligger underst, sa dr sannolikheten att niste
spelare ska lagga ett kort och fa ta upp hogen 12/50 — 12/51 =
0,005 storre. Om diaremot det tolfte kortet visar sig att det inte

heller ar ett kort av 7ratt” firg, sa ar sannolikheten att nasta kort
har “ritt” farg 12/40 — 12/41 = 0,007 storre.

Den undre kurvan visar sannolikheten att en omgangen haller
pa precis sa linge att det hinner laggas ut sa manga kort som visas
pa den horisontella axeln. Sannolikheten att en omgang ska halla
pa tills exakt det fjarde kortet laggs ut ar ungefar 0,1. Det betyder
alltsa att ungefar var tionde omgang slutar i och med det fjarde
kortet. En del omgangar slutar tidigare, andra senare.
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Vad ir sannolikheten att en omgang slutar med antingen tva, NORMAI FORDELNING

tre eller fyra utlagda kort? Vi far addera sannolikheterna for de tre
moijligheterna. Sannolikheten for att det slutar efter andra utlagda
kortet ser vi 1 grafen ar 0,24, for tredje kortet 0,19 och for det
tjarde 0,15. Sannolikheten for att omgangen ska sluta efter tva, tre
eller fyra utlagda kort (inraknat det forsta) ar alltsa 0,24 + 0,19 +
0,15 = 0,58, alltsa mer 4n halften. Statistiskt sett slutar alltsa mer
an hilften av omgangarna pa det forsta varvet om man ar fyra
spelare.

En annan poang vard att notera ar att det ar valdigt viktigt att
fundera pa vad man egentligen fragar efter; ’sannolikheten att jag
tar ta upp hogen med mitt kort efter just sd hiar manga kort” kan

lata misstankt likt ’sannolikheten att omgangen haller pa till ett
visst antal kort ar utlagda”, trots att det ger helt skilda viarden! Och
det ar inte alla ganger alla lyckas med sina formuleringar sa bra,
utan fragar efter nagot annat an vad man egentligen vill veta. Sa
héll 6gonen 6ppna, och koppla in det sunda fornuftet!

Normalfordelning ar ett intressant omrade, det handlar om hur
saker och ting fordelar sig 1 naturen, och ger oss mojligheter att
forutsiaga sadant vi kommer att mota. Det har kapitlet handlar mer
om statistik 4n sannolikhetslara, och 4r bara orienterande inom
omradet. Till den som blir intresserad och vill liara sig omradet
ordentligt rekommenderar jag ett besok pa biblioteket, dar det gar
att hitta larobocker 1 statistik.
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Galtons Bonmaskin

Charles Darwins kusin Francis Galton var en mangsysslare inom
vetenskapen. Han konstruerade bland annat en anordning for
att kunna illustrera normalfordelningen. Egentligen ska den vara
betydligt an mer omfattande dn skissen nedan, men principen ar

densamma. Titta pad skissen en stund och fundera pa hur kulorna
borde fordela sig pa botten 1 det langa loppet. Var blir det flest? Pa
kanterna eller 1 mitten? Eller blir det lika manga 6verallt?

12 - Normalfordelning

Som du nog har kommit fram till, si kommer fler kulor att
hamna i1 mitten och firre pa sidorna. Faktum ar att det inte
kommer att se ut som ett vanligt tippigt tak, utan kulstaplarna
kommer i det langa loppet att fa en valdigt karakteristisk form.
Eftersom det ar sa pass fa kulor och fa fack de kan hamna 1, sa
kommer det formodligen inte att bli en helt perfekt kurva om man
bygede modellen 1 verkligheten och anvande den. Men skulle man
lagga till betydligt fler kulor, eller bonor som det egentligen ska
vara, och fler fack f6r dem att hamna i, skulle man fa en kurva av
stapelh6jderna som skulle se ut sa har:
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Kurvan kallas en normalférdelningskurva och gar att anvanda
pa i princip alla naturligt f6rekommande storheter. Om man viger
granbarr kommer man att fa en kurva med den formen, nar man
har vikten pa den vagrata axeln och antalet pa den lodrita. Gar du
runt och miter lingden pa personer du moter pa stan kommer
du ocksa att fa en sadan har normalférdelningskurva, eller Gauss-
klocka som den ocksi ibland kallas, efter matematikern Carl
Friedrich Gauss. Miter man temperaturer en viss dag pa aret flera ar
irad, kan man ocksa forvinta sig att fa en normalférdelningskurva.
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12 - Normalfordelning

1 Antal julaftnar

Hir nedan har jag ritat in temperaturerna 1 Enkoping pa julafton
aren 1970 — 2000, tillsammans med den motsvarande teoretiska
normalfordelningskurvan, anpassad efter de hir virdena:

12 - Normalfordelning
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Standardavvikelse

Ett viktigt matt i samband med normalférdelningen dr den sa
kallade standardavvikelsen. Vi har ett medelvirde, som brukar
betecknas med lilla my, p. p ar vid toppen pa kurvan, och sedan
talar standardavvikelsen om hur mycket virdena avviker fran
medelvirdet p. Standardavvikelsen brukar betecknas med den
grekiska bokstaven lilla sigma, o. I en normalférdelningskurva ar
08,27% av arean under kurvan i intervallet p — o till p + o, det vill
sdga inom en standardavvikelse fran medelvardet.
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Tempesatur, °C
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I temperaturstatistiken ovan ar standardavvikelsen 4,05
fran medelvardet —0,7. Det innebar att vi kan forvinta oss att
nagonstans runt 68% av de julaftnarna har haft en temperatur
1 intervallet —4,8 till 3,4 grader (—0,7 — 4,05 respektive —0,7 +
4,05). Faktum ar att 65% av vardena ar inom det intervallet, vilket
ar forhallandevis vildigt nara 68% med tanke pa att det bara ar
varden fran endast 37 tillfallen.

Inom omradet p.— 2o till u + 20, det vill saga upp till och med tva
standardavvikelser fran medelvirdet, aterfinns 95,45% av viardena,
och inom tre standardavvikelser frain medelvardet hittar man
99,37% av vardena. Utifrin medelvirdet och standardavvikelsen
for temperaturen pa julafton i Enkoping som finns ovan, sa kan
vi dra slutsatsen att antalet julaftnar med en temperatur mer an tre
standardavvikelser ifran —0,7 grader, det vill siga antingen Over
11,5 eller under —12,9 grader, statistiskt sett knappt férekommer
en gang pa 100 ar (men det giller 1 det langa loppet, tva extremt
varma julaftnar i rad ar inget bevis for att modellen ar falsk, det ar
bara en bekriftelse pa att det finns variationer).
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Man kan ofta, av Praktiska' skal, beh@va noja sig' @ed en Ar | Temperatur, °C Ar | Temperatur, °C
uppskattad standardavvikelse utifrin ett stickprov, nar vi inte har 1970 21,5 1989 18,7
tillgang eller mojlighet att mita hela den sa kallade populationen. 1971 16,3 1990 17,7
Man fir d4 en skattad standardavvikelse, som man brukar beteckna 1972 14,1 1991 13,3
med ett s, for att skilja den fran o. 1973 18,8 1992 14,6

1974 17.6 1993 132

For att rakna ut den skattade standardavvikelsen, alltsi standard- 1975 21,2 1994 16,5

avvikelsen ur ett stickprov, anvinder man sig av féljande formel 1976 13,3 1995 17,4
1977 14,3 1996 13,7
. \/ (X, — WP+ (X, — W2+ o+ (X_— p)? 1978 18,5 1997 14,7
n-1 1979 19,3 1998 11,2
diar x, x, ... x 4r de olika observationerna, och n antalet 1980 14,5 1999 16,4
b v Mn levad lesa diff 1 fall 1981 13,3 2000 18,5
observationer. Man kva 'rerar alltsa differensen mellan .ujc allet 1982 10.1 2001 14.9
och medelvardet, lagger ithop alla dessa kvadrater och dividerar 1983 13,4 2002 13,9
allt med antalet observationer minus ett, och drar slutligen roten 1984 17,6 2003 14,2
ur detta. 1985 18,1 2004 13,2
Medelvéirde 1 1986 12,8 2005 17,9
‘ 1987 13,6 2006 17,5
Standardavvikelse o 1988 17,4 2007 15,4

Skattad standardavvikelse s

Midsommarafton i Enképing
Vi ska nu titta noggrannare pa dessa data, fOr att se hur
kurvan ser ut for temperaturerna jamfort med motsvarande

Pa nista sida aterfinns en tabell med liknande data som exemplet normalférdelningskurva. Forst borjar vi med att berdkna vart p,

med temperaturen pa julafton byggde pa, men det handlar nuistallet alltsa medelviardet. Genom att addera alla virden och sedan dela
pa 38 (antalet virden) far vi fram att medelvirdet ar 15,75. Sexton
grader pa midsommarafton verkar ju som ett rimligt medelvarde,
bara som en kontroll att resultatet inte har blivit helt galet. Vart att

tanka pa har ar dock att medelvirdet, och aven standardavvikelsen,

om temperaturen den 21 juni (alltsa ungefidr midsommarafton) pa
samma stalle, Enkoping.

naturligtvis ar beroende av hur exakt vara matningar ér utfoérda.
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1T Antal midsommaraftnar

Normalfordelning

Vi vill ocksa ha standardavvikelsen. Vi beriknar differensen
mellan 15,75 och varje enskilt varde, kvadrerar den, delar allt med
38 — 1, alltsa 37, och drar slutligen roten ur det vi far.

Efter en liten stunds riknande kommer man fram till att
standardavvikelsen, s, ar 2,60.

Med p = 15,75 och s = 2,66 och med hjilp av nagot grafritande
program (se mina rekommendationer till sidant langst bak i boken)
kan vi rita upp var graf. Men den blir inget intressant forrian vi
kan jaimfora den med hur temperaturerna verkligen ar. For att
kunna rita upp temperaturerna bra, sa bor vi vilja nagra lampliga
intervall att rita in temperaturerna 1. Tvagradersintervall fungerar
bra, med start pa 10 grader. (For att fa normalfordelningskurvan
att tacka lika stor area som staplarna i grafen behover vi ligga
till koefficienten 76 framfoér normalférdelningsfunktionen,
intervallstorleken multiplicerat med antal matvarden.)

14
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Mitvardena och normalférdelningskurvan ser ut att ha ungefar
samma form, sarskilt med tanke pa att det ar sa forhallandevis fa
varden, 38 stycken, den bygger pa. For normalfordelningen lyder
ocksa under Stora talens lag — ju fler matviarden du har, desto
niarmare en perfekt normalférdelning kommer du att hamna. Om
vi lagger till fler varden, sa gor vi klokast 1 att ocksa beridkna p
och s pa nytt, eftersom medelvardet kanske blir hogre eller lagre,
vart stickprov (1 form av aren 1970 till 2007) kanske var ovanligt
varmar
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Tristan Miller: VARFOR JAG ALDRIG
KOMMER ATT HA EN FLICKVAN

Det har kapitlet dr min fria versattning av Tristan Millers Why I Will
Never Have a Girlfriend. Innehallet och resonemanget ska ldsas med en nypa
salt, jag tror knappast att Miller har skrivit uppsatsen pa blodigaste allvar,
det dr snarare lite absurd studenthumor. Lds det som ett roande och kanske
ovdntat sdtt att tillampa normalfordelningen och sannolikbeter i storsta
allmanbet!

Berdkningarna och siffrorna han anvinder dr helt korrekta, men man
kanske kan fundera pa hans krav pa hur vacker han vill att sin eventuella
flickvin ska vara, det kanske ar ett lite vil hogt krav han bar ... Avgor
sjaly, och ta inte slutsatsen pd for stort allvar!

138 139



13 - Varfor jag aldrig kommer att ha en flickvin

Varfor har inte jag en flickvin?

Det hir dr en friga som praktiskt taget varje kille staller sig
sjalv vid ett eller annat tillfalle 1 livet. Tyvarr finns det sillan ett
klart och tydligt svar. Manga man forsoker trots det resonera
sig igenom problemet, och kommer ofta fram till en rad 16jliga
torklaringar, den ena mer deprimerande 4an den andra: ”Ar det
for att jag dr for blyg, och inte tillrickligt utmanande? Ar det mina
6ppningsrepliker? Ar jag en trikig person? Ar jag for tjock eller
smal? Eller ar jag helt enkelt ful och oattraktiv f6r kvinnor?” Nar
alla rimliga forklaringar har raknats bort, sa slutar det med att
”det maste vara nigot fel med mig’” och man ger sedan upp sina
drommar. (Efter en kort period av grubblande kommer dock de
flesta av dessa min att komma till den riktiga insikten att de hade
tor hoga forvantningar, och hittar sedan nagon medioker kvinna
att gifta sig med.)

Inte jag, dock. Jag, f6r min del, har inte tinkt att spendera resten
av livet grubblandes 6ver min otur med kvinnor. Trots att jag ar
den forsta att erkdnna att mina chanser att inga ett meningsfullt
dktenskap med nagon speciell ar lika med noll, sa havdar jag
standaktigt att det inte har med nagon inneboende egenskap
hos mig att gora. Istillet ar jag Gvertygad om att situationen kan
beskrivas med endast vetenskapliga termer, utan att anvianda
mer an befolkningsstatistik och lite grundliggande statistiska
berikningar.

For att ingen ska tro att mina forvantningar pa kvinnor ar for
hoga, si ska jag dampa de farhdgorna genom att precisera mina
kriterier. Forst och framst, sa ska flickvinnen vara i min alder — lat
oss siaga 21 plus minus tre, fyra ar. For det andra, sa ska hon vara
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vacker (med den termen avser jag bade inre och yttre skonhet).
For det tredje, sa ska hon vara hyfsat smart — hon behéver inte
vara medlem 1 Mensa, men garna kunna klara av att komma med
kvicka, genomtinkta argument. Dar ar de tre enkla kraven jag har,
som jag tror alla tycker kan vara rimliga.

Nu ska jag presentera varfor sannolikheten att finna en lamplig
kandidat som uppfyller de ovan nimnda tre kraven praktiskt
taget ar obefintlig — med andra ord, varfér jag aldrig kommer
att ha en flickvin. Jag ska forsoka gora beviset sa noggrant som
den tillgangliga informationen tillater. Och jag ska ocksa tilligga,
att det inte ar nagot statistiskt lurendrejeri har: All data och alla
berikningar ar korrekta, pa webbsidan en.nothingisteal.com/wiki/
Why_I_Will_Never_Have_a_Gitlfriend finns alla kallor hinvisade,
och alla n6dvindiga berakningar redovisade.

Antal invanare pa jorden (1998): 5 592 830 000

Vi boérjar med den storsta mingden jag skulle kunna vara
intresserad av — alla méanniskor pa jorden. Det betyder inte att jag
ar emot idén om ett interstellart forhéllande, jag tror bara inte att
det ar sarskilt sannolikt att jag skulle triffa nagon sot flicka fran
Andromedagalaxen.

... varav kvinnor: 2 941 118 000

Enligt titeln pa uppsatsen, si var det kvinnor det handlade om,
om nagon hade missat det. Alltsa dr det bara hilften av jordens
befolkning som ar intressant. Tyvarr, killar.
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... 1 ”utvecklade” linder: 605 601 000

Hidanefter begriansar vi oss till I-linderna. Det ar inte av forakt till
de som inte har det lika bra ekonomiskt stallt, det ar bara baserat
pa att sannolikheten att jag triaffar en tjej fran Bhutan eller Ghana,
personligen eller via Internet, ar vildigt lag. Jag kommer spendera
nastan hela mitt liv i Nordamerika, Europa och Australien, sa det
ar till dessa lander jag har begrinsat siffrorna.

... 1aldern 18 till 25: 65 399 083

Jag vill garna ha en kvinna i min egen alder.

... som ar vackra: 1 487 838

Personlig attraktivitet, bade fysisk och mental, ar en viktig del i ett
torhallande. Vad som dr vackert dr saklart subjektivt. Tyvirr finns
det ingen statistik 6ver hur vanligt f6rekommande vackra kvinnor
ar, men att antagande kan vara att det dr normalférdelat. Det ar
baserat pa att det finns gott om medelsnygga tjejer, och bara nagra
enstaka riktigt snygga och riktigt fula. En kvinna som for min
del ar tillrackligt vacker (saval inviandigt som utvandigt) for att ha
ett forhillande med 4r i sa fall minst tvd standaravvikelser Gver
medelvirdet, vilket innebar 2,3% av alla kvinnor.

... och intelligenta: 236 053

Vad som avses med intelligens kan ocksa vara vildigt personligt,
men aterigen borde detta vara normalfordelat. Pa den har punkten
ndjer jag mig med en standardavvikelse 6ver medelvirdet, och vi
kan da rakna bort 84,1% av de som hittills kvarstitt. Jag utgar fran
att faktorerna “vackra” och “intelligenta” ar oberoende.
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... och inte redan upptagna: 118 027

Jag har inte kunnat hitta nagon tydlig statistik 6ver hur manga
kvinnor som dr upptagna, men informella observationer gor att
jag tror att andelen ar runt 50%. Av moraliska skil (och kanske
for att skydda mig sjalv) har jag inte tankt att f6rsoka dejta de som
redan har pojkvinner, dr forlovade, gifta eller motsvarande.

... och som ocksa skulle kunna gilla mig: 18 726

Bara att jag hittar en passande tjej behover inte innebira att hon
tycker om mig. Lat oss anta att aven det hdr ar normalférdelat,
och att en tjej skulle ge en kille en chans om, och endast om, han
befinner sig atminstone en standardavvikelse 6ver “medelkillen”.

Alltsa skulle 15,9 % kunna tinka sig att ge mig en chans till ett
torhillande.

Slutsats

De finns dir, 18 726 tinkbara kvinnor, dir vi slutade den statistiska
analysen. Till en borjan, sa kan ett underlag pa 18 726 kvinnor inte
verka sd tokigt. Men tink sa hdr: Anta att jag gar pa blind-dejt
med en ny tjej varje vecka, som befinner sig i ritt alder. Da skulle
jag behova 3493 veckor innan jag hittade ez av de 18 726. Det ar
nastan 67 ar! Som en nordamerikan f6dd i slutet av 70-talet sa ar
min forvantade livslangd lite mer an 70 ar, sd vi kan sakert siga
att jag ar dod innan jag har hittat mina drommars flickvin. Men a
andra sidan, si kommer hon ocksi att hinna dé innan dess.

Publicerad med tillstand av Tristan Miller, 2008-04-06. Originalet daterfinns pa
en.nothingisreal.com/ wiki/ Why_1_Will Never_Have_a_Girlfriend
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14.

BENFORDS BEGYNNELSESIFFROR

Benfords lag dr egentligen mer statistik an sannolikhetslara. Men
som du kanske markt, sa kryper de amnena narmare och narmare
varandra desto langre man kommer inom sannolikhetslaran. Och

Benfords lag ar rolig att kinna till; sa den har fatt komma med 1
boken.

Om du fragar nagon du moter om vilket husnummer han
eller hon bor pa férvintar du dig férmodligen att sannolikheten
ar 1/9 att numret ska borja med en etta, 1/9 att numret ska
borja med en tvaa och sia vidare. Det finns ju nio mojliga
siffror (eftersom husnummer inte boérjar med nollor), och
sannolikheten borde vil vara lika stor for varje begynnelsesiffra?
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Benfords lag

Fysikern Frank Benford formulerade 1938 en lag om
begynnelsesiffrors frekvenser 1 statistiska tabeller. (Egentligen var
det inte Benford som var forst med att uppticka fenomenet, och
det var forst pa 1980-talet som Theodore Hill bevisade den, men
den bar andd Benfords namn.) Lagen ar lika enkel som den forst
later osannolik:

Sannolikheterna, P, for respektive forstasiffra, D, 1 en lista,
statistisk tabell eller motsvarande ar fordelade enligt f6ljande:

D|P D | P

1 [30,10% | |6 |6,69%
2 [17.61% | |7 [5,80%
3 11249% | [8 [511%
4 19,69% 0 |4,58%
5 7.92%

(For den matematiskt hugade, sa svarar tabellen mot formeln

P =lg(1+ 1/D))

Tabellen siager bland annat att sannolikheten for att ett tal,
slumpmaissigt valt ur en statistisk tabell (eller motsvarande), ska
borja med en tvaa ar ungefir 0,18 och att det borjar med en
temma ar ungefir 0,08. Lagen talar alltsa tviartemot det sunda
fornuftet och det vi lirt oss hittills! Men den stimmer, och det
finns det manga exempel pa.
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Benfords lag gar att anvanda pa husnummer. Benford sjalv
publicerade en undersokning diar han kontrollerade att lagen
stimde pa gatuadresserna till det amerikanska fysikerférbundets
medlemmar. Han publicerade dessutom undersckningar dar han
visade att lagen stimde Overens med prislistor, sportresultat, tal
i tidningsartiklar, ytor som floder avvattnar och elektricitets-
rakningar.

Kommunstatistik

For att titta pa lite mer aktuella data, och testa dem mot Benfords
lag, si grupperade jag Statistiska Centralbyrans statistik 6ver
antalet invanare per kommun 1 Sverige den sista december 2006
efter begynnelsesiffra. Den minsta kommunen hade 2 541 invanare
(Bjurholm), och den storsta 782 885 invanare (Stockholm), och
sammanlagt fanns det da 9 113 257 invanare i hela Sverige. Det
finns 290 kommuner 1 Sverige, ett relativt stort tal, si man borde
kunna vinta sig att Benfords lag stimmer nagot sanir pa den har
statistiken. P4 nista sida finns resultatet.
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Fordelningen mellan olika begynnelsesiffror, D, i antalet invanare per Den prickade kurvan ar Benfords lag, och den heldragna dr den
kommun den 31 december 2006 relativa frekvensen av respektive forstasiffra 1 den nyss naimnda
kommunstatistiken. Det ar lite avvikelser har och var mellan

kurvorna, men det ar ingen tvekan om att kurvorna paminner

]1) ?ﬂ:al grg g;?s 1338 Tg;:s lag om varandra! Hade vi haft annu fler kommuner i Sverige, sa att vi
2 139 13: 459, 17:610 v hade fatt éinpu fler siffror i underlaget, hade vi enligt Stora.talens
3 |35 12.07% | 12,49% lag formodligen hamnat annu nirmare Benfords forutsiagningar.
4 113 4 48% 9,69%
5122 7,59% 7,92%
6 |18 6,21% 6,69%
7 119 6,55% 5,80% Youtube
8 |13 4.48% 5,11%
9 |20 6,90% 4.58%
Kommunstatisttk  ar  kanske
inte alla sarskilt intresserade av.
1 frelvens Men det finns — som du redan
051 sett — 4ven andra omriden

dir Benfords lag galler.

Tittarsiffrorna pa videosajten

youtube.com, exempelvis. Dir

finns det, som manga av er
03T

lasare sakert redan vet, en valdigt stor mangd korta videofilmer
som anvandarna sjalva bidrar med, sa att antalet filmer vaxer hela
T tiden. Anvindarna kan sedan ranka varandras filmer och kan bland

annat se topplistor diar de hogst rankade filmerna hamnar, sa att

0.17

annu fler kan hitta dem. Man kan aven soka bland alla videoklipp

..........

-------- med ord, exempelvis en sirskild artist, och s6kningen sker da 1

 begynnelsesiffra

1 + + + + ¢ + + : filmens titel och i1 en beskrivning, som anviandaren som bidrog

med filmen har skrivit.
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-
frekvens

. . o . o 05T
Nir man tittar pa ett klipp kan man bland annat se hur manga

ganger klippet har visats, och det finns aven linkar till andra
liknande klipp, sa att man kan “klicka sig fram” till nya filmer “T
hela tiden. Jag klickade mig pa detta sitt genom 1000 filmer, och
antecknade hur manga ganger varje klipp hade visats, en siffra som 03T
varierar fran 1 till tiotals miljoner ganger. Eftersom underlaget
nu var mer an tre ganger storre an med kommunerna, sa kan vi ot
torvinta oss att frekvensen f6r de olika begynnelsesiffrorna borde
vara nirmare vad Benfords lag forutsager an f6r kommunerna,

0.17

enligt Stora talens lag. Hur det gick framgar av foljande tabell och

grafz  begynnelsesiffra

T T T T T T
1 2 3 4 5 6 7 8 9

Fordelningen mellan olika begynnelsesiffror, D, i antalet visningar per
[ilmklipp, av 1000 klipp fran youtube.com Den streckade linjen ar Benfords lag, den heldragna ir
trekvensen for de olika begynnelsesiffrorna bland tittarsiffrorna

pa youtube.com. Inte alls tokigt, och hir har vi drygt det trefaldiga

D | antal | frekvens | Benfords lag o . .
L1294 12940% 13010% underlaget jimfort med kommunerna — och visst stimmer
5 1180 18:000 o 172610 o Benfords lag annu battre hir, helt enligt Stora talens lag.

3 1105 110,50% | 12,49% Att denna lag stimmer sa pass bra gar att utnyttja. Det har
4 1108 10:8000/ 0 9>69Z/ 0 utvecklats datorprogram som analyserar bokféring och bygger pa
2 gg 2’280; 0 Z’Zgé 0 Benfords lag for att se om kostnaderna och inkomsterna ér fejkade
T 7’ 400 /z 5,800 /z eller inte. Om bokféringen ar riktig, sa ska alltsa ungetir 30% av
3 |55 5: 50% 5:1 1% talen bérja med en etta, och 18% med en tvaa och s.ii vidare. Men
9 |36 3.60% | 4,58% en pahittad bokforing gor sillan det, eftersom manniskan ofta inte

ar sarskilt medveten om hur verklighetens ”slumptalsgeneratorer”
fungerar.
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Hur gick det med normalférdelningen?

Sager inte Benfords lag emot normalfordelningsprincipen fran
kapitel tolv da? Den handlar ocksa om statistiska virden, men
siager att det ska finnas mest matvirden kring medelvirdet och att
de ska vara symmetrisk fordelade.

Det dr en bra invindning, men det finns en vildigt viktig
skillnad mellan de tva principerna: Benfords lag handlar endast
om begynnelsesiffran. Exempelvis 12 och 125 hamnar hir 1
”samma kategori”, medan de i en normalférdelning hamnar langt
tran varandra. De ir alltsd inte jaimforbara.

Statistiken som Benfords lag gar att tillimpa pa kan vara
normalfordelad, men behéver inte vara det. For husnumren ar
det formodligen 1, 2 och 3 som ir de vanligaste viardena, och
sedan avtar de uppat, eftersom alla gator inte ar lika langa. Men
nedat sia tar det bara abrupt slut (eftersom man inte kan ha
negativa husnummer), sa de ar inte normalférdelade. Likasa ar
kommunernas storlekar inte naturligt fordelade — skulle man titta
pa hur manga det bor 1 varje tatort, skulle det nog kunna tiankas
vara normalférdelat, men kommunerna ar sammanslagna for att
f4 lagom stora administrativa enheter. Aven om det skiljer vildigt
mycket mellan storsta och minsta kommunen, sd ir storlekarna
anda tillrattalagda for att vara praktiska att hantera for samhallet,
och dirfor finns det vildigt fa kommuner med firre dan 5000
invanare, exempelvis, trots att det finns gott om titorter med
betydligt farre invanare.

Skonummer diremot édr typiskt normalférdelad statistik,
och hir giller inte Benfords lag, eftersom vi r6r oss inom ett
relativt begransat intervall, kanske mellan 30 och 49, sa att andra
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begynnelsesiffrorna dn tre och fyra nastan aldrig kommer att
forekomma.

Benford sjilv visade att ytor pa omraden som avvattnas av olika
floder omfattas av Benfords lag, och de ar med stOrsta sannolikhet
avennormalfordelade.SavisstgardetattkombineraBenfordslagoch
normalfordelningen. Men det beror som sagt pa hur vardena ser ut.

Men varfér blir det pa detta viset?

Jag tinker inte f6rs6ka bevisa Benfords lag, men jag ska forsoka
motivera den sd att den inte verkar sa osannolik.

Det hela handlar om att viinte har nagra specifika intervall, och
att sannolikheten ar inte samma for varje tankbart utfall. Nar vi
kastar en tarning sa kommer resultatet alltid att hamna 1 intervallet
1-6, och sannolikheten ar precis jamnt fordelad mellan de olika
utfallen.

Men i en leksaksaffar ar priserna spridda fran en krona till
nagra tusenlappar. De flesta priserna ligger kanske runt 50 till 150
kronor, och en hel del upp till 250 kronor och daréver bara nagra
enstaka, vilket betyder att hela hundraintervallet, som borjar med
en etta, blir vil representeradeistatistiken, och tvahundraintervallet
far ocksa en del av uppmairksamheten, men inte lika mycket.
Femmorna till och med niorna som begynnelsesiffror i statistiken
kommer fran 50-100-intervallet, och treor och fyror samlas ithop
med lite priser pa savil 30 och 40 som 300 och 400 kronor. Hir
har vi alltsa inte alls samma klarhet 1 var intervallerna borjar och
slutar, och sannolikheten att vi ska hitta nagot som exempelvis
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kostar 105 kronor ar storre an att vi hittar ndgot som kostar OS ANNOLIKA S ANNOLIKHETER

210 kronor. (Var inte det har ett tillrattalagt exempel, for att fa
Benfords lag att stammar Vi skulle kunna tinka oss att det ar flest
priser kring 600 kronor istallet, och da blir sexorna antagligen lite
mer representerade i statistiken. Men 4 andra sidan, sa finns det 1
sa fall antagligen betydligt fler varor som kostar en tusenlapp och
mer, dar det samlas thop ettor till statistiken igen.)

Om man tianker sig en pris-stegring pa 25% per ar i tio ar, och
priset borjar pa 25 kronor, fir man foljande serie:

25, 31, 39, 49, 61, 76, 95, 119, 149, 1806, 233.

Hir far vi aterigen en antydan om hur vanliga ettorna ir, 1
forhédllande till de andra begynnelsesiffrorna. Du far garna riakna
vidare sjilv, du ska se att ettorna kommer att fortsitta vara de mest

forekommande oavsett var du slutar i serien!

Visst gar det att hitta tillfillen da Benfords lag inte giller,
men da ar det antagligen fragan om distinkta intervall, som med

skonummer eller tirningskast. “Jag menar, fore Harrisburg sa var det ju ytterst osannolikt att det
som hande 1 Harrisburg skulle hinda, men sd fort det hade hint
rakade ju sannolikheten upp till inte mindre an 100 procent sa att
det blev nastan sant att det hade hint.”

Sa sa Tage Danielsson 1 sin monolog 1 lunchrevyn “Under
dubbelgoken”, som gick 1979-80, apropa kirnkraftsomrostningen
som snart skulle 4ga rum samt kdarnkraftverksolyckan 1 Harrisburg
den 28 mars 1979.

Det har sista kapitlet handlar om hiandelser som ar sa otroliga
att man latt kan tro att de aldrig kommer att intriffa, men anda gor
de det. Pa slutet finns det ocksa nagra ord om “kupongsamlarens
dilemma”, som det kallas 1 facklitteraturen.
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Forsumbara sannolikheter?

Tage Danielsson beskriver en forsumbar sannolikhet som att ”’den
finns inte, fast bara lite” 1 sin nyss nimnda monolog. Sannolikheten
tor att en olycka ska intraffa pa ett karnkraftverk kan kanske kallas
tor forsumbar, eftersom den ar sa otroligt liten? Risken att traffas
av blixten pa vag till jobbet ar valdigt liten och det ar nog vildigt
ta som oroar sig for det, sd den risken kan nog ocksa klassas som
térsumbar. Chansen att vinna Dromvinsten pa en rad pa Lotto
ar 1 pa ungefir 340 miljoner (se kapitel atta), och kan om nagot
anses forsumbat.

Trots det, sa har alla dessa hiandelser intriffat, flera ganger
dessutom. Bara f6r att man anser att sannolikheten f6r en handelse
ar sa otroligt liten att den ar forsumbar, betyder det inte att den
aldrig kommer att intriffa nagon gang, nagonstans. Till en borjan
kan det verka motsagelsefullt, men det handlar om att det finns tva

95, 99:

“nivaer”: just hir och nu” respektive “nagon gang nagonstans”.

Rekord

Sannolikheten att det sitts ett varldsrekord 1 just 10 000 meters
l6pning for herrar vid nasta sommar-OS dr antagligen inte sa
stor. Men 4 andra sidan ar sannolikheten att det satts nago? nytt
varldsrekord vid nasta olympiska spel férmodligen ritt stor, och
pa samma sitt dr gissningsvis sannolikheten att det ndgon gang
inom de kommande 20 aren sitts ett nytt varldsrekord i 16pning
10 000 meter f6r herrar ocksa relativt stor.
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Det jag vill poangtera hir ar att aven om sannolikheten att nagot
sarskilt ska intraffa just hdr och nu kan vara liten, sa dar sannolikheten
att nagot ska intraffa nagon gang ndgonstans inda stor, och darfor
intraffar det forr eller senare.

Det hir resonemanget giller analogt med resonemanget
om karnkraftsolyckor. Om Harrisburg kan man siga som
Tage Danielsson: ”En san olycka intraffar ju enligt alla
sannolikhetsberakningar bara en gang pa flera tusen ar, och da ar
det ju 1 varje fall inte troligt att den har hant redan nu.” Nej, det
var inte sarskilt troligt att just olyckan i Harrisburg skulle intraffa,
men att det skulle intraffa nagon karnkraftverksolycka ndgon
gang nagonstans var (och dr naturligtvis fortfarande) 4 andra sidan
troligt.

Lite senare 1 monologen gor han dock ett matematiskt felsteg:
”Sen ir det ocksa det att om det som hinde 1 Harrisburg verkligen
hiande, mot f6rmodan, si ir ju sannolikheten for att det ska handa
en gang till, den ar ju sa oerhort 16jligt jatteliten sd att pa sitt
och vis kan man siaga att det var nistan bra att det som hinde
1 Harrisburg hinde, om det nu gjorde det. For jag menar, da
kan man ju nidstan sikert saga att det inte kommer handa igen.”
Sannolikheten att nagot valdigt osannolikt ska hinda tva ganger
i rad ar just “oerhort 16jligt jatteliten”, men att det ska hinda ez
andra gang nir det redan har intraffat en forsta ar lika stor som
den var da hindelsen intriffade forsta gangen! (Vi bortser fran
att Harrisburg-olyckan forhoppningsvis medforde att sikerheten
skarptes pa andra karnkraftverk for att undvika just denna typ av
olycka, eftersom det finns sa manga andra sitt som olyckor kan
intraffa pd, som uppenbarligen inte atgiardades: Tjernobylolyckan
intraffade endast sju ar senarel)
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Skillnaden mellan sannolikheten att nagot ska intriffa tva
ganger 1 rad respektive en andra gang nimndes redan 1 det forsta
kapitlet, men det handlade dd om slantsinglingar — sannolikheten
att fa sex klavar 1 rad ar liten, men sannolikheten att fa den sjatte
klaven nar man redan har fem i rad ar exakt 0,5.

Forsikringar

Hur stor ar sannolikheten att du riskerar att bli utsatt for ett inbrott
1 hemmet? Fundera pa hur manga av dina bekanta som har rakat
ut for det under det senaste aret, sa kommer du troligen fram till
att det kanske handlar om i storleksordningen nagon procents risk
pa ett ar, inte mycket mer. Hur mycket har du och dina bekanta
betalat under det senaste aret 1 forsakringar, sett i proportion
till hur mycket ni har fatt tillbaka frin forsakringsbolaget?
Forsakringsbolaget har antagligen gjort en ganska stor vinst pa et.
Men samtidigt vill du inte sta dar utan ersittning nir inbrottstjuven
gjort ett besok.

Tanken pa att det skulle kunna hianda duger tydligen for att
motivera forsakringskostnaderna, dven om risken att raka ut for
det ar sa liten att vi nastan skulle kunna kalla den for forsumbar.
Pa samma sidtt motiverar uppenbarligen tanken att man sku/le
kunna vinna det svenska folket att spela for ungefar 11 miljarder
kronor per ar hos Svenska Spel. Trots att det allra storsta flertalet
av dessa spelare forlorar pa spelandet.

Forsakringsbolag gar med vinst, om det rader det nog ingen
tvekan. Och for att ett bolag ska ga med vinst s maste man ju fa
in mer intakter an vad man har utgifter, det ar inga konstigheter.
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Om alla kunder hos ett forsikringsbolag skulle raka ut for ett
inbrott, sa skulle bolaget formodligen behova betala tillbaka mer
1 ersattningar an vad de har fatt in av kunderna nir de betalat
sina forsakringspremier, sa for bolagen ar Stora talens lag valdigt
intressant. Som du kanske minns fran kapitel fem sa handlade
Stora talens lag om ett ”’stort antal”; och att man hamnar niarmare
och niarmare vintevirdet ju fler observationer man gor — eller 1
torsakringsbolagets fall: ju fler kunder man har. Ett bolag som
bara har tio kunder har svart att forlita sig pa Stora talens lag,
Det skulle inte vara helt otroligt om alla tio kunder rakade ut for
allvarliga olyckor under samma ar, sa att bolaget skulle gd minus
det aret. Ett bolag med tio tusen kunder kan daremot forlita sig
pa Stora talens lag, eftersom de har ett sd stort antal kunder sa att
risken for att alla skulle raka ut for allvarliga olyckor under samma
ar ar 1 praktiken obefintlig f6r dem.

En del myndigheter forsakrar inte sina datorer mot stold,
eftersom forsakringen skulle kosta mer an vad ink6p av nya datorer
kostar. Anledningen till det torde vara att forsakringsbolaget ser
risken sa pass stor att de kommer att bli stulna, att de viljer
att sitta en premie som motsvarar att de behover képa in nya
(plus lite till, for vinsten). For privatpersoner diremot kalkylerar
forsakringsbolagen férmodligen med att i storleksordningen nagra
procent av kunderna verkligen kommer att raka ut for olyckorna
de forsakrar sig mot, och kan
darfor satta en lagre premie.

I hemmen finns det madnga
som forsakrar elektronik, som
ljud- och filmanliggningar,
utifall de skulle gia sonder av
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exempelvis ett asknedslag. Men om man 6vervager vad det skulle
kosta att kopa in ny utrustning, jamfoért med hur liten risken faktiskt
ar att de gar sonder pa ett sadant satt att de ticks av forsakringen,
kommer man antagligcen komma fram till att det kanske inte
ar sa lonsamt. (Resonerar vi utifran att forsakringsbolaget
med all sikerhet gar med vinst, kan vi ju vara sikra pa att alla
torsakringstagare tillsammans 1 det langa loppet gar med forlust
pa att forsakra utrustningen, dven om en sarskilt olycksdrabbad
torsakringstagare kanske kan tjana pa det.)

Poangen med att forsikra exempelvis ett hus ar val 1 forsta
hand att man inte vill raka ut f6r nagon obehaglig privatekonomisk
overraskning, om nagot skulle intriffa och man inte har rad
att ersitta vad det nu ar. Men nar det galler TV-apparater,
mobiltelefoner och stereoanliggningar har nog de flesta rad att
bekosta en ny den dagen den gir sonder, och som det nimndes
nyss sa gor man antagligen en forlust i lingden med att forsakra
dem, jamfort med om man inte hade forsakringen.

Avstar man forsakringar fir man 4 andra sidan vara beredd att
ta smallarna de ganger man annars skulle ha utnyttjat forsakringen.
Vetskapen om att man ar forsakrad att slippa stora ovantade
engangskostnader ar alltsi nagot man 1 lingden far betala for,
dven om man utnyttjar forsakringen emellanat. Men 4 andra sidan
ar det kanske nagot som det ar virt att betala for?
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Samlarkort

For ungefir tio ar sedan samlade nastan alla unga pa Pokémon-
kort. Nu for tiden ar Pokémon inte alls lika stort, men det finns
andra ersittare, som till exempelvis Digimon och Duel Masters.
Bilder pa hockeyspelare och artister har varit andra typer av
samlarobjekt som har varit populira, och det finns och har funnits
otaliga samlarserier i kex- och cornflakespaket och i chokladagg,
sa kallade Kinder-agg.

De flesta av dessa har det gemensamma att man inte har nagon
aning om vilket av alla samlarobjekten som finns 1 dem nar man
koper dem. Pokémon-kort koptes 1 flerpack 1 aluminiumfolie-
forpackningar, och 1 ett Kinder-dgg kan man inte se vad man har
fatt forran man har atit upp chokladen.

Lat oss som exempel tinka oss en samlarserie med 50 kort,
som pad ndgot satt saljs styckvis utan att man kan se vilket av alla
korten det dr. Vi antar att alla kort ar lika vanliga. Hur méanga kop
behover man i medeltal géra for att fa thop en komplett serie,
alltsa alla 50 korten?

Till att borja med, sa maste vi atminstone ha 50 kop, for att ens
ha den hypotetiska mojligheten att fa thop alla. Men det lar kravas
betydligt fler — nar vi har fatt thop 49 kort, sa finns det 1 nasta kép
50 mojliga kort, varav endast ett ar det vi efterfragar. Vi bor alltsa
vara beredda pa att behéva gora 1 medeltal ungetir 50 koép bara f6r
att fa det sista vi saknar!

Pa det hir sattet kan vi med fordel resonera oss fram till hur
manga inkop vi behover gora: For det forsta kortet racker det med
att gora ett inkop, vi far ju ett kort vi vill ha oavsett vilket det ar
(eftersom vi inte har nagot sedan tidigare).
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For det andra kortet finns det 49 kort vi vill ha, och 50 mojliga.
Det ger oss sannolikheten 49/50, vilket innebdr att 49 av 50 kép
“lyckas”. Ett smidigt begrepp att infoéra hir vore “antalet kép
per lyckade kort”, det vill siga hur manga kort man 1 medeltal
behover kopa for att fa ritt kort. Sannolikheten att fa ett “lyckat
kort” innebir ju hur manga kort som i medeltal blir ”’lyckade” per
kop. Antalet kop per lyckade kort ar da inversen till sannolikheten,
vilket betyder att det bara ar att ta just inversen pa sannolikheten,
”vanda sannolikheten upp-och-ner”, for att fa antalet kop per
lyckade kort.

For kort nummer tva 1 serien blir da antalet kop per lyckat kort
50/49 kop, alltsa lite mer dn 1, vilket ju 4r mycket rimligt med
tanke pa att det finns ett kort vi inte vill ha och 49 kort vi vill ha,
och att det oftast borde bli nagot av dessa 49.

For det tredje kortet 1 serien blir antalet kop per lyckade kort
50/48, och sa fortsatter det till det femtionde kortet, dar vi redan

har konstaterat att antalet kop per lyckat kort dr 50/1, eller helt
enkelt 50.

Summan av antalet kop per lyckade kort for alla kort, fran det
forsta till det femtionde, blir dd enligt f6ljande (vi skriver 50/50
istallet for 1, £6r att fa en mer lattanvand talserie):

50/50 + 50/49 + 50/48 + 50/47 + ... + 50/1 = 225

Vi behover alltsa gora 1 medeltal 225 kop for att fa alla vara 50
samlarbilder. Som du sakert forstar si kan det biade behovas fler
och firre kop, men det ger en lamplig fingervisning om vad det
ar man ger sig in pa om man exempelvis slar vad om att man ska
hinna fére nagon annan att fa ithop alla figurer frin cornflakes-
paketen.
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Det kan vara virt att notera att det knappast ar de forsta tio
olika objekten som drar ivig 1 antal kép, utan det ar att fa thop de
sista tio som gor det sa omstiandligt och (formodligen) dyrt att
fa thop hela serien. Det hiar fenomenet, som forévrigt kallas for
“kupongsamlarens dilemma”, med att det 4r ”de sista som kostar”
for oss raskt vidare in 1 nasta lilla avdelning;

Skillnaden mellan sant och sannolikt

Du minns kanske fodelsedagarna fran slutet av kapitel sex? Dir
konstaterade vi att det rickte med endast 23 personer for att vi
skulle fa en sannolikhet 6ver 0,5 f6r att minst tva personer hade
en gemensam fodelsedag. Om man studerade tabellen kunde man
ocksa konstatera att redan vid 30 personer lag samma sannolikhet
over 0,7. For att fortsiatta dar tabellen slutade, sa 4r det vid 40
personer en sannolikhet kring 0,9 for minst tva gemensamma
fodelsedagar, och for 50 personer ca 0,97. Men sannolikheten blir
inte 1 forran vid 366 personer, da vi sakert kan veta att det maste
finnas en dubblett! Detta eftersom det bara finns 365 dagar pa aret
(Vibortser fortfarande fran skottdagen. Den lisare som irriterar sig
pa detta kan naturligtvis ligga till skottdagen 1 resonamanget.).

Vid en folksamling pa 50 personer kan vi alltsd utropa att “’jag
slar vad om att minst tva personer har en gemensam fodelsedag”
och kinna att vi har sannolikheten pa var sida med god marginal.
Men, det ar inte forran med ytterliggare 316 personer som vi kan
vara sakra!
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EFTERORD

Hoppas att du, nar du nu antingen har last hela boken frin parm
till parm eller hoppat mellan kapitlen och till slut hamnat har,
kanner att du har lart dig nagot. Oavsett om du tyckte att varenda
sida har varit fylld med sjalvklarheter, eller du har list varenda
kapitel tre ganger 1 hopp om att 1 varje fall forsta lite grann, sd ar
min 6nskan att du anda har lart dig nagonting!

Ar du nu intresserad av att gi vidare, si har jag flera
hinvisningar till olika populdrvetenskapliga bocker inom omradet
pa kommande sidor. Men det allra roligaste vore forstis om du
valjer att ga nagon utbildning inom sannolikhetslira och statistik!

Kinner du dig matt pa temat, sa dr det bara att stilla tillbaka
boken i1 bokhyllan eller limna tillbaka den till biblioteket.
Forhoppningsvis sa har lite av dina nyvunna kunskaper fastnat,
sa att du hadanefter kan vandra runt i vardagen och kinna dig
lite klokare 4n de flesta andra. Du kan briljera med taktiker for
hur man bor spela pa Lotto, hur principerna for sannolikheterna
1 kortspel fungerar, hur man kan kombinera olika element, vad
slump ar for nagot, lurigheterna med att forséka samla hela
samlarserier, hur hindelser jamnar ut sig 1 det langa loppet, vad
normalférdelningen ar, vad Benfords lag innebir, hur kuvert-
och getproblemen fungerar, vad trollen gor i farstun och mycket,
mycket mer!

Har du nédgra funderingar eller kommentarer om boken och
dess innehall som du wvill dela med dig av, sa hittar du min e-

postadress alldeles 1 borjan av boken.
Andreas
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FOR DEN INTRESSERADE
LASAREN

Till den som vill utféra berikningar pa egen hand, men inte har
tilloang till en riknare med de funktioner som ibland behovs,
rekommenderar jag ”On-Line Calculator” pa University of
South Carolinas webbplats, www.math.sc.edu/cgi-bin/sumcgi/
calculator.pl som har alla funktioner som behé6vs f6r uppgifterna
i den har boken. Den kriver nagra minuter innan man forstar
hur man ska anvinda den, men sedan ar den mycket smidig och

kraftfull!

Vill man gora slumptalsserier med exempelvis tirningar, mynt
eller siffror sa ar random.org en smidig webbsida om man ar lat
och inte vill 4gna tid at att gora dem pa egen hand.

Till er ldsare som vill préva att rita normalférdelningar,
och grafer 1 allminhet, pa egen hand vill jag rekommendera
det lilla gratisprogrammet Graph, som finns att hamta fritt pa
padowan.dk/graph/ f6r den som si Onskar. Den finns dock
endast for operativsystemet Windows.

Det finns manga bocker att ga vidare med, som bade
sannolikhetslira och statistik, och matematik i allmanhet. Nar det
giller sannolikhetslira- och statistikbécker borjar de 1 allménhet pa
en nagot hogra matematisk niva an den hir boken, men efter att ha
last den har boken sa borde du gott kunna ga vidare med nagon av
dessa bocker. Allan Guts bocker finns normalt pa stadsbibliotek,
och de flesta andra borde ga att hitta pd nagot hogskole- eller
universitetsbibliotek (ditt lokala bibliotek kan sakert gora fjarrlan
frin dem), alternativt képa via nagon valsorterad bokhandel
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eller internetbokhandel. De bocker jag foreslar har ar mer eller
mindre populirvetenskapliga, men utover dessa sa finns det ocksa
konventionella larobocker.

e Sant eller sannolikt - Tankar kring matematik, statisttk och
sannolikheter. En /ldsvéird bok skriven av Uppsalaprofessorn Allan
Gut. 'Till stor del orienterande, utan matematiska ovningar. Handlar
frimst om sannolifhetslara, men dven en del statistik. Ultgiven pa

Norstedts forlag.

o Konsten att rakna - tankar om siffror och statistik. .A/an
Gut, samma forfattare som Sant eller sannolikt, men i den hdr boken
behandlar han mer matematik i allménbet och statistik i synnerbet.

Norstedts forlag.

o Slumpens skordar. Chalmersprofessorn Olle Hdggstrom dr forfattaren
till den hdr boken, som framst riktar sig till lasare pa gymnasie- eller
hogskoleniva, som inspirerande bredvidlisning. Studentlitteratnr.

e The Pleasures of Probability, av Richard Isaac. Paminner om den
har boken, fast med higre tempo, fler formler och farre bilder. For den
som pd egen hand vill ldra sig rakna ordentligt med sannolifhetsiira. Pa
engelska. Forlaget Springer.

e Taking Chances - Winning with Probability. Mig veterligt finns
det ingen svensk oversdttning av denna mycket valskrivna bok av John
Haigh pa University of Sussex, som framst behandlar sannolikbeten
och strategier i spel av olika slag. Oxford University Press.

e The Jungles of Randomness - A Mathematical Safari. En bok
ndstan helt utan matematiska formler som handlar mer om fenomenet
slumpen och dess monster runt omkring oss. Skriven av den prisbelonte
Tvars Peterson. Aven denna bok saknar svensk dversittning. Ulgiven

pa John Wiley & Sons.

168

SVAR OCH LOSNINGAR TILL
OVNINGSUPPGIFTERNA

1. Forsta kapitlet

1.

Ritt ordning ér d), a), ¢) och sist b).
Sannolikbeterna for de respektive handelserna dar ungefar
d) 0,56 (vildigt vanligt)

a) 0,24 (hyfsat vanligt)

¢) 0,06 (intrdffar ibland, men inte sa ofta)

b) 0,001 (ovanligt)

2.
Mer 4n 0,5.

Det du bebhover gira dr att rikna i tabellen hur manga par det finns dér den vinstra tarningen
har samma eller ett hogre antal dgon dan den higra. Det dr 21 stycken, sd sannolikheten blir
21/36 = 7/12 eller ungefar 0,58, alltsi mer dn hilften.

2. Sannolikhetskalkylens grundvalar

1.

2) 11/100

b) 11/99 = 1/9. Det dr en farre lott nu, eftersom den redan har gitt till forstapriset.

2.

a) Chansen (eller risken, valj sjilv) att Firjestad vinner 6ver Frolunda i nista

match ar 60% (eller 6 pa 10 eller 3 pa 5)
b) P(Jag kommer imorgon) = P(Min kollega kommer imorgon) = 0,5
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3.
a)1/2+1/21/2=1/8=10,125
b)1/21/21/2+1/21/21/2=1/8+1/8=1/4=10,25

4.

a)4/8=1/2

b) Numrera en tjugosidig tirning (tkosaeder) med fyra ettor, fyra tvaor, fyra treor,
fyra fyror och fyra femmor, sa blir sannolikheten att fi en femma 4/20 = 1/5.

(V = Vinner F = Forlorar)

b) P(Thunderbolt foérlorar det férsta och vinner det andra loppet) = 0,6 * 0,3 =
0,18

¢) P(Thunderbolt vinner minst ett lopp) = 1 - 0,6 * 0,7 = 0,58

3. Getproblemet
2.
2/3

Det finns tre mijligheter till kungens enda syskon; antingen dr det (a) en lillebror, (b) en
storasyster eller (c) en lillasyster. Det finns inget som talar for att nagot av alternativen skulle
vara mer troligt an nagot annat, alltsa har varje alternativ sannolikheten 1/3. 1 (b) och (c) ar
kungens syskon en kvinna, alltsa blir sannolikheten 1/3 + 1/3 = 2/ 3.
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4. En slump?
1.

Alla svar pa den hér uppgiften dr bara forslag, och man kan ha andra dsikter om hur man vill
definiera slumpen och ba ritt andd, men jag hoppas att du kan hdlla med i stora drag.

a) Inte slump. 1bland kan vidret upplevas slumpartat, men vi har sa pass god insyn i vidrets
mekanismer att vi inte kan kalla morgondagens vider for slumpartat. Det finns forvisso mdnga
detaljer vi inte kan forutse, men i stora drag kan vi gira en trdffsdker prognos for foljande
dag.

b) Slump. Sa exakta prognoser kan vi inte gira, det dr for komplext.

©) Slump. 17 vet kanske inte ens hur mdinga det finns och inte heller hur fordelningen dr
mellan de olika firgerna.

d) Slump. Ar bollarna, eller hur man nu drar siffrorna, vél blandade och lika stora sa kan
vi inte avgora vilken som kommer att dras.

e) Tveksamt. .Ar det slumpen som avgor vilket lag som vinner en fotbollsmatch? Eller kan vi
Sforutsiga det? Svaret lamnas dver till den sportintresserade lasaren.

t) Ingen slump, bara siarv fran min sida.

@) Slump, ndr den verkligen dr valblandad.

6. Nir man talar om trollen

1.

Nej, du ska inte sjunga sangen.

Sannolifheten att nagon har sin fidelsedag idag dr 1/365, men som du formodligen mirkt i
kapitlet dr komplementhindelserna oftast smidigare att anvinda. Sannolikheten att en person
inte har sin fodelsedag idag ar 1—1/365 = 364/365. Sannolikheten att inte person A och

inte person B har sin fodelsedag idag dr 364/ 365 * 364/365. Alltsa blir sannolikheten att
ingen av de 500 personerna har sin fodelsedag i dag (364/365)" = 0,254, vilket ju ar stirre

dan 0,2.
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7. Kombinera! 8. Oka din lottovinst

1. 1.

1594 323 1 — Nej, for lag summa

Det finns 3 mdjligheter 13 ginger, det vill siga 3" mdjliga kombinationer, eller 1 594 323 2-]Ja

mdjliga sdtt att fylla i en tipsrad. Det ar alltsa inte sa vérst stor chans att "rika” tippa ritt. 3 — Ngj, for lig summa
4—Ja

2.

5 — Nej, for lag summa

Att e-postadresserna skulle vara siut dr en absurd tanke, det ricker med att vi tittar pa e- 6 — Nej, alla nummer ir pa kanterna och for lig summa
postadressen framfor (Q)-tecknet. 177 tanker oss att det far vara maximalt 15 tecken framfor @
(2 sjilva verket far det vara manga, manga fler, men med fler an 15 tecken birjar en e-postadress

bli otymplig att anvinda) och att det finns 40 tillatna tecken (a-z, 0-9 och lite specialtecken),

7 — Nej, alla nummer édr pa kanterna

8 — Nej, for lig summa

sa finns det till en e-postadress med 15 tecken 407 mijliga kombinationer, eller lite drygt en 9 — Nej, for lig summa
kvadyifjon! Pd jorden bor det ungefdr sex miljarder manniskor, det skulle betyda att varenda 10 — Nej, for lig summa
mdnniska pd jorden hade registrerat 200 miljarder adresser var for att de ska ta siut, och det 11 — Nej, f6r lag summa

ar ju helt orimligt. Omz man dessutom tinker pa att e-postadresser inte alls behover vara just 15
tecken langa, och att en stor del av vérldens befolkning formodligen inte alls anvinder MSN,
sd blir det annu mer absurt.

12 — Nej, for lig summa

9. Beroende hindelse

3. 1.
1/6 1/3
Det finns 3! = 6 olika sdtt att placera etiketterna, varav ett dr ratt. Den forsta burken har han P(tirningen visar ett jimnt tal) = Potar ningfzn Yisar en.ﬁ/ ra chl ett jamnt tal)  _
tre majliga etiketter till, och till den andra finns det tvi majliga. ‘Till den tredje finns det kvar 16 _ 13 P(tdrningen visar ett jimnt tal)
en etikett, sa 3 2 1 =3/ =6. 1/2
2.
0,45

A: en person dr student
B: en person rostar for

P(en person dr student givet att hon rostar for) =
P(en person dr student och rostar for) _ 0209
P(en person dr student) 0,4

=045
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