
Université Pierre et Marie Curie M1 théorie des nombres Année 2006-2007

Correction feuille 3
Remarque: Tous les exercices ne seront pas traités en séance de TD, j’indiquerai au fur et à mesure sur la page
du forum (http://cours-jussieu-nombres.monforum.com/cours-et-td-2007-vf6.html) les exercices que nous aurons
abordés.

1 Entiers algébriques

Exercice 1. Trouver un exemple de deux entiers d’un corps quadratique qui ont même norme sans être ni conjugués
ni associés.

Preuve : Dans l’anneau Z[i] des entiers de Gauß, qui est l’anneau des entiers de Q[i] et qui est principal, un
nombre premier p est décomposé si et seulement si il est congru à 1 modulo 4. Dans ce cas, il se décompose
en produit de deux entiers conjugués entre eux et premiers entre eux. par exemple 5 = (1 + 2i)(1 − 2i). Pour
répondre à la question, on pourrait se contenter de prendre α = 1 + 2i et β = i(1 − 2i) = 2 − i, mais ce serait
tricher: β est associé au conjugué de α. Mais si nous prenons un autre nombre premier décomposé, par exemple
13 = (2 + 3i)(2− 3i), il suffit de prendre α = (1 + 2i)(2 + 3i) = −4 + 7i et β = (1 + 2i)(2− 3i) = 8 + i pour avoir
un exemple: 65 = 5.13 = 42 + 72 = 82 + 1 s’écrit comme somme de deux carrés de deux façons essentiellement
différentes, contrairement à 5 et à 13.

Exercice 2. Montrer que, si ε ∈ Q(
√

d) est une unité de norme 1 d’un corps quadratique, il existe un entier γ tel
que ε = γ

γ′ , où γ′ est le conjugué de γ.

Preuve : Soit α un entier quelconque de K. On pose γ = α + α′ε. On a εγ′ = ε(α′ + αε′) = γ. Pour conclure,
il reste à prouver que l’on peut choisir α de façon à ce que γ ne soit pas nul. Si ε 6= −1, on peut prendre α = 1,
sinon on prend α =

√
d.

Exercice 3. Montrer qu’un entier algébrique dont tous les conjugués (dans C) sont de module strictement inférieur
à 1 est forcément nul.

Preuve : Soit α un tel entier, de degré n, κ < 1 le plus grand module d’un conjugué de α et k un entier tel que
κk < 2−n. Considérons l’entier algébrique β = αk. Les coefficients de son polynôme caractéristique sont sommes
de produits de conjugués de β: chaque conjugué est de module inférieur à κk et chaque somme comporte moins de
2n termes. Ces coefficients sont donc des entiers rationnels de valeur absolue strictement inférieure à 1, c’est-à-dire
qu’ils sont nuls. Le polynôme caractéristique de β est Xn et α = β = 0.

Exercice 4. Montrer que, dans un corps de nombres K de degré n, tout idéal (entier) non nul contient une infinité
d’entiers naturels mais que, si b est un entier naturel non nul, il n’est pas contenu dans plus de bn idéaux entiers.

Preuve : Tout idéal entier non nul a contient sa norme, qui est un entier naturel non nul. Il contient aussi tous les
multiples de cette norme, qui sont en nombre infini. Inversement, comme indiqué dans l’introduction, tout idéal
qui contient b est engendré par b et un autre entier, disons x. Exprimons x dans une base d’entiers, et réduisons
ses composantes modulo b. Le nombre de valeurs possibles de x est inférieur ou égal à bn, d’où le résultat. Il est
facile de voir que, même pour n = 1, cette majoration est grossière.

2 Anneaux des entiers des corps de nombres

Exercice 1. Corps quadratiques Soit K = Q(
√

d) un corps quadratique pour d ∈ Z sans facteur carré. Montrez
que l’anneau OK des entiers de K est Z[

√
d] si d 6≡ 1 mod 4 et Z[1+

√
d

2 ] si d ≡ 1 mod 4. Donnez alors le
discriminant de K.

Preuve : α = p + q
√

d est entier si et seulement si sa trace 2p et sa norme p2 − dq2 sont entiers car le polynôme
minimal de α est X2 − 2pX + p2 − dq2. Si p est entier alors dq2 da2

b2
aussi avec q = a

b et a ∧ b = 1 de sorte que
b = 1. Si 2p = a est entier alors on doit avoir 4dq2 entier et donc 2q = b est entier avec a2 − db2 ≡ 0 mod 4 et
donc d ≡ 1 mod 4, d’où le résultat. Le discriminant est alors respectivement égal à 4d ou d.
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Exercice 2. Trouvez une base de l’anneau des entiers de K = Q(α) avec θ = 3
√

5.

Preuve : Soit R = Z[θ] ⊂ OK qui est de discriminant −32.52. Pour montrer que R = OK , il suffit alors de
montrer que si

(i) α = λ1+λ2θ+λ3θ2

3 est entier alors λ1 ≡ λ2 ≡ λ3 ≡ 0 mod 3;

(ii) α = λ1+λ2θ+λ3θ2

3 est entier alors λ1 ≡ λ2 ≡ λ3 ≡ 0 mod 5;

En effet si G est un sous-groupe de OK de même rang et d’indice k alors k2 divise le discriminant de G. Pour le
montrer soit α1, · · · , αn une base de OK et µ1| · · · |µn tels que (µ1α1, · · · , µnαn) soit une base de G. Le discriminant
de G est alors égal à (µ1 · · ·µn)2 fois le discriminant de OK .
Cas (i): T (α) = λ1 ∈ Z ce qui ne donne aucun renseignement nouveau; on calcule la norme de α et on vérifie que
pour λ1, λ2, λ3 = 0, 1, 2 aucun entier n’apparait.
Cas (ii): T (α) = 3λ1/5 et donc λ1 ∈ 5Z et donc λ2θ+λ3θ2

5 ∈ OK . On calcule alors

N(aθ + bθ2) = (aθ + bθ2)(ajθ + bθ2θ2)(aj2θ + bjθ) = 5a3 + 25b3

et donc λ3
2 + 5λ3

3 ≡ 0 mod 25. Si λ3 ≡ 0 mod 5 on obtient aussi λ2 ≡ 0 mod 5. Sinon on a 5 ≡ (−λ2/λ3)3 alors
que 5 n’est pas un cube modulo 25.

Exercice 3. Soit t = 3
√

175.

(i) Trouvez une base de l’anneau des entiers OK de K = Q(t).

(ii) Montrez qu’il n’existe pas de Z-base de OK de la forme 1, θ, θ2.

Preuve : (i) On a t = 3
√

52.7 et on introduit u = 3
√

5.72 de sorte que

ut = 35 u2 = 7t t2 = 5u

On considère R le Z-module engendré par 1, t, u qui est contenu dans OK , qui est de discriminant

∆R =

∣∣∣∣∣∣

1 t u
1 jt j2u
1 j2t ju

∣∣∣∣∣∣

2

ce qui donne −33.52.72. Il faut alors traiter les cas de p = 3, 5, 7. Pour p = 5, 7 en prenant la trace on est ramené à
regarder 1

p(at+ bu) pour a, b ∈ Z. On calcule N(at+ bu) = 175a3 +245b3. Pour p = 5, la congruence 35a3− b3 ≡ 0
mod 25, impose comme 10 n’est pas un résidu cubique modulo 25 que a ≡ b ≡ 0 mod 5. Le cas p = 7 se traite de
manière similaire.

Pour p = 3, on calcule la norme de 1
3(a + bt + cu) et on vérifie que pour a, b, c = 0, 1, 2 aucun entier n’apparait.

(ii) Soit θ = a = bt+ cu alors 1, θ, θ2 est une Z-base si et seulement si 1, (θ− a), (θ− a)2 en est une; on suppose
donc a = 0. On calcule alors

(bt + cu)2 = b2t2 + 2bctu + c2u2 = 5b2u + 70bc + 7c2

il faut alors regarder si ∣∣∣∣∣∣

1 0 0
0 b c

70bc 7c2 5b2

∣∣∣∣∣∣
= 5b3 − 7c3 = ±1

ce qui n’est pas.

Exercice 4. Dans K = Q(θ = 4
√

5), calculer les discriminants

∆(1, θ, θ2, θ3),

∆(1 + θ, 1 + θ2, 1 + θ3, 1 + θ4)

∆(1, θ,
1 + θ2

2
,
θ + θ3

2
).
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Preuve : Comme indiqué dans le cours, le discriminant de la base {1, θ, θ2, . . . , θn−1} où θ est racine d’un
polynôme F irréductible de degré n vaut (−1)

n(n−1)
2 NK/Q(F ′(θ)). Ici F = X4 − 5, donc F ′(θ) = 4θ3 et

∆(1, θ, θ2, θ3) = NK/Q(F ′(θ)) = 44NK/Q(θ)3 = 44.(−5)3 = −32000.

Compte tenu de l’égalité θ4 = 5, la matrice de passage de la première base à la deuxième est



1 0 0 6
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0




et son déterminant est −6. On en déduit

∆(1 + θ, 1 + θ2, 1 + θ3, 1 + θ4) = 62.∆(1, θ, θ2, θ3) = −1152000.

De même, la matrice 


1 0 1/2 0
0 1 0 1/2
0 0 1/2 0
0 0 0 1/2




a pour déterminant 1/4, ce qui donne

∆(1, θ,
1 + θ2

2
,
θ + θ3

2
) = 4−2.∆(1, θ, θ2, θ3) = −2000.

Exercice 5. Donnez une base de l’anneau OK des entiers de K = Q(
√

2, i).

Preuve : On considère le Z-module R engendré par 1,
√

2, i, i
√

2 dont le discriminant est 64. On a aussi

N(a + b
√

2 + ci + di
√

2) = (a2 − c2 − 2b2 + 2d2)2 + 4(ac− 2bd)2

On commence par regarder si r/2 peut être entier, i.e. si 16 peut diviser (a2− c2− 2b2 + 2d2)2 + 4(ac− 2bd)2 pour
a, b, c, d = 0, 1 sans qu’ils soient tous nuls. On trouve alors b = d = 1 et a = c = 0 soit donc α =

√
2+i

√
2

2 avec
α2 = i et donc α4 + 1 = 0 qui est bien entier.

On considère alors R′ engendré par 1,
√

2, i, i
√

2,
√

2(1+i)
2 ) qui est donc engendré par 1,

√
2, i,

√
2(1+i)

2 avec ∆R′ =
−16. Il faut alors vérifier qu’aucun r′/2 nouveau n’est entier...

Exercice 6. Soit K = Q(
√

(d)) un corps quadratique réel, et ε = x+y
√

d
2 son unité fondamentale. Montrer que x

et y sont positifs. Montrer que y est le plus petit entier naturel tel que dy2 diffère d’un carré par ±4. Calculer les
unités fondamentales de Q(

√
d) pour d ∈ {2, 3, 5, 6, 7, 10}.

Preuve : Le conjugué ε = x−y
√

d
2 de ε est aussi une unité, et on a

εε =
x2 − dy2

4
= ±1.

Comme ε > 1, on en déduit |ε| < ε, donc x = ε + ε > 0 et y
√

d = ε− ε > 0. Les autres unités supérieures à 1 de K

s’écrivent εn = xn+yn

√
d

2 et on a la relation de récurrence:
{

xn+1 = xxn+dyyn

2

yn+1 = xyn+yxn

2

Si x ≥ 2, on en déduit que la suite yn est croissante. Si x = 1, l’équation x2 − dy2 = ±4 implique que y = 1.
Dans tous les cas, y est la plus petite valeur de la suite (yn)n∈N. Comme toute solution en entiers de X2 = dY 2±4
correspond à un élément de la suite (εn)n∈N, le résultat est démontré.

Pour d = 2, 3, 5, 6, 7, 10, les plus petites valeurs de y sont respectivement 2, 2, 1, 4, 6 et 2. Il n’y a qu’une valeur
possible pour x, sauf pour d = 5, où on prend la plus petite. Finalement, les unités fondamentales sont 1 +

√
2,

2 +
√

3, 1+
√

5
2 , 5 + 2

√
6, 8 + 3

√
7 et 3 +

√
10, de norme respective −1, 1, −1, 1, 1 et −1.
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Exercice 7. Corps cyclotomiques Soit p premier et K = Q(ξ) où ξ = e
2iπ
p et on note OK son anneau des

entiers.

(1) Calculez la trace d’un élément de K.

(2) Montrez que la norme de 1− ξ est égale à p.

(3) Soit α = a0 + a1ξ + · · ·+ ap−2ξ
p−2 ∈ OK .

(i) En considérant αξ−k − αξ, montrez que bk = pak ∈ Z.

(ii) On pose λ = 1− ξ, montrez que pα = c0 + c1λ + · · ·+ cp−2λ
p−2 avec ci ∈ pZ.

(iii) Conclure que ak ∈ Z et donc que OK = Z[ξ].

(iv) Montrez que le discriminant de K est (−1)(p−1)/2pp−2.

(4) Traitez le cas de Q(e2iπ/n) avec n quelconque.

Preuve : (1) La trace de ξi est T (ξi) = T (ξ) = ξ + ξ2 + · · ·+ ξp−1 = −1 de sorte que

T (
p−2∑

i=0

aiξ
i) = (p− 1)a0 −

p−2∑

i=1

ai = pa0 −
p−2∑

i=0

ai

(2) La norme de 1− ξ est N(1− ξ) =
∏p−1

i=1 (1− ξi) = Φp(ξ) = p.
(3) (i) On a T (αξ−k −αξ) = T (a0ξ

−k + · · ·+ ak + · · ·+ ap−2ξ
p−k−2 − a0ξ − · · · − ap−2ξ

p−1) qui est donc égal à
pak − (a0 + · · ·+ ap−2)− (−a0 − · · · − ap−2) = pak.

(ii) On substituant 1− λ à ξ dans pα = b0 + · · ·+ bp−2ξ
p−2 on obtient

ci =
p−2∑

j=i

(−1)i( i
j )bj ∈ Z bi =

p−2∑

j=i

(−1)i( i
j )cj

En particulier on a c0 = b0 + · · · + bp−2 = p(−T (α) + b0) et donc p|c0. Supposons alors que pour k ≥ 0, et pour
tous i ≤ k − 1, les ci sont divisibles par p. De l’égalité

p = N(1− ξ) = (1− ξ)p−1
p−1∏

i=1

(1 + ξ + · · ·+ ξi−1) = λp−1κ

on en déduit que p appartient à l’idéal (λp−1) de OK car κ ∈ Z[ξ] ⊂ OK . On reprend alors l’égalité pα =
c0 + · · · + cp−2λ

p−2 que l’on regarde modulo (λk+1) ce qui donne ckλ
k ≡ 0 mod (λk+1) et donc ck = µλ pour

µ ∈ OK . En prenant les normes on obtient cp−1
k = pN(µ) et donc p divise ck.

(iii) On en déduit alors que p divise bk et donc ak ∈ Z ce qui prouve que OK ⊂ Z[ξ] et donc l’égalité.
(iv) Le discriminant de K est donc égal à (−1)(p−1)(p−2)/2N(Φ′p(ξ)) avec Φp(X) = Xp−1

X−1 et donc Φ′p(ξ) = −pξp−1

λ

de sorte que N(Φ′p(ξ)) = pp−2.

3 Corps quadratiques

Soit K = Q(
√

d) de discriminant D égal à d ou 4d selon que d est congru ou non à 1 modulo 4. Notons p1, . . . , pk

les diviseurs premiers distincts de D, c’est-à-dire les nombres premiers de Z qui se ramifient dans K et, pour
chacun d’eux, notons pi l’unique idéal premier de OK qui divise pi, de sorte que piOK = p2

i . Notons encore x 7→ x
l’unique automorphisme non trivial de K, appelé conjugaison, même dans le cas réel (d > 0).
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3.1 Euclidien, factoriel, principal?

Exercice 1. Soit K = Q[i
√

5] et OK son anneau des entiers.

(i) En étudiant l’égalité 3× 3 = (2 + i
√

5)(2− i
√

5), montrez que OK n’est pas factoriel.

(ii) De l’égalité 2.3 = a.b avec a = 1 + i
√

5 et b = 1− i
√

5 et montrez que le lemme de Gauss n’est pas vérifié et
que 2a, ab n’ont pas de pgcd.

Preuve : (i) On a OK = Z[i
√

5] et les éléments inversibles sont ceux de norme 1, i.e. a2 + 5b2 = 1 soit a = ±1
et b = 0. On va montrer que si z est tel que N(z) = 9 alors z est irréductible de sorte que 3, 2 ± i

√
5 sont tous

irréductibles, et l’égalité 3× 3 = (2 + i
√

5)(2− i
√

5) sont deux factorisation distinctes en produit d’irréductibles.
Soit donc z ∈ Z[i

√
5] tel que N(z) = 9; on écrit z = z1z2 avec N(z1) 6= 1. On a donc N(z) = 9 = N(z1)N(z2); or

les factorisations de 9 dans N, sont 3× 3 et 9× 1. On remarque que N(a + ib
√

5) = a2 + 5b2 = 3 est impossible,
de sorte N(z2) = 1 soit z2 inversible..

(ii) De la même façon, si N(z) = 4, 6, alors z est irréductible de sorte que 2× 3 = (1 + i
√

5)(1 − i
√

5) est un
autre contre-exemple à l’unicité de la décomposition en produit d’irréductibles. En particulier 2 irréductible divise
6 = ab et 2 ne divise ni a, ni b. Soit δ un éventuel pgcd de 2a et ab; on a 2 et a qui divise δ, de sorte que N(δ)
est un multiple de 4 et de 6 et donc un multiple de 12. De la même façon comme d divise 6 et 2a, on en déduit
que N(δ) divise 36 et 24 et donc leur pgcd qui est 12. Ainsi on obtiendrait N(δ) = 12 = a2 + 5b2 qui n’a pas de
solutions, d’où la contradiction.
Remarque: On pourra selon le même procédé montrer que Q[i

√
d] n’est pas factoriel pour

d = 5, 6, 10, 13, 14, 15, 17, 21, 22, 23, 26, 29, 30.

Exercice 2. Montrez que Q(
√

10) n’est pas factoriel.

Preuve : L’anneau des entiers est Z[
√

10], on considère alors l’égalité 2.3 = (4 +
√

10)(4−√10) dont nous allons
montrer que 2, 3, 4 ± √10 sont irréductibles. En prenant les normes on est amené à montrer que les équations
a2 − 10b2 = ±2, ± 3 n’ont pas de solutions entières. En passant modulo 10, on obtient a2 ≡ 2, 3, 7, 8 mod 10
alors que 2, 3, 7, 8 ne sont pas des résidus quadratiques. Par ailleurs 2 et 4±√10 ne sont pas associés car ils n’ont
pas la même norme.
Remarque: On pourra traiter les cas de 15, 26 et 30.

Exercice 3. Dans Q(i
√

19) que pensez-vous de l’égalité 5.7 = (4 + i
√

19)(4− i
√

19).

Preuve : L’anneau des entiers est Z[1+i
√

19
2 ]; il faut se garder de conclure trop vite à la non factorialité car 5 et

7 ne sont pas irréductibles. On a

5 = (
1 + i

√
19

2
)(

1− i
√

19
2

) 7 = (
3 + i

√
19

2
)(

3− i
√

19
2

)

et 35 = (1+i
√

19
2 )(1−i

√
19

2 )(3+i
√

19
2 )(3−i

√
19

2 ) les deux factorisations provenant de 2 façons de grouper ces 4 facteurs.
En fait nous montrerons plus loin que l’anneau est factoriel, il est en fait pseudo-euclidien sans être euclidien.

Exercice 4. Montrez que l’anneau des entiers de Q(i
√

d) est euclidien pour d = 1, 2, 3, 7, 11.

Preuve : Le sthasme est la norme et la preuve est identique à celle de Z[i] en notant que pour d = 3, 7, 11,
l’anneau des entiers est Z[1+i

√
d

2 ].

Exercice 5. Pour d > 11 sans facteurs carré, montrez que Q(i
√

d) n’est pas euclidien.

Preuve : On raisonne par l’absurde en considérant un sthasme ψ (qui à priori n’est pas la norme!). Soit alors
α ∈ OK qui n’est pas une unité et tel que ψ(α) soit minimal. Pour tout β ∈ OK , il existe alors q, r ∈ OK tels que
β = qα + r avec ψ(r) < ψ(α) de sorte que r = 0 ou r est une unité. Or pour d > 11 les seules unités sont ±1 de
sorte que OK/(α) est de cardinal inférieur ou égal à 3. Or d’après le cours ce cardinal est égal à la norme de α.
Si −d ≡ 1 mod 4, on a α = a + i

√
db avec a2 + db2 ≤ 3 soit a = ±1 et b = 0 de sorte que α serait une unité ce
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qui n’est pas. Si −d 6≡ 1 mod 4, on a α = a+i
√

db
2 avec donc a2 + db2 ≤ 12 ce qui redonne α inversible, d’où la

contradiction.
Remarque: Pour Q(

√
d), la question est beaucoup plus difficile et il a fallu attendre 1950 pour y répondre

définitivement.

Exercice 6. Résoudre les équations diophantiennes suivantes:

• y2 + 2 = x3;

• y2 + 4 = x3;

• x2 + 7 = 2n.

3.2 Groupes des classes d’idéaux

Exercice 7. On considère le corps K = Q(
√−43). On pose ω = −1+

√−43
2 , et on rappelle que l’anneau des entiers

de K admet {1, ω} comme base sur Z.

(1) Calculer le polynôme minimal de ω sur Q. Montrer que 2 et 3 sont inertes dans K.

(2) Calculer la constante de Minkowski de K. Montrer que O est principal.

(3) Soit α 6∈ Z un élément de O qui engendre un idéal premier. Montrer que NL/Q(α) est un nombre premier.

(4) Soit x et y 6= 0 deux entiers premiers entre eux tels que x2 + xy + 11y2 soit strictement inférieur à 121.
Montrer que x2 + xy + 11y2 est un nombre premier.

Preuve : (1) On a Tr(ω) = ω + ω′ = −1 et N(ω) = ωω′ = 11. Le polynôme minimal de ω est donc X2 + X + 11.
Modulo 2 ou 3, ce polynôme est irréductible. La première proposition permet de conclure: 2 et 3 sont encore
premiers dans K.

(2) Ici, n = 2, t = 1 et DK = 43. La formule donne donc

MK =
4
π

2
4

√
43 =

2
√

43
π

< 5.

On vient de voir qu’il n’y a pas d’idéal de norme 2 ou 3, et que le seul idéal entier de norme 4 est 2O, qui est
principal. Le théorème de Minkowski permet donc de conclure que K est principal.

(3) La norme d’un idéal premier d’un corps quadratique est soit un nombre premier ramifié ou décomposé, soit
le carré p2 d’un nombre premier inerte p. Mais dans ce dernier cas, l’idéal en question est forcément pO. Si αO
et pO sont égaux, α/p est une unité de O. Or, les seules unités de O sont 1 et −1. Cela contredirait l’hypothèse
selon laquelle α n’appartient pas à Z.

(4) La norme d’un entier de K qui n’est pas dans Z vaut u2+43v2

4 ≥ 43
4 , et comme c’est un entier, elle

vaut au moins 11. Considérons l’entier α = x + yω. Il n’appartient pas à Z puisque y 6= 0. Sa norme vaut
αα′ = x2 + xy + 11y2 < 121. Si ce n’était pas un nombre premier, il y aurait un diviseur premier de α de norme
inférieure à 11, et, d’après ce qui précède, son générateur a serait dans Z. Mais si un entier rationnel a divise α,
il divise x et y, une contradiction.

On en déduit en particulier que x2 + x + 11 est un nombre premier pour x compris entre 0 et 9. Le même
raisonnement avec Q(

√−163) montre que x2 + x + 41 est premier pour x allant de 0 à 39.

Exercice 8. Soit K = Q(
√−23) et α = 1+

√−23
2 .

(1) Calculer le polynôme minimal de α, le discriminant DK de K et la constante de Minkowski MK de K.

(2) Montrer que les idéaux p = (2, α) et q = (3, α) sont premiers et non principaux.

(3) Donner la factorisation de 2OK et 3OK en produit d’idéaux premiers.

(4) Montrer que p3 est principal.
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(5) Calculer le nombre de classes hK . On pourra commencer par montrer que hK est inférieur ou égal à 5.

Preuve : (1) La trace et la norme de α valent respectivement 1 et 6. Le polynôme minimal de α est donc
P = X2 − X + 6. Le discriminant de K est celui de Z[α] ou encore celui du polynôme, c’est-à-dire −23. La
constante de Minkowski vaut

MK =
(

4
π

)1 2!
22

√
23 ≈ 3.05.

(2) et (3) la décomposition dans K de 2 et de 3 reflète celle du polynôme P modulo 2 ou 3. On a P ≡ X(X−1)
(mod 2) et (mod 3), donc les idéaux p = (2, α), p′ = (2, α− 1), q = (3, α), q′ = (3, α− 1) sont premiers de norme
respective 2, 2, 3 et 3, et l’on a 2OK=pp′ et 3OK=qq′. Si p (resp. q) était premier, il serait engendré par un entier
de norme 2 (resp. 3). Il existerait donc une solution (a, b) entière à l’équation a2 +23b2 = 8 (resp. a2 +23b2 = 12),
ce qui n’est pas le cas.

(4) L’équation a2 + 23b2 = 32 a pour solutions entières (±3,±1). On en déduit que α + 1 et 2− α engendrent
les seuls idéaux principaux de norme 8. Or les idéaux de norme 8 sont p3, p′3, 2p, 2p′, et seuls les deux premiers
peuvent être principaux. Reste à voir que 2− α appartient à p pour en déduire

p3 = (2− α)OK .

(5) Toute classe d’idéaux contient un idéal entier de norme inférieure ou égale à 3. Il y a exactement 5 tels
idéaux: 1, p, p′, q et q′. Le nombre de classes hK vaut donc au plus 5. Mais la question précédente montre que
c’est un multiple de 3, d’où le résultat hK = 3.

Exercice 9. On considère le corps quadratique imaginaire K = Q(
√−13), et on note σ son automorphisme non

trivial.

(1) Démontrer les assertions suivantes:

(a) L’anneau des entiers de K est O = Z⊕ Z
√−13 et son discriminant vaut −52.

(b) 2O = p2, où p = σ(p) est un idéal premier de O qui n’est pas principal.

(c) 13O = q2, où q = σ(q) est l’idéal premier engendré par
√−13.

(d) 3O est un idéal premier de O.

(e) Les seules unités de O sont 1 et -1.

(2) Montrer que toute classe d’idéaux de K admet parmi ses représentants un idéal entier de norme inférieure
à 5. Déduire de ce qui précède que le nombre de classes de K vaut 2.

(3) Montrer que pour tout entier rationnel y, l’idéal d de O engendré par y +
√−13 et y−√−13 admet au plus

p et q comme diviseurs premiers — autrement dit, p et q sont les seuls idéaux premiers pouvant contenir d.

(4) Soient α, β des entiers naturels tels que (y +
√−13)O = cpαqβ, où c est un idéal de O qui n’est divisible ni

par p ni par q. Montrer que c et σ(c) n’ont pas de diviseur premier commun.

On désigne désormais par (x, y) ∈ Z2 une solution en entiers rationnels de l’équation

Y 2 = X3 − 13 (∗).

(5) Déduire de la relation (x)3 = (y +
√−13)(y−√−13) l’existence d’un idéal c de O et de deux entiers naturels

a et b tels que
(y +

√−13)O = (cpaqb)3.

(6) Montrer que cpaqb est un idéal principal.

(7) En déduire qu’il existe des entiers rationnels u, v tels que

y = u3 − 39uv2 , 1 = v(3u2 − 13v2).
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(8) Dans le taxi qui l’amène à la mairie-préfecture où il doit épouser Alice, Bernard s’aperçoit qu’en soustrayant
le carré du dernier nombre de la plaque minéralogique de la voiture au cube de l’âge de sa fiancée, il pourrait
se croire à Marseille. Alice est-elle en âge de se marier, et si oui, dans quelle ville sera célébré l’heureux
événement ?

Preuve : Le corps K est corps de rupture du polynôme P = X2 + 13.
(1) On a vu en cours le calcul de l’anneau des entiers d’uun corps quadratique. Le (a) est donc déjà connu. Pour

calculer la décomposition des idéaux premiers, il suffit d’après le (complément de) cours, de réduire le polynôme
P . On a P ≡ (X + 1)2 (mod 2), P ≡ X2 (mod 13), et P irréductible (mod 3). Ceci démontre les (b), (c) et (d),
à part le fait que p n’est pas principal. Mais s’il l’était, un générateur x + y

√
13 donnerait une solution entière

à l’équation x2 + 13y2 = 2 qui n’en a pas. De même,, l’équation en entiers x2 + 13y2 = ±1 n’a que les solutions
triviales (1, 0) et (−1, 0), d’où le v).

(2) Avec les notations du cours, on a n = 2 et t = 1. La constante de Minkowski de K vaut donc

MK =
4
π
· 2
4
·
√

52 =
4
√

13
π

≈ 4.6 < 5,

d’où la première affirmation. Les seuls idéaux entiers de norme inférieure à 5 sont O, p et 2O. Il y a donc au plus
une classe non principale (celle de p), et comme on a vu qu’elle ne l’était effectivement pas, il y a exactement deux
classes distinctes.

(3) Un tel idéal doit contenir leur différence 2
√

13, donc d | 2
√

13O = p2q, donc les seuls (idéaux) diviseurs
premiers de d sont au plus p et q.

(4) On a (y−√−13)O = σ((y +
√−13)O) = σ(cpαqβ) = σ(c)pαqβ. Tout (idéal) premier facteur commun entre

c et σ(c) serait un facteur commun entre y −√−13 et y +
√−13, donc p ou q, qui ne peuvent diviser c.

(5) Ecrivons comme au (4) (y +
√−13)O = c′pαqβ, où c′ est un idéal de O qui n’est divisible ni par p ni par q.

On a
(x)3 = (y +

√−13)Oσ((y +
√−13)O) = c′pαqβσ(c′pαqβ) = c′σ(c′)p2αq2β,

cette dernière décomposition étant en quatre facteurs premiers entre eux deux à deux. On en déduit que chacun
des quatre facteurs est lui-même le cube d’un idéal entier, c′ = c3, α = 3a et β = 3b, d’où le résultat.

(6) Le groupe des classes d’idéaux a deux éléments; la multiplication par 3 est donc l’identité sur ce groupe:
un idéal est principal si et seulement si son cube l’est. C’est donc le cas de cpaqb dont le cube est engendré par
y +

√−13.
(7) Notons u+v

√−13 un générateur de l’idéal cpaqb. Le cube de cet entier est un générateur de (y +
√−13)O,

c’est-à-dire qu’il vaut ±((y +
√−13). En changeant au besoin les signes de u et v, on choisit le signe +, d’où

l’équation y +
√−13 = (u + v

√−13)3 qui donne celles du texte.
(8) La deuxième équation impose v = −1 et u = ±2, et la première y = ±70, d’où x = u2 + 13v2 = 17. Alice

a 17 ans et le mariage a lieu à Vesoul.

Exercice 10. Dans le corps K = Q(
√−47), on note ω = (1 +

√−47)/2 et O = Z[ω] l’anneau des entiers. On se
propose d’étudier le groupe C des classes d’idéaux fractionnaires de K.

(1) Montrer que si p est l’idéal engendré par 2 et ω, p est un idéal de norme 2 distinct de son conjugué p et que
l’on a 2O = pp.

(2) Montrer que si A est la norme d’un idéal entier principal a, alors l’équation

x2 + 47y2 = 4A

admet une solution (x, y) dans Z2. Montrer que p, p2, p3 et p4 ne sont pas principaux.

(3) Montrer qu’il existe deux idéaux principaux de norme 32. Donner la liste des idéaux entiers de norme 32 et
montrer que p5 est principal.

(4) Montrer qu’il y a au plus huit idéaux entiers de norme inférieure ou égale à 4. Ë l’aide du théorème de
Minkowski, montrer que C est cyclique d’ordre 5.
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(5) Montrer que l’idéal q engendré par 3 et ω est de norme 3. Pour quelles valeurs de n l’idéal pnq est-il principal
?

Preuve : Le polynôme minimal de ω est f = X2 −X + 12.
(1) Modulo 2, on a f ≡ X(X + 1). On peut donc appliquer la proposition 7: 2 se décompose en deux facteurs,

dont l’un, noté p, est engendré par 2 et ω.
(2) Supposons donc a principal, engendré par l’entier α = a + bω. La norme A de a est la valeur absolue de

celle de α, soit A = (a + bω)(a + bω) = a2 + ab + 12b2, donc 4A = (2a + b)2 + 47b2, d’où le résultat en posant
x = 2a + b et y = b. Il est facile de voir que les équations x2 + 47y2 = m n’ont pas de solution entière pour m = 8
ou m = 32, donc p et p3 ne sont pas principaux, et que les seules solutions pour m = 16 ou m = 64 sont données
par x = ±4, y = 0 et x = ±8, y = 0 respectivement, correspondant aux idéaux 2 et 4, donc p2 et p4 ne sont pas
principaux.

(3) Pour m = 128, on trouve les solutions x = ±9, y = ±1, qui correspondent a deux idéaux principaux entiers
de norme 32. Les idéaux entiers de norme 32 sont p5, 2p3, 4p, 4p, 2p3 et p5. Seuls les deux extrêmes peuvent être
principaux: ils le sont donc.

(4) Modulo 3, on a aussi f ≡ X(X + 1), donc on peut appliquer la proposition 7: 3 se décompose en
deux facteurs, dont l’un, noté q, est engendré par 3 et ω. La liste complète des idéaux entiers de norme
au plus 4 est donc la suivante: {1, p, p, q, q, p2, p2, 2}. La constante de Minkowski du corps est 2/π

√
47 ≈

4.364445271138074545056000371 < 5. On déduit du théorème 5 que le nombre de classes de K est inférieur
ou égal à 8. Comme la classe p est d’ordre 5 dans ce groupe, C est cyclique d’ordre 5.

(5) L’élément ω est de norme 12, et il est contenu dans p et q. L’idéal engendré par ω est donc p2q ou bien 2q.
Comme q n’est pas principal (x2 + 47y2 = 12 n’a pas de solution entière), c’est p2q. De la structure de groupe, on
tire immédiatement que pnq est principal si et seulement si n ≡ 2 (mod 5).

Exercice 11. Montrez que Q(i
√

d) est factoriel pour d = 1, 2, 3, 7, 11, 19, 43, 67, 163.

Preuve : La plupart des cas ont été traités avant et les autres se font de la même façon.

4 Corps de nombres

4.1 Des extensions non quadratiques

Exercice 1. Soit K = Q(
√−5) et L = K(

√
2).

(1) Montrer que l’idéal p = (2, 1 +
√−5) de oK n’est pas principal, mais que son carré l’est. Calculer le nombre

de classes de K.

(2) Montrer que β = 1+
√−5√
2

est un entier de L. Montrer que l’idéal p′ = pOL de OL est principal.

(3) Montrer que pour tout idéal a de OK , aOL est principal.

Preuve : (1) Comme dans l’exercice précédent, on calcule la constante de Minkowski

MK = (2/π)
√

20 ≈ 2.84.

Il suffit donc de considérer la décomposition de 2: modulo 2, on a X2 + 5 ≡ (X + 1)2, donc (2) = p2, où p =
(2,
√−5 + 1) est un idéal premier de norme 2, qui ne peut être principal puisque l’équation a2 + 5b2 = 2 n’a pas

de solution entière. Toute classe contient (1) ou p et le nombre de classes est 2.
(2) Comme β2 = −2 +

√−5 est entier, il en est de même de β. Dans le groupe des idéaux fractionnaires de L,
on a l’identité

(pOL)2 = p2OL = 2OL = (
√

2OL)2.

Comme ce groupe est abélien libre, deux idéaux qui ont même carré sont égaux, donc pOL =
√

2OL est principal.
(3) Tout idéal a de OK est soit principal, soit équivalent à p, c’est-à-dire qu’il existe un élément α de K∗ tel

que a soit égal à αOK ou à a = αp. Dans le premier cas, on a aOL = αOL et dans le second aOL = α
√

2OL.
Remarque: Cet exercice est un exemple simple du théorème suivant: pour tout corps de nombres K, il existe

une extension abélienne finie L (le corps de classes de Hilbert) de K telle que tout idéal de K devienne principal
dans L.
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Exercice 2. Comment rendre un idéal principal Soit K un corps de nombres et A un idéal de OK .

(1) Montrez que A peut être engendré par un ou deux générateurs.

(2) Soit h le nombre de classes de OK de sorte que Ah = (a) et soit L = K(α) avec α = a1/h. Montrez alors
que AOL = (α) et que (α) ∩ OK = A.

(3) Déduire de (2) qu’il existe une extension L de K dans laquelle pour tout idéal A de OK , AOL est principal.

(4) Avec K et L comme dans (3), soit a ∈ OK et a = p1 · · · pr ”la” factorisation en irréductibles de a ∈ OL.
Montrez que tout factorisation a = a1 · · · as dans OK s’obtient en regroupant des orbites de l’action du groupe
de Galois de L/K sur les pi, i.e. il existe σ ∈ Sr tel que pour tout 1 ≤ i ≤ s, ai et pσ(ni−1+1) · · · pσ(ni) sont
associés dans OCK .

Preuve : (1) c’est du cours
(2) Dans OK , Ah est principal et dans OL on a (AOL)h = (α)h et donc d’après la ”factorialité” des idéaux, on

a AOL = (α). L’inclusion A ⊂ (α) ∩ OK est triviale, réciproquement soit x ∈ (α) ∩ OK de sorte que x = λα avec
λ ∈ OL. On a xh = λha et donc λh ∈ OK . En passant aux idéaux, on obtient dans OK , (x)h = (λh)Ah et donc
(λh) = Bh de sorte que (x) = BA soit x ∈ A.

(3) On note déjà que si A et B sont des idéaux dans la même classe, alors AOL est principal si et seulement
si BOL l’est. Soit alors A1, · · · , Ah un système de représentants du groupe des classes d’idéaux et soit L =
K(α1, · · · , αh) avec les αi comme dans (2). Ainsi pour tout 1 ≤ i ≤ h, AiOL est principal d’où le résultat.

(4) On écrit dans OK , (a) = P1 · · ·Pr avec d’après (3), PiOL = (pi). Etant donnée une factorisation dans
OK , a = a1 · · · as, en passant aux idéaux, on en déduit l’existence de σ tel que (ai) = Pσ(ni−1+1) · · ·Pσ(ni) et donc
le résultat.

Exercice 3. Dans tout le problème, K désigne le corps Q(α), avec α3 = 17, et A désigne l’anneau des entiers de
K

(1) Donner la décomposition en idéaux premiers de 17A.

(2) Donner la forme de la décomposition en idéaux premiers de 7A, 5A et 2A. Dans chaque cas, on calculera le
nombre de diviseurs premiers distincts, leur indice de ramification et leur degré résiduel.

(3) On pose β = 1−α+α2

3 . Calculer (α + 1)β. En déduire que β est racine du polynôme P = X3−X2 + 6X − 12.
Calculer les discriminants des bases {1, α, α2} et {1, α, β} de K/Q. En déduire que cette dernière est une
base de A comme Z-module.

(4) Montrer que β − 1 n’appartient à aucun idéal premier de degré résiduel 2. Ë l’aide des idéaux premiers
énumérés au b), trouver la décomposition en produit d’idéaux premiers de (β − 2)A et (α− 3)A. En déduire
que les idéaux premiers en question sont tous principaux.

(5) Ecrire la décomposition en produit d’idéaux premiers des idéaux βA et (β − 1)A, et trouver des générateurs
de deux idéaux premiers divisant 3A. Calculer (β−1)β2

2(β−2) et en déduire la décomposition en produit d’idéaux
premiers de 3A.

(6) Montrer que les idéaux fractionnaires de A sont tous principaux.

(7) On pose γ = 3
α−2 . Décomposer en produit d’idéaux premiers l’idéal (α+1)A, puis γA. Calculer le polynôme

minimal Q de γ sur Q et montrer que {1, γ, γ2} est une base du Z−module A. Trouver la décomposition en
produit d’idéaux premiers de Q′(γ)A et calculer |NK/Q(Q′(γ))|.

Preuve : (1) Soit p17 un idéal premier divisant αA. De l’identité 17A = α3A = (αA)3 on tire que p3
17 divise

17A. Mais la décomposition de 17A est de la forme
∏g

i=1 pei
i , avec

∑g
i=1 eifi = 3. On en déduit que g = 1 = f1 et

e1 = 3, c’est-à-dire que αA = p17 est premier et 17A = p3
17. On dit que 17 est totalement ramifié dans K.
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(2) Commençons par calculer la décomposition en produit de polynômes irréductibles du polynôme X3 − 17
modulo 2, 5 et 7. On trouve

X3 − 17 ≡




(X + 1)(X2 + X + 1)(mod2)
(X + 2)(X2 + 2X + 1)(mod5)
X3 + 4(mod7)

c’est-à-dire que, dans chaque cas, le polynôme est scindé modulo p. D’après l’introduction, la décomposition des
nombres premiers reflète directement celle du polynôme:

2A = p2p4, 5A = p5p25,

où pk est de norme k et 7 est inerte dans A. Les degrés résiduels sont 1 pour p2 et p5, 2 pour p4 et p25 et 3 pour
7. Enfin, tous les indices de ramification valent 1.

(3) On a (α + 1)β = (1 + α3)/3 = 6. On a donc directement Q(β) = Q(α) et 0 = (6/β − 1)3 − 17 =
216/β3 − 108/β2 + 18/β − 18. En multipliant par −β3/18, on trouve β3 − β2 + 6β − 12 = 0 et β appartient à A.
Le discriminant de {1, α, α2} vaut D(1, α, α2) = −NK/Q(3α2) = 33172. Le déterminant de la matrice de passage
de {1, α, α2} à {1, α, β} valant 1/3, on en déduit que D(1, α, β) = −3.172. Comme 17 est ramifié dans K (voir
a)), il doit diviser le discriminant de K. Le seul facteur carré restant ne peut être retiré, donc le discriminant de
K vaut −3.172 et {1, α, β} est une base d’entiers.

(4) Comme P est le polynôme minimal de β, la norme de β − 1 vaut −P (1) = 6, qui n’est pas divisible par un
carré d’entier autre que 1. La décomposition en idéaux premiers de (β − 1)A fait intervenir un diviseur de 2: ce
ne peut être que p2, donc (β − 1) ∈ p2. De même, de P (2) = 4, on déduit que β − 2 appartient à p2 ou p4. Mais si
β − 2 appartenait à p2, 1 = (β − 1)− (β − 2) aussi, ce qui est impossible. Donc p4 = (β − 2)A et p2 = 2

β−2A sont
principaux. Enfin, la norme de α − 3 vaut −(33 − 17) = −10, ce qui donne une décomposition (α − 3)A = p2p5,
donc p5 = (α−3)(β−2)

2 A et p25 = 10
(α−3)(β−2)A.

(5) Comme N(β) = 12, β appartient à p2 ou p4. Mais β appartient à p2, donc β ne peut pas lui appartenir,
donc β est un multiple du générateur β−2 de p4. Le calcul des normes montre que p3 = β

β−2A est un idéal premier

de norme 3. Le même raisonnement, en remplaçant β par β− 1, montre que p′3 = (β−1)(β−2)
2 A est un idéal premier

de norme 3 qui contient β − 1. Il ne peut être égal à p3 puisque β et β − 1 ne peuvent appartenir au même idéal
premier. Un calcul direct montre que (β−1)β2

2(β−2) = 12−6β
2(β−2) = −3, donc

3A =
(β − 1)β2

2(β − 2)
A =

(
β

β − 2

)2

.
(β − 1)(β − 2)

2
A = p2

3p
′
3.

(6) Le corps K a un plongement réel et deux plongements complexe. la borne de Minkowski vaut ici

4
π

.
6
27

.17.
√

3 ∼ 8, 3 < 9.

On a vu que tous les idéaux premiers de norme inférieure à 9 était principaux. Il en est de même des idéaux entiers
de norme inférieure à 9 et, d’après le Théorème de Minkowski, de tous les idéaux.

(8) De (α + 1 = 6/β, on tire

(α + 1)A =
2A.3A

βA
=

p2p4p
2
3p
′
3

p4p3
= p2p3p

′
3.

On en déduit que α− 2 = α + 1− 3 appartient à p3p
′
3, ce qui donne, en comparant les normes (α− 2)A = p3p

′
3 et

γA =
3A

(α− 2)A
=

p2
3p
′
3

p3p
′
3

= p3.

De α = 3/γ + 2 on tire comme au c) le polynôme minimal Q(X) = X3 − 4X2 − 6X + 3. Le discriminant de la
base {1, γ, γ2} est le déterminant de la matrice TrK/Q(γi+j , c’est-à-dire

∣∣∣∣∣∣

3 4 28
4 28 145
28 145 760

∣∣∣∣∣∣
= −3.172 = DK .
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On en déduit que {1, γ, γ2} est une base d’entiers de K. Le discriminant de cette base vaut −NK/Q(Q′(γ), donc
la norme de l’idéal Q′(γ)A vaut 3.172. la décomposition de Q′(γ)A ne peut donc être que p3.p

2
17 ou p′3p

2
17. On

peut vérifier que la première possibilité est la bonne par le calcul de Q′(γ) = 3γ2 − 8γ − 6 ∈ γA = p3. Cet idéal
Q′(γ)A est appelé la différente de l’extension K/Q. Ses diviseurs premiers sont précisément ceux qui sont ramifiés
au dessus de Q, et sa norme absolue est le déterminant de K.

Exercice 4. Soit θ une racine d’un polynôme F de Z[X] unitaire de degré n irréductible sur Q, K = Q(θ), O
l’anneau des entiers de K, et D le discriminant de K. On note k l’indice [O : R] de l’anneau R = Z[θ] dans O,
et Dθ le discriminant de la base {1, θ, . . . , θn−1} de K sur Q.

(1) Exprimer Dθ en fonction de D et de k. Montrer que, si un nombre premier q ne divise pas Dθ, il ne divise
pas non plus k.

(2) Soit p un nombre premier. On suppose que F est un polynôme d’Eisenstein relativement à p (p divise tous
les coefficients sauf le coefficient dominant, et p2 ne divise pas le coefficient constant). On note p l’idéal de
O engendré par p et θ. Montrer que la norme Np de p divise pn et NK/Q(θ). En déduire que Np = p, que p

est un idéal premier de degré résiduel 1 et que pO = pn.

(3) Montrer que θn−1 n’appartient pas à pn. En déduire que pour tout entier i compris entre 1 et n, θi n’appartient
pas à pi+1, et que tout élément de O est congru modulo le sous-groupe pO à un élément de R.

(4) Montrer que p ne divise pas l’indice k de R dans O.

(5) On considère désormais le cas θ = 5
√

2. Montrer que l’indice k de R dans O n’est pas divisible pas 2.

(6) Calculer le polynôme minimal de θ − 2. Montrer que 5 ne divise pas k.

(7) Montrer que dans ce cas O est égal à R.

Preuve : (1) Soit {ω1, . . . , ωn} une base d’entiers de K, et P la matrice de passage de la base {ω1, . . . , ωn} à la
base {1, θ, . . . , θn−1}. Cette matrice est à coefficients entiers, et son déterminant est égal, au signe près, à l’indice
k de R dans O. On a donc |det(P )| = k et la proposition 2 du cours donne

Dθ = disc(1, θ, . . . , θn−1) = disc(ω1, . . . , ωn)(det(P ))2 = k2D.

On en déduit que, si q est un nombre premier qui divise k, alors q2 divise Dθ.
(2) L’idéal p contient p et θ. Sa norme divise donc pn = NK/Q(p) et NK/Q(θ) qui est, au signe près, le

coefficient constant de F . Elle divise donc leur pgcd, qui est p puisque F est un polynôme d’Eisenstein. De la
relation F (θ) = 0 on tire que θn appartient à pO. Donc (p)n ⊂ pO, donc pn = N(pO) divise N(pn) = (Np)n, donc
p divise Np, et finalement Np = p. L’idéal pn divise pO et a même norme que lui: il lui est égal. La décomposition
de pO en idéaux premiers est donc n fois celle de p. Or on sait que la somme des eifi vaut n. On en déduit qu’il
n’y a qu’un idéal premier au dessus de p et que e1 = n et f1 = 1.

(3) La norme de θi est divisible par pi mais pas par pi+1. On en déduit que θi appartient à pi mais pas à pi+1.
Un élément

∑n−1
i=0 θi de R qui appartient à pO vérifie donc p|a0, puis p|a1 et ainsi de suite jusqu’à p|an−1. On en

déduit que les pn éléments de R dont les coordonnées ai sont toutes comprises entre 0 et p − 1 appartiennent à
des classes différentes modulo pO. Or il y N(pO) = pn classes distinctes. Ces éléments forment donc un système
de représentants de O/pO: tout élément de O est congru modulo p à un et un seul élément de R à coordonnées
dans la base {1, θ, . . . , θn−1} comprises entre 0 et p− 1.

(4) Supposons que p divise l’indice k de R dans O. le groupe O/R a pour ordre k, et contient donc un élément
d’ordre p. Il existe donc un élément α de O qui n’est pas dans R mais tel que pα soit dans R. D’après la question
précédente, l’intersection de pO et de R est pR. On en déduit que pα appartient à pR et α appartient à R, une
contradiction.

(5) On pose F = X5 − 2 et p = 2. On a bien un polynôme d’Eisenstein, et on peut appliquer le résultat de la
question 4.

(6) Le polynôme minimal de θ− 2 est F (X + 2) = X5 + 10X4 + 40X3 + 80X2 + 80X + 30. C’est un polynôme
d’Eisenstein pour p = 5, donc 5 ne divise pas l’indice dans O de Z[θ − 2] = Z[θ].
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(7) Le discriminant de F vaut NK/QF ′(θ) = 55(NK/Q(θ))4 = 50000 et a pour seuls facteurs premiers 2 et 5.
On a vu à la question 1 que seuls 2 et 5 pourraient diviser k, et aux questions 5 et 6 que k n’est pas non plus
divisible par 2 ni par 5. Le nombre entier naturel k n’a aucun diviseur premier.Donc k égale 1 et O égale R.

Exercice 5. On note ζ = e
2iπ
23 et L = Q(ζ). On rappelle que le degré de L sur Q est 22. Le but de ce problème

est de montrer que l’anneau O des entiers de L n’est pas principal.

(1) Montrer que 223 − 1 est divisible par 47 mais pas pas 472. Calculer NL/Q(ζ − 2).

(2) Notons a l’idéal de O engendré par 47 et ζ − 2. Montrer que, pour tout élément β de a, 47 divise NL/Q(β).

(3) On suppose que a est principal, engendré par α. Montrer que la norme N(α) divise 4722 et N(ζ−2). Calculer
N(α).

(4) Montrer que L contient un corps K quadratique sur Q et un seul.

(5) Posons ω = NL/K(α). Montrer que ω est un entier de K et que sa norme est 47.

(6) On sait, grâce à une formule de Gauß(cf. feuille d’exercices), que K = Q(
√−23). Montrer que K ne contient

pas d’entier de norme 47, et conclure.

Preuve : (1) On a 223 − 1 = 8388607 = 47.178481 et 47 ne divise pas 178481... Le polynôme minimal de ζ est
F (X) = (X23 − 1)/(X − 1) et la norme de ζ − 2 est sa valeur au point 2, c’est-à-dire 223 − 1.

(2) De façon générale, si m est un entier rationnel, α un entier algébrique, et p le pgcd de m et de N(α), la
norme de tout élément de l’idéal engendré par m et α est divisible par p. Une façon de le prouver est de remarquer
que si x = my +αz, la norme de x est un produit de conjugués de x. Un tel conjugué s’écrit ny′+α′z′, où y′, α′ et
z′ sont les conjugués correspondants de y, α et z respectivement. En développant le produit et en rassemblant tous
les termes où m apparâıt, on trouve N(x) = mt + N(α)N(z). Comme N(x), N(α) et N(z) sont rationnels, il en
est de même de t. D’autre part, t est une somme de produits d’entiers algébriques, c’est donc un entier algébrique.
En fin de compte, t est un entier rationnel, et N(x) appartient à l’idéal de Z engendré par m et N(α). Ici le pgcd
vaut 47, qui divise tout élément de l’idéal a engendré par 47 et ζ − 2.

(3) Comme a contient 47O et (ζ − 2)O, sa norme divise celle de chacun d’eux, c’est-à-dire 4722 et 223− 1. Elle
divise donc leur pgcd 47. D’après la question précédente, a ne contient pas 1, donc sa norme n’est pas 1. On a
donc montré Na = 47. Si a = αO on en déduit Nα = ±47. Montrons que la norme absolue de tout élément x de
L est positive. Notons L+ = Q(ζ + ζ−1) = L ∩ R le sous-corps réel de L. La norme y = NL/L+(x) est un élément
de L+ qui est totalement positif, c’est-à-dire que tous ses conjugués sont positifs. En effet, comme le groupe de
Galois de L/Q est commutatif, chacun de ces conjugués est produit d’un conjugué de x par son conjugué complexe
(la conjuguaison complexe commute aux automorphisme de L). On en déduit que NL/Q(x) = NL+/Q(y), qui est
le produit de ces conjugués, est lui aussi positif. En conclusion, on a démontré que N(α) = 47.

(4), (5) et (6) On a vu dans le cours et dans les feuilles d’exercices que le groupe cyclique d’ordre 22 Gal(L/Q) a
un seul sous-groupe d’indice 2. Le corps correspondant par la théorie de Galois est un corps quadratique, engendré
par la somme de Gauß

√−23. On doit avoir

47 = NL/Q(α) = NK/Q(NL/K(α)) = NK/Q(ω).

Comme ω est une norme d’entier, c’est un entier. On a vu que l’anneau des entiers de Q(
√−23) est engendré

comme Z-module par 1 et 1+
√−23
2 , on peut donc écrire ω = a+b

√−23
2 , où a et b sont deux entiers rationnels de

même parité. L’équation 47 = NK/Q(ω) s’écrit alors 188 = a2 + 23b2 et il est facile de voir qu’elle n’a pas de
solution (on aurait b2 < 9, donc b2 = 0, 1 ou 4, etc.).

4.2 Loi de réciprocité supérieure

Soit L/K une extension finie; on note OK et OL les anneaux d’entiers. Pour p un idéal premier non nul de OK .
On écrit

pOL = be1
1 · · · ber

r
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où les bi sont des idéaux premiers distincts non nuls de OL et les ei des entiers ≥ 1. On note en outre fi le
degré de l’extension de corps résiduel κ(bi)/κ(p). On rappelle que

∑
i eifi = [L : K] = n. En outre si l’extension

L/K est galoisienne, ei = e et fi = f sont constants. Quand r = 1 (resp. r = n), on dit que p est inerte (resp.
totalement décomposé). Quand tous les ei = 1, on dit que p est non ramifié. On note Spl(L/K) l’ensemble des
idéaux premiers de K totalement décomposés dans L.

Exercice 6. Soit K un corps quadratique et a ∈ Z un entier sans carré tel que K = Q[
√

a].
(1) Montrer que pour tout premier p, OK/pOK ' Fp[X]/(X2 − a).
(2) En déduire que tout p ne divisant pas 2a, (p) est non ramifié dans K puis que pour p . 2a, (p) est

complètement décomposé si et seulement si (a
p ) = 1.

(3) Montrer que Spl(Q[
√

a]/Q) est l’ensemble des premiers contenus dans une certaine réunion de classes non
nulles modulo 4a, auquel il faut éventuellement ajouter des diviseurs premiers de 2a.

Preuve : (1) On rappelle que OK = Z[ω] avec suivant la valeur de a, ω =
√

a ou ω = 1+
√

a
2 ; dans ce dernier cas,

pour α+βω ∈ OK qui n’est pas dans R = Z[
√

a], β est impair et donc congru à α+(β + p)ω ∈ R modulo p. Ainsi
dans tous les cas on a

OK/pOK ' R/pR ' Z[X]/(X2 − a, p) ' Fp[X]/(X2 − a)

(2) Si pOK = be1
1 · · · ber

r , le théorème chinois donne

OK/pOK '
r⊕

i=1

OK/bei
i

L’algèbre Fp[X]/(X2−a) étant sans élément nilpotent, (p) est donc non ramifiée dans K et OK/pOk est la somme
de r = 1, 2 corps qui sont des extensions de Fp.

Selon que X2 − a est irréductible sur Fp, i.e. selon la valeur de (a
p ), (p) ne se décompose pas ou se décompose

complètement dans K.
(3) Cela découle de la loi de réciprocité quadratique; en effet (a

p ) est déterminé à un signe explicite près, par
la classe de p modulo a.

Exercice 7. Soit ζn une racine primitive n-ième de l’unité. Soit K = Q[ζn] d’anneau des entiers OK = Z[ζn] '
Z[X]/(Φn(X)).

(1) Montrer que pour tout p ne divisant pas n, (p) est non ramifié dans K et se décompose en idéaux premiers
de même degré résiduel f égal à l’ordre de p dans (Z/nZ)×.

(2) Montrer que Spl(K/Q) est l’ensemble des premiers congrus à 1 modulo n.

Preuve : (1) On a OK/pOK ' Fp[X]/(overlineΦn(X)). On rappelle que Φn(X) se décompose en un produit de
φ(n)/f facteurs irréductibles, tous de même degré f qui est égal à l’ordre de p dans (Z/nZ)×, d’où le résultat.

(2) p est totalement décomposé si et seulement si f = 1 i.e. p ≡ 1 mod n.

Exercice 8. Soit p un idéal premier non nul de K et soit b un idéal de L au dessus de p.
(1) Montrer que l’ordre du stabilisateur Gb est égal à ef .
(2) Dans le cas où p est non ramifié, e = 1, montrer que Gb s’identifie au groupe de Galois de l’extension de

corps finis κ(b)/κ(p).
(3) Dans le cas où G est abélien, construire un élément (L/K

p ) associé au Frobenius de κ(b)/κ(p). C’est le
symbole d’Artin.

(4) Calculer le symbole d’Artin pour K = Q et L = Q[ζn] (resp. L = Q[
√

m]) pour p non ramifié.
(5) Soit L = Q[ζl] et H = (F×l )2 ⊂ Gal(L/Q) et M = LH .
(i) Montrer que M = Q[

√
l∗) avec l∗ = (−1)(l−1)/2.

(ii) Montrer que p 6= l est non ramifié dans L et M et que la restriction à M de (L/Q
p ) est (M/Q

p ) = (p
l ).

(iii) En déduire une nouvelle preuve de la loi de réciprocité quadratique.

Preuve : (1) Cela découle du fait que le groupe de Galois opère transitivement sur les bi.
(2) C’est du cours.
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(3) A bi, on associe donc un élément φbi ∈ Gbi qui correspond au morphisme de Frobenius de κ(bi)/κ(p). Pour
σ ∈ G, on a φσbi

= σφbi
σ−1 de sorte que si G est abélien φbi

ne dépend pas du choix de bi au dessus de p: on le
note (L/K

p ).

(4) Pour K = Q, L = Q[ζn] (resp. L = Q[
√

m]) et p non ramifié, on a (L/K
p ) est défini par ζn 7→ ζp

n (resp. par
(m

p ) en identifiant le groupe de Galois à {±1}).
(5) (i) On considère la somme de Gauß: τ =

∑
x∈F×l (x

l )ζ
x
l . On rappelle que τ2 = (−1

l )l = l∗, de sorte que
Q[τ ]/Q est une extension quadratique. Par ailleurs si Q ⊂ K ⊂ L est une extension quadratique alors p est le seul
premier qui peut se ramifier ce qui impose K = Q[

√±l]. Supposons que Q[il∗] soit contenu dans L, on en déduit
alors que i ∈ L ce qui n’est pas car p est impair.

(ii) (M/Q
p ) est l’identité si et seulement s’il est dans H d’où (M/Q

p ) = (p
l ).

(iii) Le résultat découle des égalités (M/Q
p ) = ( l∗

p ) = (p
l ).

Loi de réciprocité d’Artin: Pour m un idéal de K, on note Jm
k le groupe des idéaux fractionnaires premiers à

m et Pm
K le sous-groupe des idéaux principaux engendré par les idéaux principaux engendré par les α ≡ 1 mod m

qui est d’indice fini.
Pour L/K une extension finie abélienne, il existe un idéal m de K tel que le morphisme

(
L/K

) : Jm
K → Gal(LK)

est surjectif et son noyau Hm contient Pm
K que l’on peut exprimer explicitement grâce au morphisme norme

NL/K . On obtient ainsi, pour toutes les extensions abéliennes, une description en termes de congruences de la
décomposition des idéaux premiers non ramifiés: par exemple pour K = Q, pour m un générateur de m, on a
Jm
Q /Pm

Q ' (Z/mZ)× et donc le groupe Hm qui est, aux premiers ramifiés près, Spl(L/Q), est une réunion de classes
de congruences modulo m.

On peut définir aussi le symbole de Jacobi de puissance n-ième (a
b )n donné par le symbole d’Artin d’une

extension de la forme K( m
√

a)/K avec K = Q[ζn]. On peut alors énoncer une loi de réciprocité pour les puissances
n-ièmes.

Le cas non abélien: la loi de réciprocité d’Artin s’exprime comme suit: pour tout corps k, il existe un groupe
abélien CK naturellement associé à K de sorte que pour toute extension galoisienne L de K, on dispose d’un
morphisme naturel

NL/K : CL −→ CK

ainsi qu’un isomorphisme canonique définie par les symboles d’Artin:

Gal(L/K)ab ' CK/NL/KCL

On peut rêver d’un analogue non abélien, i.e. d’un groupe CK , d’une famille de morphismes NL/K tels que l’on ait
des isomorphismes Gal(L/K) ' CK/NL/KCL. Pour l’instant on ne connait rien de tel, par contre on sait associer
certaines fonctions analytiques à des représentations des groupes de Galois des extensions de K, ainsi qu’à des
représentations de GLn(AK) d’un certain anneau AK dont CK est un quotient de GL1(AK). R. P. Langlands,
dans les années 60 et 70, a formulé un important faisceau de conjectures concernant ces fonctions analytiques qui
établissent un lien entre les représentations galoisiennes et les représentations des groupes linéaires. Ces conjectures
ont été en partie prouvées récemment et fournissent ainsi une ”loi de réciprocité non-abélienne”.
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