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PLAN ET PROGRESSION

1. PREMIERE SERIE: REVISION ET MISE AU POINT SUR CERTAINES NOTIONS ELEMENTAIRES

1. Nombres complexes

1. Forme algébrique: partie réelle, partie imaginaire, opérations sur les complexes, module, conjugaison, in-
terprétation géométrique. — 2. Forme trigonométrique, forme exponentielle: argument, notation e “?, formule de
Moivre, formule d’Euler, applications, exponentielle complexe.

2. Equations et systéemes d’équations

1. Equations algébriques & une inconnue dans R et dans C: racines n-iémes dans C, méthode générale de résolution
des équations de degré 2, solutions réelles, solutions complexes. — 2. Equations linéaires & 2 ou 3 inconnues:
systemes linéaires, méthodes de résolution, pivot, déterminant 2 X 2, interprétation géométrique.

3. Développements limités

1. Notion de développement limité: définition, formule de Taylor-Young, réduction au cas des développements
limités au voisinage de 0, développements limités généralisés. — 2. Méthodes de calcul: somme, produit, division,
substitution, dérivation et primitivisation, exemples.

4. Intégrales et primitives

1. Intégrale d’une fonction continue par morceaux sur un intervalle fermé borné: principe de construction et
interprétation géométrique, principales propriétés, liens avec les primitives, cas des fonctions a valeurs complexes.
2. Méthodes de calcul: primitives usuelles, changement de variables, intégration par parties, exemples.

5. Equations différentielles linéaires

1. Equations différentielles linéaires du premier ordre: solution générale de I’équation homogene associée, solutions
particulieres de ’équation avec second membre, variation de la constante, exemples. — 2. Equations différentielles
linéaires du deuxieme ordre a coefficients constants: solution générale de I’équation homogeéne associée, équation
caractéristique, exemples de recherche de solutions particulieres de I’équation avec second membre.

2. DEUXIEME SERIE: RAPPELS ET COMPLEMENTS D’ANALYSE

6. Intégrales généralisées

1. Notion d’intégrale généralisée: divers types de problemes, intégrale convergente ou divergente, méthodes de
calculs, exemple de Riemann. — 2. Criteres de convergence: critéres de majoration et d’équivalence pour les
fonctions réelles positives, exemple de la fonction eulérienne I', convergence absolue, exemples divers.

7. Séries numériques

1. Notion de série: sommes partielles, terme général, série convergente ou divergente, exemples des séries
géométriques. — 2. Cas des séries a termes réels positifs: critéres de majoration et d’équivalence, exemple des
séries de Riemann, régles de d’Alembert et de Cauchy, exemples. — 3. Cas des séries & termes réels ou complexes
quelconques: convergence absolue, séries réelles alternées, exemples.

8. Séries entiéres

1. Notion de série entiere: rayon de convergence, disque de convergence, méthodes de calculs, exemples, série ex-
ponentielle, série entiere géométrique. — 2. Fonctions d’une variable réelle définie par la somme d’une série entiere:
intervalle de convergence, continuité et dérivabilité, application & certaines équations différentielles, exemples. —
3. Développement en série entiere d’une fonction d’une variable réelle: regles de calculs et exemples classiques.

9. Séries de Fourier

1. Coefficients de Fourier: forme réelle, forme complexe, série de Fourier, exemples. — 2. Convergences de la série
de Fourier: théoreme de Dirichlet, formule de Plancherel-Parseval, exemples et applications.

10. Fonctions de plusieurs variables

1. Fonctions scalaires de deux variables: continuité, dérivées partielles, formules de compositions, cas des coor-
données polaires, dérivées partielles d’ordre supérieur, extension aux fonctions scalaires de trois variables, coor-
données cylindriques, coordonnées sphériques. — 2. Fonctions vectorielles de deux ou trois variables: fonctions
coordonnées, matrice jacobienne, exemples et applications, opérateurs classiques de ’analyse vectorielle.



3. TROISIEME SERIE: RAPPELS ET COMPLEMENTS D’ALGEBRE LINEAIRE, ET APPLICATIONS

11. Vecteurs

1. Sous-espaces vectoriels de R™: opérations sur les vecteurs, combinaisons linéaires, notion de sous-espace vecto-
riel, intersection, somme directe et sous-espaces supplémentaires. — 2. Familles génératrices, familles libres, bases
et dimension: bases et somme directe, théoréme de la base incompléte.

12. Matrices

1. Calcul matriciel: notion de matrice, somme, produit, cas des matrices carrées, inversibilité, matrices semblables,
matrices diagonales ou triangulaires, trace. — 2. Matrices et applications linéaires: notion d’endomorphisme,
matrices d’un endomorphisme, application au calcul de l'inverse d’une matrice carrée inversible, noyau d’un
endomorphisme.

13. Changements de bases

1. Les principes du changement de bases: matrice d’une famille finie de vecteurs dans une base, matrice de passage,
premiere formule de changement de bases, seconde formule de changement de bases. — 2. Exemples d’applications
de changements de bases: calcul des puissances n-iémes d’une matrice et applications & des problemes de suites,
résolution de systemes différentiels linéaires a coefficients constants, exemples.

14. Déterminants

1. Définition et propriétés du déterminant: développements, opérations sur les lignes, transposition et opérations
sur les colonnes, exemples, multiplicativité, inversibilité. 2 — Applications des déterminants: calcul de ’inverse
d’une matrice carrée, déterminant d’un endomorphisme, caractérisation des bases, formules de Cramer pour les
systemes d’équations linéaires.

15. Diagonalisation

1. Valeurs propres et polynéme caractéristique: valeurs propres, vecteurs propres, sous-espaces propres, polynéme
caractéristique, multiplicité algébrique et multiplicité géométrique d’une valeur propre, exemples. — 2. Diago-
nalisation: notion d’endomorphisme et de matrice diagonalisables, conditions de diagonalisabilité, exemples, ap-
plication & la résolution des systemes différentiels linéaires, exemples, quelques mots sur la trigonalisation.
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Lecon 1

Nombres complexes
1. FORME ALGEBRIQUE

1.1 Forme algébrique d’un nombre complexe.

On note C I'ensemble des nombres complexes. Tout nombre complexe z s’écrit de fagcon unique:

‘ z=x+1y aveczx,y < R. ‘

Le réel x s’appelle la partie réelle de z; le réel y s’appelle la partie imaginaire de z; on note parfois:
‘ r=R(z), y=(z). ‘

Deux nombres complexes sont égaux s’ils ont méme partie réelle et méme partie imaginaire:

siz, 2,y €ER, z+iy=2"+iy & z=a"ety=1 ‘

Un nombre complexe est réel si et seulement si sa partie imaginaire est nulle. Un nombre complexe dont la
partie réelle est nulle s’appelle un imaginaire pur; leur ensemble est noté ¢R.

si z,2,y,y €R, alors [x+iyeR & y=0], et [z+iy€ciR & z=0]. ‘

1.2 Opérations sur les nombres complexes.

e ADDITION: la somme de deux nombres complexes s’obtient en additionnant leurs parties réelles et leurs
parties imaginaires:

| @Hip+ @ +iy)=@+a)+ily+y) |

PROPRIETES. Cette addition a toutes les bonnes propriétés usuelles: commutativité [z + 2’ = 2’ + 2], associativité
[z4+ (' +2"") = (z + 2’) + 2”"]. Le nombre complexe 0 = 0 + i0 est neutre pour cette addition [0+ z=24+0==z2
pour tout z € C]. L’opposé d’un nombre complexe z € C est —z = (—x) +i(—y); c’est le nombre complexe tel que
z4(—2)=(—2)+2z=0.

e MULTIPLICATION: le produit de deux nombres complexes est défini de fagon & prolonger le produit des
réels et a partir de la formule fondamentale:

Le produit de deux nombres complexes quelconques est donné par la formule:

| Gt +iy) = (2 —yy) +iley +a'y). |

PROPRIETES. Cette multiplication a toutes les bonnes propriétés usuelles: commutativité [zz" = 2’z], associativité
[2(2'2") = (22')2"]. Le nombre complexe 1 = 1+ 0 est neutre pour cette addition [1z = z1 = z pour tout z € CJ.

La multiplication est distributive sur laddition [z(z" + 2"’) = 22’ + 22”'].

o INVERSE: tout nombre complexe z non-nul admet un inverse noté z*

ou 1; c’est par définition 'unique
nombre complexe tel que zz~! = 27!z = 1; sa partie réelle et sa partie imaginaire sont données par la

formule fondamentale:

1 T Y

= —1 .
x_|_2y x2+y2 x2+y2

EN EFFET. Remarquons d’abord que le fait que z = x+iy # 0 équivaut a dire que z et y ne sont pas simultanément
nuls, donc 2 + y2 # 0. On pose alors z/ = CEQITy2 ety = —IQyTyz. On calcule:

xw’—yy’:rﬂ—iﬁ—yﬁ:1etxy’+m’y:mﬁ+mz—iy2y:0,

ce qui prouve que (z + 1y)(z’ + i1y’) = 1 et montre le résultat voulu.



1.3 Conjugaison et module.

e CONJUGUE D’UN NOMBRE COMPLEXE. On appelle conjugué d’un nombre complexe z le nombre complexe
noté Z qui a la méme partie réelle que z et une partie imaginaire opposée:

‘ siz=x+1iy avecxz,y € R, alors z =2z — iy.

Les propriétés suivantes sont immédiates:

Z=z2 2+ =z+7 et —2z=-%
2z —7Z = 2i3(2) et 2+7z=2R(z) 22 =27
Z=2z2€R et Z=-2&2€iR siz#£0, z71=(7)!

e MODULE D’UN NOMBRE COMPLEXE. Soit z = x + ¢y un nombre complexe quelconque, avec z,y € R. Le
produit de z par son conjugué est toujours un réel positif:

2z = (z +iy)(x —iy) = 2% +y? > 0.
On appelle module de z, noté |z|, la racine carrée de ce réel:
siz=x+1iy avecx,y €R, alors |z|] =V2z=+V22+y? €R,.

On résume dans le tableau ci-dessous les principales propriétés du module.

l2|=0e2=0| |22]=|z]¢| |2+ 2'| < 2]+ [2]
IZ| = |2| |27 = |2|~! pour z # 0 |R(2)| < |z| avec égalité pour z € R
| — 2| = |2| |S(2)| < |2| avec égalité pour z € iR

1.4 Interprétation géométrique.

Dans le plan (affine euclidien) rapporté & un repere orthonormé, tout point M est déterminé par ses deux
coordonnées réelles: son abscisse = et son ordonnée y. Le nombre complexe z = z+1iy est alors appelé I affize
du point M. Réciproquement, il est clair qu’a tout nombre complexe z = = + iy avec x,y € R, on associe
Punique point M de coordonnées (z,y) dans le repere choisi. On a ainsi une correspondance bijective entre
les points du plan et les nombres complexes.

Il est clair que, si M d’affixe z, alors Figure 1

e le point M’ d’affixe —z est le symétrique de M par
rapport a l'origine O du repere.

e le point M; d’affixe Z est le symétrique de M par
rapport a ’axe des abscisses du repere.

e le point My d’affixe —%Z est le symétrique de M par
rapport a ’axe des ordonnées du repere.

De plus, par définition méme du module d’une part et de la distance dans le plan d’autre part, on a:

Pour tout point M d’affixe z, le réel positif |z| = /22 +y? = OM

est la distance entre le point M et l'origine O du repere.

Il en résulte que, si A et B sont deux points d’affixes re- Figure 2
spectives z4 et zp, alors

o |zp —z4| =AB=0D
ou D est le point d’affixe zp — z4.

o |z4+2p|=0C

ou C est le point défini par la somme de vecteurs
— — —
(régle du parallélogramme): OA + OB = OC.




2. FORME TRIGONOMETRIQUE, FORME EXPONENTIELLE

2.1 Argument d’un nombre complexe non-nul.

Soit z = x + iy un nombre complexe quelconque, avec x,y € R. Notons p son module:

p=l2l=V7ze = /22 +y%
Si p =0, alors z = 0, et réciproquement.
On supposera désormais que z est non-nul, donc p > 0.
Introduisons alors le nombre complexe z; = %z. Il s’écrit sous forme algébrique z1 = x1 + iy; avec:

xlzzziw et ylzﬂ: Y .
P x24y2 P /:E2+y2
On a |z1| = |%z| = ‘—;‘|z| = %|z| = 1. Ainsi les réels x; et y; vérifient 22 + 2 = 1. Il existe donc un réel 0

tel que 1 = cosf et y; = sinf. Ainsi on a montré que:

‘ tout z € C non-nul s’écrit: 2z = p(cosf +isinf), avec p=|z| >0, et 6§ €R.

L’expression ci-dessus s’appelle la forme trigonométrique du nombre complexe non-nul z.

Un réel 0 satisfaisant cette égalité s’appelle un argument du nombre complexe non-nul z.
On note § = arg z (modulo 27, voir ci-dessous).

e REMARQUES.

1. Par définition, 6 est une mesure en radians de 1’angle orienté Figure 3

des vecteurs ((7]> ,OM) ot M est le point du plan d’affixe z
et I le point de ’axe des abscisses d’affixe 1.

2. Attention: 6 n’est pas unique;

tout réel 6 + 2km avec k € Z est un autre argument de z.
On appelle parfois argument principal de z, noté Arg z, celui
des arguments de z qui appartient & [—m, [

3. On a modulo 27 les égalités:

argz = —arg z, arg(—z) = argz + 7, arg(—%) = 7w — arg 2.

e PROPRIETE FONDAMENTALE:

si 6 est un argument de z et 6’ un argument de z’, alors 6 + 6’ est un argument du produit zz’.

Comme on sait déja que |zz'| = |z||Z’|, on peut donc résumer en:

‘ p(cosf +isinf) x p'(cos@ +isind") = pp' [cos(0 + 0") + isin(d + 6)]. ‘

PREUVE. Soient z = p(cos @ + isin0) et 2/ = p/(cos @’ + isinf’). On sait que |z2'| = pp’.

Posons z1 = %z =cosf +isinf et 2| = %z/ = cos 0’ +isin@’, de sorte que zz’ = pp’z1z]. On calcule alors:
z12] = (cos 0 + isin0)(cos 6’ + isin@’) = (cos O cos ' — sinfsin ) + i(cos @ sind’ + sin 6 cos 0’)

=cos(0 +0') +isin(6 +0’), ce qui montre le résultat voulu.

Une conséquence immédiate mais trés importante pour les applications est la formule suivante:

e FORMULE DE MOIVRE: pour tout n € N et tout § € R, on a: ‘ (cosB 4 isin @)™ = cos(nh) + isin(nd). ‘

2.2 Notation exponentielle.

On introduit la notation: pour tout # € R

‘ exp(if) = cosf +isinf |, ouencore | €% =cosf+isind ‘

Il résulte alors immédiatement des résultats du 2.1 ci-dessus que 1’on a, pour tout 6 € R:

(eiG +e—i9)’

e =1, d’ott T'on tire cos = %
) les FORMULES D’EULER: sinf = & (ef? —e~19),




Comme conséquence de la propriété fondamentale du 2.1, on obtient:

pour tous 6, 6" € R, . pour tous # € R, n € N pour tout 6 € R,
o ' .|, en particulier , , et . ,
ei0 it _ i (0+0) (619)71 — ginb L = e—t0

Avec cette notation:

tout z € C non-nul s’écrit: 2 = pe’?, avec p=|z| >0, et §€R.

Cette expression est appelée la forme exponentielle du nombre complexe non-nul z. Elle est particulierement
bien adaptée aux calculs multiplicatifs puisque, dans un produit, les modules se multiplient alors que les
arguments s’ajoutent:

pour tous 0,0’ € R, p,p’ € RY o pour tous # € R, pe R}, n e N
. et en particulier

pe“’.p’ el — (pp') et (0+0) (pew)n = pn einod

2.3 Quelques applications.

Les applications des résultats ci-dessus sur les nombres complexes sont innombrables. Sans insister ici sur les
applications de nature purement algébriques ou géométriques (trés importantes mais pas prioritaires pour
nous), donnons deux techniques utiles en analyse.

e LINEARISATION DES PUISSANCES DE sin OU cos. C’est une méthode utilisé pour le calcul de certaines

primitives de fonctions trigonométriques. Il s’agit d’exprimer cos™ x ou sin” x comme une somme de cos(pz)

ou de sin(px) avec p < n. Pour cela, on applique directement les formules d’Euler, et la formule du binéme.
EXEMPLE: cos®z = gz(e™® +e )3 = L [(e™®)3 4 3(e™)2(e™ ) 4 3(e™)(e ~*)2 + (e ~1*)?]

= 2%, [e3i® 4 e =312 4 3(e®® +e~i¥)] = %00531‘—5— %Cosx

e PROBLEME RECIPROQUE. Il s’agit d’exprimer cos(nz) ou sin(nz) comme un polynoéme en cosx ou sin z.
Pour cela, on applique directement la formule de Moivre, et la formule du binéme.

EXEMPLE: On part du développement:

(cosx + isinx)? = cos3 x + 3cos? z(isinz) + 3cosz(isinz)? + (isinx)3
= cos® x — 3cosxsin? z +i(3 cos? xsinz — sin3 z),

3

3 = cos? x et sin(3x) = I(cosx +isinx)3 = 3cos? xsinx —sin® x.

d’ott: cos(3z) = R(cosz +isinz)® = cos® z — 3 cos x sin?

2.4 Fonction exponentielle complexe.
o La fonction t — e™. D’apres ce que I'on a vu en 2.1 et 2.2, on peut considérer la fonction:
f: R=C
t el =cost+isint
Sur le plan algébrique, rappelons ses deux propriétés fondamentales:

eitei = ¢itH)  pour tous ¢t € R.

le| =1 pour tout t € R. et

Sur le plan de I'analyse, il suffit de rappeler que les fonctions cos et sin sont dérivables sur R et vérifient
cos’ = —sin et sin’ = cos pour conclure que:

it)/

=ie’

f est dérivable sur R et vérifie (e

e La fonction z — e*. Soit z € C; notons z = = + iy avec z,y € R. Comme on vient de le voir, on peut
définir €™ = cosy + isiny € C. Par ailleurs, la fonction exponentielle réelle d’'une variable réelle définit
e? € R. Le produit du nombre complexe e?¥ par le nombre réel e* sera noté e*. On définit ainsi:
e: C—-C
z=x+1iy — e* =e%(eW) = e%(cosy +isiny)
C’est un simple exercice de vérifier a partir de cette définition que:

z+z'

’
=e¢e*e®  pour tous z,2 € C|

€

On verra plus loin (lors de I’étude des séries entieres) d’autres fagons de définir cette méme fonction expo-
nentielle complexe.
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Lecgon 2

Equations et systémes d’équations
1. EQUATIONS ALGEBRIQUES A UNE INCONNUE DANS R ET DANS C

1.1 Racines n-iémes dans R.

Soit A un nombre réel fixé quelconque. Soit n un entier > 1. Une racine n-ieme de A dans R est un réel
x solution de I’équation ™ = A. Il est clair que, si A = 0, la seule solution est x = 0. On prend donc
maintenant A # 0. Rappelons les résultats bien connus suivants:

1. Pour n = 2, tout réel A > 0 admet 2 racines carrées opposées dans R (celle des deux qui est positive
est notée VA, Pautre est donc —\/Z), et tout réel A < 0 n’admet aucune racine carrée dans R.

2. Pour n = 3, tout réel A admet une unique racine cubique dans R.

3. Pour tout n > 1, tout réel A > 0 admet dans R une unique racine n-ieme positive A" = exp(% In A).

1.2 Racines n-iémes dans C.

e Prenons maintenant A un nombre complexe fixé quelconque. Soit n un entier > 1. Une racine n-ieme de
A dans C est un complexe z solution de I’équation z™ = A. Si A = 0, la seule solution est z = 0. On prend
donc maintenant A # 0. On a le résultat suivant:

THEOREME. Tout nombre complexe non-nul A admet exactement n racines n-iémes distinctes dans C.

Plus précisément, si A est donné sous forme trigonométrique:

A=re'®=r(cosa+isina), avec r =|Al € R} et a=argAeR,
les n racines n-iémes zq, z1, 22, - - . , 2zn—1 de A sont données sous forme trigonométrique par:
- a4 2k ..
2 =rY/met T = rl/n(cos AEZET 4 jgin oE2hT ) pourk=0,1,2,...,n— 1.

REMARQUE 1. Sans écrire en détails la preuve de ce théoréme, observons que c’est une application simple et directe
de la formule de Moivre. En effet, si ’'on cherche z = pe® tel que z™ = A, ’égalité des modules implique p™ = r
et I’égalité des arguments implique o« = nf modulo 27.

REMARQUE 2. Précisons bien que r1/™ désigne la racine n-i¢me réelle positive du réel strictement positif 7.

REMARQUE 3. On pourrait penser résoudre le probléme sans avoir recours a la forme trigonométrique, c’est-a-dire
écrire A sous forme algébrique A = a+1ib avec a,b € R et chercher z = z+iy avec z,y € R tel que (z+iy)™ = a+1ib
en développant et identifiant les parties réelles et imaginaires. On pourra le faire & titre d’exercice pour n = 2
(forme algébrique des racines carrées), mais le procédé devient vite impossible pour les plus grandes valeurs de n.

e Un cas particulier important dans la pratique est celui on A = 1. 1l s’agit donc de calculer les n nombres
complexes distincts solutions de I’équation 2™ = 1. On les appelle les racines n-iémes de 'unité. On déduit
du théoreme précédent:

PROPOSITION.

(i) Pour tout entier n > 0, les racines n-iémes de I'unité sont les n nombres complexes:

wn =1 _ aile _ aidm _ aifT _ ai2nbr
0o— 4, (U]_—en, w2_6n7 w3_en7"'7 wn,]_—e "

(ii) Pour tout k =0,1,2,....,n—1,0on a: wy, = wf.
(iii) On a: wo+wi +wa+ -+ +wy_1 =0.
(iv) Les n points du plan complexe qui ont pour affixe les racines n-iémes de ’'unité sont situés sur le cercle

unité U (cercle de centre O de rayon 1), et sont les sommets du polygone régulier a n c6tés inscrit dans
U centré en O et passant par le point de I'axe réel d’abscisse 1.



e EXEMPLES. —
Pourn=2,ona: wy=1
w) = et =eim = 1,
Les racines carrés de 1 sont 1 et —1;
elles vérifient 1 4 (—1) = 0.
Pour n =3, 0on a: wy =1,
wy =eiF = cos(%”) + zsm(?) = —% + z@
WQ:CU%:ei%r:COS(3)+iSiH(%):—%—7;73. n=3
. 1, V3 2 _ 1_ V3
On note | j = —3 +z§ ydonc| j2=j=—5—i%
Les racines cubiques de 1 sont 1, j et j2;
elles vérifient |14 7+ j2 =01
Pour n=4,0on a: wy=1,
;27 .. .
wy =e" T =cos(f) +isin(f) =1 n=4
wy = wi= e = cosw +isinm = —1.
w3 =wd =elF = cos(3L) + isin(3f) = —i.
Les racines quatriemes de 1 sont 1, i, —1 et —i;
elles vérifient 1 4+ ¢ + (—1) + (—i) = 0.
Pour n =6, on a: wy =1,
wy = ei% =cos(%) +isin(%) =1 —l—l@ = —j2
o = W2 — i amy 1 B |70
2 =wi=e'" =cos(F)+isin(F)=—3+i% =
w3 = etF = cosT +isinm = —1
;87 . .
wyg=¢e's = cos( )—l—zsm(‘g’) = —% —z@ =42
ws = et = cos(3F) 4+ isin(3f) = —i\/Tg =—j.
Les racines sixiemes de 1 sont 1, —j2, 7, —1, j2, —5;
elles vérifient 1 — j2 +j — 1+ 52 — j = 0.
1.2 Equations de degré 2.
e Considérons une équation de degré 2 a coefficients réels:
‘ ar’ +br+c=0, aveca,b,ceR, a#0. ‘ (1)

On introduit son discriminant: ‘ A =0b%—4ac €R. ‘

Rappelons le résultat bien connu suivant, qui donne dans tous les cas les solutions réelles de (1).
si A >0, alors (1) a deux solutions distinctes dans R, données par: 1 = # et xy = %,

A =0, alors (1) a une unique solution dans R, donnée par: xo = —%,

A <0, alors (1) n’a aucune solution dans R.

Revenons sur le cas ot A < 0. Le réel A n’a pas de racine carrée dans R, mais il a deux racines carrées distinctes
dans C. En effet, puisque —A > 0, on peut considérer v/—A, et les deux nombres complexes § = iv/—A et
—§ = —iyv/—A qui vérifient §2 = (=8)? = (ivV—A)2 = (—iv/—A)? = (1) x (—=A) = A. En particulier, on
a b2 — 62 = dac. 1l en résulte que, suivant le méme calcul que dans le cas A > 0, les nombres complexes
z1 = %(—b — ) et zg = %(—b + §) vérifient:

— — =az? — — qx? — q=2b b2 _ 2
a(z — z1)(z — z2) = az® —a(21 + 22)x + az122 = az’ —a5"r + a3 =azr’ +br tec.
. . L . b = _ b, /A
Donc z1 et z2 sont solutions de (1). De plus, ils sont conjugués car: z1 = 5a 2a et zg = 57 +1Y5 =

Conclusion: si A < 0, alors I’équation a coefficients réels (1) a deux solutions distinctes dans C, qui sont les

deux nombres complexes conjugués:
—b—iV—A

2a

—b+iv—A

1= 2a

et z9 =
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e Considérons maintenant une équation de degré 2 a coeflicients complexes:

az> +bz+c=0, aveca,bceC, a#0, ‘ (2)

et son discriminant:

‘ A =b%—4ac €C. ‘

Comme A est a priori un nombre complexe, ¢a n’a aucun sens de parler de son signe. Mais dans C tout
nombre complexe a deux racines carrées opposées (voir ci-dessus), et on peut donc consdérer les deux nombres
complexes § et —J tels que 62 = A. Des calculs en tout point similaires & ceux faits ci-dessus dans le cas
particulier ou les coefficients de 1’équation sont réels montrent alors que:

L’équation a coefficients complexes (2) a deux solutions dans C, qui sont:
—b—4§ —b+3
2a 2a

21 = et z9 =

ol +£6 sont les deux racines carrées complexes de A. Les solutions z1 et zo sont confondues et
égales a —% lorsque A = 0, et distinctes si A # 0.

2. RUDIMENTS PRATIQUES SUR LES SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES

2.1 Equations linéaires a deux inconnues.

Fixons trois réels a, b, c.

On suppose que a et b ne sont pas tous les deux nuls (I'un au moins est non-nul), ¢’est-a-dire (a, b) # (0, 0).
Formons I’équation linéaire a deux inconnues:

0

Une solution réelle de I’équation (1) est un couple de réels (x,yo) pour lequel la relation azg + byg = c est
effectivement vérifiée. Résoudre 1’équation dans R consiste a déterminer ’ensemble de toutes ses solutions
réelles. L’ensemble S des solutions de (1) est donc un sous-ensemble de I'ensemble R? des couples de réels.

e RESOLUTION ALGEBRIQUE DE (1). Deux cas peuvent se présenter:

1. Si b =0, alors on a forcément a # 0, et (1) équivaut & x = £. Ainsi une solution est un couple dont le

premier terme vaut la constante < et dont le second terme est quelconque dans R. On note:
S={(5,9);yeR}
2. Sib#0,alors y = $(c —az) = —%x + ¢. Ainsi une solution est un couple dont le second terme
s’exprime en fonction du premier suivant la relation précédente. On note:
S={(r,-grx+f);zrecR}
Dans les deux cas, ’ensemble S est non-vide, et il est infini, dépendant d’un parametre réel.

e INTERPRETATION GEOMETRIQUE DE (1).

Dans le plan (affine, euclidien) muni d’un repére orthonormé, on peut identifier tout point M au couple (z, y)
de ses coordonnées relativement & ce repere. Comme tout sous-ensemble de R?, 'ensemble S s’identifie & un
sous-ensemble de points du plan. Il est bien connu qu’il s’agit ici d’une droite, dont on rappelle ci-dessous
sans démonstration la description:

1. Sib=0, alors S est la droite verticale passant par le point de ’axe horizontal d’abscisse .

2. Sib# 0, alors S est la droite de pente —¢ coupant ’axe vertical au point d’ordonnée 7.

casb=0 casb#0,aveca# 0oua=0
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REMARQUE. On a dés le départ exclu le cas a = b = 0. Dans ce cas en effet, la résolution de (1) est triviale:
oU ¢ = 0, alors I’équation 0z 4+ Oy = 0 est trivialement vérifiée par tout couple de réels. Donc S = R2.

OoU ¢ # 0, alors I’équation 0z 4+ 0y = ¢ # 0 n’admet aucune solution. On dit que S est vide, ce que l'on
note S = 0.

2.2 Systemes d’équations linéaires a4 deux inconnues.

Fixons six réels a, b, c,a’, b, ¢’. Formons le systeme d’équations linéaires & deux inconnues:

{ax—i—by =c (1)

(=) adr+by=< (2)

Une solution réelle du systeme (X) est un couple de réels (x, yo) pour lequel les deux relations axo+byo = c et
a'xog+b'yo = ¢ sont simultanément vérifiées, ¢’est-a-dire qui est solution & la fois de (1) et de (2). L’ensemble
S des solutions de (X)) est donc le sous-ensemble de R? formé des couples de réels qui appartiennent  la fois
a Pensemble S; des solutions de (1) et & 'ensemble Sy des solutions de (2). On dit que S est 'intersection
de &1 et Sz, et 'on note S = S§1 N Ss.

e LES CAS DEGENERES.

— Si (a,b) =(0,0) et ¢ # 0, alors (1) n’a pas de solution, et donc le systeme (X) n’en a pas non plus; dans
ce cas S = ).

— Si (a,b) = (0,0) et ¢ = 0, alors tout couple de réels est solution de (1), donc les solutions du systeme
(32) sont celles de la seule équation (2); on est ramené & I’étude de 2.1 et S = Sy peut étre soit § (lorsque
a =b =0etc #0), soit R? tout entier (lorsque a’ = b’ = ¢/ = 0), soit un ensemble infini & un parametre
correspondant a une droite.

— Si (a,b) # (0,0) mais si (a’,b") = (0,0), idem en échangeant les roles des équations (1) et (2).

On pourra donc supposer dans la suite que (a,b) # (0,0) et (a’,’) # (0,0).

e METHODE GEOMETRIQUE.

Sous réserve que chacun des deux couples (a;b) et (a’,b’) soit différent de (0, 0), I'ensemble S; des solutions
de (1) correspond & une droite D7 du plan, ’ensemble Sy des solutions de (2) correspond & une droite Do,
et Pensemble S des solutions de (X) est Uintersection des droites D1 et Dy. Trois cas sont possibles:

si ab’ # a'b, les pentes des droites sont distinctes, donc elles ne sont pas paralleles; leur intersection est
un unique point My, et ses coordonnées forment I'unique solution du systeme (X).

si ab’ = a’b, les droites sont paralleles;
ou b'c = bc’, dans ce cas les droites Dy et Do sont confondues, et donc S = S; = Sy est ’'ensemble
infini & un parametre correspondant a cette droite.
ou b'c # bc, dans ce cas les droites Dy et Ds sont strictement paralleles, donc elles n’ont aucun point
commun, et S est alors vide.

premier cas deuxiéme cas troisiéme cas
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e METHODE ALGEBRIQUE.
Il résulte en particulier de ce qui précede que:

le systéme (X) a une unique solution si et seulement si a’b — ab’ # 0. ‘

|ab

Jdy | = ab/ - a/b

On appelle déterminant du systeme (X) le réel ab’ — a’b. On le note:

Un systeme dont le déterminant est non-nul s’appelle un systéeme de Cramer; il a donc une unique solution.
Lorsque le déterminant est nul, le systéme peut avoir pour ensemble de solutions: soit R? tout entier, soit un
sous-ensemble infini de R? dépendant linéairement d’un parametre (une droite), soit I’ensemble vide (aucune
solution).

La question est de disposer de méthode permettant de déterminer explicitement ’ensemble des solutions.

Un premier procédé (élémentaire) est la méthode dite par substitution.

Il consiste & exprimer par exemple y en fonction de x dans I'une des équations, on reporte cette expression dans
lautre équation qui ne fait alors intervenir que x, on résout en z, et on en déduit y en revenant & ’expression
de départ. Pour évidente qu’elle soit, cette méthode a deux inconvénients: (1) elle est assez efficace pour des
systemes avec des coefficients numériques mais se préte mal aux raisonnements avec discussion suivant divers cas
pour les systémes dépendant de parametres, (2) elle devient plus difficile & mettre en ceuvre pour des systémes de
plus de deux équations avec plus de deux inconnues.

C’est pourquoi on préferera souvent la méthode dite méthode de Gauss (ou méthode du pivot, ou encore
méthode d’échelonnement par combinaisons linéaires), qui a 'avantage de s’appliquer dans un cadre tout a
fait général. Nous la décrirons au paragraphe suivant. Contentons-nous ici de donner un exemple:

r+ay=1 (1)

EXEMPLE. Fixons un parametre réel a # 0 et considérons le systeme (X) .
ar+4y =2 (2)

ax + o’y = a (1)

Comme « # 0, on obtient un systéme équivalent en multipliant (1) par o: .
ar +4y =2 (2)

az + a?y = a (1)

On remplace ensuite (2) par la différence (2) — (1): {(4 2) 9 @)’
—af)y=2—-a«

Trois cas apparaissent alors, suivant que 4 — a2 est nul ou non:

- Sia#2et o # —2, alors on tire de (2’) que y = % = %H On reportant dans (1), il vient que
r=1—-ay=1-— QL_‘_Q = %_‘_2 Dans ce cas, le systéme a une unique solution qui est le couple (%4—2’ OLLH)
2 1
L’ensemble S des solutions est alors noté: |S = {(——, ——=)} |
at+2 a+2

—2y=1 oy =1
- Si a = —2, alors on réécrit (X): {w Y ou encore en multipliant (2) par -1 {r Y

—2rx+4y =2 27 lz—2y=-1

11 est clair que les deux équations sont incompatibles. Le systéme n’a pas de solution. On note | S =

r+2y=1

- Si a = 2, alors on réécrit (X):
20 + 4y =2

2y =1
ou encore en multipliant (2) par %, {:c I 2y L 11 est
T+ 2y =

clair que les deux équations sont équivalentes. On a ‘ S={(1-2y,y); y€eR} ‘

On remarquera que le réel 4 — o qui apparait naturellement dans cette méthode de résolution n’est autre que le
déterminant du systéme; il est donc normal que sa nullité ou non soit le point crucial de la discussion.

e REMARQUE. On considere de méme des systemes de 3 (ou plus) équations a deux inconnues correspondant
a Pintersection de 3 droites (ou plus...) dans le plan, avec tous les cas de positions relatives de ces droites.

2.3 Systemes d’équations linéaires a trois inconnues ou plus.

Un systeme linéaire de trois équations a trois inconnues dans R est un systeme de la forme:

ar + by + ¢z = d (1)
() drx + Vy + Jdz = d (2) ,
d'v + by + 'z = d' (3)

ou les coefficients a,a’,a”,b,b',b" ¢, ', ", d,d',d" sont fixés dans R. Une solution de (X) est donc un triplet
(70, Y0, 2z0) € R? pour lequel ces trois relations sont simultanément vérifiées. L’ensemble des solutions S que
I’'on cherche & déterminer lorsque 1’on résout le systeme est donc un sous-ensemble de R3.
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REMARQUE. Si aucune des 3 équations n’est dégénérée, un tel systéme s’interpréte géométriquement comme
Pintersection de 3 plans dans l’espace, qui peut étre vide, ou réduite & un point (le systéme a alors une seule
solution, qui est un triplet de réels), ou égale & une droite (I’ensemble des solutions du systéeme dépend alors
linéairement d’un parametre), ou égale & un plan (I’ensemble des solutions dépend alors linéairement de deux
parameétres).

Lorsque le systeme a une seule solution, on dit que c’est un systeme de Cramer. Comme dans le cas précédent,
cela se produit si et seulement si le déterminant du systéme est non-nul. Mais dans le cas d’un systeme 3 x 3, le
déterminant est plus difficile & définir que dans le cas 2 X 2. On verra cela plus tard dans un autre chapitre.

e METHODE DE GAUSS.

Elle repose sur les trois regles fondamentales suivantes, que I’on montre en toute généralité, pour tout systéeme
linéaire de m équations & n inconnues:

(R1) si I'on permute deux équations du systéme, on obtient un systéme équivalent (c’est-a-dire qui a exacte-
ment le méme ensemble de solutions);

(R2) si 'on multiplie les deux membres d’une des équations du systéme par un méme réel non-nul, on obtient
un systéme équivalent;

(R3) Sil’on ajoute a I'une des équations du systéme le produit d’une autre équation par un réel, on obtient
un systéme équivalent.

Elles permettent de se ramener a un systeme (équivalent a celui de départ) qui est échelonné, c’est-a-dire tel
que le nombre d’inconnues apparaissant dans chaque équation diminue strictement d’équation en équation.
La derniere donne alors I’'une des inconnues, dont on reporte la valeur dans les équations précédentes, et ’'on
remonte le systeme dans l'autre sens pour trouver de proche en proche toutes les inconnues.

o EXEMPLES NUMERIQUES.

r+y+z=1 B z+y+z=1 ; z+y+z=1 z=3
E) daet2y—2=-1 DO ) T o o OFO ) o )y—2.-2-14
2e+y+3z=1 (@)=2x(1) —y+z=-1 —z=-3 r=—-y—z+1=—-6

Le systéme (X1) a une unique solution, qui est le triplet (—6,4,3). On note S = { (—6,4,3) }.

=1 =1
T T T R iy
2t y+dz=4 72D —y+22=2 y-22=-2 T=-y-zl=-3243

Les solutions de (X2) sont donc tous les triplets de la forme (—3z + 3,2z — 2, z) avec z quelconque. Le systéme a
donc une infinité de solutions dépendant linéairement d’un parameétre; on note S = { (—3z+3,2z—2,z); z € R }.

r+y+z=1 z+y+z=1 z+y+z=1 les deux derniéres
_ (2)-(1) _ _ . .
(E3) z+2y—2=-1 ——— y—2z=-2 —— y—2z = —2 —— équations sont
20 +y+ 42 =3 (3)=2x(1) —y+2z=1 y—2z=-1 incompatibles

Le systéme (X3) n’a donc aucune solution; on note Sz = §).

e EXEMPLE AVEC PARAMETRES. Soient et § fixés dans R. On considére dans R? le systéme linéaire:

{1V T80 B e ol 0 20 @
T+ + az = = ! a—1)z = !
x + Z + z =0 3) 2= x+y+z = 0 (3)

On raisonne donc en distinguant les quatre cas suivants:
lercas: a#let f#1

(1’) a pour seule solution y = 0 et (2’) a pour seule solution z = 0. Alors (3) devient z = 0. L’ensemble des
solutions de (X) est donc ’ensemble & un seul élément {(0,0,0)}.

2eme cas: a=1let B#1
(1") a pour seule solution y = 0 et tout z € R est solution de (2). Alors (3) devient z+ z = 0. L’ensemble des
solutions de (X) est le sous-ensemble D = {(—z,0, z); z € R} de R3; il y a une infinité de solutions dépendant
linéairement d’un paramétre.

3emecas: a# let =1
(2") a pour seule solution z = 0 et tout y € R est solution de (1’). Alors (3) devient z+y = 0. L’ensemble des
solutions de (3) est le sous-ensemble D’ = {(—y,y,0);y € R} de R3; il y a une infinité de solutions dépendant
linéairement d’un parameétre.

4éme cas: a=1let =1
Tout y € R est solution de (1’) et tout z € R est solution de (2’). Le systéme équivaut & la seule équation

x +y+2z=0. L’ensemble des solutions de (3) est le sous-ensemble P = {(—y — z,y,2); ¥,z € R} de R3; il y
a une infinité de solutions dépendant linéairement de deux parameétres.
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Module d’Harmonisation des Connaissances en Mathématiques — L3 IUP GSI — Licence Physique et Ingénieries — F. DUMAS

Lecon 3

Développements limités
1. NOTION DE DEVELOPPEMENT LIMITE

1.1 Définition et premiéres propriétés.

On se donne un réel x( fixé.

On considére un voisinage de xg, ¢’est-a-dire ici un intervalle |zg — o, 2o + af, avec a > 0.

Soit f une fonction réelle d’une variable réelle définie sur Jz¢ — a, zg 4+ af, sauf éventuellement au point x.

On dit que f admet un développement limité a l'ordre n (ou n € N fixé) au voisinage de zo lorsqu’il existe
un réel 8 < a, des réels ag, ay, ..., a,, et une fonction ¢ : Jzg — B, zo + B[ — R tels que:

f(x) =ap+a1(x —m0) + az(z — 20)% + -+ + an(x — 20)" + (z — 20)"e(x) pour tout = € Jxg — B, z0 + B[,
avec lim e(x) =0
T—xT(
Le polynéme ag + a1(x — z0) + az(z — x9)% + - - + an(x — 20)" s’appelle la partie réguliére du D.L.,
le terme (z — xo)™e(x) s’appelle le reste.
On peut démontrer les propriétés suivantes:

1. Si f admet un D.L. a ’ordre n au voisinage de xq, alors il est unique.
2. Si f admet un D.L. & 'ordre n au voisinage de xg, alors f admet un D.L. au voisinage de xg & tout ordre m < n, dont
la partie réguliére s’obtient en prenant les m + 1 premiers termes du D.L. a U'ordre n.

3. Si f admet un D.L. & l'ordre n > 0 au voisinage de xg, alors lim f(z) = ao.
T—x(

1

—— sur l'intervalle I = } —%, —|—% [ Pour tout n € N, on sait que

EXEMPLE: Considérons la fonction f(x)

-z
1+a:+x2+x3+---+a:"=%:ﬁ—m"ﬁ. Posons £(z) = 2= pour tout z € I. On a donc:
L =14+z+a?+a®+- +a" +a"e(zx), avec lir%a(x):O.
T—

1.2 Liens avec la formule de Taylor-Young

THEOREME. Si f est de classe C™~! au voisinage de xq et si f(™(zq) existe, alors f admet un D.L. & 'ordre
n au voisinage de xq, qui est donné par la formule de Taylor-Young:

(@) = fwo) + f'(z0)(x — z0) + 3" (z0) (& — w0)* + - + 7 f ™ (wo) (& — o)™ + (x — z0)"e().

REMARQUE 1. Ce théoréme (que nous rappelons ici sans démonstration) donne une condition suffisante
pour 'existence d’un D.L., mais elle n’est pas nécessaire. C’est-a-dire qu’on peut avoir I’existence d’un D.L.
sans que les hypotheses de la formule de Taylor-Young soient satisfaites.

CONTRE-EXEMPLE: soit f la fonction définie par f(z) = x + 22 + 23 cos % si z # 0, et par f(0) =0.

Posons e(z) = x cos % On a lin}) e(z) = 0 puisque |e(z)| < |z|. Donc, par construction méme, la fonction f admet
xr—

f(z) = z + 22 + 22¢(x) comme D.L. & ordre 2 au voisinage de 0. Et pourtant, f est bien continue et dérivable

1

sur R, mais on peut aisément vérifier que f/(0) n’existe pas [car é(f’(:c) — f'(0)) =2+ 3z cos é +sin - n’admet

pas de limite quand z — 0].

REMARQUE 2. Ce théoreme peut permettre de calculer effectivement un D.L.

EXEMPLE: soit f la fonction définie par f(z) = v/2 + 2e® pour tout € R. Elle est de classe C* sur R donc le
théoréme ci-dessus s’applique. Déduisons-en par exemple un D.L. de f a l’ordre 3 au voisinage de 0. Pour cela,
on calcule les dérivées successives:

f’(z) — (2 + 261)71/2 6137 f"(:c) — (2 4 281)—3/2(821 _'_261)7 f”’(:c) — (2 + 261)—5/2(631 +2 2w +4ez)'
On en tire en particulier les valeurs: f(0) =2, f/(0) = %, 7)) = %, 57(0) = slz
En les reportant dans la formule de Taylor-Young, on en déduit le D.L. de f(z) & l'ordre 2 au voisinage de 0:
VZ+2e® =2+ to4 22?4 Lad + 23e(a).

On verra plus loin d’autres méthodes (en général plus efficaces et rapides) de calculs explicites de D.L.
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1.3 Réduction au cas des D.L. au voisinage de 0.

Reprenons les données et notations du paragraphe 1.1. Il est clair que dire que f admet un D.L. & 'ordre n
au voisinage de xg équivaut & dire que la fonction g définie par g(z) = f(x+x¢) admet un D.L. & ordre n au
voisinage de 0, ce dernier étant donné par g(z) = ag+air+azz?+- - -+a,x"+2"¢ (1), avec e’ (z) = e(xo+x).

EN cLAIR: [’étude d’un D.L. peut toujours se ramener a celle d’'un D.L. au voisinage de 0.

C’est pourquoi, classiquement, on se limite pour les développements techniques qui vont suivre, a considérer
des D.L. au voisinage de 0. Répétons ce que deviennent dans ce cas la définition 1.1 et le théoreme 1.2:

e On dit qu’une fonction f définie au voisinage de 0 admet un D.L. a 'ordre n au voisinage de 0 lorsqu’il
existe un intervalle |— 3, +/3][, des réels ag, a1, ..., a,, et une fonction ¢ : |-G, +3[ — R tels que:

f(x) =ap+ a1z +axx® + -+ a,x™ + 2"(x) pour tout x € |—3,+4],
avec lir% e(x)=0

e Si f est de classe C"~! au voisinage de 0 et si f(™)(0) existe, alors f admet un D.L. & 'ordre n au voisinage
de 0, qui est donné par la formule de Taylor-Young;:

fl@) = £(0) + f/(0)a + 5f"(0)2® + - + 5 M (0)2" +a"e(z).

EXEMPLE FONDAMENTAL. Un exemple d’application du théoreéme ci-dessus est celui de la fonction f(z) = e®.
Elle est de classe C° sur R et vérifie €/ (z) = e(z) pour tout z € R, de sorte que toutes les dérivées successives
e(™(z) sont aussi égales & €. Il en résulte que ™ (0) = --- = e”(0) = ¢/(0) = e(0) = 1, et I'application de
la formule de Taylor-Young donne un D.L. de €* a tout ordre n au voisinage de O:

e =1+az+ 522+ 23+ + Ha" 4 2"e(a)

REMARQUE. Si une fonction paire f admet un D.L. au voisinage de 0, alors la partie réguliere de ce D.L.
n’admet que des puissances de x d’exposant pair (c’est-a-dire a; = 0 si ¢ impair). Idem si f impaire.

1.4 Généralisations des développements limités.

e Si f est définie seulement a droite , on peut parler de D.L. a droite: la définition est la méme, mais la

fonction € est définie a priori seulement a droite de 0, et vérifie 1%m>05(;v) = 0. Idem a gauche.
rz—0,x

e Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme ], +o00[. On dit que f admet un développement
limité (généralisé) au voisinage de +o0o lorsque la fonction z — f(1) admet un D.L. au voisinage de 0 a
droite. Idem au voisinage de —oo.

EXEMPLE. Considérons la fonction f(z) = _*5 sur]l,+oo[. Ona f(z) = 1—1l . Lorsque z tend vers +o00, 'inverse

x
y =1 tend vers 0 & droite. Or on a vu en 1.1 que la fonction y — —— admet pour D.L. & un ordre n quelconque
x 11—y

au voisinage de 0: ﬁ =14+y+y2+y3+---+yn+ y™e(y). On en déduit que:

= —1+%+z%+mi3+-~-+zin+zine(l), avec lim 6(%):0

T T x—+00

est un D.L. (généralisé) de la fonction f & l’ordre n au voisinage de +oo.

e Méme si f n’admet pas de D.L. au voisinage de 0, il peut exister une fonction g équivalente a f au voisinage
de 0 telle que le quotient 5 admette un D.L. au voisinage de 0, permettant d’avoir une expression de la forme:

F(@) = g@)lao + @12+ ara + -+ ana” +"e(x)]  avec lim (z) = 0

EXEMPLE. 1_112 = %[1 +ax+a?+ad 4+ a2 +axe(x)]  avec zhl»% e(x)=0

2. METHODES DE CALCULS
Le principe général que 1'on adopte dans la pratique est de connaitre quelques D.L. classiques de fonctions

de références (déterminés par exemple grace au théoréme 1.2), puis de combiner ceux-ci grace aux régles
rappelées ci-dessous (sans démonstration).
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2.1 Quelques D.L. classiques
Au voisinage de 0, pour tout entier n > 1, et avec lim e(x) = 0, on a le D.L. fondamental:

x—0

e =1+az+ 52+ 23+ + Ha" 4 a"e(x)

d’ou l'on tire:

che =1+ gz?+ 2t +-- + ﬁxzn + 22" He(2)

she =+ 2%+ La°+- -+ —(%}H)Ixz’”l + 222 ()

cost =1—ga?+ Lzt + -+ (—1)"—(2;)!:52" + a2t le(x)

: _ 1.3 1.5 n 1 2n+1 2n+2
sinw =& — 3;2° + 527 + - + (1) Gy e + " e (x)

De méme a partir du D.L. fondamental:

ala—1)(a—2)...(a—n+1)

1+2)*=1+az+ a(Oélfl)x2 + a(aflg)!(a72) 34 ( 2) & 4 27 ()

on obtient:

H%z =l-ao+z?—23+ -+ (=1)"2" + 2"¢(x)

L =14+z+2?+2+ - +2" +2"e(z)

—1+112 =1-2?4a2* — 28+ 4+ (=1)"2®" 4+ 22 ne(a)

1 1+x2—|—x4—|—x6—|—~--—|—a:2"—|-x2"+1n5(a:)

T—22 —

In(l1+x) =z — 2%+ 223 — 1z* + - + (—1)"La" + a"e()

_ .. _ 1.3 1.5 _ 1.7 _1\yn_1 2n+1 2n+2
arctanr = r — 32° + z2° — 2" + -+ (1) 557 +x e(x)

argthe = o+ 32° + 2% + 27 + - + 2711“:62"“ + 22"+ 2¢(1)

Enfin, sans avoir de forme simple pour un D.L. a Uordre n quelconque, on a au voisinage de 0 et a l’ordre 8:

tanz =z + 1a® + 2% + JLa7 + a¥e(x)

_ . _ 1.3, 2.5 17 .7, .8
the = — 52° + 52° — 552" + 2°¢()

2.2 Somme et produit de D.L.
PROPOSITION. Si f et g admettent toutes les deux un D.L. a I'ordre n au voisinage de 0, alors:
(i) Ia fonction f+ g admet un D.L. a I'ordre n au voisinage de 0 dont la partie réguliére est la somme des
parties réguliéres des D.L. de f et g.
(i) la fonction fg admet un D.L. & I'ordre n au voisinage de 0 dont la partie réguliére est la somme des
termes de degré < n dans le produit des parties réguliéres des D.L. de f et g.

EXEMPLE. Calculons un D.L. & 'ordre 5 au voisinage de 0 de f(z) =sinz(chz — ﬁ)

On a d’abord: cha — i = (1 + 522 + fa*) — (1 —z + 2% — 2% 4+ 2% — 2°) 4 2Pe(a)

=z — 2%+ 2% — Bt + 25 + 2Pe(a).
Puis: f(z) = (z — §2° 4+ 1552° + 2%(2))(z — 322 + 2° — Ba* 4 25 + 25¢(2))
=z — 223+ (— + Dzt + (-2 + L)2® + 25¢(x)

_ 2 _ 1.3, 5.4 7.5 .5
=2° — 50° + g2t — $x° + r°e(w).
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2.3 Composition de D.L.

PROPOSITION. Si f et g admettent toutes les deux un D.L. a I'ordre n au voisinage de 0, et si f(0) = 0,
alors la fonction g o f composée de g par f admet un D.L. a I'ordre n au voisinage de 0, dont la partie
réguliére s’obtient en substituant la partie réguliére du D.L. de f dans la partie réguliére du D.L. de g, et
en ne conservant que les termes de degré < n.

EXEMPLE. Calculons un D.L. & l'ordre 4 au voisinage de 0 de h(z) = e®"2.
Onah=gofon flx) = Sin:r =z — %9163 ;— $418(3$) Véirifie bief f(0) =0,
g(x) =e* =1+a+ 50° + g2° + 572° + 2%e(2).
done: h(z) =1+ (x— £2%) + L(2 — 22°)2 + L(z — 22°)° + S (x — $2%)* + 2te(w)
=1+ (@ —32%) 4+ 5(a? — 22 + £ab) + $(2® — 225+ )+ H (& + ) +ate(a)

=1+z+ 322 — fz* + 2'e(x).

2.4 Intégration de D.L.

PROPOSITION. Si f est continue sur un intervalle I contenant 0 et admet un D.L. a 'ordre n au voisinage de
0, alors toute primitive F' de f sur I admet un D.L. a I'ordre n+ 1 au voisinage de 0, dont la partie réguliére
s’obtient en intégrant terme a terme la partie réguliere du D.L. de f .

EXEMPLE. Calculons un D.L. a 'ordre 7 au voisinage de 0 de F(z) = arcsinz.

Ona F'(z) = f(z) = ﬁ = (1 —22)7'/2. On en obtient un D.L. avec la formule donnant un
D.L. pour (14 z)* en prenant o = —% et en remplacant = par —z2. On obtient:

fl@) =14 (=3)(=2%) + 5(=3)(=3)(=2)* + §(=3)(=3)(=3)(=2?)* + 2% (2)
=1+ 2% + 32t + Zab + ab¢(x).
On integre terme & terme pour conclure: F(z) =z + g2° + 5a° + 2527 + 27¢(z) + K,
avec K constante réelle. Mais comme on sait que arcsin0 = 0, on a forcément K = 0. On conclut
donc finalement: arcsinz =z + ga® 4+ S2° + 2527 + 27e(x).

2.5 Quotient de D.L.

PROPOSITION. Si f et g admettent toutes les deux un D.L. a 'ordre n au voisinage de 0, et si g(0) # 0, alors
la fonction f/g quotient de f par g admet un D.L. a Pordre n au voisinage de 0, dont la partie réguliére est
le quotient a I'ordre n dans la division suivant les puissances croisantes de x de la partie réguliére du D.L.
de f par la partie réguliére du D.L. de g.

1—cos(2z)
zshx -

D'une part: 1—cos(2z) = £ (22)? — £ (22)* + £ (22)5 + 27e(z) = 2% (2 — 222 + Lot + 2¢(2)),
3

EXEMPLE. Calculons un D.L. & 'ordre 5 au voisinage de 0 de h(z) =

d’autre part: zshz = z(z + §2% + F2° + 2% (2)) = 2?2 (1 + 22? + 52 + 2e(2)).

(2) = 1790520 — g 252 4 Lgd | aSe(y),

glz) = 82 =14 122 4 Loa 4+ 25¢(a).

Donc h(z) = gf;g;a ou l'on a posé: {

On effectue la division suivant les puissances

croissantes de z de la partie réguliere de f(z) 2.2, 4.4 1,2, 1 .4
par la partie réguliere de g(z): 2730t L+ 67 + mp?
2—}—%%2—1—%5‘ 2—x2+%m4
Comme h est paire et que donc seuls des 2 13 4
termes d’exposant pairs apparaissent dans le T 1507
D.L., on conclut qu'un D.L. de h(z) a l'ordre —z? — izt
5 au voisinage de 0 est: 43 4
180
h(z) =2 —a? + {52t + ade().
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REMARQUE PRATIQUE. Effectuer une telle division est souvent fastidieux; aussi est-il nécessaire, avant de se
lancer dans ce type de calcul, de s’assurer qu'une autre méthode (par exemple une composition avec ﬁ)
ne permet pas d’arriver plus simplement au résultat.

T
sinx *

EXEMPLE. Calculons un D.L. & l'ordre 4 au voisinage de 0 de f(x) =

On pense a priori & un quotient (il est tout a fait possible de faire la division suivant les puissances
croissantes de x pour parvenir au résultat), mais on peut aussi procéder de la maniére suivante.

Cwing — g 13 L5 5 sy 1
On a: sinx = — §2° + 552° + 2°¢(x). Posons: u = -

Il est clair que u tend vers 0 quand x tend vers 0. De plus, par définition de u, on a:

(sinw — x) = —3a? + 5o’ + ate().

1

Or 7 =1 — u+u® + u¢(u), et on peut substituer (en appliquant la proposition de 2.3):

flx)y=1- (—%m2 + ﬁm‘*) + (—%m2 + 1—50334)2 + xte(z)
=1+ ta? 4+ (— 35 + 3)z* + z*e(2)

=1+ 22? + g2t + ate(x).

2.6 Applications des D.L.

Un D.L. permet de donner une approximation d’une fonction par un polynéme, ce qui est précieux dans
bien des situations: calculs de limites, étude locale d’une courbe, étude des branches infinies, position d’une
courbe par rapport a ses asymptotes,... Sans entrer dans les détails, donnons quelques exemples de calculs
de limite ot les D.L. permettent de “lever une indétermination”.

EXEMPLE. Calculons lim 1=<g3z
€Tr—>

o tan®z

A priori, on a une forme indéterminée car le numérateur et le dénominateur tendent tous les deux
vers 0. Mais au voisinage de 0, on a cosz = 1 — $2% + 2%¢(z) et tanz = x+ 12° + 2¢’(z). Donc:

1—cosz  za’+ade(x) §+ze(n)
tan’z 22+ a3/ (z) 1+ ae(x)’
: 1 / _ : l—cosxz __ 1
et comme %12%) e(z) = ili%a (x) = 0, on conclut que %11% = 3.

ExEMPLE. Calculons lim [z —2?In(1+ 1)].

r——+0o0
A priori, on a une forme indéterminée car chacun des deux termes de la différence tend vers +oo.
Mais au voisinage de +oo, on a:

1y 1 1 1 1 1 : 1y
1D(1+;)—;—W+3?+1—36(E), avec rl{ﬂ[—looa(;)_07

au voisinage de 0. Donc:

8=

car In(1+u) = u — $u? + 1u® + wPe(u) pour u =

?In(l+ ) =z-1+L +1e(L), avec lim £(L) =0,

r——+00

d’ou l'on tire que lir+n [z —2?In(1+ 1)] = lirf 3-=—12cd)] =3

8

Notons pour finir que plusieurs limites “classiques” (et & connaitre !) découle immédiatement de calculs avec
les D.L. C’est le cas entre autres de:
sin x . cosz—1 e’ —1

lim =1, lim =0, lim
x—0 X z—0 x z—0 xT

=1
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Module d’Harmonisation des Connaissances en Mathématiques — L3 IUP GSI — Licence Physique et Ingénieries — F. DUMAS

Lecon 4

Intégrales et primitives

1. INTEGRALE D’UNE FONCTION CONTINUE PAR MORCEAUX SUR UN INTERVALLE FERME BORNE

1.1 Principe de la définition de 1’intégrale

On fixe un intervalle fermé borné I = [a,b] de R, avec a < b deux réels.
Une subdivision de I est une famille finie (zg, z1, z2,...,z,) de réels de I tels que:

a=20 <21 <Tog <+ < Tp_1<xy,=>.

Premiére étape: intégrale d’une fonction en escalier. Une
fonction f : I — R est dite en escalier sur I s’il existe une Figure 1
subdivision a = zg < 21 < 22 < -+ < Tp_1 < Tp =bde [
telle que f soit constante sur chacun des intervalles ouverts
Jzi—1, 2], pour tout 1 <14 <n.

Si 'on appelle a; la valeur constante prise par f sur
Jzi—1,2;[, on définit Iintégrale [, f comme le réel:

I f= é(ffi — Ti1) .

Par définition, ce réel [ ; [ mesure I'aire limitée par la courbe représentative de f et I'axe des abscisses, en
comptant positivement ce qui est au dessus de l'axe, et négativement ce qui est en-dessous.

Seconde étape: intégrale d’une fonction continue par
morceauz. Une fonction f : I — R est dite continue par
morcaux sur I s’il existe une subdivision a = zg < 71 <
Tg <+ < Tpo1 < T, = b de I telle que f soit con-
tinue sur chacun des intervalles ouverts |x;_1, x;[, pour tout
1 < i < n, et telle que f admette une limite a gauche et une
limite & droite (par forcément égales) en chacun des points
de la subdivision.

Figure 2

11 est clair que les fonctions continues sur I et les fonctions en escalier sur I sont des exemples de fonctions
continues par morceaux sur I.

On montre (et nous admettons) que toute fonction f
continue par morceaux sur I peut étre “approchée uni-
formément” (notion que nous ne pouvons pas détailler ici)
par une suite (f,) de fonctions en escalier, et que la lim-
ite de la suite de réels ( 1 fn) est alors convergente. C’est
cette limite, dont on montre qu’elle ne dépend pas de la
suite (f,,) choisie, que l'on appelle lintégrale de f sur I.

Figure 3

On la note [, f, ou encore f; f(t)dt.

REMARQUE 1: le réel f: f(t) dt mesure l'aire limitée par la courbe représentative de f et axe des abscisses,
en comptant positivement ce qui est au dessus de 'axe, et négativement ce qui est en-dessous.

REMARQUE 2: le réel f: f(t) dt ne dépend pas des valeurs prises par f aux éventuels points de discontinuité
(qui sont de toute fagon en nombre fini).

1.2 Principales propriétés.

(1) LINEARITE: si f et g sont deux fonctions continues par morceaux sur I = [a, b], et si A est un réel fixé,
alors on a:

[Pf+g)tydt= [P r@ydi+ [gtydt et [OAF(E)dt = A([2 F(t)db).
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(11) EGALITE PRESQUE PARTOUT: si f et g sont deux fonctions continues par morceaux sur I = [a, b] telles
que f(t) = g(t) pour tout ¢t € I sauf éventuellement un nombre fini, alors f: fit)ydt = f:g(t) dt.

En d’autres termes, on ne change pas la valeur de 'intégrale si on modifie la valeur prise par f en un nombre
fini de points de I.

(1) RELATION DE CHASLES: si f est une fonction continue par morceaux sur [a, b] et sur [b, ], alors f est
continue par morceaux sur [a, c] et 'on a:

SEpyde+ [ f(e)yde= [ f(t)dr.

(1v) POSITIVITE: si f est une fonction continue par morceaux sur I = [a,b], et positive sur I (sauf
éventuellement en un nombre fini de points), alors f: f(®)dt > 0.

Il en résulte bien sir que, si f(t) > g(t), alors f: f)dt > f:g(t) dt

1.3 Lien avec les primitives.
D’apres les propriétés (ii) et (iii) ci-dessus, toute intégrale d’une fonction continue par morceaux sur I se
ramene a une somme d’intégrales de fonctions continues sur des sous-intervalles de I.

EN EFFET: soit f continue par morceaux sur I = [a,b]. Soit a = 0 < 21 < 22 < -++ < Tp—1 < Tn = b une

subdivision de I telle que f soit continue sur chaque intervalle ouvert Jz;_1, z;[ et admette une limite & gauche et
une limite & droite en chacun des z;. Pour tout 1 < ¢ < n, on définit une fonction f; : [z;—1,x;] — R en posant:

filt) = f(t) sit €]wi_1,zi, fi(zic1) = . lim ) f@) et fi(zy))= lim  f(t).

—Ti_1,t>Ti t—x;,t<z;

Par construction, f; est continue sur [z;_1, ;] et coincide avec f sur |z;—1,z;[. Donc f;’i_l fi(t)dt = f;’i_l f(t)dt

d’apres la propriété d’égalité presque partout. Et donc, d’aprés la relation de Chasles:

[2rydt = i:jl Jo fydt = i:jl JE | fat) dt.

11 suffit donc de savoir calculer I'intégrale d’une fonction continue. Sous cette hypothese, la notion d’intégrale
est intimement liée a celle de primitive. Tout repose sur le résultat suivant (que nous admettons).

THEOREME FONDAMENTAL. Soit f : [a,b] — R continue sur [a, b].

(i) En notant|F,(x) = [ f(t)dt|pour tout x € [a,b], Papplication F, : [a,b] — R est une primitive de f,

ce qui signifie par définition que:

F, est dérivable sur [a,b], et | Fl(x) = f(z) | pour tout x € [a, b].

(ii) Les primitives F' de f sur [a,b] sont toutes les fonctions F de la forme F, + A, avec A € R.

(iii) La fonction Fy, est la primitive de f sur [a,b] qui s’annule en a.

(iv) Pour toute primitive F de f sur [a,b], on a fb f(t)dt = F(b) — F(a) |, que I'on note: [F(z)]b.

(v) En particulier, [, f(t)dt = — f: f(t)dt.

On verra a la section suivante comment on calcule techniquement les primitives, et donc les intégrales.

1.4 Cas des fonctions a valeurs complexes.

On prend toujours I = [a, b], mais on suppose maintenant que f : I — C est & valeurs complexes. On définit
classiquement la fonction partie réelle f1 : I — R et la fonction partie imaginaire fo : I — R de f par:

f@t) = f1(t) +if2(t) pour tout ¢ € I.
On peut montrer aisément que f est continue par morceaux sur [ si et seulement si f1 et fo le sont, de sorte
que l'on définit naturellement:

b b b
S, f@)ydt = [ fi(t)dt+i [ fa(t)dt.
En outre, si f est continue par morceaux sur I, il en est de méme de la fonction |f|, (qui désigne le module
de f, et donc la valeur absolue dans le cas particulier ol f est a valeurs réelles), et 'on a:

| [P F@ydt] < 1)) de
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2. METHODES DE CALCUL.

Au niveau élémentaire, le calcul des intégrales via celui des primitives repose sur deux arguments:
e on connait certaines primitives de fonctions usuelles ou de référence (parce qu’on sait reconnaitre ces
fonctions comme des dérivées d’autres fonctions connues);
e on se ramene a ces primitives de référence en les combinant par linéarité, par intégration par parties,
et par changement de variables (voir ci-dessous).

2.1 Quelques primitives usuelles.

On rappelle dans le premier tableau ci-dessous les quelques primitives les plus fondamentales (& connaitre
absolument). La fonction F' est, pour chaque ligne, UNE primitive de la fonction f donnée. On n’oubliera
pas les constantes additives pour obtenir les autres primitives.

données f(x) F(x) intervalle de validité

neN ™ %ﬂx”“ R
aceRa# -1 x® %_Hx‘”l R%
% Inz R%

e* e’ R

cos T sinz R

sinz —coszT R

chz shz R

shz chz R

D’autres primitives usuelles sont données dans le second tableau ci-dessous.

f(x) F(x) intervalle de validité
—— =1+tan’z tan Jep-1%, ep+1) 5[, oup € Z
—t— =1+ cotan® —cotanz lpm,(p+1)w[,oup € Z
ﬁ arctanx R
11_12 arcsin x 1-1,1]
xé+1 In(z + V22 +1) = argshz R
—— In|z + 22 — 1| = argchx ]1, +oo|
— 2 In[1EL| = argthz 1-1,1]

EXEMPLES.

1
1
/0 1+¢2 dt = [arctan x](lJ = arctanl — arctan0 = %

3
5 46 107
/ (562 +2t — 1) dt = 20 + 22 — a3 = 51 — 20 _ 10T
\ 3 3 3

/2
/ sinz = [~ cosz]]/? = 1.
0
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2.3 Changement de variables.

THEOREME.
Pour toute fonction ¢ : [a,b] — R de classe C'! et toute fonction continue f : [p(a), p(b)] — R, on a:

@(b)

b
") dt = w) du
/a fle(t)] ¢ (t) dt / L

DY

EXEMPLE 1. Calculons/ dt
—3/2 244

On pose u = (t) = t? + 4, donc du = ¢'(t) dt = 2t dt. Par ailleurs, o(—3) = 2 et ¢(v/5) = 9.

V5 2 9 1 9 s - \/_ .
—3/2 V2 +4 25/4 VU 25/4 | J25/4 = [2v/2l35/4

1
ExXEMPLE 2. Calculons / Vv1-—t2dt.

0
On pose u = @(t) = arcsint, c’est-a-dire ¢ = sinu, donc dt = cosu du. Par ailleurs, ¢(0) =0 et p(1) = 7.

1 /2 /2
D’ou: / V1—t2dt = V1 —sin?u cosudu = / cos® u du.
0 0 0

Pour achever le calcul, on est alors conduit & linéariser le cos?

cos2a = 2cos? a — 1 pour écrire:

, C’est-a-dire a utiliser la formule de trigonométrie

/2 /2
/0 cosQUdu:%/O (1+c032u)du:%[a:—i—%sinZa:]g/z:%.

2.4 Intégration par parties.

THEOREME. Soient u et v deux fonctions [a,b] — R continues sur [a,b] et de classe C! par morceaux sur
[a, b]; alors on a:

b b b
/ W (t)o(t) dt = [u(tyo(t)]” - / w(t)' (1) dt

s
ExempPLE 1. Calculons / tcostdt. On pose u =t donc v’ =1, et dv = cost dt donc v = sint.
0

s s
On obtient alors / tcostdt = [tsint]g — / sintdt =0 — [— cost];r = —2.
0 0

ExemMpPLE 2. Calculons / Intdt. On pose u = Int donc v’ = %dt, et dv = dt donc v =t.
1

On obtient alors/ Intdt = [tlnt]i —/ dt=e—(e—1)=1.
1 1

/2
ExXEMPLE 3. Calculons X = e 2 cost dt.

0
On pose v = e~ 2 donc v/ = —2e~2* dt, et dv = costdt donc v = sint.
/2 w/2

On obtient alors X = [e™**sint] 3/2 + 2/ e 2sintdt =e " —|—2/ e 2'sint dt.

0 0
On réapplique la formule avec: © = e~2* donc v’ = —2e7 2t dt, et dv = sint dt donc v = — cost.

/2 w/2
Donc: / e ?sintdt = [ — e cost] 3/2 — 2/ e ?costdt =1—2X.
0 0

On a ainsi: X =e ™ +2(1 —2X) d'ou X = %(e,ﬂ +2).
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Module d’Harmonisation des Connaissances en Mathématiques — L3 IUP GSI — Licence Physique et Ingénieries — F. DUMAS

Lecon 5

Equations différentielles linéaires

1. EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES DU PREMIER ORDRE

1.1 Données et terminologie.

e Une équation différentielle linéaire du premier ordre est une équation différentielle que 1'on peut mettre
sous la forme:

| V@) +a@y@) =bx), | (1)

ol a et b sont deux fonctions fixées d’une variable réelle x définies sur un intervalle I, et y est une fonction
de = dérivable sur I. La fonction b(x) est appelée le second membre de 1’équation. Une fonction y de x
dérivable sur I qui satisfait effectivement la relation (1) pour tout « € I est appelée une solution de (1) sur
I. Résoudre (1) sur I consiste & déterminer toutes ses solutions.

e Par tradition, on dit que I’on a obtenu la solution générale de (1) lorsqu’on a déterminé toutes ses solutions.
Si on connait une fonction yo qui est solution de (1), on dit que yo est une solution particuliére de (1).

e On appelle équation différentielle homogéne (ou sans second membre) associée a (1) 'équation différentielle:
| V@) +a@y@) =0, | ()

Par opposition, I’équation (1) de départ est appelée équation compléte ou avec second membre. L'intérét de
Pintroduction de (2) résulte de I'observation suivante:

OBSERVATION FONDAMENTALE: la solution générale de (1) s’obtient en ajoutant une solution particuliére
de (1) a la solution générale de I’équation homogéne (2).

EN EFFET, soit yo une solution particuliere de (1) sur un intervalle I. On a donc y{(z) + a(z)yo(x) = b(x) pour
tout = € I. Donc pour toute fonction y dérivable sur I, on a:

Y () +a(@)y(z) = b(z) < ¥'(z)+a(@)y(@) =yp(2) + al@)yo(z) < (y—yo)' () + a(x)(y — yo)(z) =0,

ce qui prouve que y est solution de (1) si et seulement si y — yo est solution de (2).

1.2 Solution générale de ’équation homogeéne.
PROPOSITION:la solution générale de I’équation homogeéne (2) est donnée par:
y(a) = CemA®),
ou A(z) est une primitive quelconque de a(z) et C' une constante quelconque décrivant R.

EN EFFET, sur tout intervalle I olt y(z) ne s’annule pas, (2) équivaut a:

Donc la solution générale de (2) sur I vérifie In |y(z)| = —A(z) + k avec A(z) primitive de a(z) et k constante
quelconque dans R. Ou encore |y(z)| = e¥ e=A(®), Comme par hypothése y(z) ne change pas de signe sur I, on

obtient le résultat voulu avec C' = e® si y(x) > 0 et C = —eF si y(z) < 0.

EXEMPLES.
La solution générale sur I = ]0, +oo[ de ¢’ — %y =0 est y(z) = Ce™® = Oz, avec C € R quelconque.

La solution générale sur I = ]0, +oo[de y' + %y =0est y(z) =Ce % = £ avec C' € R quelconque.

R

La solution générale sur I = ]0, +oolde y' — £ty = 0 est y(z) = C e = Cze”, avec C € R quelconque.

1.3 Solution particuliére de I’équation avec second membre.

e Premiere méthode: détermination directe d’une solution plus ou moins évidente.
EXEMPLE. Résoudre sur I = R 1’équation (1) suivante: y’ — 2y = 3. L’équation homogeéne
associée est y’ — 2y = 0, dont la solution générale est C'e?*, avec C' € R. De plus, il est clair
que la fonction constante y = —% est une solution particuliere de (1). On conclut que la solution

générale de (1) est y(z) = Ce** -2, avec C € R.

25



e Seconde méthode: procédé systématique dit de la “variation de la constante” (encore un héritage termi-
nologique de l'histoire !). En s’appuyant sur la forme de la solution générale de (2), la méthode consiste a
rechercher une solution particuliere de (1) qui soit de la forme:

y(z) = z(x) e 4,
avec toujours A(z) une primitive de a(z), mais z qui est cette fois une fonction de x. On a:
y(z) = 2/ (x) e A®) —z(z)a(z) e~ A®),
Dire qu’une telle y(z) est solution de (1) équivaut donc a:
2 (z) e~ @) —z(x)a(x) e~ @) fa(z)z(x) e~ A®) = b(x).
Le second et le troisieme termes se simplifient (c’est le but de la méthode !) et 'on obtient z/(z) = b(x) e

On détermine alors z(x) par calcul d’une primitive de b(z) e*(®), et on reporte cette fonction z(z) trouvée
dans y(z) = z(z) e=4(®) pour obtenir une solution particuliere de (1).

Aw)

8=

EXEMPLE. Résoudre sur I = ]0,4o0[ I'équation (1) suivante: y' — 1y =1 e~

L’équation homogene associée est 3y’ — %y = 0, dont la solution générale est Cz, avec C' € R. On
cherche alors une solution particuliere de (1) sous la forme y(z) = z(z)x. Elle vérifie y'(x) =
2'(z)x + z(z), donc est solution de (1) si et seulement si z'(z)z + z(z) — Lz(x)z = %e—%. On en
tire 2/(z) = % e~ %, dont une primitive est z(z) = e~*. On conclut qu’une solution particulitre

de (1) est y(z) = ze~*, et donc la solution générale de (1) est y(z) = Cx 4+ ze %, avec C € R.

2. EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES DU DEUXIEME ORDRE A COEFFICIENTS CONSTANTS

On se limite ici au cas particulier ou les fonctions coefficients des dérivées successives de la fonction inconnue
y sont des constantes.

2.1 Données et terminologie.

e Une équation différentielle linéaire du deuxieme ordre a coefficients constants est une équation différentielle
que 'on peut mettre sous la forme:

| ay'(@) +by' (@) +ey(@) =d(z), | (1)

ol a, b, c sont des réels fixés (des constantes, pas des fonctions) tels que a # 0, le second membre d(x) est
une fonction de x définie sur un intervalle I, et y est une fonction de x deux fois dérivable sur I. Comme
dans le cas précédent, on parle de solution générale et de solution particuliere de I’équation.

e On appelle équation différentielle homogéne (ou sans second membre) associée a (1) ’équation différentielle:

| ay'(@) +by' (@) +ey@) =0, | ()

On a encore (la vérification est analogue a celle faite en 1.1):

OBSERVATION FONDAMENTALE: la solution générale de (1) s’obtient en ajoutant une solution particuliére
de (1) a la solution générale de I’équation homogéne (2).

2.2 Solution générale de I’équation homogeéne.

DEFINITION: les données étant celles de 2.1, on appelle équation caractéristique associée a (1) et a (2)
I’équation algébrique de degré 2 a coefficients réels:

‘ ar? +br+c=0. ‘ (E)

On introduit classiquement le discriminant de (E):

‘ A = b% — 4dac. ‘

Rappelons que 1'on sait résoudre une équation algébrique comme (E):

si A > 0, alors (E) admet deux racines réelles distinctes r1 = %(—b —VA) et rg = %(—b +VA),

si A =0, alors (E) admet une racine réelle double ro = —%,

si A < 0, alors (E) admet deux racines complexes distinctes r1 = %(—b —ivV—A) et rog = ﬁ(—b—i— iv/—A), et

puisque a, b, ¢ sont réels, elles sont conjuguées, c’est-a-dire de la forme r1 = a + i et 1o = a — i avec o, 8 € R.
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L’existence de solutions de (E) dans R ou C suivant le signe de A détermine alors les solutions de 1’équation
différentielle homogene (2). C’est 'objet du théoreme suivant, que ’on rappelle ici sans démonstration.

THEOREME. Avec les données et hypothéses ci-dessus, trois cas sont possibles:

(i) Si A > 0, alors (E) admet deux racines réelles distinctes 1 et ra, et la solution générale de (2) est

alors:
y(x) = Cren* +Cye™*  avec Cy,Cy € R.

(ii) Si A =0, alors (E) admet une racine réelle double rg, et la solution générale de (2) est alors:
y(z) = (Crz + Ca)e™®,  avec C1,Cy € R.

(iii) Si A <0, alors (E) admet deux racines complexes conjuguées o + i3 et a — if3, et la solution générale
de (2) est alors:
y(x) = e*®[C} cos(Bx) + Cysin(fz)], avec C1,Cz € R.

REMARQUE: en physique, on préfere souvent donner la solution générale dans le cas (iii) sous la forme:
y(x) = Ae*® cos(fr +¢), avec A€ Ry, peR.

En effet, comme cos(Bz + ¢) = cos(Bz) cos ¢ — sin(Bzx) sin ¢, on passe d’une expression & 'autre de la solution y

par les formules:
{Clecoscp A:\/C%+022

(&1 —Cs

— —Asi cos p = et sinp =
& sine Y= Jcrica v = oz

EXEMPLES.

o Considérons ’équation différentielle homogene (2) suivante: y” —y = 0. L’équation caractéristique associée
est 72 — 1 = 0, qui admet les deux racines réelles distinctes 1 et —1. La solution générale de (2) est donc
y(z) = C1 e +Cre™ %, avec C1,Cy € R quelconques.

e Considérons ’équation différentielle homogene (2) suivante: y” — 2y’ +y = 0. L’équation caractéristique
associée est r2 — 2r + 1 = 0, qui admet une racine réelle double 1. La solution générale de (2) est donc
y(x) = (Ciz + Cs) e, avec C1,Cy € R quelconques.

o Considérons ’équation différentielle homogene (2) suivante: y”’ +y = 0. L’équation caractéristique associée
est 7241 = 0, qui admet les deux racines complexes conjuguées i et —i. Avec o = 0 et 3 = 1, on conclut que
la solution générale de (2) est donc y(z) = Cq cosx + Cosinx, avec C1,Cy € R quelconques. Elle s’exprime
aussi sous la forme y(x) = Acos(xz + ¢), avec A € R, et p € R quelconques.

2.3 Solution particuliere de ’équation avec second membre.

Sans donner de méthode générale, on indique ci-dessous quelques cas particuliers fréquents de seconds mem-
bres.

o Si le second membre d(x) est un polynéme, on cherche une solution particuliere yo(z) de (1) qui soit un
polynome.

EXEMPLE. Considérons I’équation (1) suivante: y” — 2y’ + y = 2. On cherche yq sous la forme
yo(x) = Az + p; on a alors y{ () — 2yy(x) + yo(x) = 0 — 2\ + Az + p, de sorte que yo est solution
de (1) si et seulement si A = 1 et u—2A = 0. D’ott yo(z) = z+2. Comme on avait déja déterminé
au 2.2 la solution générale de I’équation homogene associée, on conclut que la solution générale
de (1) est y(x) = (Crz + C2) e” +x + 2, avec C1,Cy € R quelconques.

On fera preuve de bon sens dans le choix du degré m du polynoéme yo(x) que l'on cherche. Ce degré m
dépend bien stir du degré n du second membre d(z), mais aussi des coefficients a, b, ¢ du premier membre. 11
est facile de voir que l'on peut prendre m =nsic# 0, m=n+1sic=0etb#0,et m=n+2sic=b=0
et a # 0.
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e Si le second membre d(x) est le produit d’un polynome par une exponentielle €*® on cherche une solution
particuliere yo(z) de (1) qui soit de la méme forme.

EXEMPLE. Considérons I’équation (1) suivante: y” —y = e*. On cherche yg sous la forme
yo(z) = p(x) e® avec p fonction polynomiale; on a alors:

yo(x) = p'(x)e” +p(z)e” et yg(x) =p/(z)e” +2p'(x) e” +p(z)e”,

donc yi(z) — yo(z) = [p"(x) + 2p'(x)] e, de sorte que yo est solution de (1) si et seulement si
p"(z) + 2p'(z) = 1. On peut trouver un polynéme p solution de p”(z) + 2p'(z) = 1 qui soit de
degré 1: il suffit de prendre p(z) = 2. Une solution particuliere de (1) est donc yo(z) = Fze®.
Comme on avait déja déterminé au 2.2 la solution générale de 1’équation homogene associée,
on conclut que la solution générale de (1) est y(xz) = (5 + C1)e” +Cze™", avec (1,0 € R
quelconques.

e Si le second membre d(x) est une somme di(x) + da(x), on cherche une solution particuliere yo(z) de (1)
qui soit la somme d’une solution particuliere y;(z) de 'équation ay” + by’ 4+ ¢ = di(z) et d’une solution
particuliere yo(x) de ’équation ay” + by’ + ¢ = da(x). Ceci est utile par exemple si dy et da sont de 'un des
deux types considérés précédemment.

ExEMPLE. Considérons 'équation (1) suivante: y” — 3y’ + 2y = 2% + 23 chx.
L’équation homogene associée (2) est y” — 3y’ + 2y = 0.

Son équation caractéristique 2 — 3r 4+ 2 = 0 admettant les deux racines réelles distinctes 1 et 2,
la solution générale de (2) est y(x) = C; e® +C5 €** avec Cy,Cy € R.

—X

On casse ensuite le second membre d(z) = 2%+12° chx en une somme d(z) = 2+ 1z e® +1a3e

On cherche une solution particuliere y; de I’équation y” — 3y’ + 2y = 22 sous forme polynomiale;
apres calculs, on obtient:
y(z) = %mz + %x—F %.

On cherche une solution particuliere yo de I’équation y” — 3y’ + 2y = %x3

e® sous forme p(x)e*
avec p(z) polynomiale. Il vient p” — p’ = £2®, soit p’ — p = 1a*, dont une solution polynomiale
est p(z) = —(%2* + $2° + 32 + 32 + 3). On obtient donc:

yo(x) = —(§a* + 1% + 22 4+ 32 + 3) e”.

On cherche une solution particuliere y3 de I'équation y” — 3y’ + 2y = 23 e~ sous forme g(z) e~

avec ¢(z) polynomiale. Il vient ¢” — 5¢' + 6¢ = %x?’, dont une solution polynomiale est g(z) =
%xz)’ + %xg + %x + %. On obtient donc:

x

ys(z) = (132° + 5p2° + o+ f55) 7"

On en déduit que la solution générale de (1) est y(z) = C1e® +Cqe%* +y1(x) + yo(x) + y3(2),
avec (1, Cy € R quelconques.
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Module d’Harmonisation des Connaissances en Mathématiques — L3 IUP GSI — Licence Physique et Ingénieries — F. DUMAS

Lecon 6

Intégrales généralisées

1. NOTION D’INTEGRALE GENERALISEE

On suppose connue la notion d’intégrale d’une fonction continue par morceaux f : [a,b] — R sur un intervalle

fermé borné (un segment) [a,b], avec a,b € R, a < b. On la note f:f(t) dt. On cherche a étendre cette
notion aux cas ou f est définie sur un intervalle infini ou ouvert.

1.1 Premier type de probléme.
On considere f : [a,b[ — R continue par morceaux, avec a,b € R, a < b. A priori, f n’est pas définie en b.

Si I%m , f(t) existe dans R, (appelons alors ¢ cette limite), on prolonge f par continuité a gauche en b en
t—b,t<

posant f(b) = ¢, de fagon & obtenir une fonction continue par morceaux sur [a,b], pour laquelle 'intégrale
est bien définie. Dans ce cas, il n’y a pas de probleme.

La vraie question se pose si libm , f(t) = £o00 ou n’existe pas. Dans ce cas, le principe est le suivant:
t—b,t<

PRINCIPE: on prend a < z < b, de sorte que f est continue par morceaux sur [a,x]; on considére f; ft)dt;

puis on fait tendre x vers b a gauche.

Ceci conduit a la définition suivante:

DEFINITION. Avec les données ci-dessus, on dit que I'intégrale f; f(t)dt converge lorsque 1%)111 , [ @) dt
r—b,x<

existe dans R; dans ce cas, on a: f: ft)dt = I%m bfar f(t)dt.
r—b,x<<

Dans le cas contraire, on dit que f; f(t)dt diverge.

EXEMPLE 1. Soit f : [0,1] — R définie par f(t) = ——. Figure 1
On a t—}11{?<1 f(t) = +oo.

Pour tout z € [0,1[, on calcule [ f(t)dt = [arcsint|; = arcsinz.

Comme lim1 arcsinz = Z, on conclut que

)
xr— 2

1 dt ™
Jo —A—= converge et vaut .

EXEMPLE 2 Soit f : [0, 1] — R définie par f(t) = . Figure 2

—
On a tJi{?ﬂ ft) = 4o0.

Pour z € [0, 1], on calcule [ f(t)dt = — [ln(l—t)}g =—1In(1—2).

Comme lim In(1 —2) = —oo0, on conclut que
rz—1,x<1

1 dt .
Jo 1% diverge.

REMARQUE. On a bien sir une notion analogue pour f : ]a,b] — R avec probleme & droite en a; on prend
a < x < b, on considere ff f(t) dt; puis on fait tendre x vers a a droite.

1.2 Second type de probléme.

On consideére f : [a,4+00[ — R continue par morceaux, avec a € R. L’intervalle sur lequel on veut intégrer
n’est donc pas borné. Le principe est le méme que dans le cas précédent:

PRINCIPE: on prend = > a, de sorte que f est continue par morceaux sur [a, x]; on considére f; f(t)dt; puis
on fait tendre x vers +oc.

Ceci conduit a la définition suivante:
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DEFINITION. Avec les données ci-dessus, on dit que I'intégrale fl:roo f(t) dt converge lorsque hrf faw ft)dt
T—1T00
existe dans R; dans ce cas, on pose fa+°° ft)dt = lirf [ @) dt
T—1T00

Dans le cas contraire, on dit que fa+°° f(t)dt diverge.

e EXEMPLE 1. Soit f : [1,+oo[ — R définie par f(t) = 1. Figure 3
Pour tout = € [1, 400, on calcule fl t)dt = [ln t] =Inz.
Comme lim Inz = +o0, on conclut que
r——+0o0
f;roo 4 diverge.
e EXEMPLE 2. Soit f : [1,+0o[ — R définie par f(t) = 7. Figure 4
Pour tout = € [1, +oo[ on calcule fl t)dt = [ %]f =1- %
Comme lim 1— = =1, on conclut que
r——+00
[7°° dE converge et vaut 1.
e EXEMPLE 3. Soit f : [1,+o0o[ — R définie par f(t) = cost. Figure 5
Pour tout = € [L, +o0[, on a [;" f(t)dt = [sint]] =sinz —sin1.
Comme 1i1}_1 sin x n’existe pas dans R, on conclut que
T—T00
f;roo costdt diverge.

ATTENTION ! Erreur fréquente et grave: la condition . lig_n f(t) = 0 n’est pas suffisante pour assurer la
— T 00
convergence de l'intégrale fa+°° f(t)dt. (Voir 'exemple 1 ci-dessus).

Elle n’est d’ailleurs pas non plus nécessaire (on verra plus loin que f1+°° cost? dt converge bien que f(t) = cost?
n’admette pas de limite pour ¢ — +00). En revanche on peut montrer que si f(¢) admet une limite finie £ pour

t — 400, et si on sait que fa+°° f(t) dt est convergente, alors nécessairement ¢ = 0.

REMARQUE. On a bien siir une notion analogue pour un intervalle du type f : ]—00,b] — R; on prend = < b,
on considere f; f(t)dt, puis on fait tendre x vers —oo.

1.3 Problémes mixtes.

On consideére f : ]a,b] — R continue par morceaux, avec a € R ou a = —o0, et b € R ou b = +00. On a donc
un probleme éventuellement aux deux bornes de l'intégrale. Le principe consiste alors a “casser” l'intégrale
en une somme de deux intégrales (par la relation de Chasles) et & étudier séparément les deux morceaux.
Plus précisément, on a la définition suivante:

DEFINITION. Avec les données ci-dessus, considérons un réel ¢ tel que a < ¢ < b.
On dit que Dintégrale f: f(t)dt converge lorsque [ f(t)dt et fcb f(t) dt convergent toutes les deux; dans ce
cas, on pose f: ft)ydt = [7f(t)dt+ fcb f(t)dt

Dans le cas contraire, on dit que f; f(t)dt diverge.

EXEMPLE 1. Soit f :]—1,1[ — R définie par f(t) = —= —. Ona lim f(t)= lim f(t)=+oc.

V1— t—1,t<1 t——1t>-—1

On a donc un probléme en —1 et un probleme en 1. On étudie donc séparément fo 1 t2 et f_ 1 t2

(On a coupé en 0, on aurait pu choisir n’importe quel autre réel —1 < ¢ < 1).

On a vu plus haut que fo \/— converge et vaut 5. On montre de méme que:

-
f L = lim fo 4 —  lim [arcsin t]o = lim (—arcsinz) = 7J.
-1 vi-t z——1,2>—-1"% 1-t r——1,z>—1 r——1,z>—1

On conclut quef L m converge et vaut: f L 1 t2 f_l \/W"’_fo \/%:%+%:7r
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EXEMPLE 2. Soit f :]0,+o0o[ — R définie par f(t) = . On a un probleme en +oc (intervalle non borné)
et un probleme en 0 (car lim % = 400). On etudle donc séparément, [ % et [[7° 4t
(On a coupé en 1, on aurait pu choisir n’importe quel autre réel 0 < c).

On a vu plus haut que fl t§ converge et vaut 1. On considere par ailleurs:
. 1 gt . 170
lim Z= lim |—7| = lm (=—-1)=+occ.
w—0,2>0 Jo @ 20, ;p>0[ il 20, ;p>0(9@ )

dt
t2

+oo dt

Ainsi fo tt diverge, ce qui, bien que l'autre morceau fl converge, suffit pour conclure que f

diverge.

ATTENTION ! Erreur fréquente et grave: la condition linn J% f(t)dt existe dans R n’est pas suffisante
T—T00
pour assurer la convergence de l'intégrale fj;o f(t)dt.

En effet, fj;f f(t)dt signifie que les deux intégrales f_ f@)dt et f f(t)dt convergent, c’est-a-dire que

lim fo f(t)dt existe dans R et hm fo t) dt existe dans R, ce que n’assure pas l’existence de la seule
xr— —00
limite l1m f T f(@)dt.
+oo . . . T _ . 0 _
Prenons par exemple [*°tdt; elle diverge car IBIEOO Jotdt = +oo et yBTOO fy tdt = —oo. Et pourtant

2
hm f tdt = hm %]iz = 0 par parité de z2.

lim [

1.4 Méthodes de calcul.

e Avant tout, bien repérer la ou les bornes de Iintervalle ou il y a un probleme. Casser éventuellement en
une somme d’intégrales avec probleéme & la borne de droite (du type f: f(t)dt avec b = +o00 ou b € R tel que
f n’a pas de limite finie en b a gauche) et d’intégrales avec probleme a la borne de gauche (du type f; ft)dt
avec a = —oo ou a € R tel que f n’a pas de limite finie en a a droite).

e Pour le premier type, calculer lorsque c’est possible faz f(t) dt pour un réel z tel que a < z < b. Pour cela,
on peut utiliser le calcul des primitives, la formule d’intégration par parties, la formule de changement de
variables,... Puis, dans le résultat (qui dépend de ) faire tendre z vers b & gauche: si la limite existe dans
R, lintégrale f; f(t)dt converge et est égale la valeur de cette limite; sinon I'intégrale diverge.

e Procéder de méme pour le second type, et synthétiser éventuellement les résultats obtenus aux deux bornes
comme expliqué ci-dessus en 1.3.

UN EXEMPLE FONDAMENTAL (RIEMANN). Pour tout réel o, on a :

. 90 . +oo Jt o . 0 .
(i) lintégrale [["~ <& converge si et seulement si a > 1;

N Tes s 1 . )
(ii) lintégrale [, f—j converge si et seulement si a < 1.

Preuve. Pour le point (i), introduisons = > 1 et calculons I(z) = [;" % = Jit7edt. Sia=1,onal(z)=

1=
[In t]f = Inz, qui tend vers +o0o lorsque « tend vers +oo. Sia# 1,ona I(z) = | }gf = (a7 —1).

Quand z tend vers +00, cette expression tend vers +o0o si 1 —a > 0, et vers ﬁ sil—a < 0. Ce qui prouve

le résultat voulu.
Pour le point (ii), introduisons 0 < z < 1 et calculons J(x) = fl i _ fml t=dt. Sia=1,onaJ(z)=

tlfa

-«

x t«
[lnt]i = —Inz, qui tend vers +oo lorsque x tend vers 0. Si a # 1, on a J(x) = [tll__:}i = L(al7@ —1).
Quand z tend vers 0, cette expression tend vers +o0o si 1 — a < 0, et vers ﬁ sil—a > 0. Ce qui prouve
le résultat voulu. O

REMARQUE (LINEARITE DE L'INTEGRALE ET APPLICATION AUX FONCTIONS A VALEURS COMPLEXES).

Considérons pour fixer les idées un intervalle [a, b[, ol a est un réel, et b est soit un réel supérieur a a, soit
+00; (on ferait de méme avec un intervalle b, a], avec a réel et b réel < a ou —o0).

Soient f et g deux applications [a,b] — R continues par morceaux. Si les intégrales f: f{t)dt et
f g(t)dt convergent alors f (f +g)(t)dt converge et vaut naturellement f: f@)dt+ f; g(t) dt
De méme f (Af)(t) dt converge et vaut A f f(t) dt pour tout réel A.
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Ceci permet en particulier d’étendre tout ce qui précede au cas des fonctions a valeurs complexes.

Si f : [a,b] — C continue par morceaux, les fonctions partie réelle f1 : [a,b] — R et partie
imaginaire f3 : [a,b] — R, définies par f(t) = f1(t)+if2(t) pour tout ¢ € [a, b], sont continues par
morceaux sur [a, b[, et l'intégrale f:f(t) dt converge si et seulement si f: fi(t) dt et f: fa(t) dt
convergent. On a alors f: f(t)dt = f: fit)dt+i f: fa(t) dt.

2. CRITERES DE CONVERGENCE

Il est tres rare dans les faits que I'on sache calculer explicitement une intégrale généralisée. Le plus souvent,
on est déja bien content quand on sait déterminer sa nature, c’est-a-dire démontrer qu’elle est convergente
ou divergente. On dispose pour cela de divers criteres. On rappelle ci-dessous (sans démonstration) les plus
usuels. Les deux premiers portent sur les fonctions réelles positives, (attention ils peuvent étre faux sinon).
On les énonce pour des intégrales généralisées avec probleme de convergence a la borne de droite; il y a
bien str des énoncés analogues pour des intégrales généralisées avec probleme de convergence a la borne de
gauche.

2.1 Critére de majoration pour les fonctions réelles positives.

PROPOSITION. Soient f et g deux applications [a,b] — R continues par morceaux, oll a est un réel, et b est
soit un réel supérieur & a, soit +o0o. On suppose que, pour t assez grand, on a 0 < f(t) < g(t).
Si intégrale f: g(t) dt converge, alors I'intégrale f: f(t) dt converge.

Remarques.

1. Il en résulte évidemment que, si I'intégrale f; f(t)dt diverge, alors l'intégrale f; g(t) dt diverge.

2. Rappelons que I'expression “pour ¢ assez grand, on a 0 < f(t) < g(t)” signifie qu’il existe un réel ¢ € [a, b]
tel que, pour tout t € [¢,b[, on a 0 < f(t) < g(t).

3. Si f(t) < g(t) pour tout ¢ € [a,b[ et que les deux intégrales convergent, on a: 0 < f: ft)ydt < f: g(t) dt.

COROLLAIRE. Soit f : [a,+00o[ — R positive et continue par morceaux, avec a € R+*.
(i) S’il existe o > 1 tel que . lir}ra t*f(t) =0, alors fa+°° f(t)dt converge.
— 400
(ii) S’ existe a < 1 tel que . ligrn t2f(t) = +o0, alors f;oo f(t) dt diverge.
— o0

EN EFFET, si . li_‘rzl t*f(t) =0, on a pour ¢ assez grand f(t) < t%; comme « > 1, on sait d’aprs le point (i) de 1.4
— 400

que f; t% dt converge, ce qui prouve (i) grace a la proposition ci-dessus. Le point (ii) se montre de méme.

2.2 Critere d’équivalence pour les fonctions réelles positives.

PROPOSITION. Soient f et g deux applications [a,b] — R continues par morceaux, ol a est un réel, et b est
soit un réel supérieur a a, soit +00. On suppose que, pour t assez grand, on a f(t) > 0 et g(t) > 0. On
suppose aussi que f est équivalente a g au voisinage de b.

Alors les intégrales f: f(t)dt et f: g(t) dt sont de méme nature (c’est-a-dire toutes les deux convergentes ou
toutes les deux divergentes).

Remarque. Rappelons que f est équivalente a g au voisinage de b signifie par définition que:
il existe un réel ¢ € [a, b] tel que, pour tout t € [¢,b], on a f(t) = g(t)(1 + &(t)) avec 1111% e(t) =0.

On note alors f ~yp g.

2.3 Un exemple d’application important: la fonction eulérienne T'.
PROPOSITION.

(i) Pour tout réel x > 0, I'intégrale T'(x) = 0+00 e~ 't*1dt est convergente.
(ii) Pour tout réel x > 0, on a I'(x + 1) = «I'(x).

(iii) Pour tout entiern >0, onal'(n)=(n—1)!'=1x2x3x---x (n—1).
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Démonstration. Pour montrer (i), on fixe z > 0. Notons pour simplifier f(t) = e **~1 de sorte que

I(x) = 0+°° f(t)dt. Il y a un probleme en 400, et un autre en 0 car  — 1 peut étre strictement négatif et
t*~1 tend alors vers l'infini pour ¢ tendant vers 0. On étudie donc séparément fo tydt et [ f(t)dt.
Etude du probléeme en 0 : f(t) est positive pour tout t € ]0,1] et f(t) est équivalent & t*~! au voisinage de
0. Or fol tr=ldt = 01 tldtr est convergente par application du point (ii) de exemple fondamental 1.4, car
1 —x < 1 par hypothese. On applique donc la proposition 2.2 pour conclure que fo t) dt converge.

Etude du probléeme en 400 : On sait que tl}rllooe tgr+l = 0, ¢’est--dire hm t2f(t) = O. On applique donc
le corollaire de la proposition 2.1 pour conclure que fl f(t) dt converge.

Bilan : les deux intégrales fo t)dt et f t) dt sont convergentes donc, d’apres 1.3, T'(z) = f0+oo et ldt
est convergente.

Pour montrer (i), on fait une intégration par parties en posant u/(t) = e™t, u(t) = —e™t, v(t) = t%,

v'(t) = xt*~L. Donc:
D(z+1) = [ et dt = [[" ' (t)(t) dt

= [u(t)v(t)];m— O+°° u(t)v' (t) dt = [—e—ttﬂ o ettt

et comme le premier terme est nul, on conclut que I'(z + 1) = zI'(z).

Pour montrer (iii), on utilise le point (ii) pour vérifier que I'(n) = (n — 1)T'(n — 1), d’olt par récurrence
I'n)=(n-1)x(n—2)x(n—3)x---3x2x1xTI(1). On calcule enfin I'(1) = f0+oo e tdt = [—e7!] ;roo =1,
ce qui montre le résultat voulu.

2.4 Convergence absolue.

Considérons pour fixer les idées un intervalle [a, b[, ol a est un réel, et b est soit un réel supérieur a a, soit
+00; (on ferait de méme avec un intervalle )b, a], avec a réel et b réel < a ou —o0). Soit f : [a,b] — R ou
C continue par morceaux. On peut montrer qu’alors application |f| : [a,b] — R™ est aussi continue par
morceaux. (Rappelons que |f(t)| désigne la valeur absolue ou le module de f(t)). La définition suivante est
donc fondée.

DEFINITION. Avec les données ci-dessus, on dit que I'intégrale f: f(t) dt est absolument convergente lorsque

lintégrale f |f(t)| dt est convergente.

EXEMPLE. L’intégrale fl ‘1—2 dt est absolument convergente.
En effet, pulsque e’ = cost +isint, on a |e*| = 1, de sorte que la fonction & valeurs complexes

flt) = ‘12 vérifie |f()] = #%. Or on sait (voir 1.4) que f1+oo & dt converge; ce qui prouve le
résultat voulu.

L’intérét de la notion d’intégrale absolument convergente est qu’elle fournit une condition suffisante de con-

vergence de 'intégrale, en se ramenant au cas d’une fonction réelle positive, pour laquelle on peut appliquer

les criteres 2.1 et 2.2. C’est ce que montre le théoréme (que nous rappelons sans preuve) suivant.

THEOREME. Avec les données ci-dessus, si l'intégrale f; f(t)dt est absolument convergente, alors elle est

Dy di| < [P 1f)] dt.

convergente, et l’on a:

ATTENTION ! Erreur fréquente et grave: le théoreéme affirme que la convergence absolue entraine la conver-
gence, mais la réciproque est fausse. En d’autres termes, si f; |f(t)|dt converge, alors fab f(t)dt converge,
mais on peut avoir f; f(t)dt qui converge bien que f; |£(t)] dt diverge.

Considérons par exemple l'intégrale I = 1+°° et dt.

e f+°° L dt qui diverge comme on I’a vu en 1.4.

Elle n’est pas absolument convergente car f 1

Montrons que cependant [ converge Pour cela prenons z > 1et posons I e = [7 e— dt. Une intégration par
parties donne I, = [—] + f f dt D’une part tend vers 0 quand z tend vers +oo,
car son module est . D’autre part f a dt tend vers une limite finie quand z tend vers +oo, car on a montré

f+oo e

ci-dessus que dt converge. On conclut que I; tend vers une limite finie quand x tend vers +oo.

Si fa |f(t)| dt diverge, le théoréme ne permet absolument pas de conclure quoi que ce soit sur la convergence

de f; f(t)dt, qui peut soit converger soit diverger.

33



2.5 Un exemple d’utilisation des différents résultats.
On avait affirmé a la fin du 1.2 que l'intégrale f1+°°(cos t?) dt converge. Montrons-le.

Prenons pour cela un réel z > 1 et considérons J, = flz (cost?) dt.

On fait le changement de variables u = t2, d’otl du = 2t dt et donc dt = . On obtient J, fl e du
Pour tout y > 1, posons I, = fly €2 du. Une intégration par parties donne I, = [““u“} 1y ;;;‘/;
Le premier terme est sans probléme hm (51;‘_“ — Sinfl) —sinl.

La limite du second se ramene a l’étude de la convergence de Dintégrale [ SE% du.

On a la majoration: }Z‘é’/g‘} < 31/2; et on sait d’apres le point (i) de 'exemple fondamental

de 1.4 que f;roo uﬁ% du converge. Donc I'application du critéere de majoration 2.1 prouve que

+oo i . / i
|Sl§‘/§| du converge. En d’autres termes, I'intégrale fly =373 du est absolument convergente,

et donc convergente d’apres le théoreme du 2.4. Ceci prouve que f Y jg’/; du tend vers une limite

finie (notons-la L) dans R lorsque y tend vers +oc.

On en déduit que lim I, = L —sin1, donc hm Iy % lim I, existe dans R.

y~> 0 T—-+00 y——+o0
On conclut que fl (cost?)dt converge; (bien que la fonction ¢ + cost? n’admette pas de limite quand
t — +00).

2.6 Un exemple d’application en physique.

Dans un circuit R, L, C en série (résistance, self-inductance, capacité), avec une tension aux bornes constante
V', une charge initiale gp du condensateur, et un courant initial nul, le courant a I'instant ¢ est d’intensité

. —qo By . . . / . .
i(t) = %e 20t sinwt, ol 'on a posé w = Llc }EQ en supposant R < 2 % Montrer que ’énergie

produite sous forme de chaleur dans la résistance R pendant un intervalle de temps [0, +oo[ a une valeur
finie.

2
SoLUTION. Cette énergie est donnée par: W = erOO Ri%(t)dt =R (%) O+°° e~ Ltsin? wt dt.

En posant o = % > 0, on est ramené a étudier l'intégrale J = f0+oo e~ sin wt dt.

On a la majoration: 0 < e~ sin® wt < e~ %,

400 _ xr _ —at]® e QT .. .
Or |/ e ot dt converge, car fo et dt = [e } = 1eT tend vers une limite finie é quand x — +00.

—Q

Donc par application du critere de majoration 2.1, on conclut que J converge, et donc W aussi.

2
REMARQUE. On peut calculer la valeur explicite de J et donc de W = R (%) J.

Pour cela, on rappelle d’abord que sin? wt = %(1 — cos 2wt), de sorte que:

—at]+oo
J = 0+OO et (1—cos 2wt) dt = 1 [e_—a] o -1 O+OO e % cos2wtdt = 5= — LK, avec K = f0+°° e~ cos 2wt dt.
Une premiére intégration par parties donne K = [ef‘)‘t%];m + f0+oo aef‘”% dt = 0+ %H, avec

f+°° e~ %tsin 2wt dt.

inté 3 ; — —at cos 2wt 0 He—ort cos 2wt 1 o
Une seconde intégration par parties donne H = [ e o ] fo o dt = 55 — o K-
insi H=-1t - g1 _ aa —
Ainsi H = 5> — - K= 5 — 5-5-H, dou H = 2 4“)2, puis K= — 4w2.

. 1 _lp_1(1__ «a = 202
On en tire J = 5q 2K— 3 (a a2+4w2> T a(a?Fau?)

2 _ 1 R? R 2 2 _
Comme w® = 5 — gz eta= T, onaa” +4dw —Lc,donc
2 2 2
[ qg CV—qo 2w _ (CV—qp)
W= R( ) ( o a2 ras?)’ et finalement W = *=—-10>.

En particulier, si go = 0, ’énergie produite par la charge du condensateur est W = % cv2,
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Module d’Harmonisation des Connaissances en Mathématiques — L3 IUP GSI — Licence Physique et Ingénieries — F. DUMAS

Lecon 7

Séries numériques

1. NOTION DE SERIE

1.1 Exemples préliminaires

EXEMPLE 1. Soit (up)n>1 la suite de nombres réels définie par u,, = m pour tout n > 1. On définit &
partir de cette suite une nouvelle suite (Sy)n>1 de la fagon suivante:
Si=u1 =3, So=uitug=3+§=3% Sz =wtustuz=35+75 =4, Sa=uitugtuztus=3+55 =73,
N
et plus généralement Sy = uy +ug + - +uy = Y u, pour tout entier N > 1.
n=1
_ 1 1 1 _ 1,1 1,1 1 1 1 1
Commeun—m—E—H—H,onpeutcalculerSN—1—§+§—§+§—Z+---+N—N—+l—1—N—+1.

11 en résulte que la suite (Sy) converge, et tend vers 1 quand N tend vers +o0.

—+oo —+oo 1
nn = lim ‘est-a-dir ——=1.
On note 712::1 U, yhim Sn, ¢’est-a-dire que ngl CESY

On dit dans ce cas que la série Y u, est convergente, et que sa somme est 1.

EXEMPLE 2. Soit (u)n>1 la suite de nombres réels définie par u, = ”T*l pour tout n > 1. On définit &

partir de cette suite la nouvelle suite (Sy)n>1 en posant:
N

Sy =wui4+us+---+ux= > u, pour tout entier N > 1.
n=1

Comme u, =141, on peut calculer Sy =1+ +1+1+1+1+- +1+L=N+(G+1+1+...+ 1)

“+o0o
En particulier, Sy > N pour tout NV, ce qui implique que Nliril SN = +0o0, cest-a-dire que Y "Tl = +00.
— oo n=1
On dit dans ce cas que la série Y u, est divergente.

EXEMPLE 3. Soit (up)n>1 la suite de nombres réels définie par u,, = % pour tout n > 1. On définit a partir

de cette suite la nouvelle suite (Sn)n>1 en posant:
N
Sy =u1+us+---+uny = ) u, pour tout entier N > 1.

n=1
idé — _ -1 ., 1 ., 1 ., .. L _1
Considérons |Sany — Sy| = Sany — Sy = e il vores B al o e U iy

Chacun des N termes de cette somme est > ﬁ, donc |Sony — S| > N x ﬁ = % pour tout N > 1.

Cette condition permet de montrer que la suite (Sy) ne peut pas converger. En effet, si elle admettait une
limite finie ¢, on aurait pour tout N > 1 la double inégalité: 1 < |Son — Sn| < |[San — 4] + |Sn — £] avec
chacun des deux termes du membre de droite qui tend vers 0 quand N tend vers +oco, d’otl une contradiction.

On conclut que dans ce cas la série > u, est divergente.

1.2 Définitions

Soit (un)n>1 une suite de nombres réels (ou complexes). On appelle suite des sommes partielles associée &
(Un)n>1 la suite (Sy)n>1 de nombres réels (ou complexes) définie par:

N
SN =ur+us+---+unx= > up, pour tout entier N > 1.

n=1

Quand on étudie la suite (Sy)n>1, on dit que l'on étudie la série Y u,, appelée série de terme général u,,.
n>1
La question principale que 'on consideére est celle de la convergence ou non de la suite (Sy). Lorsque la

suite (Sny)n>1 est convergente, on dit que la série ) wu, est convergente, et la limite de la suite (Sy)n>1 est
n>1

“+o0o
appelée la somme de la série Y wu,. C’est un nombre (réel ou complexe); on le note: > wu, = Nlim SN.
n>1 n=1 —+oo
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Dans le cas contraire (si la suite (Sy) diverge vers £oo ou n’admet pas de limite), on dit que la série Y uy
n>1
est divergente. Etudier la nature d’'une série consiste a déterminer si elle est convergente ou divergente.

REMARQUE 1. On a donné les définitions ci-dessus pour une série de premier indice n = 1. Mais la suite
(un) peut a priori démarrer & ug, ou ug, ou usg, ou plus. Ceci est sans importance pour déterminer la nature
de la série de terme général u,,, car il est clair que les premiers termes sont sans influence sur le fait que
la suite des sommes partielles converge ou non. En revanche, on fera attention que, dans le cas ou la série
converge, la valeur de la somme dépend des termes a partir desquels on effectue la sommation.

REMARQUE 2 (FONDAMENTALE). Pour qu’une série > u, converge, il est nécessaire (mais non suffisant)
que la suite (uy,) converge vers 0. En d’autres termes, pour qu’une série converge, il est nécessaire (mais non
suffisant) que son terme général tende vers 0.

En effet, si la série > un converge, la suite (Sy — Sy_1) converge vers 0 (comme différence de deux suites

convergeant vers une méme limite). Or par définition des sommes partielles, Sy — Sy—1 = un.

Ainsi, si la suite (u,,) ne converge pas vers 0, il n’y a pas de question se poser: on est stir que la série > u,
est divergente. La question de la convergence d’une série ne se pose donc que si le terme général tend vers 0.

ATTENTION ! Erreur fréquente et grave: la condition lim wu, = 0 n’est pas suffisante pour assurer la

n—-+o0o

convergence de la série Y u,, (elle est nécessaire, voir ci-dessus).

Par exemple, on a vu & 'exemple 3 du 1.1 que la série ) | % est divergente; et pourtant on a bien lil}rl % =0.
n—-+oo

Cette série divergente »_ % est un exemple classique a connaitre, appelé la série harmonique.

1.3 L’exemple des séries géométriques.

Fixons un nombre z réel ou complexe. Posons u, = ™ pour tout entier n > 0. La série > u, = Y a"

n>0 n>0
ainsi déterminée s’appelle la série géométrique de raison x.
—+oo
PROPOSITION. La série Y, ™ converge si et seulement si |z| < 1, et alors sa somme est > z™ = ﬁ
n>0 n=0

Preuve. Si |z| > 1, le terme général 2™ ne tend pas vers 0, donc la série diverge. Si |x| < 1, alors
N

N .
1 =0 de sorte que Sy = a" = 1= — vérifie lim Sy = 1. O
0

lim Nt T
N ——+4oco -z

N —+o00 n—

1.4 Linéarité.
Soient > u, et > v, deux séries. Leur somme est la série > (u, + vy,) de terme général u,, + v,,. Le produit
de la série Y u, par un nombre fixé (réel ou complexe) A est la série Y Au,, de terme général Au,,.

On peut montrer facilement que: si les deux séries > u, et Y v, convergent, alors la série somme > (1, +vy,)
converge, ainsi que la série produit > Au, par tout nombre A, et l'on a:

—+oo —+oo +oo —+oo —+oo
S(Uun+on)= > Uun+ D v, et D> (Aup) =A D un.
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

En particulier, une série ) u,, de nombres complexes converge si et seulement si les deux séries de nombres
réels > x, et >y, définies par u,, = z,, + iy, pour tout entier n convergent, et 'on a dans ce cas:

Do U= Y Tn 0D Yn.
n=1 n=1 n=1

2. CAS DES SERIES A TERMES REELS POSITIFS

Il est tres rare dans les faits que 'on sache calculer explicitement la somme d’une série, comme on ’a fait a
I'exemple 1 de 1.1, ou a 'exemple 1.3. Le plus souvent, on est déja bien content quand on sait déterminer
sa nature, c’est-a-dire démontrer qu’elle est convergente ou divergente. Dans le cas des séries a termes réels
positifs, on dispose pour cela de divers critéres. On rappelle ci-dessous (sans démonstration) les plus usuels.
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2.1 Criteres de majoration et d’équivalence pour les séries a termes réels positifs.

PROPOSITION 1. Soit Y w, et > v, deux séries de nombres réels telles que 0 < w, < v, pour tout n
supérieur a un certain rang p.

+oo —+oo
(i) Si> v, converge, alors Y u, converge aussi, et 0 < > u, < > vy
n=p n=p

(i) Si)_ uy, diverge, alors ) v, diverge aussi.

PROPOSITION 2. Soit Y u, et > v, deux séries de nombres réels telles que u,, > 0 et v, > 0 pour tout n
supérieur & certain rang p. Si les suites (u,,) et (v,) sont équivalentes au voisinage de 'infini, alors les séries
> up et > vy, sont de méme nature (soit toutes les deux convergentes, soit toutes les deux divergentes).

Rappelons que (u,) et (v,) équivalentes au voisinage de 'infini signifie qu’a partir d’un certain
rang, on a u, = v,(1 +€,), avec (€,,) une suite de réels convergeant vers 0.

2.2 Application: exemple fondamental des séries de Riemann

On appelle série de Riemann toute série de nombres réels positifs de la forme oll « est un nombre

réel fixé.

L
n>1 no

THEOREME. La série de Riemann Zn>1 ~& est convergente si et seulement si o > 1.

Preuve. Si a <1, on a n® < n, donc ni > 1 > 0. Comme la série harmonique Z L diverge (voir exemple 3 de
1.1), on applique le point (ii) la proposition 1 de 2.1 pour conclure que Z d1verge dans ce cas.

On supposera donc maintenant que o > 1; on pose 8 = a — 1 > 0. On définit a,, = ﬁ et by, = ap — ap+1 pour
tout n > 1. Comme 3 > 0, on a ap4+1 < an donc b, > 0. On raisonne en deux étapes.

1. La série > by converge. En effet, la somme partielle By =b1 +ba+ -4+ by vaut By = a1 —ag + ag —

az3+---+any —an41 =a1 —an41 =1 — (N+1)/f , qui tend vers 1 quand N — +o0o puisque 3 > 0.

2. nB1+1 est équivalent a %bn au voisinage de l'infini. En effet, on a: b, = niﬁ —

i = - 2P =
(n+1)ﬁ nﬁ n+1
ﬁ[l —(1+ %)’f@}; mais (1 + %)’f@ =1- B% + %En avec hm en = 0. Donc b, = nﬁ+1 1- BE"}
n—-+oo
Ainsi n% = # est équivalent & B~ 1b,; comme la série de terme général b,, converge, il en est de méme de la

série de terme général B~ 1by,, (voir 1.4), et I’on conclut avec la proposition 2 de 2.1 que la série 3 ni converge. O

o

CONSEQUENCE PRATIQUE. Une des méthodes usuelles pour déterminer la nature d’une série & termes réels
positifs consiste & chercher a la comparer & une série de référence dont on connait la nature (série de Riemann
ou série géométrique entre autres), et & appliquer les propositions de 2.1 ci-dessus.

EXEMPLE 1. La série ¢ 2" est convergente, car 0 < £ § n% pour tout n > 1, et la série de Riemann
S -3 est convergente puisque 2 > 1; (on applique le pomt ( ) de la proposition 1 de 2.1).

EXEMPLE 2. La série ) “‘TZ est divergente, car % T > 0 pour tout n > 3, et la série de Riemann
le

> # est divergente puisque % < 1; (on applique int (ii) de la proposition 1 de 2.1).

;o 5n+1 S5n+1
EXEMPLE 3. La série ) 22— P s e

Pinfini, et la série de Riemann ) # converge puisque 2 > 1; (on applique la proposition 2 de 2.1).

est convergente, car est positif et équivalent a n% au voisinage de

Avec la proposition 1 de 2.1 et le théorme ci-dessus, on déduit (par le méme raisonnement qu’au corollaire
du 2.1 de la legon sur les intégrales généralisées) le corollaire suivant, dit rgle de comparaison avec les séries
de Riemann.

COROLLAIRE. Soit ) u, une série termes réels positifs.
(i) Sl existe a > 1 tel que lirf n%u, = 0, alors la série »_ u,, converge.
n—-—+oo

(ii) S’ existe a < 1 tel que nkrfoo n%u, = 400, alors la série Y u,, diverge.
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2.3 Regle de d’Alembert

PROPOSITION. Soit Y u, une série réelle telle que u,, > 0 a partir d’un certain rang. On suppose que la

suite (“2) admet une limite finie ¢ € Ry pour n tendant vers +ooc.
(i) Sit < 1, alors la série Y u,, est convergente.

(ii) Si¢ > 1, alors la série Y uy,, est divergente.

EXEMPLE. Considérons la série > u,, pour u, = 7% On a bien u, > 0 pour tout n > 1 et “;—:1 =(GH)"=
(1+1)™ =exp(—nIn(1 + 1)) qui tend vers e™! = 1 <1 quand n — +oco. On conclut que 3 u, converge.

REMARQUE. Lorsque ¢ = 1, on ne peut pas conclure; la série > u,, peut converger ou diverger (prendre par
exemple d’une part u, = %, et d’autre part u,, = n—12)

2.4 Regle de Cauchy

PROPOSITION. Soit Y u, une série réelle telle que u,, > 0 a partir d’'un certain rang. On suppose que la
suite ((u,)'/™) admet une limite finie { € R, pour n tendant vers +oc.

(i) Si¢ <1, alors la série Y u,, est convergente.
(ii) Sif > 1, alors la série Y uy, est divergente.

EXeMPLE. Considérons la série S u, pour u, = (L), On a bien u, > 0 pour tout n > 1 et (u,)"/™ =

27:;:11 qui tend vers % < 1 quand n — 4o00. On conclut que ) u,, converge.

DANS LA PRATIQUE, les rgles de d’Alembert et de Cauchy ne s’appliquent qu’ des situations o la forme
du terme général u,, incite directement prendre un quotient de deux termes consécutifs (séries entires,
présence de factorielles,...) ou une racine n-ime (présence d’une puissance n-ime,...). Pour le problme de
déterminer la nature d’une série termes positifs, I'outil de base est constitué par les critres de 2.1. La rgle
de comparaison avec les séries de Riemann qui en découle (corollaire de 2.2) est un argument classique et
d’utilisation fréquente, bien connaitre.

ATTENTION ! Les propositions précédentes ne s’appliquent qu’a des séries & termes réels positifs. Les résultats
correspondants peuvent étre faux pour des séries a termes complexes, ou réels de signe non constant. Pour
de telles séries, on rappelle dans la derniére partie (sans démonstration) deux résultats importants.

3. CAS DES SERIES A TERMES COMPLEXES OU REELS QUELCONQUES.

3.1 Convergence absolue.

Considérons une série a termes réels ou complexes > u,. En notant |u,| la valeur absolue (si u,, réel) ou le
module (si u, est complexe) de u,, on définit une nouvelle série > |u,| qui est, par définition, une série a
termes réels positifs (puisque l'on a toujours |u,| € R;). On peut donc appliquer & cette série les résultats
de la section 2 précédente. L’intérét est que le théoreme suivant permet dans certains cas favorables d’en
déduire la convergence de la série de départ > uy,.

DEFINITION. Avec les données ci-dessus, on dit que la série Y u, est absolument convergente lorsque la
série Y |u,| est convergente.

THEOREME. Si la série Y. u, est absolument convergente, alors elle est convergente, et I'on a:
n>1

—+oo —+oo
| 22 un| < 37 Junl.
n=1 n=1

EXEMPLE. La série ) & dt est absolument convergente, donc convergente.
En effet, puisque ¢ = cosn + isinn, on a || = 1, de sorte que la suite complexe u, =
vérifie |u,| = 5. Or on sait (voir 2.2) que la série > - converge; ce qui prouve le résultat voulu.

mn
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ATTENTION ! Erreur fréquente et grave: le théoreme affirme que la convergence absolue entraine la conver-
gence, mais la réciproque est fausse. En d’autres termes, si Y |u,| converge, alors Y u, converge, mais on
peut avoir Y u, qui converge bien que > |u,| diverge.

(="

n

Considérons par exemple la série dite harmonique alternée . Elle n’est pas absolument convergente car

n
> |%| est la série harmonique Y % dont on sait qu’elle diverge (voir 1.1 exemple 3, ou théoréme de 2.2).
n
Montrons que cependant la série (_le)
n>1
du 3.2 ci-dessous. On peut donner aussi la preuve directe suivante (qui a ’avantage de donner aussi la valeur de
la somme de la série). On part de I'identité, vraie pour tout z € R différent de —1:

N . o \N+1
1—Z+12—Z3+'~~+(—1)NIN=ZO(—$)1=%=H%T
i=

converge. Pour cela, on pourait appliquer directement la proposition

NzVt?
14z °

+(-1)

Si ’on integre terme a terme les deux membres de cette égalité entre O et 1, on obtient:

1,1 _1 =N _ N 1 N+
l—gt+g—g+ + Fggr =2+ D7 fo 5

dz.

. . N+1
de < f()l 2N+ g0 — % qui tend vers 0 quand N — +o0, et donc th f()l e dz =0.
— 400

1 N+1
OrOSfO “”H_z

N+1 n—1
On conclut que lim > (Gl L Y 2, ce qui prouve que la série
N—+oo =1 " n>1

="

converge et que sa somme vaut

—1In2.

Si la série Y |uy,| diverge, le théoréme ne permet pas de conclure quoi que ce soit sur la nature de la série
> un, qui peut soit converger soit diverger.

Terminons en donnant un résultat pratique sur certains types de séries réelles, dites alternées, dont le signe
change de terme en terme, et dont ’exemple de la série harmonique alternée traité ci-dessus est un cas
particulier.

3.2 Séries (réelles) alternées.

DEFINITION. Une série réelle > u,, est dite alternée lorsque son terme général est de la forme u,, = (—1)"z,,
avec x, € Ry, ou de la forme u,, = (—1)""tx,, avec x, € R,.

PROPOSITION. Soit (z,,) une suite de nombre réels positifs. Si la suite (x,,) est décroissante et converge vers
0, alors la série alternée > (—1)"x,, est convergente.

EXEMPLE (SERIES DE RIEMANN ALTERNEES).
="

no

On counsidere la série >

, oll v est un réel fixé.
e Sia <0, elle est divergente; (en effet, son terme général ne tend pas vers 0).
e Si > 1, elle est absolument convergente donc convergente (d’apres 2.2 et 3.1).

e S5i0 < a <1, elle est convergente (d’apres la derniére proposition ci-dessus), mais non absolument
convergente (d’apres 2.2).
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Module d’Harmonisation des Connaissances en Mathématiques — L3 IUP GSI — Licence Physique et Ingénieries — F. DUMAS

Lecon 8

Séries entiéres

1. NOTION DE SERIE ENTIERE

1.1 Définition d’une série entiére.

Soit (an)n>0 une suite de nombres complexes fixée. Pour tout z € C, on considere la série:

n
ano anz™.
Une série de ce type s’appelle une série entiere. Pour chaque valeur de z, la série ano anz™ est une série
numérique de nombres complexes, pour laquelle se pose donc la question de savoir si elle convergente ou pas,
et si oui de calculer éventuellement sa somme:
—+oo
S(z)= > anz" = lim (ag+a1z+ax2?+- - +anz")=ag+arz+az? +- +ap2"+---.
n=0 N—-o0
Notons E le domaine de convergence de la série entiere Y a,z2™, c’est-a-dire ’ensemble de tous les z € C
pour lesquels elle est convergente, (il est clair que E contient au moins 0). On peut considérer 'application

+oo

S :E — C qui a tout z € E associe la somme de la série S(z) = > a,2", et étudier les propriétés
n=0

de cette application. Le premier résultat fondamental est le théoreéme ci-dessous (que 'on rappelle sans

démonstration), qui donne des précisions sur la nature de 'ensemble FE.

1.2 Rayon de convergence d’une série entiere.

THEOREME. Soit . anz™ une série enticre. 1l existe un unique élément R qui est, soit un réel positif, soit
n>0
400, tel que 'on ait:

(i) Pour tout z € C tel que |z| < R, la série > anz™ est absolument convergente, et donc convergente.

(ii) Pour tout z € C tel que |z| > R, la suite (a,2™) est non-bornée, et donc la série > a,z™ est divergente.
DEFINITION. L’élément R ainsi déterminé est appelé le rayon de convergence de la série entiere.
REMARQUE 1. Dire que R = 0 signifie que la série entiere Y a, 2™ ne converge pour aucune valeur non-nulle
de z, c’est-a-dire que son domaine de convergence E est réduit & {0}. Au contraire, dire que R = +0o0

signifie qu’elle converge (et méme absolument) pour tout z € C tout entier, c’est-a-dire que son domaine de
convergence F est C tout entier.

REMARQUE 2. Supposons que 0 < R < 4o00. Considérons dans Figure 1
le plan complexe le disque ouvert D(0,R) = {z € C; |z|] < R}
de centre 0 et de rayon R. Par définition de R, la série > a,z"
converge absolument en tout point de D(0, R), et diverge en tout
point extérieur au disque fermé D(0, R) = {z € C; |z| < R}.

En revanche le théoreme ne dit rien sur ce qui se passe sur le cercle
C(0,R) = {z € C; |z| = R} de centre 0 et de rayon R. En fait,
on verra sur des exemples que ce cercle peut contenir a la fois des
points z € C pour lesquels la série > a,, 2" converge et des points
z € C pour lesquels elle diverge. Pour cette raison, ce cercle est
parfois appelé cercle d’incertitude de la série entiere.

1.3 Méthodes de calcul du rayon de convergence.
EXEMPLE 1 (en utilisant la définition du rayon de convergence).
Considérons la série entiere S e~V™ 2. Cherchons son rayon de convergence R.

On a |e V" 2" = exp(—v/n + nln|z|) = exp[v/n(v/nln|z| —1)].

Supposons |z| > 1; donc In|z| > 0, ce qui implique que | e~V 2" tend vers 400 quand n — +00.
On a donc nécessairement Ze_ﬁ 2™ divergente. Ainsi la série ) e~V 2" diverge pour tout z
tel que |z| > 1, ce qui prouve d’apres le point (i) du théoréme 1.2 que |z| > R. Donc R < 1.
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Supposons |z| < 1; donc In|z| < 0, ce qui implique que |e~V" 2”| tend vers 0 quand n — +00.
En particulier, la suite (e~V™ 2) est bornée. Ce qui implique d’aprés le point (ii) du théoréme
1.2 que |z|] < R. Donc 1 < R. On conclut finalement que R = 1.

EXEMPLE 2 (en utilisant la définition du rayon de convergence).

Considérons la série entiere » (sinn)z". Cherchons son rayon de convergence R.

On a |(sinn)z"| < |z|™. Si|z| < 1, la série géométrique de raison z™ est convergente. Le critere
de majoration sur les séries a termes positifs assure donc que la série de terme général |(sinn)z"|
est convergente. Ainsi la série de terme général (sinn)z™ est absolument convergente pour tout z
tel que |z| < 1. Ceci prouve que 1 < R. Prenons maintenant z = 1. La série Y sinn diverge car
son terme général ne tend pas vers 0. Ainsi, on a trouvé le point z = 1 en lequel la série entiere
> sinnz™ est divergente, ce qui suffit & prouver que R < 1. On conclut finalement que R = 1.

On peut déduire aussi de la regle de d’Alembert sur les séries numériques la méthode de calcul suivante:

PROPOSITION. Soit Y a,z™ une série entiére. On suppose que a,, # 0 & partir d’un certain rang et que:

lim |22 =/, avecl € R, oul = +oo.

n—+oo 9n

s_o. n _ 1 . 1 _ 1 _
Alors le rayon de convergence de la série ) anz" est R = ¢, (avec les conventions § = +oc et — =0).
La série entiere ci-dessous fournit un exemple d’application de cette proposition.

1.4 Série exponentielle.

Considérons la série entiere > 22" Le rapport | 1) = (n"T'l), = n%rl tend vers la limite £ = 0 quand
n — +o00. Donc, d’apres la proposition de 1.3, le rayon de convergence R est +o0o. Cette série entiere est

appelée série exponentielle, notée e ou exp z. On retiendra que:

an
a

—+o0
e* =expz = Zo %z" =14+z+ % + % + ;—: + - -+ absolument convergente pour tout z € C
n=

REMARQUE. - D’une fagon générale, le produit de deux séries numériques U = > Soun et V = 3>  vn est
défini comme la série W = UV = ano wn, de terme général wn, = uovn + U1Vp—1 + -+ Unvo = Zp+q:n UpVq,
ce qui traduit le calcul naturel:
(wo +u1 +uz+--)(vo +v1 +v2+--+) = (uovo) + (uov1 + u1vo) + (uov2 + urv1 + ugvo) +- -
N——

wo w1 wo

On peut montrer que si chacune des deux séries U et V' est absolument convergente, alors la série W aussi, et
que sa somme est le produit de la somme de U et de la somme de V. D’aprés le point (i) du théoréme 1.2, ceci
s’applique donc en particulier au produit de deux séries entieres sur leurs disques de convergence.

1

nl
V =expz' =3, <, vn sont absolument convergentes. La série produit W est de terme général:

Prenons z et 2’ deux nombres complexes. Posons uy, = %z" et v, = —2'™. Les séries U = expz = Zn>0 Up et

n n n
— _ 1 1 m—p _ 1 n! m—p _ 1 /
Wy, = Zoupvn,p = ZOEZP—(n—p)!Z P = Zo RG] (n_p)!zpz P = (22"
p= p= p=

Ainsi, la série produit W n’est autre que exp(z + 2’). On a donc montré, et on retiendra, que:

‘ (exp z)(exp z’) = exp(z + 2’) pour tous z,z’ € C. ‘

1.5 Série entiere géométrique.

Soit a € C*. Considérons la série entiere Y a"z". C’est la série géométrique Y (az)™ de raison az, dont on
sait qu’elle est convergente si et seulement si |az| < 1, et que sa somme est alors 1% On en déduit que: Ile

az”

rayon de convergence de la série enticre ) a"z" est pr.

Les cas a = 1 et a = —1 sont particulierement utiles dans la pratique. On retiendra que:
+oo
1+z+224234+...= z—jo 2" = 1; absolument convergente pour tout z € C tel que |z] < 1
+o0 "
l—z+4+22-234... = ZO(—I)"Z" = 1—+z absolument convergente pour tout z € C tel que |z| < 1
=
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2. FONCTION D’UNE VARIABLE REELLE DEFINIE PAR LA SOMME D’UNE SERIE ENTIERE.

2.1 Intervalle de convergence.

On considere toujours une suite (an)n>0 de nombres complexes, mais on se limite ici & considérer la série
entiere Y a,z" pour des valeurs réelles de z. Dans ce cas, il est habituel de noter  au lieu de z la variable.
On note donc cette série:

ano anx™.
Si lon appelle R le rayon de convergence de la série entiere complexe > a,,2", I'intersection avec R du disque
ouvert D(0, R) du plan complexe est I'intervalle ouvert |—R, R[. Le théoréme 2.1 implique donc :

e si R = +o00, la série Y a,z™ est absolument convergente pour tout € R = |—o0, +00].

e si 0 < R < 400, la série > a,a™ est absolument convergente pour = € |—R, R[, et divergente pour
x € ]—o0, —R] et pour z € |R, +00].

11 en résulte que, pour tout = € |—R, R[, (avec R réel strictement positif ou +00), la somme de la série

“+o00

S(x) = > apa™ = ag + a1r +azx® + - +apa™ + -

n=0

définit une application:
S:]-R,R[— C.

On rappelle ci-dessous (sans démonstration) certaines de ses propriétés en tant que fonction d’une variable

réelle. Notons auparavant que, dans le cas particulier (fréquent pour beaucoup d’applications pratiques) ol
I'on suppose que les coefficients a,, sont eux-mémes tous des réels, la fonction S est a valeurs réelles.

2.2 Continuité et dérivabilité.
THEOREME. Avec les données et notations ci-dessus, la fonction S est de classe C™ (c’est-a-dire continue
et indéfiniment dérivable) sur l'intervalle |— R, R[. En outre, on a pour tout « € |-R, R|:

“+0oo
S(@) = Y ana™ = ag + ar1x + azx® + az2x® + agxt + - +apa + -
n=0

“+o0
S'"(z) = > napz™ ! = a1 + 2a9x + 3azx? + 4ag2® + -+ napa 4
n=1
+oo
S"(z) = > n(n — Da,z"? = 2as + 6azz + 12a32% + -+ + n(n — a,z" 2 + - -
n=2
etc...

REMARQUE: on peut montrer qu'une série entire et sa série entire dérivée ont méme rayon de convergence.

EXEMPLE 1. Reprenons 'exemple de la série exponentielle traité en 1.4.

Appliquons lui ce qui précede, avec R = 400, en notant encore exp ou plus simplement e la

fonction S. Cette application définie par: e¥ = expx = Jrf; %x” =1+ax+ % + %3 + % 4+, est
n=
de classe C*° sur |—oo, +oo[ et sa dérivée est: (e*)' =0+1+25 + 39“—62 + 4% +---. En d’autres
termes, (e*) = ZO‘: nLz"~1 = e® pour tout z € |00, +00].
On a montré que: e* = (e*)’ = (e*)” = .- pour tout z € R.

EXEMPLE 2. Reprenons l'exemple de la série Y z™ traité en 1.5.

+oo
On a R=1. La fonction S définie par: 2= = > 2" =1+az+2% + 2%+ 2% + - est de classe

C> sur |—1,1[, et sa dérivée est: (1==) =0+ 1+ 2z + 322+ 42+ = Z nz"~! pour tout
€ ]—1,1[. Par ailleurs, le produit (voir 1.4) de la série Y 2™ par elle-méme donne

I+z4+2?+28+2+- ) 1+o+a?2+23+2+-- ) =142+ 322 + 42 + 52t + - -

On a montré que (=)' = ﬁ
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2.3 Application a la résolution de certaines équations différentielles
On cherche a déterminer, pour une équation différentielle donnée, s’il existe des solutions qui sont la somme
d’une série entiere sur un intervalle |- R, R[ de R.

EXEMPLE. Considérons ’équation différentielle 4zy” (x) + 2y'(x) — y(z) = 0.
On cherche une solution y(z) qui soit la somme d’une série entiere > apz™.

+o0 +oo +0
Onay(r)= Y anz™, v (x) = Y na,a" L y"(x) = 3 n(n — 1a,z" 2.
n=0 n= 1 n= 2

Donc 4zy” (z) 4+ 2y’ (x) — y(x) = Z dn(n — Dapz™ ! + Z 2na,x" "t — Z anz™
n 2 n=0

—+oo
= Z 4(m + 1)mam412™ + Z 2(m+ Damprz™ — > ama™
m=0

m=1 m=0
= (2a; — ag) + E [A(m + D)mamy1 + 2(m 4+ 1)amy1 — am]z™.
11 en résulte que y(z) est solution de l’equatlon dlfferentlelle de départ si et seulement si:
a; = %ao et apqy1 = man pour tout n > 1.
Imposons de plus la condition intiale y(0) = 1. Cela signifie que ag = 1. D’ou lon tire successivement:
1 1 1 4; 1 11 1

5, 2 = 337 X5 =731,03 = 536 X 71— B> etparrecurrenceanzm.

a; =
+o0 1
On conclut que y(z) = 2_20 mx", dont le rayon de convergence est clairement +oo par application directe
de la proposition de 1.3.
REMARQUE. — On définit naturellement & partir de la série exponentielle les deux séries entieres:
+o0 X . n
chz = %(ez +e 7)) = nZ::() —(2}1)! 22" et cosz= %(e” +e¥®) = Z ((2711)), 22

dont le rayon de convergence est +o0o. Donc, pour tout z € R, la solution y(z) trouvée s’exprime comme:

“+oo
B S

y(z) = Z—:o et = 1 Yoo
N 5 W = s yE sz <o,

Cette derniere remarque nous introduit a la question qui fait ’objet de la partie 3: savoir si, réciproquement
a ce qu’on vient de faire dans la partie 2, une fonction donnée est ou non la somme d’une série entiére sur
un certain intervalle.

3. DEVELOPPEMENT EN SERIE ENTIERE D’UNE FONCTION D’UNE VARIABLE REELLE.

3.1 Fonction développable en série entiere.

DEFINITION. Soit f une fonction d’une variable réelle x définie sur un intervalle I de R contenant 0. On dit
que f est développable en série entiere centrée en 0 lorsqu’il existe un intervalle |—«, o[ centré en 0 inclus
dans I, et une série entiere > a,z" de rayon de convergence > «, tels que:

+oo
f(x) = > apz™ pour tout = € |—a, af.
D’apres le théoreme 2.2, la fonction f est de classe C* sur |—a, «f, et 'on a:
ag = f(o)u ay = f/(O), a2 = %f”(o)v ceey A = %f(n)(o%
ce qui prouve en particulier I'unicité du développement en série entiere (s’il existe).

CONVENTION TERMINOLOGIQUE. Dans toute la suite, “développable en série entiere” signifiera “développable
en série entiere centrée en 0”.

Pour tout a € R, une fonction f définie sur un intervalle I de R contenant a est dite développable en série entiere
centrée en a lorsque la fonction z +— f(z + a) est développable en série entiere centrée en 0; c’est pourquoi on se

ramene a ’étude du cas a =0

REMARQUE. Une condition nécessaire et suffisante pour 'existence d’un développement en série entiere est
donnée par la formule de Taylor avec reste intégral.
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Cette formule établit que, pour f :]—a, a[ — C de classe C°°, on a pour tout entier N > 1 et tout z € |—a, af:

N

f@) = f(0) + f/(0)z + 5 £ (0)2® + - + 3rfMNV(0)2zN + Ry (2) = 3 4 f(0)2" + Ry (),

n=0

ot le reste Ry () peut s’exprimer sous la forme Ry (z) = [ %(m — )N FNED (1) dt.

On montre alors que f est développable en série entiére si et seulement s’il existe 0 < 3 < « tel que Nlim Ry(z) =
— 00

0 pour tout z € |—8, 0[.

METHODES DE CALCUL. Un raisonnement “théorique” (celui de la remarque précédente, ou d’autres que
nous ne détaillons pas ici) permettant d’établir I'existence d’un développement en série entiere pour certaines
fonctions de références (exponentielle, puissances,...), on se ramene & ces fonctions de références en utilisant

les régles suivantes:

1. la somme de deux fonctions f et g développables en série entiere est développable en série entiére, et
le développement de f + g s’obtient en faisant la somme des deux développements;

2. idem pour le produit fg;

3. la dérivée d’une fonction f développable en série entiere est développable en série entiere, et le
développement de f’ s’obtient en dérivant terme a terme le développement de f;

4. idem pour une primitive.

3.2 Premiere série d’exemples.

Le résultat central est que la fonction exponentielle est développable en série entiere, avec un rayon de

convergence infini:

—+oo
T - d.n 1,2, 1,3 1.4,
e’ =expx = On!x =l4+ax+z2°+52° + 572" +
n=

pour tout € |—00, +00]

Les fonctions hyperboliques étant définies par chz = 3(e” +e77) et shr = 1(e” —e™"), les résultats sur les

sommes de fonctions développables en séries entiéres donnent:

—+oo
_ 1 .20 1,2, 1.4, 1 .6, ..
chr = Eo e =1+ 352"+ 577" + =552 +
e

+oo
T 1 2n+1 _ 1.3, 1 .5, 1 7., .
shz = Eo PEESPIRY =T+ 577+ 167 + 500
n=

pour tout z € |—o00, +00]

pour tout = € |—00, +00]

De méme pour les fonctions trigonométriques cosz = 3 (e’ +e~) et sinz = 5 (e — e ™)

—+oo
cosz = Y g 12 Lat L6
T Eyrt T T 24 720
=

+o0
“inp — (D"  2n+1 _
ST = Eo 2nti? =
n=

5 1

134 1 .5 _1 7., ..
T —gT" + 157 50a0% T

pour tout z € |—00, +00]

pour tout z € |—o0, +00]

3.3 Seconde série d’exemples.

Un autre résultat central est que la fonction puissance (1 4+ z)® est développable en série entiere pour tout
a € R, avec un rayon de convergence égal & 1 (infini dans le cas particulier ot @ € N):

+oo
(I4az)* =1+ Y debe.lantl)n  pour tout 2 € -1, 1
n=1

1 1
T4z > (=1t

n=0

Pour a = —1, on retrouve

pour tout x € |—1,1[ |,

—+oo

et donc en changeant x et —z, la formule % = > z"
s X
=

pour tout z € |—1,1]

En prenant leurs primitives s’annulant en 0, il vient

+0o n too
In(l+z)= > —(717)1 Tan et — In(l—2) = %x”
n=1 n=1

pour tout x € |—1,1[ |,
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+oo
dont la demie-somme conduit & iln(HE) =¥ ﬁx%ﬂ pour tout z € |—1,1]
n=

—+o0
1

En remplacant x par 22 dans s = > (=1)™z™ et en prenant la primitive s’annulant en 0, on obtient:
n=0

+o0 1
arctanz = 3. S a2l pour tout z € |1, 1]
n=0

2n-+1
Reprenons maintenant la formule de départ avec a = —%; il vient:
1 w 1x3x5% X (2n—1)
im =1+ 7;:1(—1)”—2X4x6x"'x2n 2™ pour tout x € |—1,1]

En remplacant 2 par —z? en prenant la primitive s’annulant en 0, on obtient:

1X3X5x:-x(2n—1) 1 2n+1
2x4x6x - x2n  2nf1¥

—+oo
arcsine =x + )

n=1

pour tout x € |—1,1]
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Lecon 9

Séries de Fourier

1. COEFFICIENTS DE FOURIER

1.1 Forme réelle (ou trigonométrique) des coeflicients.

Soit f une fonction R — C que l’on suppose continue par morceaux, et 2m-périodique (ce qui signifie que
f(x +27) = f(x) pour tout x € R.

DEFINITION. Pour tout n € N, on définit les coefficients de Fourier réels de f par:

1 2m 1 2m

an(f) = — ; f(t) cos(nt) dt et bn(f) = A f(t)sin(nt) dt

™

REMARQUES.

1. On a toujours bo(f) = 0.

2. Dans le cas particulier ol f est paire, on a b, (f) =0 et a,(f) = 2 fo ) cos(nt) dt, pour tout n € N.
3. Dans le cas particulier ol f est impaire, on a a,(f) = 0 et b,(f) = 2 fo ) sin(nt) dt, pour tout n € N.

1.2 Forme complexe (ou exponentielle) des coefficients.

Soit f une fonction R — C continue par morceaux et 2w-périodique.

DEFINITION. Pour tout n € Z, on définit le coefficient de Fourier complexe de f par:

1 27

() =gz [ FO at

ATTENTION ! Les coefficients a,,(f) et b, (f) sont définis pour tout entier n positif, alors que les coefficients
en(f) sont définis pour tout n entier positif ou négatif.

Puisque et = cos(nt) + isin(nt) et e~ = cos(nt) — isin(nt), on déduit immédiatement les relations:

Cp = %( — iby,) n =Cp +cC_n, L. Jen=cp= %an si f est paire,
1 d’ou
2

c_n = =(an +iby), by, =i(cn —c_p), Cn = —C_p = o2-b, si [ est impaire.

REMARQUES CALCULATOIRES.

1. Les coefficients de Fourier sont linéaires. Cela signifie que, si f et g sont deux fonctions continues
par morceaux et 2m-périodiques sur R, on a a,(f + g) = an(f) + an(g), bn(f + g) = bu(f) + bn(9),
cn(f +9) = cnl(f) +cn(g); et si A € C, an(A.f) = Aan(f), bu(Af) = Abn(f), cn(A.f) = Aen(f).

2. En désignant par f la conjuguée de f, on a: a,(f) = an(f), bn(f) =bu(f), cnl(f) = c_n(f).

3. Si f est continue sur R, C'' par morceaux, et 27-périodique, alors f/ peut étre prolongée en une fonction
continue par morceaux 27-périodique, dont on peut considérer les coefficients de Fourier. On a alors:
en(f') = incn(f) pour tout n € Z.

En effet, cn(f') = i 02‘" f'(t) e~ dt. Une intégration par parties donne:

en(f') = g=lf () e 3™ — oL [T f()(—in) e=int dt = 2 [T f(t) e di = inca(f).
1.3 Série de Fourier.
Soit f une fonction R — C continue par morceaux et 2w-périodique.

DEFINITION. Pour tout = € R, on appelle série de Fourier de f en z la série:

SFr(x) = X en(f) €™ = tao(f) + 2 (an(f)cos(nz) + ba(f)sin(nz) )

nez n>1
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1.4 Exemples.

EXEMPLE 1. (FONCTION EN CRENEAUX) Figure 1

Soit f : R — R impaire, 27-périodique, telle que
fOy=1si0<t<met f(0)= f(x)=0.
Il est clair que f est continue par morceaux sur R.

Comme f est impaire, a,,(f) = 0 pour tout n € N,
et by (f) = 2 [[f(t)sin(nt) dt = 2 [[sin(nt) dt
= % [—% cos(ntﬂ0 = n—Qﬂ(l —(=1)").

0 s .
Ainsi b, (f) = { STPAT on conclut que:

4 sin impair
nm

SFf(x) = > bp(f)sin(nz) = z>:0 ﬁ sin(2p + 1)z.

n>1

EXEMPLE 2. (FONCTION EN DENTS DE SCIE) Figure 2

Soit g : R — R paire, 2m-périodique, telle que
glt)=tsi0<t<m.
Il est clair que g est continue sur R.

Comme g est paire, on a b,(g) = 0 pour tout n € N,

et an(g) = 2 [Jg(t) cos(nt) dt = 2 [tcos(nt) dt.

Sin =0, ao(g) =2 [Ttdt =

Sin > 1, on intégre par parties:

an(g) = 2( [%tsin(nt)] o % sin(nt)dt ) = Z [Tsin(nt)dt = 2 [L cos(nt)]g =2 ((-1)"-1).
0 . - 0
Ainsi a(g9) = { 4 S? " Palr .n 7 . On conclut que:
——%  sin impair
SFy(z) = 3a0(9) + X an(g) cos(nz) = § — 3= grppys cos(2p + Dz
n>1 p>0
EXEMPLE 3. (AVEC COEFFICIENTS COMPLEXES ) Figure 3

Soit h : R — R paire, 27-périodique, telle que
h(t)y=etsi0<t<m.

11 est clair que h est continue sur R (et coincide avec
I'exponentielle sur [—, 0]).

ca(h) = 2= [y h(t) e~ dt = L [T h(t)e i dt
— %( ff’ﬂ ot e=int gt 4 foﬂ ot g—int dt)
O T
_ 1 1 (1—i 1 1 _ 11 [P 1 L
= ﬁ( {1_1,“ el m)t:| _ﬂ_—l— |:—1—in el 1n)t:|0 ) _ ﬂ( e ﬂ-e“m—’—1+in - e~ e—inm )

= %( 1-4-2112 - eiﬂ'(_l)n(l_ll‘n + 1+11n)) = m(l + (—l)nJrl eiﬂ-).
On conclut que:

SF1(2) = Y calh) e = 3 ke (14 (~1)7+1 o) ein,
nez nez

Remarquons que, comme h est paire, on a b,(h) = 0 et a,(h) = 2¢,(h) = m(l + (=1)"*+e ™), d’on

I'on déduit une autre écriture équivalente de cette série de Fourier:

SFn(z) = Lao(h) + 3 an(h)cos(nz) = == 4 3 m(l + (=1)"*te ™) cos(nx).
n>1 n>1
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2. CONVERGENCE DE LA SERIE DE FOURIER

Soit f : R — C continue par morceaux et 2mw-périodique. Pour tout x € R, on a défini la série de Fourier
SF¢(z). La premiere question qui se pose est de savoir si cette série est convergente, pour certaines valeurs
de z, voire pour tout z € R. Si c’est le cas, elle définit une nouvelle application SFf : z — SF;(x) de R
dans C, et la seconde question qui se pose est celle des liens entre cette application SF et 'application f
de départ. On va voir que, dans les cas les plus favorables, elle est égale & f. On rappelle ci-dessous (sans
démonstration) deux résultats utiles relativement a ces questions.

2.1 Théoréme de Dirichlet

Soit f : R — C continue par morceaux et 2m-périodique. Figure 4
Pour tout = € R, la fonction f admet donc une limite a droite en x, que
I’'on note parfois f(x1), et une limite & gauche en x, notée f(z7).

Dans le cas ou z est un point de continuité de la fonction f, on a par
définition de la continuité: f(z) = f(z™) = f(x).

En général, on considere la moyenne des limites a gauche et a droite,

appelée parfois régularisée de f, définie par: f(z) = 3(f(zT) + f(z7)).

Si x est un point de continuité, alors on a f(z) = f(x).

THEOREME. Soit f : R — C continue par morceaux et 2w-périodique. On suppose de plus que f est de
classe C1 par morceaux sur R. Alors:
(i) pour tout = € R, la série de Fourier de f en x est convergente, et I'on a: SFy(z) = 3(f(z™) + f(z7));
(i) en particulier, en tout x € R ot f est continue, on a: SFf(x) = f(x).

REMARQUE. Sous les hypotheses de ce théoreme, la série de fonctions SF ¢ converge donc simplement sur R. On
peut montrer que, si 'on suppose de plus que f est continue sur R, alors la série de fonctions SF; converge

normalement (et donc uniformément) sur R.
EXEMPLE 1. Reprenons 'exemple 1 de 1.4. Le théoréme de Dirichlet s’applique.

En tout € R, (multiple ou non de 7), on a: f(z) = >, m sin(2p + 1)z.
p=0

Application: si I'on choisit x = 7, on obtient 1 = Z>:0 (2pf_1)ﬂ sin (2”;1 Z (2p+1)ﬂ( 1)P.
P>
(- 7
0] déduit que: =—
n en déduit que p22202p+1 1

EXEMPLE 2. Reprenons l'exemple 2 de 1.4. Le théoreme de Dirichlet s’applique.

+oo
Entout x € R,on a: g(z) =5 — > ﬁ cos(2p + 1)x.
p=0

+o0 1 71'2
On en déduit que: | Y, ———5 = —

Application: sil’on choisit z = 0, on obtient 0 = I — ¥
pp 22T S @prie 8

2p+1)27'r

2.2 Formules de Plancherel-Parseval.

THEOREME. Soit f : R — C continue par morceaux et 2mw-périodique. On suppose de plus que f vérifie
f(x) = 3(f(=") + f(z7)) pour tout = € R. Alors:

(i) la série de réels positifs > (|ca(f)|? + |c—n(f)|?) est convergente, et I'on a:

2 2 Q_L o 2 .
I%|+anlﬂa(M—%Olmﬂﬁ,

(ii) Iorsque f est a valeurs réelles, la série de réels positifs > (an(f)? + bn(f)?) est convergente, et I'on a:

ao(f)? RS 2 2y 1 o 2
g S =g [ st
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EXEMPLE 1. Reprenons 'exemple 1 de 1.4. On a a,(f) =0, bap(f) =0 et bapt1(f) = m.

+oo
La formule (ii) du théoreme précédent donne done § 3 (=) = o= o7 f(1)2 dt = 5= " dt =1,
p=0

dott Ion déd - ”2
ou "on déduit que —_— = — |
q EO 2p+1)02 8

—+ oo —+ oo —+ oo —+ oo 2
. . 1 1 1 1 4 7
REMARQUE. On en tire que: nZ::I g = Z:: (2p)2 + > @piD? =4 2 52 + %5
+oo 1 2 +oo 71.2
d’ou (1 — —) — = I et finalement | >, — = —
n=1" n=1n? 6
—+ o0 —+ oo —+oo —1)" 2
A -1 1 1 1 1 2 1722 w2 s (=1 m
De méme: ( = s — — == A _ 17" 7 Jon =2 |
nzzzl n2 p; (2p)2 EO @2p+1)2 7 4 = p? 8 46 8 = n? 12

EXEMPLE 2. Reprenons 'exemple 2 de 1.4. On a:

bu(g) =0, ao(g) =, azp(g) = 0si p > 1, azps1(9) = —Gpraps-
La formule (ii) du théoréme précédent donne donc:
27 g
—+ Z(2p+1)2 )? :%fo g(t)th:%fo t?dt = %
g 2 oo 1 4

“+o00
d’ott 'on déduit que =5 >° w = — ”742, et finalement | Y ———— = — |
p=0

EMARQUE. On en tire que: == = 7 + T = = .
ne " = ( =0 (2p+1) 16 = 6
gy 4 1t 1 t
d’ott (1 - )Z%:"—G,etﬁnalement S ==
n=1 n=1n* 90
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Lecon 10

Fonctions de plusieurs variables

On procede en deux étapes: d’abord I’étude des fonctions scalaires de plusieurs variables réelles
(deux ou trois variables dans la pratique), c’est-a-dire des fonctions R? — R ou R® — R; puis
celle des fonctions vectorielles, c’est-a-dire des fonctions de R? ou R® & valeurs dans R? ou R3.

1. FONCTIONS SCALAIRES DE PLUSIEURS VARIABLES

1.1 Fonction scalaire de deux variables réelles.

e DEFINITION: une fonction scalaire de deux variables réelles est une application:

f: U—R
(z,y) — flz,y)

ot U est une partie de R?. On a une notion naturelle de domaine de définition, qui est la partie de R? formée
des couples (x,y) pour lesquels U'expression f(x,y) est bien définie.

EXEMPLE: (z,y) — est définie sur U =R? — C, ott C = { (x,y) € R? ; 22 + 42 =1 } est le cercle unité.

Yy
z2+y2—1

EXEMPLE: (z,y) — est définie sur U = R?2 — D, ot D = { (x,y) € R? ; x = y} est la premiere bissectrice.

1
(z—v)
e APPLICATIONS PARTIELLES. Soit f : U — R avec U partie de R2. Fixons un élément (a,b) € U. On appelle
premiere application partielle associée & f au point (a,b), notée f1 = f(.,b) la fonction d’une variable réelle
2 obtenue en fixant b dans l'expression de f(z,y). On définit de méme fo = f(a,.) qui est une fonction de
la seule variable y.

fi=f0,0): x— f(x,b), fo=fla,.): y— f(a,y).

L’application f; est définie sur la partie de R formée des x € R tels que (z,b) € U, et fo sur la partie de
R formée des y € R tels que (a,y) € U. Le role de ces applications est trés important comme on va le voir
dans la suite.

e OPERATIONS SUR LES FONCTIONS A DEUX VARIABLES. Si f: U — R et g : U — R sont deux fonctions
définies sur une méme partie U de R2, on définit la somme f + g et le produit fg, ainsi que le quotient g si
de plus g ne s’annule pas sur U:

f+g9g: U —R fg: U —R 5: v—R
(2,y) — fz,9) + g(z,y) (z,y) — flz,y)g(z,y) (z,y) — &8

e PROJECTIONS. Les projections sont par définition les deux applications:
p1: R?Z — R pp: RZ — R
(z,y) — z (,y) — vy

A partir des projections, on construit par somme et produit les fonctions polynomiales en deux variables,

n m ) X
qui sont les fonctions (définies sur R?) du type f(z,y) = > > a2y, ot a; ; € R pour tous 4, j.
i=05=0

1.2 Continuité.
e DISTANCE DANS R2.

Soit X = (z,y) et A = (a,b) deux éléments quelconques de R?, la distance (euclidienne) entre X et A est
par définition:

1X = All = V(z - a)> + (y - b)*.

Pour tout A € R? et tout réel € > 0, on appelle boule ouverte (ou disque ouvert) de centre A et de rayon e
I’ensemble:
B(A,e)={ X eR?; ||X - Al <e }.
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Par définition, on dit qu'un sous-ensemble U de R? est un ouvert
de R? lorsque, pour tout A € U, il existe une boule ouverte de
centre A qui est entierement incluse dans U.

un ouvert de R2

Par exemple, une boule ouverte est un ouvert; un demi-plan ouvert
est ouvert (prendre { (z,y) € R? ; > 0 } et faire un dessin).
En revanche une droite, ou un demi-plan fermé ne sont pas des
ouverts (considérer par exemple { (z,y) € R? ; = > 0 }, prendre
un point sur le bord et faire un dessin).

e DEFINITION DE LA CONTINUITE. On définit la continuité de la méme facon que dans le cas d’une fonction
numérique d’une variable réelle, en remplacant simplement la valeur absolue par la norme. Une fonction

f:U — R avec U partie de R? est dite continue en un point (a,b) de U lorsque: ( 1)1m( . f(z,y) = f(a,b),
z,y)—(a,

ce qui signifie que:
Ve>0,37>0,V(z,y) €U, |[(z,y) = (a,0)]| <n = [[f(z,y) - f(a,b)]] <e.

On dit que f est continue sur U lorsqu’elle continue en tout point de U.
Exemple: les fonctions polynomiales sont continues sur R2.

o PROPRIETES.

(i) Si f et g sont continues sur une méme partie U de R?, alors f + g et fg sont continues sur U.

Si de plus g ne s’annule pas sur U, alors % est continue sur U.

(ii) Si f est continue sur une partie U de R?, alors la fonction |f| est aussi continue sur U.

(iii) Si f est continue sur une partie U de R, et si h est une fonction d’une variable réelle continue sur un
intervalle I de R contenant I'image f(U) de U par f, alors h o f est continue sur U.

e DANS LA PRATIQUE, ces 3 propriétés, combinées avec les résultats connus sur la continuité des fonctions
d’une variable, permettent d’établir la continuité de la plupart des fonctions usuellement rencontrées.

ExEMPLE. Considérons f(z,y) = % + etV définie sur U = R? — A, oul A est la droite {(x,z) ; = € R}.
. _ N __ sinxy _ +
On décompose en f = fi + f2, ou fi(z,y) = et fa(z,y) = e* 1Y,
11 est clair d’apres (iii) que fo est continue sur R2 comme composée de la fonction polynomiale de deux variables
(z,y) — = + y et de la fonction d’une variable ¢ +— et.

Toujours d’apres (iii), la fonction (,y) + sinzy est continue sur R? comme composée de la fonction polynomiale
de deux variables (z,y) — zy et de la fonction d’une variable ¢ — sint. En prenant son quotient par la fonction
(x,y) — x — y continue sur R? et non-nulle sur U, on déduit du second point de (i) que fi est continue sur U.

Ainsi f1 et f2 sont continues sur U, donc f = f1 + fo2 aussi.

e ATTENTION ! Notons pour mémoire (sans insister ni donner plus détails ici) qu’il ne suffit pas a priori que
les deux applications partielles © — f(x,b0) et y — f(a,y) associées & f au point (a,b) soient continues en a
et b respectivement pour que f soit continue en (a, b).

1.3 Dérivées partielles du premier ordre.

e DEFINITIONS.

Fixons f : U — R une fonction de deux variables définie sur un ou-
vert U de R2. Les applications partielles f; = f(.,b) et fo = f(a, .)
sont définies au moins sur un voisinage de a ou de b respectivement.
On dit que f admet une dérivée partielle par rapport a la premiere
variable au point (a,b) si application partielle f; est dérivable en a.
On note alors: %(a, b) = f1(a).
On dit que f admet une dérivée partielle par rapport a la seconde
variable au point (a, b) si ’application partielle fs est dérivable en b.

On note alors: g—i(a, b) = f4(b).
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Si les dérivées partielles par rapport & chaque variable existent en tout point (a,b) € U, on définit deux
nouvelles applications de deux variables:
of . U—R of . U— R

ox * dy
(z,y) — F(z,y) (z,y) — SL(z,y)

appelées les fonctions dérivées partielles d’ordre 1 de f. On les calcule simplement en considérant 'une des
variables fixée et en dérivant par rapport a 'autre.

) )

EXEMPLE. Si f(z,y) = 22siny —ye3®, on a %(:{:,y) = 2zsiny — 3y e et —(z y) = 2% cosy — €37,

On dit que f est de classe C* sur U lorsque les deux fonctions dérivées partlelles % et g—£ sont, définies en
tout point de U, et sont continues sur U. On démontre que:

f de classe C' sur U = f continue sur U,

et les propriétés pratiques (i), (ii), (iii) données en 1.2 sur la continuité restent vraies si 'on remplace dans
les énoncés “continue” par “de classe C'17.

o PREMIERE FORMULE DE COMPOSITION (OU DE CHANGEMENT DE VARIABLES).

On se donne une fonction de deux variables f : U — R de classe C! sur un ouvert U de R2, et deux
fonctions d’une variable u : I — R et v : I — R de classe C'' sur un intervalle ouvert de R. On suppose que
(u(t),v(t)) € U pour tout t € I, ce qui permet de considérer par composition la fonction d’une variable:

F: 1 — R
t — fu(t),v(t))
On peut démontrer qu’alors F est de classe C! sur I, et que sa fonction dérivée F' = Cil—f vérifie:

) d
pour tout a € I, F'(a) = a—{t(u(a)m(a)).u'(a) + a—{(u(a),v(a)).v'(a).
On synthétise ce résultat sous la forme de la formule suivante:

de classe C1, on a:

Pour Pl — R d_F_@_fd_u+8_fd_v
" t— fu(t),v(t) dt — Ou dt | v dt

EXEMPLE. Soit F(t) = (et +t)(t? — 3t) de classe C! sur I = R. On introduit:
f: U=R? — R u: R — R v: R — R

(u,v) +— wv ’ t — et4t t —s t2 -3t

Pour tout a € R, on a: "(li—f(a) = %(u(a),v( ). (e* +1) + 6f (u(a),v(a)). (2a — 3)
=v(a). (% +1) + u(a). (2a — 3) = (a® — 3a)(e® +1) + (e® +a)(2a — 3),

qui n’est autre dans cet exemple que la formule usuelle de dérivation d’un produit (uv)’ = u'v + uv’.

e SECONDE FORMULE DE COMPOSITION (OU DE CHANGEMENT DE VARIABLES).

On se donne une fonction de deux variables f : U — R de classe C' sur un ouvert U de R?, et deux
fonctions de deux variables u : V — R et v : V — R de classe C'! sur un ouvert V' de R?. On suppose que

(u(z,y),v(z,y)) € U pour tout (x,y) € V, ce qui permet de considérer par composition la fonction de deux
variables:

F V — R
(@,y) — flu(z,y),v(z,y))

On peut démontrer qu’alors F est de classe C! sur V, et que ses fonctions dérivées partielles vérifient:

5 (a,0) = G (u(a, b), v(a,)). §4(a,0) + G (ula, b), v(a, ). §(a,b),

2 (a,b) = % (u(a,b), v(a,b)). 2(a,b) + & (u(a,b), v(a,b)). 2(a,b).

On synthétise ce résultat sous la forme de la formule suivante:

pour tout (a,b) € V,

oF afau afav
V — R Oxr  Oudzx | Ovox

F:
P de classe C1, :
our { (@,y) — flu(z,y),o(z,y)) OC T ond OF  Of ou  Of o
oy oudy " ovoy
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e EXEMPLE: PASSAGE EN COORDONNEES POLAIRES.

Si f est une fonction de deux variables (z,y), coordonnées polaires
et si Pon note F(p,0) = f(pcosb, psinf), alors: x = pcosb,
B . 9 . P y = psinf
9 (p,0) = GL(pcosb, psinf). 5(p,0) + 5L (pcos, psind). 3 (p,0)

%—g(p7 0) = %(pcos&psinﬁ). %(m 0) + g—i(pCOSG,psine). %(p, 0)
c’est-a-dire:

%_i(p7 6) = cos 9.%(pcos 0, psin f) + sin G.g—g(pcos 0, psiné)

%—g(p, 0) = p(— sin@).%(pcos@,psin@) + pcos@.g—g(pcosﬁ,psinﬁ)

On synthétise ces relations en utilisant la notation matricielle:

OF . of
B cos 6 sin 6 e
oF —psi of
e psinf pcosf oy

1.4 Dérivées partielles d’ordre supérieur

e DERIVEES PARTIELLES D’ORDRE 2.

Soit f : (x,y) — f(z,y) une fonction de deux variables U — R de classe C'* sur un ouvert U de R2. Si les
fonctions de deux variables % et g—i admettent elle-méme des dérivées partielles par rapport a chacune des
variables, on peut considérer les quatre fonctions dérivées partielles d’ordre 2 de f:

o _ 0 (of 0°f _ 0 (0f o°f _ 0 (of o°f _ 0 (of
0x2 9z \ oz )’ Oyox Oy \ oz )’ dxdy  Ox \ 0y /)’ oy2 oy \oy)’

Si de plus ces quatre fonctions sont continues sur U, on dit que f est de classe C? sur U.

EXEMPLE. Reprenons l'exemple de 1.3: f(z,y) = 22siny — y 3.

of 2 3z

Donc %(z,y) = 2zsiny — 3ye3® et %(:z:7 y) =z cosy —e
y & O%f . 2 92 . 92 . 52
D’ou (f)Té(:c,y):25111y—9ye‘53c , 6—y£(z,y):—:r3251ny et Wafz(z,y):2xcosy—3e3z = awafy(:c,y),

L’égalité des deux dernieres dérivées secondes dans ’exemple précédent n’est pas fortuite; c’est un cas
d’application du théoreme suivant.

O*f  0°f
dydx  Oxdy

Théoréme de Schwarz. Si f est de classe C? sur un ouvert U de R?, on a:

e DERIVEES PARTIELLES D’ORDRE 7.

En considérant les dérivées partielles par rapport a chacune des variables des dérivées partielles d’ordre 2,
on définit de méme les dérivées partielles de f d’ordre 3. En itérant, on définit les dérivées partielles de f
d’ordre n quelconque, et la notion de fonction de classe C™.

1.5 Cas des fonctions de trois variables

Tout ce qu’on a fait ci-dessus s’adapte mutatis mutandis & des fonctions de trois variables (x,y, z) — R d’un
ouvert U de R? & valeurs dans R. Il y a bien siir trois dérivées partielles d’ordre 1 & considérer:

of of . of
ox’ Oy’ 0z’
ainsi que neuf dérivées partielles d’ordre 2.

2 .
< sin
EXEMPLE. Soit f(z,y,2) = y, de classe C? sur U = R3— P, ol P est le plan d’équation z = 0.
z

. 9 5 .
On calcule d’abord: % = M % _ T cosy of _ _rrsmy

ox z Oy z 0z 22
Puis: ﬁ: 2siny 9% f :2rcosy _ o%f 9% f :_2xsiny: 9% f
Ox? z Oydx z dzxdy’ 020z 22 9x0z’
92 f x? siny 02 f x2 cosy 92 f 02f  2z?siny
Oy2 T 0z0y -T2 T oydz’ 922 T s
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La (seconde) formule de composition devient dans le cas de trois variables:

OF _0f ou_ 0fov  0f ou
Pour une fonction de trois variables: v Ou dx  Ovdr Owdx
L S OF _0fou_ 0fov  0f ou
(x,y7z) — f(u(x,y,z),v(x,y,z),w(x,y7z)) 8y o 8U 8y 81} 5y 8’[1) 5y
de classe C! sur un ouvert V de R3, on a: OF of ou _9fdv  0f ow
dz  Ou 0z Ovdz Ow 0z
e EXEMPLE: PASSAGE EN COORDONNEES CYLINDRIQUES. coordonnées cylindriques
Si f est une fonction de trois variables (x,y, z), a: f :;Onb 99 ’
et si 'on note F(r,60,2) = f(rcosf,rsinf, z), alors: Z B , ’
oF _0for  0fdy  of0
or Oz Or  Odyodr 0z 0r
OF _0f 0r 0f0y 010
00 O0x 00 Oy 08 0z 00
OF _0f0r 9fdy 050z
dz  Oxr 0z Oydz 0z0z
On synthétise en utilisant la notation matricielle:
%_1: cos sinf 0 %
%—g = | —rsinf® rcosf 0 g—{/
oF )
or 0 0o 1) \¥«
e EXEMPLE: PASSAGE EN COORDONNEES SPHERIQUES. coordonnées sphériques
Si f est une fonction de trois variables (z,y, z), et si T = pCF)SGCOS ¥
F(p,0,¢) = f(pcosfcosp, psinf cos @, psin p), alors: y = psinfcosp,
z = psing
OF o or _0foy  0f 0
dp Ox dp Oyodp 0z0p
OF _0for  0fdy  ofo
00  O0x 00 Oy 08 0z 00
OF _0f 0r 0f oy 010
dp  O0x dp  Oydp 0z 0p
On synthétise en utilisant la notation matricielle:
88—1: cosf cos sin 0 cos ¢ sin @ %
%_1; = | —psinfcosyp pcosfcosyp 0 g—’;
%—f —pcosfsing —psinfsing pcosp %
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2. FONCTIONS VECTORIELLES DE PLUSIEURS VARIABLES

2.1 Notion de fonction vectorielle.

e FONCTION VECTORIELLE D'UNE VARIABLE REELLE. C’est une application définie sur une partie I de R
et a valeurs dans R? ou R? (ou plus généralement dans R™ pour n > 2). Pour la distinguer d'une fonction
a valeurs dans R, on note souvent f avec une fleche de vecteur une telle fonction. 11 est clair que la donnée
d’une telle fonction & valeurs dans R? (respectivement dans R?) équivaut & la donnée de deux (respectivement
trois) fonctions I — R appelées les fonctions coordonnées de f, en résumé:

f: I — R? . fi: I =R,
avec I partie de R, et
v (A, h@) TP fo:l =R
ou
7. 3 f1 I — R7
fo I —R avec I partie de R, et fo: I — R,
T — (fl(x),fg(ﬂj),fg(ﬂ?)) f3I—>R

Une telle fonction f est continue (en un point, ou sur tout I) lorsque chacune des fonctions coordonnées
I’est. Elle est dérivable en un point a € I lorsque chacune des fonctions coordonnées I’est, et on note alors:

fa) = (fi(a), f3(a)).

e FONCTION VECTORIELLE DE PLUSIEURS VARIABLES REELLES. On considere de méme des fonctions
définies sur une partie U de R? ou R?, et & valeurs dans R? ou R®. Chacune des fonctions coordonnées est
alors une fonction scalaire de plusieurs variables du type de celles étudiées dans la premiere partie ci-dessus.
Bien que rien n’empéche a priori de considérer des fonctions R2 — R? ou R? — R?, on s’intéressera surtout
dans la pratique aux cas:

f: U — R? . ) fi:U—R,
avec U partie de R4, et
((E,y) — (fl(iv,y),fQ(iC,y)) P f2U—>R
ou
7. 3 fi:U—R,
f uv—R avec U partie de R?, et fy:U — R,
(xaywz) — (fl($7yaz)af2($7yaz)af3(x7y72)) f3 U — R.

La-encore, f est continue (en un point, ou sur tout U) lorsque chacune des fonctions coordonnées l'est (au
sens ol on l’a vu ci-dessus en 1.2). De méme, f admet une dérivée partielle par rapport a I'une des variables
lorsque chacune des fonctions coordonnées admet une dérivée partielle par rapport a cette variable. On note
(par exemple en deux variables):

of B) B of B) B
3—£(a1aa2) = (3—2(01&2),3—];2(@17@2)) et 3—5(%@2) = (3—2(@1,&2),8—]0;(@17@2)).

Enfin, f est de classe C'! sur U lorsque chacune des fonctions coordonnées I’est (au sens ot on I’a vu ci-dessus
en 1.3).

2.2 Matrice Jacobienne.

e EN DEUX VARIABLES. Soit U un ouvert de R?, et f: U — R? de fonctions coordonnées f; : U — R et
f2: U — R. On suppose que fest de classe C! sur U. On appelle alors matrice jacobienne de fen un point
a = (a1, az2) de U la matrice:

) O (4an) 2 (ay, az)
Jac f(a) = g;f 8;/
2 2

0
%(al,ag) 8—y(01702)

EXEMPLE. Soit f: (z,y) — (sin(zy), ef”y2) de classe C! sur U = R2. Alors Jac f = (y cos(zy) rcos(my)>.

2 3
y? ey 2yx e®Y

cosf) —psin 9)

PASSAGE EN COORDONNEES POLAIRES. Soit f : (p,0) — (pcosf, psinf). Alors Jac f = <Sm9 pcosd

On retrouve (apres transposition) la matrice rencontrée au dernier exemple de 1.3.
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e EN TROIS VARIABLES. Soit U un ouvert de R3, et f: U — R? de fonctions coordonnées f; : U — R,
fo:U —Ret f3: U — R. On suppose que f est de classe C! sur U. On appelle alors matrice jacobienne
de f en un point a = (a1, as, a3) de U la matrice:

0 0

8—;(6117@27@3) 8_y1(a1’a2’a3)’ 8—;(611,612,&3)
Y 0 0 0

Jac f(a) = 8—22(@17@27@3) a—f;(a1,a2,a3), %(al,%,%)
0

a—i(al,az,as) a—;(al,az,as), 5—;(a1,a2,a3)

. yz Tz Ty
EXEMPLE. Soit f: (x,v,2) — (zyz,2? + y? + 22,2y + yz + zz). Alors Jac f = 2z 2y 2z .
y+z xT+z x+y

PASSAGE EN COORDONNEES CYLINDRIQUES ET SPHERIQUES.
Soit f: (1,6, 2) — (rcosf,rsind, z) et §:(p,0,¢) = (pcoshcosep, psinb cosp, psin @),

. cosf —rsinf 0 cosfcosp —psinfcosp —pcosfsingp
Alors Jac f = | sinf rcosf O et Jacg= |sinfcosep pcosfcosy —psinfsine
0 0 1 sin 0 pCos @

On retrouve (apres transposition) les matrices rencontrées aux exemples de 1.5.

2.3 Formule de changement de variables.

Soit U un ouvert de R2. Soit f: U — R2 une fonction de classe C! sur U. Notons ici u et v ses fonctions
coordonnées, qui sont donc des fonctions U — R de classe C! sur U. Soit V un ouvert de R? tel que
f(U) C Vet §:V — R? une fonction de classe C! sur V. Notons g; et g» ses fonctions coordonnées. On
peut considérer la composée F= go f

—

F: (z,9) L (u(x,y)m(m,y)) 9, (gl (u(x,y),v(n@y)) , gg(u(x,y)m(ac,y))).
Fl(may) FQ(xvy)
En appliquant la seconde formule vue en 1.3 a chacune des fonctions coordonnées F; et Fs, on obtient:
OF1 _ g1 du | 991 v OF _ 09y Ou | 091 0v
or  Ou Oxr Ov Ox’ dy du dy  Ov dy’
OF; _ 992 9u | 092 0v OF; _ 992 Ou | 092 0v
dr  Ou O  Ov Oz’ dy  Ou Oy  Ov dy’
que l'on écrit globalement sous forme matricielle:
OF  OF 991 g1 gu  du
O Oy | _ | du Ov | |0z Oy
Jor Oy ou  0Ov Jdx Oy
Cela signifie plus explicitement que 'on a en tout point A = (a,b) de U:
8F1 3F1 agl 891 8u 8u
oz (a,b) oy (a,b) _ %(u(mb),v(a,b)) %(u(mb),v(a,b)) | o= (a,b) 9y (a,b)
8F2 8F2 892 892 81} 81}
5 (a,b) 9y (a,b) 90 (u(a,b),v(a,b)) 90 (u(a,b),v(a,b)) 9 (a,b) a9 (a,b)

On aboutit donc a la formule “compacte”:

— — —

Jac (g0 F)(A) = Jacg (F(4)) x Jac f(A).

Cette formule reste vraie pour des fonctions de R? dans R3, et plus généralement de R™ dans R".
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2.4 Opérateurs classiques de ’analyse vectorielle.

e DEFINITIONS. On se place dans R3. En physique, on emploie souvent le terme de champ scalaire pour
désigner une fonction f : U — R, et de champ vectoriel pour désigner une fonction f : U — R3, ot U est un
ouvert de R3.

1. Si f : U — R est un champ scalaire de classe C?, le gradient de f est le champ vectoriel grad f : U — R3

défini par: 8f af 8f
df=(=,=,=).
2. Si f: U — R est un champ scalaire de classe C?, le laplacien de f est le champ scalaire Af : U — R
défini par: 9 9 5
0 0 0

C0x? 0 Oy 022
3.S1 F: U — R3 est un champ vectoriel de classe C!, et s I'on note P,Q), R les champs scalaires
U — R de classe C'! qui sont les fonctions coordonnées de F la divergence de F est le champ scalaire
divF : U — R défini par: . 9P 9Q OR

4. Avec les mémes hypotheses et notations que ci-dessus, le rotationnel de F est le champ vectoriel

rot F: U — R? défini par:
- OR 0Q 0P OR 0Q OP
rot F' = (———, ———, == =)
dy 0z 0z Ox  0Oxr Oy
On pourra vérifier a titre d’exercice qu’il résulte immédiatement des formules de Schwarz pour des champs
de classe C? que:

rot(grad f) = 0 ot div(rot F) = 0

Plusieurs problemes classiques d’équations aux dérivées partielles relatifs & ces opérateurs seront vus dans le
cours de licence en liaison avec l'intégration des formes différentielles. Citons les deux suivants, pour lesquels
on a les théorémes (admis) ci-dessous.

e CHAMP SCALAIRE DE GRADIENT NUL.

Sous certaines bonnes hypotheses topologiques sur 'ouvert U de R? (il suffit qu’il soit connexe), on a pour
tout champ scalaire f : U — R de classe C'':
of _of _of

— S
gradf =0 | <= | == = =0 | < ‘ f est constant sur U‘
ox 8y oz

e CHAMP VECTORIEL DE ROTATIONNEL NUL.
- .

D’une facon générale, pour tout champ scalaire f : U — R de classe C', on a toujours rot grad f = 0 (voir
formules ci-dessus).
Réciproquement, si F est un champ vectoriel donné tel que rot F = 0, existe-t-il nécessairement un champ

— —_— —
scalaire f tel que F' = grad f 7 Si c’est le cas, on dit que F' dérive d’un potentiel.
Sous certaines bonnes hypotheses topologiques sur 'ouvert U de R? (il suffit qu’il soit étoilé), on a une
réponse positive a cette question:

" OR 0Q 0P OR 0Q 0P ——— ; )
ot F =0 | < 8—y—5, 9 0w or 3y <= | F dérive d’un potentiel
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Module d’Harmonisation des Connaissances en Mathématiques — L3 IUP GSI — Licence Physique et Ingénieries — F. DUMAS

Lecon 11

Vecteurs

1. SOUS-ESPACES VECTORIELS.

1.1 Combinaisons linéaires.

e VECTEURS DE R™. On fixe un entier n > 1 (dans la pratique, ce sera souvent 2 ou 3). On considere
I’ensemble R™ des n-uplets de réels. Un tel n-uplet est appelé un vecteur de R™ et se note avec des parentheses:
u=(x1,22,...,T,) avec x; € R pour tout 1 <i <mn.

NOTATIONS Lorsque n = 2, un vecteur u = (21, 2) est un couple; on préfere alors souvent ne pas utiliser d’indice

et noter v = (z,y). Lorsque n = 3, un vecteur u = (x1,z2,x3) est un triplet, et 'on préfere noter u = (z,y, 2).
Lorsque n = 1, on a R! = R, un vecteur est donc dans ce cas simplement un réel u = z1.

ATTENTION ! La notion de vecteur fait intervenir ’ordre dans lequel sont pris les nombres z;, c’est-a-dire que:
[(z1,z2,...,Zn) = (Y1,¥Y2,...,Yn) dans R"] < [z; = y; dans R pour tout 1 < i < nJ.
Par exemple (x1,z2) # (x2,21) dans R? dés lors que 1 # x2 dans R.

e ADDITION DES VECTEURS. Elle est définie de fagon naturelle & partir de 'addition des nombres réels, en
additionnant terme a terme, c’est-a-dire:

siu=(z1,22,...,2n) €t v = (y1,Y2,.-.,Yn), alors u+v= (1 +y1,22+Y2,...,Tn + Yn).
Par exemple dans R? : (1,-2,0) + (—1,4,3) = (0,2, 3).
On appelle vecteur nul de R™ le vecteur 0 = (0,0,...,0). Pour tout vecteur u = (z1, s, ...,T,), on appelle
opposé de u le vecteur —u = (—x1, —x2, ..., —Ty)

e PRODUIT D’UN VECTEUR PAR UN NOMBRE REEL. Il est défini de la facon suivante:
siu=(r1,z2,...,2,) €ER" et a € R, on pose a.u = (ax1,axs,...,ax,) € R™.
Par exemple dans R? : 2.(—1,4,3) = (-2,8,6) et —1(6,0,—5) = (—2,0, 2).

e PROPRIETES DE CES OPERATIONS. Elles se déduisent immédiatement des propriétés de ’addition et de la
multiplication dans R. En particulier, pour tous u,v € R" et tous a, 5 € R:

u+ (v+w)=(u+v)+w, (a+pB)u=au+ pu,
u+0=0+u=u, a.(u+v) =au+ aw,
u+ (—u) = (—u) +u =0, a.(B.u) = (af).u,
u+v=v-+u, l.u=u.

Ces huit propriétés fondamentales font de I’ensemble R™ ce qu’on appelle un espace vectoriel sur R.
Elles entrainent en outre comme conséquences:

(—a)u =a.(—u) = —a.u, (=1).u = —u, a.(u—v) =au— au, (a — B)u = au— B,
ainsi que la propriété suivante, qui joue un role important dans beaucoup de raisonnements:
(o = 0) si et seulement si (v = 0 dans R, ou u = 0 dans R™).

e COMBINAISONS LINEAIRES. Il s’agit simplement de combiner naturellement les deux lois + et . de R™.

Si u et v sont deux vecteurs de R™, on appelle combinaison linéaire de u et v tout vecteur de la
forme a.u + B.v, ou « et [ sont des scalaires.

On peut considérer de méme des combinaisons linéaires de trois vecteurs: a.u + B.v + v.w, ou plus...

Par exemple dans R?, & partir des vecteurs u = (1,—2,3) et v = (0,5, —1), on peut fabriquer la combinaison
linéaire w = 2.u + 3.v = (2, —4,6) + (0,15, -3) = (2,11, 3).
Pour calculer plus commodément, on dispose parfois les vecteurs en colonnes. Par exemple dans R*:

2 3 5 1 3 1 4 1 4
_5 1| -4 o] (o 8 o 5] 7
o |t l=2|= =2l 3|=2|=|=6l" “|-1|Tz|2|t>|[1]|~]|3s
1 0 1 3 9 0 3 —9 9

Dans la suite, on utilisera I'abréviation c.l. pour combinaison linéaire.
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1.2 Sous-espaces vectoriels de R"

e EXEMPLES PRELIMINAIRES. Placons-nous dans R2.

1. Considérons d’abord le sous-ensemble F' de R? constitué des vecteurs (z,y) tels que z = y. Si u =
(z,2) et v = (2/,2') sont deux vecteurs quelconques de F', leur somme u + v reste dans F, puisque
u+v = (x+a2,z+z). On traduit cette propriété en disant que F est stable pour l'addition. De
méme, quels que soient un vecteur u = (z,x) de F et un scalaire a € R, le vecteur a.u = (azx, ax)
reste dans F. On traduit cette propriété en disant que F' est stable aussi pour le produit externe.

2. Considérons maintenant le sous-ensemble G' de R? constituée des vecteurs (z,y) tels que x = 1. Si
u=(1,y) et v =(1,y') sont deux vecteurs quelconques de G, leur somme est le vecteur u+v = (2, y+y’),
qui n’est plus un vecteur de GG. Donc G n’est pas stable pour ’addition de R™. De méme, le produit
externe d'un vecteur u = (1,y) par un scalaire @ € R est a.u = (e, ay) qui n’est plus un élément de G
des lors que le réel « est distinct de 1. Donc G n’est pas non plus stable pour le produit externe.

3. A noter qu'un sous-ensemble peut étre stable pour I’addition mais pas pour le produit externe; c’est
la cas par exemple du sous-ensemble des vecteurs (z,y) tels que = > 0.

e NOTION DE SOUS-ESPACE VECTORIEL

Définition. Un sous-ensemble F' non-vide de R™ est appelé un sous-espace vectoriel de R™ lorsque F' est
stable a la fois pour I'addition et pour le produit externe, c’est-a-dire:

pour tous u,v € F,ona:u+v € F

— 1 n @
‘ F" est un sous-espace vectoriel de R pour tout u € F et tout « € R, on a: a.u € F

On utilisera dans la suite ’abréviation ss-e.v. pour sous-espace vectoriel.

Il est clair qu’étre stable a la fois pour ’addition et pour le produit externe signifie étre stable par combinaison
linéaire:

pour tous u,v € F, toute c.l. d’'un nombre
F est un ss-e.v. de R" < | ettousa,f €R,ona: |<= | quelconque de vecteurs
au+ pfuveF de F reste dans F

o REMARQUES.

1. Un ss-e.v. F' de R™ contient nécessairement le vecteur nul (en effet, F' contient au moins un vecteur wu,
et donc aussi la c.l. u —u = 0). A contrario, dés lors qu’un sous-ensemble ne contient pas le vecteur
nul, on est stiir que ce n’est pas un ss-e.v. !

2. Il est clair que {0} et R” lui-méme sont toujours des ss-e.v. de R,
3. Comment s’y prendre pour vérifier qu'un sous-ensemble F' de R™ est un ss-e.v. :

— d’abord, s’assurer que F' est non-vide, et le plus simple pour cela est de vérifier que le vecteur nul 0
appartient bien a F.

— puis montrer que: (v + v € F pour tous u,v € F) et (cu € F pour tous u € F et a € R); si les
calculs sont simples, on peut vérifier en une seule fois que: (c.u 4+ B.v € F pour tous u,v, «, ).

o EXEMPLES.

Dans R3, les sous-ensembles P = {(z,0,2); x € R,z € R} et D = {(,0,z); = € R} sont des ss-e.v. de R3.
En revanche, A = {(z,1,z); © € R} n’est pas un ss-e.v. car la somme de deux vecteurs (z,1,z) et (x’,1,2')
est (z + 2/,2,z + 2’) qui n’appartient pas & A. [On pourrait aussi remarquer que 0= (0,0,0) ¢ A, ce qui
suffit & prouver que A n’est pas un ss-e.v. de R3].

1.3 Intersection de sous-espaces vectoriels

Rappelons d’abord que, si F' et G sont deux sous-ensembles quelconques de R"™, on appelle intersection de
F et G, notée F'N G, le sous-ensemble de R™ formé des vecteurs qui appartiennent a la fois a F' et a G. Le
résultat suivant est alors a peu pres évident:

PROPOSITION. Si F' et G sont deux ss-e.v. de R™, alors F N G est un ss-e.v. de R™.

EXEMPLE. Dans E =R3, P = {(2,0,2);x € R,z € R}, Q = {(2,9,0); € R,y € R} ont pour intersection
PNn@={(z,0,0); z € R}.
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1.4 Somme directe et sous-espaces vectoriels supplémentaires
e CAS DE DEUX SOUS-ESPACES

Définition. Soient F et G deux ss-e.v.de R™. On dit qu’ils sont supplémentaires dans R™ lorsque tout
vecteur de R™ se décompose de facon unique en la somme d’un vecteur de F' et d’'un vecteur de G.
On dit aussi dans ce cas que R™ est somme directe de F' et G et on note: R"™ = F @ G. Ainsi

R'=FaG | < ‘ Pour tout uw € R, il existe v € F' et w € G uniques tels que ©u = v + w.

Remarquons que, si R* = F' @ G, alors on a forcément F NG = {6}

Ezemple. Dans E = R3, P = {(2,0,2); 2 € R,z € R} et S = {(0,y,0); y € R} sont des ss-e.v. supplémentaires.
Onnote: R®*=P@ S.

e CAS D’UN NOMBRE QUELCONQUE DE SOUS-ESPACES

Définition. Soient Fi, Fy, ..., F, des ss-e.v. de R". On dit qu’ils sont supplémentaires dans R™ lorsque tout
vecteur de R" se décompose de facon unique en la somme d’un vecteur de F}, plus un vecteur de Fs, ...,
plus un vecteur de Fj,.

Pour tout v € R", il existe v € Fi,v2 € Fy,...,v, € F},

‘ Ri=hoho o | < uniques tels que: w = v1 + vy + -+ + vp.

2. FAMILLE GENERATRICE, FAMILLE LIBRE, BASE ET DIMENSION

2.1 Familles génératrices d’un sous-espace vectoriel.
e EXEMPLE PRELIMINAIRE.

Dans R?, considérons les deux vecteurs u = (0,1,2) et v = (—1,3,1). On peut & partir de ces deux vecteurs
en fabriquer “beaucoup” d’autres en utilisant ’addition et le produit externe, c¢’est-a-dire en prenant toutes
les combinaisons linéaires a.u + B.v ou « et 3 décrivent R.

Peut-on obtenir ainsi tous les vecteurs de R® ? La réponse est non. En effet, le vecteur w = (1,1,1) par
exemple ne peut jamais s’écrire a.u + (.v. Il suffit pour s’en convaincre de remarquer que ’on aurait sinon
(1,1,1) = (-B,a+38,2a+ ), dout f = —1,a —3 =1et 2aa — 1 = 1, qui n’a pas de solution dans R. On
traduit cette propriété en disant que la famille de vecteurs X = (u,v) n’engendre pas R? (ou n’est pas une
famille génératrice de R3).

Que peut-on dire alors de ’ensemble des vecteurs de R3 qui sont de la forme a.u + B.v ? Cet ensemble F'
est égal & {(—B,a+383,2a+ () ; a, 8 € R}, et il est facile de montrer que c’est un ss-e.v. de R®. On dit que
la famille de vecteurs X = (u,v) engendre F' (ou est une famille génératrice de F).

e DEFINITION.

Soit X = (u1,us, ..., up) une famille finie de p vecteurs de R”. Soit F' un ss-e.v. de R™.
On dit que X est une famille génératrice de F, (ou que X engendre F), lorsque tout vecteur de F s’écrit
comme une c.l. de uy, us, ..., up.

EN PARTICULIER, pour F' = R"™, une famille génératrice de I'’espace R" tout entier est une famille X de vecteurs
de R™ telle que n’importe quel vecteur de R™ puisse s’exprimer comme une c.l. des vecteurs de la famille X.

e PROPOSITION ET DEFINITION.

Soit X = (u1,us,...,up) une famille finie de p vecteurs de R™. L’ensemble de toutes les c.l. que l'on peut
former avec les vecteurs de X est un ss-e.v. de R™. On I'appelle le ss-e.v. engendré par X. On le note Vect X.

REMARQUE. Il est clair par définition que X est une famille génératrice de Vect X.

e EN RESUME, pour toute famille X = (u1,us,...,up,) de vecteurs de R™ et tout ss-e.v. F' de R™:

X = F, il exis R
F — Voot X (.ul, uz, - ,u.p) est une pour tout v € F, il existe aq,a,...,ap €
famille génératrice de F’ tels que: v = aq.up + agug + - - + apuy
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2.2 Familles libres, familles liées.

e EXEMPLES PRELIMINAIRES

Dans R3, considérons les vecteurs u = (0,1,2), v = (—1,3,1) et s = (=2,7,4). Il est clair que u + 2.v +
(=1).s = (0,0,0). On a donc une combinaison linéaire de ces 3 vecteurs qui est nulle, sans que les 3
coefficients (& savoir 1,2, —1) soient simultanément nuls. On traduit cette propriété en disant que la famille
X = (u,v,s) est liée. Cela permet d’exprimer I'un des vecteurs comme une combinaison linéaire des deux
autres, par exemple s = u + 2.v. Géométriquement, cela signifie que le vecteur s est dans le plan déterminé
par les vecteurs u et v.

Prenons maintenant v = (0,1,2), v = (—1,3,1) et ¢ = (0,1,0). Supposons qu’une combinaison linéaire
a.u+ B+ 7.t soit nulle. On aurait donc: (=3, + 38+ v,2a + ) = (0,0,0). On en tire d’abord 5 = 0,
puis v = 0 et @« = 0. La seule combinaison linéaire de ces 3 vecteurs qui soit nulle est celle dont les
coefficients valent tous les 3 zéro. On traduit cette propriété en disant que la famille X' = (u, v, t) est libre.
Géométriquement, cela signifie que les vecteurs u, v, ¢ ne sont pas situés dans un méme plan de I’espace.

COMMENTAIRE. Soit X = (u1,u2,...,up) une famille finie de p vecteurs de R™. La question est de savoir s’il
peut exister une c.l. de ces vecteurs qui soit nulle. Bien sr, si I’on prend tous les «; égaux a 0, on a trivialement
0.u1 4+ 0.u2 + - - - + 0.up = 0. On ne retient donc pour la suite que les cas non-triviaux, c’est-a-dire o1 les «; sont

non tous nuls. Rappelons que dire que les scalaires a1, a2, ..., ap sont non tous nuls signifie que 'un au moins
des «; est non-nul (ce qui n’exclut pas que certains des «; puissent étre nuls; mais pas tous...). Ceci équivaut
aussi & dire que (a1, 2,...,0p) # (0,0,...,0).
e DEFINITION 1. On dit que la famille X = (u1,us,...,u,) est liée lorsqu’il existe une c.l. des vecteurs de
X, a coefficients non tous nuls, qui est nulle dans R"”.
X = (u1,ug,...,up) est il existe aq, a2,...,0, € R NON TOUS NULS
une famille liée tels que: aq.uq + ap.ug + - 4+ .ty =0

Une telle relation s’appelle une relation de dépendance linéaire entre les vecteurs de X

e DEFINITION 2. On dit que la famille X = (u1, ug, ..., u,) est libre lorsqu’elle n’est pas liée.

Ceci signifie donc qu’il n’existe pas de relation de dépendance linéaire a coefficients non tous nuls entre les
vecteurs de X, c’est-a-dire que la seule c.l. nulle des vecteurs de X est celle ou tous les coeflicients sont nuls,
ce qui se traduit encore par:

X = (u1,u2,...,up) est sl ai,ag,...,ap € R vérifient: ar.us + ag.us + -+ + ap.up = 0,
une famille libre alors nécessairement oy = ag = -+ = =

On dit aussi dans ce cas que les vecteurs de X' sont linéairement indépendants.
On regroupe dans la proposition suivante quelques propriétés utiles des familles libres ou liées.
e PROPOSITION. Les familles finies de vecteurs de R™ vérifient les propriétés suivantes:

(i) Toute sous-famille d’une famille libre est libre.
Toute famille qui admet une sous-famille liée est liée.

Une famille formée d’un seul vecteur est liée si et seulement si ce vecteur est nul (donc est libre si et
seulement si ce vecteur est non-nul).

)
(iii) Toute famille dont I'un des vecteurs est 0 est lide.
)

(v) Une famille est liée si et seulement s’il existe un de ses vecteurs qui est combinaison linéaire des autres.
(vi) Une famille de deux vecteurs est liée si et seulement si I'un des deux est le produit de I'autre par un
réel.
2.3 Bases d’un sous-espace vectoriel.

e DEFINITION. Une famille de vecteurs X = (u1,us,...,u,) est une base d’un ss-e.v. F' de R" lorsqu’elle est
a la fois une famille libre et une famille génératrice de F'.

On a la caractérisation fondamentale suivante:

e THEOREME.

X = (u1,ug,...,up) est une pour tout v € F, il existe a1, ag, ..., ap € R UNIQUES
<~
base de F tels que: v = a.u1 + .U + -+ 0y

Les réels uniques aq, aa, ..., ap € R sont appelés les composantes du vecteur v dans la base X.
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o EXEMPLES.
EXEMPLE 1. Dans R3, considérons F' = {(x,y — z,2x + 3y); z € R, y € R}. Tout vecteur de F s’écrit:
(%,y -z, 2z + 3y) = ‘T‘(lv _17 2) + y(07 17 3),

ce qui montre que la famille X = (u, v) formée par les deux vecteurs v = (1, —1,2) et v = (0, 1, 3) est une famille
génératrice de F'. Il est clair par ailleurs qu’elle est libre (par exemple d’apres le point (vi) de la proposition du
2.2). Donc X est une base de F.

EXEMPLE 2. Toujours dans R3, prenons pour F I’espace R3 lui-méme, et considérons les trois vecteurs u = (2,0, 0),
v=(0,1,0) et w = (1,1, 1). Tout vecteur (z,y, z) € R3 s’écrit:
(z,y,2) = %(w —2)u+ (y—2)v+ zw,

ce qui montre que la famille X = (u, v, w) est une famille génératrice de R3. Pour montrer qu’elle est aussi libre,
donnons-nous trois réels «, 8,~ vérifiant c.u 4+ B.v + y.w = 0. On a donc: (2a+ 7,84+ v,v) = (0,0,0), d’ou l'on
tire successivement que v = 0, donc 3 = 0, donc o = 0. Ceci prouve que X est libre. On conclut finalement que
X est une base de R3.

e BASE CANONIQUE.
La base canonique de R? est B = (e1,e2) avec e; = (1,0) et ex = (0,1).
La base canonique de R3 est B = (e1, ez, e3) avec e = (1,0,0), ea = (0,1,0) et e3 = (0,0, 1).

Et plus généralement, pour tout n > 1, la base canonique de R"™ est B = (e1,ea,...,€,) ol
er =(1,0,0,0,...,0), es=(0,1,0,0,,...,0), e3=(0,0,1,...,0), ..., en=1(0,0,...,0,1).
REMARQUES.
1. Le fait que (e1,e2,...,ey) est effectivement une famille libre et génératrice de R™ est évident par définition.
2. La base canonique est caractérisée par le fait que, pour tout vecteur v = (z1,z2,...,2n) € R", les com-
posantes de v dans la base canonique sont précisément (z1,x2,...,%n).

3. La base canonique est celle que 'on utilise classiquement en géométrie ou en physique pour repérer un
vecteur par ses composantes.

2.4 Dimension d’un sous-espace vectoriel.
Tout repose sur le résultat suivant:

e THEOREME ET DEFINITION. Soit F' un ss-e.v. de R"™. On a les propriétés suivantes:

(1) Toutes les bases de F sont formées du méme nombre de vecteurs, que 'on appelle la dimension de F,
et que 'on note dim F'.

dim F' = n si et seulement si F' = R"”,

. S 0<di < —di " >
(2) On a toujours: 0 < dim F' < n =dimR", avec de plus { dim F — 0 si ot seulement si F — {0}.

(3) Plus généralement, si H est un ss-e.v. de R™ tel que F' C H, on a dim F' < dim H, avec de plus
dim F' = dim H si et seulement si F' = H.

EN PARTICULIER:

- Dans R2, les ss-e.v. sont: R? lui-méme (qui est le seul ss-e.v. de dimension 2), tous les ss-e.v. de dimension
1 (qu’on appelle des droites vectorielles), et le ss-e.v. nul {0} qui est le seul ss-e.v. de dimension 0.

- Dans R3, les ss-e.v. sont: R3 lui-méme (qui est le seul ss-e.v. de dimension 3), tous les ss-e.v. de dimension 2
(qu’on appelle des plans vectoriels), tous les ss-e.v. de dimension 1 (les droites vectorielles), et le ss-e.v. nul
{0} qui est le seul ss-e.v. de dimension 0.

Le résultat suivant donne une caractérisation des bases en terme de familles libres mazimales, ou encore de
familles génératrices minimales.

e PROPOSITION 1. Soit F' un ss-e.v. de R"™. Notons m sa dimension.

(i) Une famille libre de vecteurs de F est formée de au plus m vecteurs (et par voie de conséquence, une
famille de plus de m vecteurs est nécessairement liée).

(ii) Une famille génératrice de F' est formée de au moins m vecteurs.
COMMENTAIRE.
- Dans R3, une base est formée de 3 vecteurs. Si une famille est formée de plus de 3 vecteurs, elle ne peut

pas étre une base car elle ne peut pas étre libre. Si une famille est formée de moins de 3 vecteurs, elle ne
peut pas étre une base car elle ne peut pas étre génératrice.
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- Mais attention ! Dans R3, une famille de 3 vecteurs n’est pas nécessairement une base. On a vu au premier
exemple préliminaire de 2.2 qu’'une famille de 3 vecteurs de R? peut trés bien ne pas étre libre.

- Toujours dans R3, considérons une famille de 3 vecteurs. Pour qu’elle soit une base de R3, il faut a priori
qu’elle soit libre et génératrice. Le résultat suivant montre qu’en fait il suffit de vérifier 'une des deux
propriétés, 'autre étant alors automatiquement satisfaite.

e PROPOSITION 2 (Un résultat trés utile dans la pratique.)
Soit F' un ss-e.v. de R™. Soit X = (u1, ug,...,up,) une famille de vecteurs de F.
On suppose que le nombre p des vecteurs de F' est exactement égal a la dimension de F.

Alors, dans ce cas:

X est une famille X est une famille libre
. <= | X est une base de F'| <—
génératrice de F’ de vecteurs de F

PAR EXEMPLE, dans R3, pour montrer qu’une famille de 3 vecteurs est une base de R3, il suffit de montrer qu’elle
est libre ou qu’elle est génératrice; si elle vérifie I’'une des deux propriétés, elle vérifie nécessairement les deux.

2.5 Bases et somme directe

Les résultats suivants sont tres utiles pour les questions de diagonalisation que 1’on verra plus loin.

e PROPOSITION 1 (CAS DE DEUX SOUS-ESPACES).
Soient F' et G deux ss-e.v. de R™. Notons p = dim F' et ¢ = dim G. Les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) R"=FadG.
(ii) Pour toute base X de F et toute base Y de G, la famille formée en adjoignant les p vecteurs de X et
les q vecteurs de Y est une base de R".
(iii) II existe une base X de F et une base ) de G telles que la famille formée en adjoignant les p vecteurs
de X et les q vecteurs de ) soit une base de R™.

COROLLAIRE 1. Si F et G sont deux ss-e.v. de R"™ tels que R" = F @ G, alors: dim F' + dim G = n.

e PROPOSITION 2 (CAS D’'UN NOMBRE QUELCONQUE DE SOUS-ESPACES).
Soient Fy, Fy, ..., F, des ss-e.v. de R". Les assertions suivantes sont équivalentes.
(R =FoRha - &F,.
(ii) Une base de R™ s’obtient en adjoignant entre elles une base de chacun des ss-e.v. F;.

COROLLAIRE 2. SiR" =F, ® Fo @ --- @ F),, alors dim Fy 4+ dim F 4 - - - + dim F}, = n.

2.6 Théoréme dit de la base incompléte

C’est un résultat théorique qui intervient comme argument dans de nombreux raisonnements.

e REMARQUE PRELIMINAIRE. Considérons dans R” une famille libre X, formée de p vecteurs.

- Comme X est libre, on sait d’apres le point (i) de la proposition 1 de 2.4 que 'on ne peut pas avoir p > n.
- Si p = n, on sait d’apres la proposition 2 de 2.4 que X est une base.

- Le cas restant p < n fait 'objet du théoreme suivant:

e THEOREME. Considérons dans R™ une famille X = (u1,us,...,u,) de p vecteurs de R™ avec p < n.
Si X est libre, alors il existe dans R" des vecteurs vp41,Vpy2, ..., U, tels que la famille
(U1,...,Up, Upt1,...,0Uy) soit une base de R".

COMMENTAIRE.
1. Ainsi, toute famille libre est une “base en puissance” au sens que, si elle est “trop petite” pour étre une
base, on peut toujours lui ajouter des vecteurs pour construire une base.

2. Attention: cette fagon de compléter n’est pas unique.

3. Attention aussi: cet énoncé n’a de sens que parce que ’on part d’une famille X’ qui est libre (il est trivialement
faux sinon d’apres le point (ii) de la proposition de 2.2).

o COROLLAIRE. Tout ss-e.v. F' de R™ admet (au moins) un supplémentaire dans R™.

COMMENTAIRE. La encore, il convient d’insister sur le fait qu’il n’y a pas du tout unicité. C’est une erreur souvent
rencontrée que de parler “du” supplémentaire d’un ss-e.v. dans R"™ alors qu’il faut parler “d’un” supplémentaire.
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Module d’Harmonisation des Connaissances en Mathématiques — L3 IUP GSI — Licence Physique et Ingénieries — F. DUMAS
Lecgon 12

Matrices

1. CALCUL MATRICIEL.

1.1 Notion de matrice

e DEFINITION. Soient n et p deux entiers > 1. Une matrice & p lignes et n colonnes & coefficients dans R est
une application: A :{1,2,...,p} x {1,2,...,n} — R qui, a tout couple (¢, j), associe un nombre a; ; de R.
On la note sous la forme d’un tableau a p lignes et n colonnes:

a1l Gi2 @13 ... Glp—1 Q1n

a1 G2 @23 ... G2p—1 Q2n
A= asi1 as2 a33 ... G3n—-1 G3n ,

ap1 Gp2 Ap3 ... Gpn-1 Qdpn

ou encore de fagon générique:
A = (aij)1<i<p,1<j<n-

Le premier indice est I'indice de ligne, le second l'indice de colonne.
Les termes a;; sont appelés les termes diagonaux de A.

e NOTATION ET TERMINOLOGIE.

On note M, ,,(R) l'ensemble des matrices & p lignes et n colonnes & coefficients dans R.
Pour p = 1, une matrice de M ,(R) s’appelle une matrice ligne (c’est un n-uplet).
Pour n = 1, une matrice de M, 1 (R) s’appelle une matrice colonne (c’est un p-uplet).
Pour p = n, une matrice de M, ,(R) s’appelle une matrice carrée d’ordre n.

FExemples.
p 2 V5 -7 b 5
(“ _1) eron®. |1 2 2 emis@, o b o) emesm, | 2| emiam®
0 V3 2,2(R), 3 0 9 4,3(R), & # 3,3(R), 0 4,1(R).
0 1 i -1

1.2 Opérations sur les matrices.
e ADDITION DES MATRICES ET PRODUIT EXTERNE D’UNE MATRICE PAR UN REEL.

Ces deux opérations sont définies de fagon naturelle et ne posent pas de difficultés: on peut additionner
terme & terme (ie. coefficient par coefficient) deux matrices ayant le méme nombre de lignes et le méme
nombre de colonnes; on peut multiplier une matrice A par un scalaire quelconque « en multipliant par «
chaque coefficient de A. On peut donc faire des combinaisons linéaires de matrices de méme format.

Ezxemple.
5 1 2 1 0 O 15 3 6 1 0 O 14 3 6

3. 9 3|—-10 0 1|=1(24 27 9|—-10 O 1|=1(24 27 8],
1 -6 0 1 0 3 —-18 3 0 1 0 3 —-19 3

On appelle matrice nulle dans M, ,(R) la matrice O, , de M, ,(R) dont tous les coefficients sont nuls.
C’est bien str 1’élément neutre de I’addition:

A+ Opy =0Opp+ A= Apour toute A € M, ,(R).
Les regles de calcul suivantes sont évidentes, pour toutes matrices A, B, C' dans M, ,,(R) et tous «, 3 € R:

oo

A+B=B+A A+(B+C)=(A+B)+C A—B=—-(B-A)
(a+p)A=a.A+[.A a.(A+B)=aA+aB a.(B.4) = (af).A .
1.A=A (—a).A=a.(-A) = —-a.A a.(A-B)=a.A—-a.B
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e PRODUIT MATRICIEL

Sa définition est plus complexe et peut sembler a priori artificielle. Son sens s’éclaircira plus loin en relation

avec la composition des applications linéaires.

Définition. Remarquons avant tout que le produit d’une matrice A par une matrice B n’est défini que lorsque
le nombre de colonnes de A est égal au nombre de lignes de B. Le coefficient de AB sur la i-iéme ligne et
la j-ieme colonne s’obtient en faisant la somme des n produits terme & terme de la i-iéme ligne de A par la

j-ieme colonne de B.

* x ... % x| by
b2,J

=

A a p lignes et n colonnes

B a n lignes et g colonnes

C = AB a p lignes et g colonnes

Ezemples.
€9 B ol ’ ” ’ " ’ 7
1 2 3 o B ;) [ a+2a 4 3a B+26"+ 30 v+ 27" 4 3y .
45 6)\ S ::,, ~ \da+5a/ +60”  48+55 +60"  dv+5y +67")
1 0 1 a b ¢ a+g b+h cH+i a b ¢ 1 0 1 a b a+c
0 1 0 d e f|= d e f ; d e f 0 1 O0)=1[d e d+f];
00 1) \g h i g h i g h i/ \o o0 1 g h g+i
a b 1 a+ 4b a b
c d (4>: c+4d | ; (1 2 3)|c d|=(a+2c+3e b+2d+3f).
e f e+ 4f e f

Attention ! Le produit AB peut exister sans que le produit BA soit défini; et méme si les deux existent, ils
ne sont en général pas égaux (cf. les exemples 2 et 3 précédents).

Dans la pratique, on aura besoin de faire le produit:

- 1) d’une matrice carrée d’ordre n par une autre matrice carrée de méme ordre n,
- 2) d’une matrice carrée d’ordre n par une matrice colonne a n lignes.

Détaillons donc (en prenant n = 3 pour fixer s, é), CC, Z _ a‘,lxx: %icjz
les idées) les formules du produit dans ces cas: AR . A"z by 4
a b ¢ a B v ac + ba’ + ca! aB + bp" + cp” ay+ by +cy”’

CLI b/ c/ a/ /8/ ,7I —
a/l bl/ c/l a/l /8// ,7I/

ala + blal + c/all
CLHOZ + b/lal + cl/all

!0

ay+by +cy
a//7+b//,\//+c//,\///

a/ﬁ_’_blﬁl + cl/@l/
a/l/@ + bl/ﬁ/ + cl/ﬁ/l

1.3 Algebre des matrices carrées
e PRODUIT DES MATRICES CARREES.

Soit n un entier > 1 fixé. On note M,,(R) I'ensemble des matrices

carrées d’ordre n a coefficients dans R. D’apres la définition du 1.2 ci-dessus, pour toutes matrices carrées
A et B d’ordre n, les produits AB et BA sont tous les deux définis; donc le produit matriciel définit un

produit interne (une multiplication) dans M, (R).

Les regles de calcul suivantes sont évidentes, pour toutes matrices 4, B, C' dans M, (R) et tout a € R:

A(BC) = (AB)C, A(B+C) = AB + AC et (A + B)C = AC + BC,

(v.A)B = A(a.B) = a.(AB).

Attention ! erreur grave a ne pas commettre: on a vu qu'en général, AB # BA.

e MATRICE IDENTITE.

On note I,, et on appelle matrice identité d’ordre n la matrice dont les 1 0
coefficients sont égaux a 1 sur la diagonale et a 0 partout ailleurs.

1l est immédiat que I, est neutre pour le produit matriciel dans M., (R),

c’est-a-dire que l'on a pour tout A € M, (R):

AxI,=I,x A=A |
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o MATRICE NULLE.
On note O,, et on appelle matrice nulle d’ordre n la matrice dont tous

les coefficients sont égaux a 0 . 000 0
Il est immédiat que O, est neutre pour l'addition dans M, (R), et 8 8 8 8
absorbant pour le produit matriciel, c’est-a-dire que ’on a pour tout On =
Ae M,(R): Do
0 0 0 0
| A+0, =0, +A=A] et |Ax0,=0,xA=0, |

Attention ! Erreur grave a ne pas commettre. Le produit de deux matrices dans M,,(R) peut étre nul sans
qu’aucune des deux ne soit nulle. Par exemple:

(o) (3 3= (6 0) v (50) G 0) (33) 76 )

e LA QUESTION DE L'INVERSIBILITE.
Une matrice carrée A € M,,(R) est inversible lorsqu’il existe dans M, (R) une matrice, notée A~1, vérifiant:
Ax A = A" x A=1,)

- Lorsqu'il existe, un tel inverse est nécessairement unique; on dira donc que A~ est la matrice inverse de A.
- Il suffit que AA~! = I, ou que A1 A = I,, pour conclure que A est inversible d’inverse A~*.

Ezemples. 2 1 0 3 -2 1
La matrice A= [3 2 1| estinversible, d’inverse A= = [ =5 4 —2|. Il suffit de calculer le produit de
1 1 2 1 —1 1
ces deux matrices et de vérifier qu’il vaut I3.
En revanche, la matrice B = g Z n’est pas inversible dans Mo (R). En effet, sinon il existerait une matrice

(z ?) telle que (g Z) (z ?tJ) = ((1) (1)) En identifiant la premiére colonne dans chaque membre, on aurait

3z + 6z =1 et 2z + 4z = 0, ce qui est incompatible.

On verra plus tard des méthodes concretes d’une part pour déterminer si une matrice carrée donnée est ou
non inversible, d’autre part pour calculer son inverse lorsqu’il existe. Contentons-nous ici de signaler les 3
propriétés suivantes:

- La matrice identité I, est inversible, et I 1 = I,,.

- Si A est inversible, alors A~! est inversible, et (A71)~! = A.

- Si A et B sont inversibles, alors AB est inversible, et 1'on a:

(AB)"'=B7'A™" «—— Attention a Uordre !

1.5 Quelques compléments sur les matrices carrées

e MATRICES SEMBLABLES

Deux matrices carrées A et B d’ordre n sont dites semblables lorsqu’il existe une matrice carrée P d’ordre n
inversible vérifiant A = PBP~1.

Ce n’est pour l'instant qu'une définition, mais on verra que cette notion prend tout son sens et tout son
intérét lors de I’étude des changements de bases.

Remarque. L’observation suivante, bien qu’élémentaire, aura plus loin d’importantes applications:
si A= PBP~! alors A™ = PB™P~! pour tout entier m > 1.

En effet: A™ = (PBP~1)™ = (PBP~1)(PBP~1)(PBP~!)... (PBP~1)
= PB(P~1P)B(P~1P)B(P~!...P)BP~! = PBI,,BI,B... BP~1 = PB™ P,

e MATRICES DIAGONALES, MATRICES TRIANGULAIRES.

Une matrice A carrée d’ordre n est dite diagonale lorsque tous ses coefficients non diagonaux sont nuls. Elle
est dite triangulaire supérieure lorsque tous les coefficients situés sous la diagonale sont nuls.

3 0 0 O 3 4 -7 9

0 1 0 O . 0o 1 2 0 . .
Par exemple, A = 000 0 est diagonale et B = 00 o0 8 est triangulaire.

0 0 0 -1 o 0 0 -1
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L’un des intéréts des matrices carrées diagonales est la simplicité des calculs. En particulier, il est clair que:
si A et B sont deux matrices diagonales, alors on a: AB = BA. En effet, on calcule:

a1 0 ... 0 bt 0 ... 0 atbi 0 ... 0 biai 0 ... 0
0 as ... 0 0 by ... 0 0 asby ... 0 0 boas ... 0

AB=| . . L = . . ) =1 . ) ) = BA.
. . . 0 . . . 0 . . . 0 . . . 0
0 0 ... Qn 0 0 ... bn 0 0 ... anbn 0 0 ... bnan

Il est clair par ailleurs que le produit de deux matrices triangulaires supérieures est encore une matrice
triangulaire supérieure.

e TRACE D'UNE MATRICE CARREE
Par définition, la trace d’une matrice carrée A, notée tr A, est la somme de ses coefficients diagonaux. Donc:

siA= (ai)j)lgi,jgn S Mn(R), tr A = a1+ aze+ -t apn = Z ai; € R.
=1

K2

PROPRIETES. On a les propriétés suivantes de la trace:
(i) Pour toutes A, B € Mn(R) et tout o € R, tr(A+ B) =trA+trB et tr(a.A) = atr A.
(ii) Pour toutes A, B € My (R), tr(AB) = tr(BA).
(iii) Pour toute A € My (R) et toute toute P € My (R) inversible, tr(PAP~1) = tr(A).
Le point (iii), qui découle directement de (ii), traduit le fait que: deuz matrices carrées semblables ont
toujours la méme trace.

2. MATRICES ET APPLICATIONS LINEAIRES.

2.1 Applications linéaires et endomorphismes

D’une fagon générale, une application f : R™ — RP est dite linéaire si elle respecte 'addition des vecteurs
et le produit externe d’un vecteur par un réel, c’est-a-dire f(u +v) = f(u) + f(v) et f(a.u) = a.f(u) pour
tous u,v € R” et tout a € R.

On s’intéressera dans la suite principalement au cas oun = p. On dit dans ce cas que f est un endomorphisme.

Un endomorphisme de R™ est une application f: R™ — R” linéaire, c’est-a-dire telle que

Futo) = flu) + () et flow) = a.flu)

pour tous u,v € R™ et tout a € R

OBSERVATION FONDAMENTALE: pour connaitre complétement un endomorphisme f : R™ — R”, il suffit de
connaitre les images par f des vecteurs d’une base de R".
EN EFFET: donnons-nous une base B = (u1,u2,...,un) de R™. Soit v un vecteur quelconque de R™. Gréce a ses
composantes (a1, a2,...,an) dans la base B, on sait qu’il se décompose en v = a1.u1 + a2.u2 + -+ - + an.up. On
en tire f(v) = f(a1.u1 + ag.uz + -+ - + an.un). Mais la linéarité de f permet de transformer cette expression en

f) =ai.f(u1) +az.f(u2) + -+ an.f(un). Il suffit donc de connaitre les vecteurs f(u1), f(u2),..., f(un) pour
pouvoir déterminer f(v) pour n’importe quel vecteur v € R™.

2.2 Matrices d’un endomorphisme
e EXEMPLE PRELIMINAIRE. Soit B = (e, e, e3) la base canonique de R?, avec donc e; = (1,0,0), eg =
(0,1,0) et e3 = (0,0,1). Soit f un endomorphisme de R3. D’aprés ce qui précede, f est entierement
déterminée par les images de e, e2 et e3. Choisissons par exemple:

f(el) = (2, 1,0) = 2.e1 + eqg, f(ez) = (—1,2,3) = —e1+ 2.e5+3.e3 et f(eg) = (1, -1, —1) =e] — €2 — e3.
Pour tout vecteur (x,y, z) € R?, on calcule: f(z,y,2) = f(z.e1 +y.ea+z.e3) = z.f(e1) +y.f(ea) +z.f(e3) =
2.(2,1,0) +y.(-1,2,3)+ 2.(1,-1,-1) = 2z —y + 2,2+ 2y — 2,3y — 2).

20 —y+ 2z 2 -1 1 T
On peut donc écrire matriciellement: r+2y—z]|=1|1 2 -1
3y —z 0 3 —1 z
~—_———
soit A

La matrice A s’appelle la matrice de f par rapport & la base B. Elle définit completement I'application f
puisqu’elle permet de calculer 'image par f de tout vecteur de R3. Les trois colonnes de A sont formées des
composantes dans la base B = (e1, ea, e3) des vecteurs f(e1), f(ez2) et f(es), (dans le méme ordre !).
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e DEFINITION.

Soit B = (u, ..., u,) une base de R™. Soit f un endomorphisme de R™. On appelle matrice de f par rapport
a la base B la matrice carrée Mp(f) a n lignes et n colonnes dont les colonnes sont formées des composantes
des vecteurs f(u1), f(uz),..., f(un) décomposés suivant les vecteurs uq,ug, ..., u, de la base B.

* * . * — U1

* * . * — U2

Mg(f) =
* X ... % — Up,
T T T
flur)  fluz2) "0 flun)

En reprenant dans le cas général le raisonnement et les calculs faits sur un cas particulier dans I'exemple
préliminaire ci-dessus, on obtient sans difficulté:

e PROPOSITION. On reprend les données et notations précédentes; on note A = Mp(f). Soit u un vecteur
quelconque de R™. Si I'on note X la matrice colonne des composantes de u dans la base B, alors la matrice
colonne Y des composantes de son image f(u) dans la base B est donnée par le produit matriciel:

EXEMPLE 1. Soit B = (u1,u2,us3) une base de R3. Soit f I’endomorphisme de R3 défini par: (1 9 4
1 -1 0)

flur) = w1 + w2 + uz, f(u2) =2.u1 —u2, f(uz)=4.u1 + usz, de sorte que: A = Mp(f)=
1 0 1

De plus, si u € R? a pour composantes (z,v, z) dans la base B, les composantes (z’,y’,2') de f(u) dans la base B

sont:
z’ 1 2 4 T ' =x+2y+4z
y | = -1 0 y donc Y =z—y
2/ 1 0 1 z Z=x+z

EXEMPLE 2. Soit f 'endomorphisme de R3 qui, & tout vecteur u = (z,, z) associe f(u) = (z',y’,2’) défini par:

—

=x—y+22 yY=—24+y+z Z=3r+y-—-=z

Alors, en notant B = (e1, e2, e3) la base canonique de R3, on a:

! 1 -1 2 1 -1 2 fle1) = e1 — ez + 3es,
yY]l=[-1 1 1 , donc Mpg(f)=1-1 1 1 |, donc fle2) = —e1 +e2 +e3,
2! 3 1 —1

3 1 —1 f(e3) = 2e1 + eg — e3.
o REMARQUE. Il est aisé de vérifier que prendre la matrice d'un endomorphisme par rapport a une base est
une méthode qui respecte ’addition et le produit externe naturellement défini sur les endomorphismes:
Mp(f+g) = Mg(f) + Mg(g) et Mp(a.f) = a.Mp(f).
Plus intéressante est la propriété suivante, qui explique la définition du produit matriciel:

Mg(go f) = Mgs(g) x Ms(f)-

Rappelons aussi que l'on appelle application identité de R™ ’application qui, a tout vecteur u € R™, associe
u lui-méme. 11 est clair que sa matrice dans toute base est la matrice identité I,, définie en 1.3.

Mp(1d) = I,,.

Une application importante de ces résultats est la méthode de calcul de l'inverse d’une matrice carrée
inversible.

[SE S

2.3 Application au calcul de ’inverse d’une matrice
e PRINCIPE DE LA METHODE.

Soit A une matrice carrée d’ordre n. On sait (voir 2.2) qu'on peut toujours la considérer comme la matrice
d’un endomorphisme f par rapport a la base canonique B de R™. Cet endomorphisme f est défini par le fait
que, pour tout vecteur u € R™, si I'on note X la matrice colonne des composantes de u dans la base B, alors
la matrice colonne Y des composantes de v = f(u) dans B est donnée par Y = AX.

Cette relation matricielle permet d’exprimer les termes y; de Y en fonction des termes z; de X.

Supposons que ’on parvienne, par le calcul, a “inverser formellement” le systeme de relations ainsi obtenu,
¢’esta-dire a trouver une matrice carrée A’ d’ordre n telle que la relation Y = AX soit équivalente 4 A’Y = X.
Alors cela prouve que A est inversible, et que I'on a A’ = A~

69



EN EFFET. En terme d’endomorphismes ’existence de la matrice A’ telle que A’Y = X signifie qu’il existe un
endomorphisme g, qui a A’ pour matrice par rapport a B, et qui vérifie que u = g(v) lorsque v = f(u). En
d’autres termes g(f(u)) = u pour tout u € R", c’est-a-dire go f = Id. On dit que f est bijectif et que sa bijection
réciproque est g, que 1’on note alors f~1. Avec les propriétés rappelées a la fin de 2.2, on en tire A’ x A = I,
d’ott A inversible et A’ = A~!. En d’autres termes:

A inversible < f bijectif, et Mp(f~!) = A~

120
e EXEMPLE. Soit A = (91 l %) € M3(R). L’endomorphisme f de R® dont A est la matrice par rapport &

la base canonique est celui qui, & un triplet quelconque u = (z,y, z), associe f(u) = («’,y’,2') défini par:
z’ T ' = z42y T = x+2y z’ = z42y
v | =A (y) Ona: y = y+z & Yy = y+z & y’ = y+z
z' = —x+z 24z’ = 2y+z z'+w'72y/ —z

qui est encore équivalent, en remontant a partir de la derniere équation a:

2= —a' + 2 — 2 7 o z=—a' +2y — 2 , L. T -1 2 =2 z’
y= 1y — z , C’est-a-dire: y=a — vy 4+ 2 , quelonécrit: (y )= 1 -1 1 g .
=z’ — 2y z=—x' + 2y — 22 z 12 -1 2!

120 ) . 1 20\ -1 2 -2

On conclut que [ 0 11 ) est inversible et que { 0 11 =(1-11).

“101 -101 -12 -1

REMARQUES. Dans la pratique, il est prudent de vérifier le calcul en s’assurant que le produit de la matrice A de
départ par la matrice A~1 que ’on vient de trouver est bien égal & la matrice identité.

On verra plus loin dans le cours d’une part une méthode permettant de tester si une matrice carrée est ou
non inversible (par le déterminant), d’autre part une méthode beaucoup plus conceptuelle (utilisant aussi les
déterminants) donnant une formule générale pour I'inverse (lorsqu’il existe). Cependant la méthode détaillée ci-
dessus par inversion formelle d’un systéme d’équations linéaires, (qui consiste finalement & montrer qu’une matrice
est inversible en trouvant son inverse), reste dans bien des cas concrets la plus rapide et efficace dans la pratique.

2.4 Noyau d’un endomorphisme

e DEFINITION. Le noyau d’un endomorphisme f de R™ est I’ensemble des vecteurs dont I’image par f est
égale au vecteur nul. On le note Ker f. Il est facile de vérifier que c’est toujours un ss-e.v. de R™.

Kerf={ueR"; f(u) =0}, ss-ev.deR™

11
EXEMPLE 1. Soit f I’endomorphisme de R? de matrice A = ( El 7411) par rapport a la base canonique.

1
2
5
. . . 111 0 |
Un vecteur u = (z,y, z) appartient & Ker f si et seulement si ?) 72 - ) = <8>. On résout donc:

z+y+2z=0

_ z+y+z2=0 _
2x—y—4z:0M> —3y—6220—>{y:_2z_ _
5r+2y—z=0 ®-5x®) -3y —62=0 r="y—mz==z

On conclut que Ker f = {(z, —2z,2); z € R}. C’est donc la droite de base (v1), avec v1 = (1,—2,1).

. 11
EXEMPLE 2. Soit g ’endomorphisme de R? de matrice A = (g —21 —3) par rapport & la base canonique.
11 1 P 0
Un vecteur u = (z,y, z) appartient & Ker f si et seulement si (g —21 —3) (y) = (8) On résout donc:
— z
z+y+2z2=0 B zc+y+2=0 B z+y+2=0 z=0
2w —y—4z=0 —272XD 5" om0 DD 5y 6220 — {y=-2:=0
S5r +2y —2z=0 (8)=5x(1) —3y—T72=0 —2=0 r=—-—y—2=2=0

On conclut que Ker f = {(0,0,0)}. C’est le sous-espace nul, c’est-a-dire le singleton formé du seul vecteur nul.

Le noyau d'un endomorphisme de R? peut a priori étre R3 tout entier (mais cela ne se produit que dans le cas
trivial ot f est 'endomorphisme nul, ¢’est-a-dire A est la matrice nulle), ou un plan vectoriel, ou une droite

vectorielle, ou le sous-espace nul. Le théoreme suivant exprime que ce dernier cas caractérise I'inversibilité
de A.

e THEOREME. Soit f un endomorphisme de R™. Son noyau est réduit au vecteur nul si et seulement si sa
matrice par rapport a une base quelconque de R™ est inversible.

Si f endomorphisme de R, alors: | Ker f = {0} < A= Mg(f) est inversible.

REMARQUE. Rappelons, comme on ’a vu en 2.3, que ceci équivaut aussi a la bijectivité de I’endomorphisme f.
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Module d’Harmonisation des Connaissances en Mathématiques — L3 IUP GSI — Licence Physique et Ingénieries — F. DUMAS

Lecon 13

Changements de bases

1. LES PRINCIPES DU CHANGEMENT DE BASES.

1.1 Matrice d’une famille finie de vecteurs dans une base

e DEFINITION. Soit B = (ej,eo,..

.,en) une base de R™. Soit C = (vq,va, ..

., Up) une famille finie de p

vecteurs de R™. On appelle matrice de la famille C dans la base B la matrice a n lignes et p colonnes dont
les colonnes sont constituées des composantes des vecteurs de C décomposés dans la base B. C’est donc la

matrice:
a1 41,2
a2,1 Aa22
_A =
Gn,1  Qan,2
T T
U1 V2

a1,p — €1
az.p < €2

amp — €n

)
Up

ou l'on a noté

Vi =Q1,4.€1 +G24.€2+ -+ api-En

pour tout 1 <7 <p.

o REMARQUES. Il est clair que réciproquement, toute matrice A = (a; j)1<i<n , 1<j<p donnée dans M, ,(R)

peut toujours étre considérée comme la matrice dans la base canonique B = (eq,ea,...,

famille C = (v1, v, ...,vp) de vecteurs de R™ définis par les colonnes de A:

U1 = (al,h a1, .-

-7an,1)a V2 = (a1,27a2,2; .-

LN a‘”,Q)a

oy Vp = (a1p,a2,p, .-

en) de R™ de la

Dans le cas ot p = n, la matrice est carrée. On rappelle ci-dessous un critére permettant de reconnaitre sur
une telle matrice si une famille de n vecteurs dans R™ est ou non une base.

1.2 Matrice de passage

e PROPOSITION. Soit B = (e, ea,..

.,en) une base de R™. Soit B’ = (e},¢€},...

/
)en

) une famille de n

vecteurs de R™. Soit P la matrice de la famille B’ dans la base B, au sens de la définition ci-dessus. Alors:

e DEFINITION. Dans ce cas, P est appelée la matrice de
passage de la base B & la base B’. On la note Passg_.5

C’est donc par définition méme une matrice carrée d’ordre

n inversible.

On peut en outre montrer que: (Passg_p/)~! = Passg 5

1.3 Premiere formule de changement de bases

‘B' est une base de R"™ ‘ <= | P est inversible. |

P = Passp_.5 =

~—

— €1

< €9

— €En

Elle a pour objet d’exprimer les composantes d’un vecteur dans une base en fonction des composantes du
meéme vecteur dans une autre base a 1’aide de la matrice de passage d’une base a I'autre. Plus précisément:

e PROPOSITION. Soient B = (e, ea, ...

en) et B = (e}, ¢éh, ...

,€)) deux bases de R". Soit P la matrice de

passage de B a B'. Si, pour un vecteur u quelconque de R™, on note X la matrice colonne des composantes

de u dans la base B, et X' la matrice colonne des composantes de u dans la base B’, alors on a:

ou encore

e REMARQUE SUR LA DEMONSTRATION.

X' =P x|

La formule X = PX’ ne fait que regrouper sous une forme

“compacte” un calcul essentiellement élémentaire. Afin de bien comprendre cette formule, on va détailler ce

calcul dans le cas particulier n = 3 (la preuve est exactement la méme pour n quelconque).



a b ¢ T T’
Avec les données de ’énoncé, notons: P= [ a’ V' |, X=|y|,X =y |. On calcule:
a// b// c// z ZI

u=a"e] +y'.e}+ 2".ef par définition de X’
=a2'.(a.e1 +d.ea+a".e3)+y . (bey +b.ea+b".e3)+ 2 (cey + .ea + ¢ .e3) par définition de P
(@'a+y'b+2'c)er + (2'a’ +y'V + 2'c).es + (x'a” +y'b" + 2'c").e3 en calculant dans R3.

Comme par ailleurs u = x.e; + y.ex + z.e3 par définition de X, on en déduit par unicité des composantes de
u dans la base B que:
x=ar +by +cz’ T
y=adz' +by +c2 , donc |y|=[da ¥ ¢ y
2 = al/xl + b/ly/ + C/IZ/ z

X P X’

1.4 Seconde formule de changement de bases

Elle a pour objet d’exprimer la matrice d’un endomorphisme par rapport a une base donnée en fonction de
la matrice du méme endomorphisme par rapport a une nouvelle base, et de la matrice de passage correspon-
dante. Plus précisément:

e PROPOSITION. Soient B et B’ deux bases de R™, et P la matrice de passage de B a B’. Pour tout
endomorphisme f de R™, on a dans M,,(R) les égalités:

Mg/ (f) = P~ Mp(f) P ou encore Mp(f) = P Mg (f) P!

DEMONSTRATION. Notons A = Mg(f) et A’ = My/(f). Pour u € E quelconque, posons:

X la matrice colonne des composantes de u dans la base B, d YV = AX
Y la matrice colonne des composantes de f(u) dans la base B, one = ’

X’ la matrice colonne des composantes de u dans la base B/, , P
, . , donc Y/ = A’ X",
Y’ la matrice colonne des composantes de f(u) dans la base B/,

Par ailleurs, il résulte de la premiére formule de changement de base de 1.3 que: X = PX’' et Y = PY’.
On déduit de ces quatre égalités que: A’X’' =Y’ =P~y =P 1AX = P~1APX'.

L’égalité A’X’ = (P~'AP)X' obtenue étant établie pour tout u € R™, et donc pour toute matrice colonne X',
on conclut que A’ = P~1AP.

e EXEMPLE. Soit B = (e1, €2, e3) la base canonique de R®. Soit B’ = (e, e}, e}) définie par:
el =e1+2.e, eh=e1+ex+tes, eh=2.e3+es.
Soit f Pendomorphisme de R? défini par son action sur les vecteurs de B:
fler) =e1+2.ea, flea) =—e1+ea+es et f(es) = —3.ea + e3.

On a donc A = Mp(f) = (% El —(1)3), et la matrice de la famille B’ dans la base B est P = (% i %)

-1 _
. . . . _ 110 11 -2
Suivant la technique usuelle, on montre que P est inversible avec P~! = ( 21 %) = % ( 22 —11 % )

Ceci prouve en particulier que B’ est une base de R? (d’apres la proposition de 1.2), et donc P est la matrice
de passage de la base B & la base B’. La seconde formule de changement de base donne alors:

3-2-5\ /110 1 (—1-4-9

0-15 212 ) =35(-214 3 ).

04 —2/\011 8 2 6
L’action de f sur les vecteurs de la base B’ est donc:

fle))=—%el —2.eh+5.eh, fleh) =—2el+3.eh+2.eh et fleh) =—3.e} +eh+ 2.e5.

w=men=rar= (3 5) (1 2) (1) -

Wl
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2. EXEMPLES D’APPLICATIONS DE CHANGEMENTS DE BASES.

2.1 Un principe général.
Rappelons d’abord que deux matrices carrées A et A’ d’ordre n sont dites semblables lorsqu’il existe une
matrice carrée d’ordre n inversible P telle que A’ = P~ 1AP.

D’apres la proposition du 1.4 ci-dessus, cela signifie que A et A’ représentent le méme endomorphisme f de
R™ dans deux bases différentes de R"™, entre lesquelles la matrice de passage est P.

Dans de nombreuses situations concretes ou I'on est amené & travailler avec une matrice carrée A, on pourra
avoir intérét a introduire ’endomorphisme f de R™ dont A est la matrice par rapport & la base canonique B,
puis & chercher une autre base B’ par rapport a laquelle la matrice A’ du méme f s’exprime sous une forme
particulierement simple (par exemple une matrice diagonale, ou au moins triangulaire...)

On travaille alors a la résolution de notre probléme avec la matrice plus simple A’, puis on revient & la base
de départ pour interpréter le résultat, a ’aide des formules de changement de base.

Ce principe de se ramener grace a un changement de bases a une forme matricielle plus simple, de type
diagonal par exemple, n’est pas applicable a n’importe quelle matrice, et on verra plus tard dans le cours
des méthodes permettant de déterminer systématiquement les cas ou c’est possible, et de trouver les bases
les plus adaptées.

Pour l'instant, on se limite & donner ci-dessous quelques exemples de type classique, en indiquant le change-
ment de base & effectuer.

2.2 Exemple de calcul des puissances d’une matrice carrée.

On considere les deux suites de nombres réels (up)n>0 €t (v )n>0 définies par leurs premiers termes ug et vg
et les relations de récurence:

Up41 = —10u, — 28v,, et v,41 = 6u, + 16v, pour tout n € N.

Il s’agit de calculer les termes généraux u, et v, en fonction de ug, vy et n.

’ . . s . . U — —
On commence par écrire les deux relations de récurrence sous forme matricielle: ( Vmi1 ) = ( &0 1268) (o),

ou encore:
Xnp1 =AX, avec A= (3°7%) et X, = (%) pour tout n € N.
On en déduit que: X,, = AX,,_1 = A?X,,_» = A3X,,_3=---= A"X,.
On est ramené au probleme de calculer A™. Pour cela, on introduit ’endomorphisme f de R? dont la matrice
par rapport a la base canonique B est A. Considérons la famille B’ constituée des deux vecteurs:
el = —T.e1+3.ea, eh=—2.e1+eo.
On démontre par la méthode usuelle que P = (37 7?) est inversible, d’inverse P~ = (3! 7?), ce qui
prouve que B’ est une autre base de R2, et que P est la matrice de passage de B & B’. La seconde formule
de changement de bases permet de calculer la matrice de f par rapport a B’:
_ p-1 _ (—1—-2)\(—10—-28) (=7 —2) _
D=pP AP—(3 7)( 6 16)(3 1)—(32)~
Parce que D est diagonale, on peut immédiatement calculer D" = (2(;1 491 ) Or, suivant une “astuce” que
I'on a déja rencontrée, la formule de changement de base A = PDP~! conduit &:

A" = (PDP~YY(PDP~1)Y(PDP)...(PDP~1)(PDP~?)
= PD(P~'P)D(P~'P)D(P~'P)---D(P~'P)DP~! = PD" P!

AN np—1_ (=7 -2) (2" 0 —1 -2\ _ [ 7x2"—6x4™ 7x2"t1_14x4"
On calcule donc: A™ = PD"P~" = ( 3 ) ( 5 4n) ( 3 7 ) = (73><2"+3><4" L aaam i an

En reportant dans la relation de départ X,, = A" X, on obtient finalement:

U, = (Tx2"—6x4")ug + (7 x 27 — 14 x 4")yg
vn = (43X 2743 x4Muy 4+ (=3 x 27 47 x 4™y
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2.3 Exemple de résolution de systéme différentiel linéaire.

On cherche a déterminer tous les triplets de fonctions réelles x(t), y(t), z(t) dérivables sur R solutions du
systeme différentiel:

(@) = —2z(t) — 2ylt) + 2z(t)
$){yH) = 30() + 5ul0) .
Z(t) = z(@) + 2yt) + 3z(t)

On note matriciellement ce systeme sous la forme:

z(t) z'(t) _92_992
X'(t)=AX(t), avec X(t)=(v®) |, X't)=|v@®) |, A= ( 3 5 0).

(1) 2 (8) 1 23
On introduit I’endomorphisme f de R? dont la matrice par rapport & la base canonique B est A. Considérons
la famille B’ constituée des trois vecteurs:

€] =2.e1—ey, eh=e1—ex+tes, eh=ea+e3

2 1.0 1 -1
On démontre par la méthode usuelle que P = (Bl 711 %) est inversible, d’inverse P! = % ( 11 —22 2 ), ce
qui prouve que B’ est une autre base de R?, et que P est la matrice de passage de B a B’. La seconde formule

de changement de bases permet de calculer la matrice de f par rapport a B’

— p-1 _1( % -2 -22 2 1.0\ _ (-100
p=prar=3(3 27 ) (7 7e) (01)=(330)
u(t) u(t)
On pose: U(t) = <v(t)> =P71X(t); dot: U'(t) = (v'(t)) =P71X'(t).
w(t) w’(t)
On a alors:
(S) & X'(t) = AX(t) & PU'(t) = APU(t) & U'(t) = P"1APU(t) & U'(t) = DU(t).

On est donc ramené a résoudre le systéme (beaucoup plus simple):

u’ (t) 100 u(t) . u'(t) = —u(t)
V() | = ( 0 2 0) v(t) |, c’est-a-dire: V(1) = 20(t) .
w'(t) 0 057 \ w(t) w'(t) = 5w(t)

D’apres le cours d’analyse, on sait que les solutions de ce dernier systéme sont:

u(t) = ae™t, v(t) = Be?, w(t) = ved, pour a, 3, décrivant R.

2 10 o
En revenant & X (t) = PU(t) = (—01 - %) < ﬁezt ), on conclut que les solutions du systeme différentiel (.S)
~edt
sont:
z(t) = 2aet + pe?
y(t) = —ae’t — pe? 4 edt, avec «, 3,7 € R.
() = [

Remarque. Sur cet exemple, la matrice A du systeme était particulierement simple car semblable a une
matrice diagonale. On verra plus loin dans le cours que c’est loin d’étre toujours le cas. Donnons un autre
exemple, un peu plus compliqué, ol la matrice n’est pas semblable & une matrice diagonale, mais est quand
méme semblable a une matrice triangulaire.

2.4 Un autre exemple de résolution de systéme différentiel linéaire.

On cherche a déterminer tous les triplets de fonctions réelles x(t), y(t), z(t) dérivables sur R solutions du
systeme différentiel:

2t = —ylt) — 2z2(¢)
(S) V') = (t) +  2() .
52/(t) = —6x(t) + 8y(t)

On note matriciellement ce systeme sous la forme:
z(t) z'(t) 0 —1 -2

X'(t) = AX(t), avec X(t) = <y(t)), X'(t) = (y’(t)>, A= ( 101 )
(t) 2'(t) 5 0

On introduit ’endomorphisme f de R3 dont la matrice par rapport & la base canonique B est A. Considérons
la famille B’ constituée des trois vecteurs:
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€] =3.eg —4dea +5.e3, ehb=3.e1+e2—2.e3, eh=—e1—2.e

P , 3 3 -1 . i . _ -4 2 -5
On démontre par la méthode usuelle que P = (34 12 52) est inversible, d’inverse P~! = —% (710 5 10 ),
- 3 2115

ce qui prouve que B’ est une autre base de R3, et que P est la matrice de passage de B & B’. La seconde
formule de changement de bases permet de calculer la matrice de f par rapport a B’:

5 _ 1 (425 (1)—01—12 _3 3:1 (=200
r—par—— () (41 T) (B 1) = (1)
u(t) u/(t)
On pose: U(t) = <v(t) > =P 1X(t); dow: U'(t) = (v’(t) > = P~ 1X'(t). Donc:
w(t) w’(t)
(9) & X'(t) = AX(t) & PU'(t) = APU(t) & U'(t) = P"YAPU(t) & U'(t) = TU(t).
On est ainsi ramené a résoudre le systeme (beaucoup plus simple):
u' (t) 200 u(t) o u'(t) = —2u(t)
V() | = ( 01 1) v(t) |, c’est-a-dire: v (t) = w(t) + w(t).
w’ (t) 001 w(t) w'(t) = w(t)

D’apres le cours d’analyse, on sait que les solutions des équations (1) et (3) sont u(t) = ce ™2 et w(t) = ye'
pour «,~ décrivant R. La seconde équation devient v’'(t) = v(t) + ve?, dont la solution générale est v(t) =
(vt + B)et pour B décrivant R.

—2t

3 3 -1 ae
En revenant a X (t) = PU(t) = (—54 L —02) ((7t+5)e‘ ), on conclut que les solutions du systeme différentiel
- et
(S) sont:

z(t) = 3ae ™ + (3yt+38— )€
y(t) = —dae™® + (yt+ B —27)et, avec «, 3,v € R.
2(t) = Bae™? 4+ (=29t —2B)et
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Module d’Harmonisation des Connaissances en Mathématiques — L3 IUP GSI — Licence Physique et Ingénieries — F. DUMAS
Legn 14

Déterminants

1. DEFINITION ET PROPRIETES.

1.1 Exemple préliminaire des matrices carrées d’ordre 2.

e DEFINITION. Pour toute matrice carrée A = () € My(R), on appelle déterminant de A, noté | ¢ 5|, ou

encore det A, le nombre réel défini par:
det A=|2b| =ad—bceR.

e QUELQUES PROPRIETES. Les observations suivantes découlent immédiatement de la définition précédente:
(i) Si on échange les deux lignes ou les deux colonnes, on multiplie le déterminant par —1:
|2g|=cb—da:—(ad—bc):—|‘;g et g‘;|:bc—ad:—(ad—bc):—‘zz.

(ii) Le déterminant est linéaire par rapport a chaque ligne ou chaque colonne:

A "p !
ortel b = (a+ pal)d = b(e + ') = Aad — be) + p(a'd = be') = X[ 4|+ 5|4 b,
A Ab+pb’ | b b’
de méme: ZAd+Zd’ =Xxeb|+u cal
. A s oxbtud | b Y a b _ b
et encore: ‘ “t”“ tl“ =A2b]+pu|e %‘7 et ‘Ac+uc’ Ad+pd’ =Aleal+u & d

(iii) En particulier, si on multiplie une ligne ou une colonne par un scalaire A, on multiplie le déterminant par A:
!)\a)\b|_|a b|_|)\ab|_|a/\b|_>\|ab
c dl 7 I xeXd! T Il xed!l T leXdl — cdl”

Il en résulte que si A a une ligne ou une colonne formée de 0, alors det A est nul:
00 _|ab —]0b _|a0|_0
cdl — 100l —10dl —lcOl ™™
11 en résulte aussi que, si on multiplie la matrice A par un scalaire A, on multiplie le déterminant par \2:

det(AA) = |32 35| = A2 |2 8| = A2 det A.

(iv) Si les deux lignes ou les deux colonnes sont égales, ou plus généralement si les deux lignes ou les deux
colonnes sont multiples I’'une de ’autre par un scalaire, alors le déterminant est nul:
b| — _ b|—|aXa|—
lasl=lecl=o0. [N | = [E32] =0
(v) D’apres le deuxieéme et le quatrieme point, on ne change pas la valeur du déterminant si on ajoute & une
ligne (ou une colonne) un multiple de l’autre ligne (ou colonne) par un scalaire A:

a b+Aa

lefraaral = leal 001 =12al et |egie]=leal+rleel=]23]

o MULTIPLICATIVITE.

Solent A= (%) et B = (9 ") deux matrices de My(R). Alors: ‘ det(AB) = det A x det B. ‘

i _(ab a’ b\ _ (aa’4+bc’ ab’+bd’
EN EFFET: AB = (C d) (c/ d/) - (ca/+dc/ cb' +dd’ )’
aa’+bc’ ab’+bd’

donc det(AB) = ca’+dc’ eb’+dd’

= (ad’ +bc’)(cb' +dd') — (ab’ + bd")(ca’ + dc’)

!’ ’
a’' b
' d

= ad’dd’ — adb/c’ — bea'd’ + beb/'c! = (ad — be)(a'd —bc/) = |2 ] x

e INVERSIBILITE.
Une matrice A = (24) de M3(R) est inversible si et seulement si det A # 0 dans R, et dans ce cas:

det(A™1) = deiA et ATl = detA (—dc sz)'

EN EFFET: si ad — bc # 0, on vérifie immédiatement que:
1 d —b ab) _ 1 ad—bc 0 _(10) _
a,dfbc(fc a) cd)_a,d—bc( 0 ad—bc)_(ol)_IQ'
Réciproquement, si A est inversible, on a A~1 x A = I, donc :

det(A~1)det A=det s =1, d’olt det A #0 et det(A~1) = L.
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1.2 Déterminant d’une matrice carrée d’ordre n.

On a défini le déterminant pour les matrices carrées d’ordre 2. Par convention, pour une matrice carrée
d’ordre 1 (une telle matrice est réduite a un coefficient), c’est-a-dire A = (a) avec a € R, on pose det A = a.
On va maintenant définir le déterminant pour les matrices carrées d’ordre n quelconque, par récurrence sur
n, de la facon suivante.

e DEFINITION DU DETERMINANT. (Développement par rapport a la premiére ligne)

Supposons que 'on ait défini le déterminant des matrices carrées d’ordre n — 1, pour un certain n > 3.
Fixons dans M,,(R) une matrice carrée:

ai,1 ai,2 @13 ... Ql,n—1 A1,n ai,1 a1,2 a1,3 ... A1,n—1 A1,n

az;1 a2,2 23 ... A2,n—1 A2n az,;1 @22 23 ... A2,n—1 A2,n

az,1 a3,2 3,3 ... A3,n—1 A3,n P az,1 az,;2 3,3 ... A3,n—1 A3,n
A= . On veut définir: det A =

Gn,1 Gn,2 Gn,3 ... Gnn—1 Gn.n Gn,1 Gn,2 Gn.3 .. Gnn—1 Gn.n

Pour tous 1 < 4,5 < n, notons A;; la matrice extraite de A obtenue en supprimant dans A la i-ieme ligne
et la j-iéme colonne; c’est donc une matrice carrée de M, _1(R), pour laquelle la notion de déterminant est
supposée étre définie. On appelle alors déterminant de A le nombre réel:

det A = ai,1 det Al,l —ai2 det ALQ + a3 det Al,g +...+ (—1)1+"a1,n det Al,n = Z (—1)1+ka1,k det Al,k-
k=1

Cette formule est dite développement du déterminant par rapport a la premiére ligne.

e PROPOSITION. (Permutation des lignes)
Si on échange deux lignes d’une matrice carrée A € M, (R), on multiplie son déterminant par —1.

C’est le cas général de la propriété montrée au (i) de 1.1 pour les matrices d’ordre 2.

e CONSEQUENCE. (Développement par rapport a une ligne quelconque)
Il résulte du point précédent que, pour tout 1 <7< n,on a:

det A = Z (—1)”jai,j det AiJ.

j=1

Cette formule est dite développement du déterminant par rapport a la i-iéme ligne.

Pour tous 1 < 4,5 <m,leréel: [A;; = (—1)""7 det A; j | est appelé le cofacteur associé au coefficient a; ; .

e EXEMPLE DU DETERMINANT D’UNE MATRICE CARREE D’ORDRE 3.

, . aa a’ , N . ,
Par exemple, pour n = 3, le déterminant § = | b v’ v | est égal a chacun des trois développements:
!’ 1
cc cC

/ 1 /! /

5:a‘lc’/ O —a’|lc”;// —|—a”‘lc”c’, =a(b'd" —=bv"c) —d' (b —b"c) + a”(bd —b'c).
’ " " ’

d=-b|%9, +b'|‘;‘c‘,, —b"“;‘cl,‘ =-b(a'd" —d"d)+V(ac” —a’c) — b (ac — d'c).

! " 1" !
526“;/ & —c’|‘g‘;,, +" 88| = cla't” —a"V) - c(ab” — a"b) + " (ab’ — a'b).

e ATTENTION !

(i) Ainsi le développement par rapport a une ligne quelconque d’un déterminant d’ordre n ramene au calcul
de n déterminants d’ordre n — 1. On comprend que ceci aboutit tres vite (dés que n est un peu grand...) a
des calculs laborieux, voire inextricables. D’ou1 'importance des méthodes de réduction que ’on va voir plus
loin, et qui aboutissent dans la pratique au principe suivant: faire sur le déterminant des transformations
faisant apparaitre le maximum de zéros, et ne développer que lorsqu’on ne peut plus rien faire d’autre!

(ii) On veillera particulierement a I'alternance des signes dans 'apparition des cofacteurs (ce signe étant +
si la somme de l'indice de ligne et de I'indice de colonne est paire, et — si elle est impaire).

ca () ()

(iii) On gardera bien & Uesprit que la notion de déterminant n’est définie que pour des matrices carrées !

(iv) Tout ce que ’on présente ici pour les matrices carrées & coefficients réels reste vrai sans aucun changement
pour des matrices & coefficients complexes.
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1.3 Opérations sur les lignes
On résume dans la proposition suivante les regles de calculs qui permettent, dans la pratique, le calcul effectif
des déterminants. Les deux premieres sont des conséquences de la définition donnée en 1.2. On pourra a
titre d’exercice vérifier que les autres découlent simplement des deux premiéres.
PropoOSITION
1. Si on échange deux lignes d’une matrice carrée, on multiplie son déterminant par —1.
2. Le déterminant est linéaire par rapport a chaque ligne, ce qui signifie que
a) si 'on multiplie par A € R une ligne de la matrice A, on multiplie son déterminant par X;
b) si A, A’, A” sont trois matrices carrées d’ordre n telles que, pour un certain 1 < i < n, la i-iéme
ligne de A soit la somme de la i-iéme ligne de A’ et de la i-iéme ligne de A”, et telles que toutes
les autres lignes soient les mémes pour les trois matrices, alors det A = det A’ + det A”.
Si une matrice a une ligne entiére de zéros, alors son déterminant est nul.
Si on multiplie par un réel A une matrice carrée d’ordre n, on multiplie son déterminant par A™.

Si une matrice carrée a deux lignes identiques, alors son déterminant est nul.

o G W

Si dans une matrice carrée, on ajoute a une ligne une combinaison linéaire des autres lignes, on ne
change pas la valeur de son déterminant.

7. Si dans une matrice carrée, une ligne est combinaison linéaire des autres lignes, alors son déterminant
est nul.

1.4 Opérations sur les colonnes

e TRANSPOSITION. Pour toute matrice carrée A = (a; ;)1<i j<n d’ordre n, on appelle transposée de A, et
on note ‘A, la matrice carrée obtenue en échangeant les lignes et les colonnes de A, c’est-a-dire la matrice
A = (aj j)1<ij<n dont le terme général est aj ; = a;.;.

e THEOREME. Toute matrice carrée A € M,,(R) a le méme déterminant que sa transposée: ‘ det(*A) = det A. ‘

p l: siA=(ab) alors'A=(85), ctsiA=(dci) alorstA={pe
ar exemple:  si —(cd),aors =(%g), etsiA= ael , alors ‘A = 2;

T>Q

Parmi les conséquences pratiques de ce théoreme, dont nous ne rappelons pas ici la preuve, figure le fait que
tout ce que I'on peut dire sur les lignes d’un déterminant reste vrai pour les colonnes. En particulier on a:

e COROLLAIRE 1. Toutes les régles de calcul de 1.3 restent vraies en remplacant “ligne” par “colonne”.

o COROLLAIRE 2. Soit A = (a; ;)1<i,j<n Une matrice carrée d’ordre n. Pour tout 1 < j < n, on a la formule
suivante, dite développement de A par rapport a la j-iéme colonne:

det A= > (—=1)*ay ; det Ay,
k=1

\

ott (—1)k*J det Ay, ; désigne toujours le cofacteur associé au coefficient ay, ;.

1.5 Exemples de calculs

On commence par un résultat général sur les matrices triangulaires, qui s’applique donc aussi en particulier
aux matrices diagonales, et qui est tres utile dans la pratique.

e EXEMPLE FONDAMENTAL: DETERMINANT D’UNE MATRICE TRIANGULAIRE.

Proposition. Le déterminant d’une matrice triangulaire est égal au produit de ses coefficients diagonaux.
Preuve: Dans le cas d’'une matrice triangulaire supérieure, d’ordre n, on développe le

déterminant par rapport a la premiere colonne, et on réitere n fois:

ai,1 @12 @1,3 ... QAln—1 ai,n

0 a2 a23 ... azn-1 azn a%’2 42,3 . @2n-1 (2,m
0 0 as 3 ... as n—1 as n a3,3 - as,n—1 as,n
= ai| . Lo, . . =+ = Q1,102,2°An,n-
O é O "'. anfl.,nfl anil,n 8 8 an_B’n_l On-1,n
0 0 0 .. 0 an Gn,n
Le cas d'une matrice triangulaire inférieure s’en déduit a ’aide des résultats de 1.4. ]
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e EXEMPLES DE CALCUL PAR TRIANGULARISATION.

Principe. En appliquant les regles de 1.3 ou 1.4, on cherche a faire apparaitre le maximum de zéros, et a se
ramener a une forme triangulaire pour développer a l'aide de la proposition ci-dessus.

a035 aaaa
Ezemple: calculer dans R les déterminants: Dy = [9052] et Dy =|20050].
000d abcd
Pour Dy, on échange les lignes 1 et I3, puis les lignes I et I3, puis les colonnes ¢; et ca:
_|oo0b2|_ _|00b2 a a _
D= \|7c33|= a035 0002 005 2| = —abcd.
000d 000d 000d 000d

Pour Ds, on remplace d’abord co par co — ¢1, ¢3 par ¢z — ¢1 et ¢4 par ¢4 — c1; ensuite on remplace cs par
c3 — Co et ¢4 par ¢4 — co; enfin, on remplace ¢4 par ¢4 — cs3.

ab
a
DQ: ab

ab

e EXEMPLE DE CALCUL UTILISANT LA LINEARITE PAR RAPPORT AUX COLONNES
at+ia a+1ia ato
b+if B+ib b+ |.
c+iy y+ic ct+y

Calculons dans C le déterminant: D3 = On applique la linéarité par rapport a chaque

colonne:
a atia atao o a+tia ata a o ata |laa ata |aa ata .9 a a atao
D3 = |b B+ib b+ | 414 | B S+ib b+p bBOHB |+ |bbb+B |+ 1 |BBOHA |+ 17|68 b bS],
¢ y+ic ¢+ vy v+ic c+y cy ct+y cc cty vy v ety v ¢ ct+vy

Le 2ieme et le 3ieme déterminants sont nuls car ils ont deux colonnes identiques; le ler et le 4ieme
déterminants sont nuls car la colonne c3 est somme des colonnes ¢; et ¢. On conclut D3 = 0.

1.6 Multiplicativité.

La propriété de multiplicativité démontrée au 1.1 dans le cas particulier des matrices carrées d’ordre 2 peut
en fait étre prouvée pour des matrices carrées d’ordre n quelconque.

THEOREME.
(i) Pour toutes matrices carrées A, B € M, (R), on a: ‘det(AB) =det A x det B ‘
1
(ii) Une matrice carrée A € M,,(R) est inversible si et seulement si det A # 0, et alors|det(A™!) = oAl
e

COROLLAIRE. Deux matrices carrées semblables ont le méme déterminant.

EN EFFET: A et B semblables signifie que: A = PBP~! avec P carrée d’ordre n inversible. On a alors:
det A =det P x det B x det(P~1) = det P x det B x (det P)~! = det P x (det P)~! x det B = det B.

2. APPLICATIONS DES DETERMINANTS.

2.1 Calcul de I’inverse d’une matrice carrée inversible.
e DEFINITION. Pour toute matrice carrée A € M,,(R), on appelle comatrice de A, notée Com A la matrice:
Com A = (A j)i<ij<n € Mn(R)
dont le coefficient général est, sur la i-iéme ligne et la j-ieme colonne, le cofacteur:
A; ;= (—1)"7 det A;
de la matrice A tel qu’on ’a défini plus haut en 1.2

1
e PROPOSITION. Soit A une matrice carrée d’ordre n inversible; alors: | A™! = ot A *(Com A).
e
e EXEMPLES.
Soit A= (24), donc Com A = (% -°), donc A~! = -1 *(Com A) = 2 (4 ?); on retrouve 1.1.

. abc +(ek—fh) —(dk—fg) +(dh—eg)
Soit A= def ), donc ComA = —(bk—ch) +(ak—cg) —(ah—bg)
ghk +(bf—ce) —(af—cd) +(ae—bd)

donc A1 =

ek—fh ch—bk bf—ce
(COHl A) Tt A tA fg—dk ak—cg cd—af |.
dh—eg bg—ah ae—bd
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Choisissons par exemple A = (égfll); ona:detA=1x(12-9)—4x(0-2)+2x(0—6)=—1.
On calcule Com A = ( 32 31 :3?); on conclut A7! = —#(Com A) = (:ﬁg _?2 %3)

REMARQUE. La proposition ci-dessus a un intérét théorique, mais, dans la pratique, elle conduit souvent a
des calculs nombreux et complexes (par exemple calculer l'inverse d’une matrice 4 X 4 revient a calculer 16
déterminants 3 x 3). C’est pourquoi, sur des exemples concrets de matrices carrées a coefficients numériques
explicites, il est souvent beaucoup plus rapide d’utiliser la méthode vue précédemment d’inversion formelle d’un
systeme d’équations.

2.2 Déterminant d’un endomorphisme.

e LEMME ET DEFINITION. Soit f un endomorphisme de R". Le déterminant de la matrice de f par rapport a
une base B de R™ garde la méme valeur quelle que soit la base choisie. Cette valeur commune du déterminant
de la matrice de f par rapport a une base quelconque de E est appelée le déterminant de f, noté det f.

EN EFFET, prenons B et B’ deux bases de R™, et P la matrice de passage de B & B’. D’apres la seconde formule
de changement de base, en notant A = Mp(f) et A’ = Mp/(f), on a A= PA’P~1. Donc det A = det A’ d’apres
le corollaire du 1.6 ci-dessus.

o CONSEQUENCE. Pour tout endomorphisme f de R™, on a: | Ker f = {0} < det f # 0.

EN EFFET, on a vu que le noyau de f est réduit au vecteur nul si et seulement si la matrice de f par rapport a
une base quelconque de R™ est inversible. On applique alors le point (ii) du théoréme de 1.6.

2.3 Caractérisation des bases.

e PROPOSITION. Soit B = (e1,e2,...,e,) une base de R™. Soit B’ = (e},é€),...,e.) une famille de n
vecteurs de R™. Soit P la matrice de la famille B’ dans la base B. Alors:

‘B' est une base de R ‘ <= | det P #0.

EN EFFET, on a vu que au début de 1’étude des changements de bases que B’ est une base de R™ si et seulement
si P est inversible.

2.4 Formules de Cramer pour les sytémes d’équations linéaires.

e DONNEES. Considérons un systeme linéaire (S) de n équations & n inconnues dans R:

a1 + @122 + - 4+ aieTn = b z1 by
gy, Jazin + aspre 4+ -+ apr, = by que l'on note R I L
(8) - ’ matriciellement: S R R

an1T1 + Gp2T2 + 0+ Apalny = by o bn

en notant A = (a; j)1<i,j<n € Mn(R) la matrice carrée des coefficients.

Un n-uplet (x1,...,2,) de R™ qui satisfait chacune des n équations de (S) s’appelle une solution de ().
Un systeme (S) tel que sa matrice A soit inversible s’appelle un systéme de Cramer.

On peut démontrer sur les systemes de Cramer le théoreme suivant.

e THEOREME. Avec les données et notations ci-dessus:

‘ (S) admet une unique solution ‘ = ‘ (S) est un systeme de Cramer ‘ < | detA#0

De plus, cette unique solution (x1,...,2,) est donnée par les formules de Cramer:
det(A4|B); tout 1 < i <
T = — our tou i<n,
T deta P ==

ot (A|B); désigne la matrice carrée d’ordre n obtenue en remplagant dans A la i-iéme colonne par la colonne
du second membre de (S5).
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e EXEMPLE DES SYSTEMES 2 X 2.

s s ar+by=ce _fa b _
On considere un systéeme (.5) {cx dy= f avec donc A = <c d>’ et det A =ad—be
(S) a une unique solution si et seulement si ad — be # 0, et cette solution (zg,yo) est donnée par:
S 1 le bl ed—bf ot 1 |a e| af—ce
T detA|f d|” ad—be W= GetAle f| ™ ad—be
e UN EXEMPLE DE SYSTEME 3 X 3.
(2a+1)z — ay + (a+l)z =a—1 (1)
On considere le systeme: (5) : { (a=2)z + (a—l)y + (a=2)z = a (2), (a € R parametre fixé).
(2a—1)z 4+ (a—1)y + (2a—1)z = a (3)

Pour la matrice A de (S), on calcule det A = a(a — 1)(a + 1). D’ou quatre cas:

Premier cas: si a # 0,a # 1,a # —1; alors det A # 0 donc (S) est de Cramer et son unique solution
(0, Y0, 20) dans R est donnée par:

1 a—1 —a a+1 ‘ 2a+1 a—1 a+1 1 2a+1 —a a—1
€rTo = —— a a—1 a—2 = —— | a—2 a a—2 20 = =——— | a—2 a—1 a
07 @A | § Gligea ) YT aA|LT G ose1l) 0T Al 5001 G |
. . N 2_ 2_
que l'on simplifie apres calculs en: g = %, Yo = 72, 20 = —%
Y . ’ 7 . \ I+Z = _1
Deuzxiéme cas: si a = 0, on réécrit le systeme:  —2z—y—2z = 8 ;
—x—y—z =
les équations (1), (2) et (3) sont incompatibles; (S) n’a pas de solution.
RN . P N 3z—y+2z =0
Troisiéme cas: si a = 1, on réécrit le systeme: { —o—z =1 ;
T+z =1
les équations (2) et (3) sont incompatibles; (S) n’a pas de solution.
. o , . .. . . . —zty = -2 .
Quatrieme cas: si a = —1, les équations (2) et (3) sont équivalentes; (S) devient: { CBre2y3s— —1

Pensemble des solutions de (S) est {(—%z +1, —%z —1,2); z € R} dépend d’un parametre.
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Module d’Harmonisation des Connaissances en Mathématiques — L3 IUP GSI — Licence Physique et Ingénieries — F. DUMAS
Lecon 15

Diagonalisation

1. VALEURS PROPRES ET POLYNOME CARACTERISTIQUE.

1.1 Remarques préliminaires et motivations

On a déja vu précédemment que les calculs sur les matrices triangulaires, et en particulier sur les matrices
diagonales, sont particulierement simples.

RAPPELONS QUE:
1. le produit de deux matrices triangulaires est une matrice triangulaire; en particulier le produit de deux
matrices diagonales est une matrice diagonale, et ses coefficients diagonaux s’obtiennent en multipliant
terme a terme les coefficient diagonaux de chacune des matrices:

a; 0 ... 0 by 0 ... O by 0 ... O ap 0 ... 0 aiby 0 ... 0
0 ag ... O 0 by ... O 0 by ... O 0 az ... 0 0 agby ... 0
] [ L. o0 .. -0 X .0
0 0 ...an 00 ... by 0 0 ... by 0 0 ...an 0 0 ... apbn

2. le déterminant d’une matrice triangulaire (et donc en particulier d’une matrice diagonale) est égal au produit
de ses coefficients diagonaux; il en résulte qu'une matrice triangulaire (et donc en particulier une matrice
diagonale) est inversible si et seulement si tous ses coeflicients diagonaux sont non-nuls.

On comprend donc que, pour représenter un endomorphisme par sa matrice A dans une base B, on a tout
intérét a choisir B telle que A soit diagonale, ou & défaut triangulaire.

Les applications de ce principe (en analyse et en géométrie en particulier) sont extrémement importantes: nous
en avons déje détaillé certaines lors de I’étude des changements de bases.

Encore faut-il que cela soit possible, c’est-a-dire qu'une telle base existe. C’est ce probleme (pour un endo-
morphisme f donné, déterminer une base dans laquelle la matrice de f soit la plus simple possible (diagonale,
ou & défaut triangulaire) que l'on va aborder maintenant.

1.2 Valeurs propres, vecteurs propres, sous-espaces propres
e DEFINITIONS. Soit f un endomorphisme de R".

1. Une waleur propre de f dans R est un réel A € R pour lequel il existe un vecteur v € R™ non-nul tel
que f(v) = Aww. On utilisera ’abréviation v.p. pour valeur propre.

2. Si A est une v.p. de f, on appelle vecteur propre de f associé a A\ tout vecteur v € R™ non-nul tel que
fv) = Aw.

3. Pour toute v.p. A de f, on appelle sous-espace propre de f associé a la v.p. A le sous-espace vectoriel
E) = Ker(f — A.1d) de R™.

¢ REMARQUE 1. Si v est un vecteur propre associé a une valeur propre A, alors v ne peut pas étre vecteur
propre pour une autre valeur propre p # A. En effet, f(v) = Av = p.v implique (A — p).v = 0, ce qui,
puisque v # 0, conduit nécessairement a A = p.

e REMARQUE 2. Soit A € R. considérons E) = Ker(f — A.1d).

Par définition, E est I’ensemble des vecteurs v € R™ tels que f(v) = A.w. Ce ss-e.v. E est donc I'ensemble
des vecteurs propres associés & A (qui par définition sont tous non-nuls), plus le vecteur nul (qui n’est pas
un vecteur propre, mais qui appartient quand méme au sous-espace propre). Dire que A est une v.p. de f
signifie que le ss-e.v. E\ n’est pas réduit a {6} Par définition, on a alors: 1 < dim E) < n.

1.3 Polynéme caractéristique

e DEFINITIONS. Soit f un endomorphisme de R™. On appelle polynéme caractéristique de f le polynome:
\ Py(x) = det(f — 2.1d) \

Soit A une matrice carrée dans M, (R). On appelle polynéme caractéristique de la matrice A le polyndme :

| Pa(w) =det(A —x.1,) |
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REMARQUE. Soit f un endomorphisme de R™. On choisit une base quelconque B de R™. En notant A la matrice
de f par rapport a la base B, on sait que la matrice par rapport & B de ’endomorphisme (f —z.1d) est (A —z.I5).
On a alors det(f — 2.1d) = det(A — z.In), et ceci quelle que soit la base B choisie. Donc Py(z) = Pa(x).

Réciproquement, toute matrice carrée A € My, (R) peut étre considérée comme la matrice d’un certain endomor-
phisme f de R™ par rapport a la base canonique, et on alors P (z) = Py(z).

Le théoreme suivant est un résultat fondamental permettant le calcul effectif des v.p. d’un endomorphisme.

e THEOREME. Soit f un endomorphisme de R". Les valeurs propres de f dans R sont exactement les zéros
dans R de son polynéme caractéristique Py (x).

PREUVE. Soit f un endomorphisme de R™. Soit A sa matrice dans une base B quelconque de R™. On a vu a
la remarque 2 de 1.2 qu’un réel X\ est une v.p. de f si et seulement si le noyau de I’endomorphisme (f — A.1d)
n’est pas réduit a {6} Comme on l’a vu a la fin de I’étude des matrices, ceci est équivalent a dire que sa matrice
A — \.I,, n’est pas inversible, c’est-a-dire que son déterminant est nul.

o CONSEQUENCES PRATIQUES.

1. Ainsi, pour déterminer les v.p. de f, on fixe une base quelconque B, on introduit la matrice A de f par
rapport a B3, et on détermine par un calcul de déterminant le polynéme Py (z) = Pa(x) = det(A —x.1,,). Les
zéros de ce polynomes sont les v.p. de 'endomorphisme f, que ’on appelle aussi les v.p. de la matrice A.
2. De plus, comme il est clair que Py(z) est de degré n, il admet forcément au plus n zéros dans R. Donc f
admet au plus n valeurs propres dans R.

3. Attention ! Le polynéme Py (x) n’a pas forcément des zéros dans R (par exemple s’il est de degré 2 et
de discriminant < 0). Ce qui signifie que 'endomorphisme f ou la matrice A n’a pas forcément de valeurs
propres dans R !

4. En revanche, le polynéme & coefficients réels P¢(x) a forcément des zéros dans C, et donc f ou A
ont forcément des v.p. dans C. On verra sur des exemples qu’il est parfois tres utile de considérer les
v.p. complexes d’une matrice méme si celle-ci est au départ une matrice a coefficients réels.

5. A fortiori, tout ce que 'on détaille ici sur les endomorphismes de R™ et les matrices de M, (R) s’applique
aussi aux endomorphismes de C™ et aux matrices de M, (C)

° QUELQUES PRECISIONS SUR LE POLYNOME CARACTERISTIQUE.

Considérons I’exemple élémentaire d’une matrice A = (‘c‘ g) € M>(R). Son polynéme caractéristique est:
Paz) = |azz dﬁw | =2 — z(a + d) + (ad — be).

On reconnait en (a+d) la trace de A et en (ad — be) son déterminant. C’est le cas le plus simple du résultat

général suivant, que nous citons ci-dessous sans démonstration.

PROPOSITION. Soit A € My (R) une matrice carrée d’ordre n. Son polynéme caractéristique P4 (z) = det(A—x.Ip)
est un polynoéme de degré n, a coefficients dans R, tel que:

le coefficient de ™ est (—1)" ; le coefficient de 2"~ 1 est (—=1)""1tr A ; le coefficient constant est det A.

En d’autres termes: Pa(z) = (—1)"2"™ + (=1)" " L(tr Az~ 4 .- 4 det A.

1.5 Multiplicités d’une valeur propre

e UN RAPPEL SUR LES ZEROS D’UN POLYNOME. Soit P(z) un polynéme & coefficients réels de degré n. Soit
a un zéro de P(z) dans R, c’est-a-dire un nombre o € R tel que P(«) = 0. On peut alors mettre (z — o) en
facteur dans P(x). Il existe donc un unique entier 1 < g < n, appelé la multiplicité de «, tel que:

P(z) = (x — )9Q(z), avec Q(z) polynéme de degré n — g vérifiant Q(«) # 0.

En d’autres termes, cela signifie que 'on ne peut plus mettre (z — «) en facteur dans Q(z), ou encore que ¢
est ’exposant de la puissance maximale de (z — ) qu’il est possible de mettre en facteur dans P(z).

e DEFINITION. Soit A une v.p. d’'un endomorphisme f de R™ (ou d’'une matrice A carrée d’ordre n a
coefficients dans R). On appelle multiplicité algébrique de A sa multiplicité en tant que zéro du polynoéme
caractéristique de f (ou de A).

e PROPOSITION. Avec les données ci-dessus, et en notant E) le sous-espace propre associé a la v.p. A, on
a:

‘1 < dim F) < (multiplicité algébrique de A) < n‘
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e TERMINOLOGIE. La dimension du sous-espace propre E) est parfois appelée la multiplicité géométrique
de la v.p. A. Elle est donc toujours < a sa multiplicité algébrique.

Une v.p. est dite simple si sa multiplicité algébrique est 1 (sa multiplicité géométrique est alors 1).
Une v.p. est dite double si sa multiplicité algébrique est 2 (sa multiplicité géométrique est alors 1 ou 2).
Une v.p. est dite triple si sa multiplicité algébrique est 3 (sa multiplicité géométrique est alors 1 ou 2 ou 3).

1.6 Quelques exemples de calculs

. 120
e PREMIER EXEMPLE. Soit A = (? % 11)

1—x 2
On calcule: Py(x) = ‘

0

1= 1 ‘:(1_;5)( ) 42=—af 42?42 = —a(z—2)(z+1).
—1l-x

Donc A admet trois valeurs propres simples qui sont 0, 2 et —1. Déterminons les sous-espaces propres

correspondants.

1-2 2 0 P —z + 2 =0
(x,y,z)eEg(:)((Jl—Q 1 )(y):(g)@{ M

1 1 —1-2/ \z 0 © +y —32=0

Donc Ey = {(2y,y,y) € R3; y € R} est la droite de base (uz), ot ug = (2,1, 1).

1_(_1) 2 0 @ 0 2z + 2y
(xvyaz)eE—l<:> 0 1-(-1) 1 (y):(g),<:> 2y + z
1

1 —1—(-1) z z +y

~—

0
0.
0
Donc E_1 = {(—y,y, —2y) € R?; y € R} est la droite de base (u_1), ott u_1 = (1,-1,2).

1-0 2 0 x T+ 2
waaeme (P 1) (E)=(F) e {113

0
0.
1 1 —-1-0 z 4+ y —z=0

Donc Ey = {(—2y,y, —y) € R?; y € R} est la droite de base (ug), ot ug = (2, —1,1).

. 8 2 -2
e SECOND EXEMPLE. Soit A = ( 22 5 4 )

“24 5
2 -2 8- 2 -2 8—x 2 8- 2 —4
On calcule: Py(z) _‘ 2 5-z 4 :‘ 2 570 4 :(Q—m)‘ 296514‘_ —m)‘ 2 5w a1
4 5-z 0 9-z9-z 0 0 1 0
=(9—x)(— |8 r 9;41 =(9—12)(2? —92) = —x(x — 9)%

Donc 0 est v.p. simple et 9 est v.p. double. On sait qu’alors Fy est forcément une droite, mais Fy peut étre
soit une droite, soit un plan. Déterminons-les.

8-0 2 =2 x 0 8r + 2y —2z2=0
(:c,y,z)eEO(:)(z 504)(7;):(0)(:) 2z + 5y + 42 =0,
4 5-0 z 0 —2x + 4y + 52 =0

Apres calculs, on trouve que Ey est la droite de base (ug), ot up = (1, —2,2).
8-9 2 =2 x 0 —x +2y —2z2=0
(x,y,z)eEg(:)(z 5—9 4)(y):(0)<:> 2z — 4y + 4z =0,
—2 4 5-9 z 0 —2z 4+ 4y — 4z =0

Donc Fy est le plan d’équation = — 2y + 2z = 0, dont une base est (ug,v9), ol ug = (2,1,0) et
vg = (2,0, —1). Donc, sur cet exemple, la multiplicité de la v.p. double 9 est égale a la dimension
du sous-espace propre correspondant.

N . 3 2 4
e TROISIEME EXEMPLE. Soit A = (—1 3 —1).

-2 -1 -3

3-¢ 2 4 ~1-z 2 4 -1 2 4 -1 2 4
On calcule: P4(x) :‘ 13-z —1 |=| 0 322 -1 |= (x+1)‘ 03—z -1 |= (gg+1)‘ 03—z —1

-2 -1 —-3—=x x+1 —1 —3—=x 1 -1 —3—=x 0 1 1—=z

=—(z+1)(22 —4x+4)=—(z+1)(z — 2)%

Donc —1 est v.p. simple et 2 est v.p. double. On sait qu’alors F_; est forcément une droite, mais Fa peut
étre soit une droite, soit un plan. Déterminons-les.

3—(-1) 2 4 - 0 dr + 2y +4z=0
($,y,Z)€E,1<:> -1 3-(-1 -1 (y):(O) ~ —z + 4y — z 0.
_9 -1 —3—(-1) z 0 —2r —y —22=0

Apres calculs, on trouve que E_; est la droite de base (u_1), ot u_1 = (1,0, —1).
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3—-2 2 4 T 0 T + 2y + 4z
(x,y,z)eEQ(:)(—l 3-2 -1 )(y)z(o),@ -z 4+ oy — z
-2 -1 —3-2 z 0 -2z — y — bz

0
0.
0

Apres calculs, on trouve que Es est la droite de base (uz2), ou us = (2,1, —1). Donc, sur cet
exemple, la multiplicité de la v.p. double 2 est strictement supérieure a la dimension du sous-
espace propre correspondant.

-1 1 1 0
e QUATRIEME EXEMPLE. Soit A = (51 20 51) Apres caleuls, Pa(z) = (v + 1)(x — 1)3.
4 -2-2 3
—1 est v.p. simple. On sait qu’alors E_; est forcément une droite. Apres calculs, on trouve que
E_; est la droite de base (u—_1), ot u—1; = (1,0,0, —1).

-2z + y + =z
-z + y + z

=0
i _ =0 r=t=0
1 est v.p. triple. (z,y,2) € B4 < { B0y 34 ot=0 & & {y—!—z:O
r —2y — 2z +2t=0
Donc F; est la droite de base (uq1), ot ug = (0,1, —1,0). Sur cet exemple, le sous-espace propre
associé a la v.p. triple 1 est seulement de dimension 1.
e CINQUIEME EXEMPLE. Soit A = (3 Z3). Apres calculs, P4(z) = z* + z + 1. Donc A n’admet pas de
v.p. dans R. En revanche, dans C, elle admet deux v.p. simples distinctes qui sont j et j2. On vérifie
aisément (par la méme méthode que sur les exemples précédents) que E; est la droite de base (u;), ou
u; = (1,1 —j) et Ej2 est la droite de base (u;2), ot ujz = (1,1 — 52).

2. DIAGONALISATION.

2.1 Notion de matrice ou d’endomorphisme diagonalisable.

e DEFINITION. Un endomorphisme f de R™ est dit diagonalisable (sur R) lorsqu’il existe une base C de R"™
telle que la matrice de f dans la base C soit une matrice diagonale D. Une matrice carrée d’ordre n est dite
diagonalisable (sur R) lorsqu’elle est semblable & une matrice diagonale.

Si A désigne la matrice de f dans une base quelconque B de R™, il résulte de la seconde formule de changement

de base que: (Pendomorphisme f est diagonalisable) < (la matrice A est diagonalisable).

Dans ce cas, on a: ‘ A=PDP1 avec A= Mgp(f), D= Mc(f) diagonale, et P = Passp_.c. ‘

1.2 Conditions de diagonalisabilité.
e THEOREME FONDAMENTAL. Soit f un endomorphisme de R™. Les conditions suivantes sont équivalentes:
(i) f est diagonalisable (sur R);
(i) il existe une base C de R™ qui est formée de vecteurs propres de [ ;
(iii) R™ est la somme directe des sous-espaces propres de [ ;
)

iv) le polynome caractéristique P¢(x) admet n zéros réels (comptés avec leur multiplicité), et la multiplicité
f
algébrique q; de chaque valeur propre A\; de f est égale a la dimension du sous-espace propre E;;

rl ]
A A1, A2... As €R sont les v.p. distinctes de f ou A,

A2

Py@) = (1) (= M) (2 = )=+ (0 = A,
D= Mc(f) = Ao
¢; = dim E, pour toute v.p. \;,

As
[ . ] R"=E\ ®E\,® - D E),.
As

q1 q2 qs

(tous les coefficients hors de la diagonale étant des zéros).
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En appliquant tout ce qui précede au cas particulier ol n = s, c’est-a-dire ¢; = 1 pour tout 1 < ¢ < n, on
obtient immédiatement le corollaire suivant:

e COROLLAIRE. Soit f un endomorphisme de R™. Si f admet n v.p. distinctes (chacune est nécessairement
une v.p. simple), alors f est diagonalisable.

Attention I Ce corollaire ne donne qu’'une condition suffisante pour qu'un endomorphisme soit diagonal-
isable; elle n’est nullement nécessaire (voir les exemples ci-dessous). Si un endomorphisme de R™ admet
n valeur propres simples distinctes, alors il est diagonalisable, mais il peut tres bien étre diagonalisable en
admettant des v.p. doubles (il faut alors que le sous-espace propre associé soit de dimension 2), ou triples (il
faut alors que le sous-espace propre associé soit de dimension 2), ou plus....

2.3. Exemples. Reprenons, dans le méme ordre, les exemples traités en 1.6

e PREMIER EXEMPLE. La matrice A considérée est diagonalisable, d’apres le corollaire ci-dessus. Une base
de vecteurs propres est C = (u2,u—_1,uq), donc:

A:PDPfl,avecP:(%—ll —21) et D= (3—018)
12 1 000

e DEUXIEME EXEMPLE. La matrice A considérée est diagonalisable, d’apres le (iv) du théoréme fondamental
ci-dessus. Une base de vecteurs propres est C = (ug, ug, vg), donc:

1 2 2
A:PDP‘l,avecP:(%l 0 ) etD:(888)
2 0-—1 009

e TROISIEME EXEMPLE. La matrice A considérée n’est pas diagonalisable, car le sous-espace propre associé
a la valeur propre double 2 est seulement de dimension 1.

e QUATRIEME EXEMPLE. La matrice A considérée n’est pas diagonalisable, car le sous-espace propre associé
a la valeur propre triple 1 est seulement de dimension 1.

e CINQUIEME EXEMPLE. La matrice A considérée n’est pas diagonalisable sur R mais est diagonalisable sur
C (car admet deux v.p. simples distinctes complexes). Une base de vecteurs propres est C = (u;,u;2), donc:
A=pPDP " avee P= (15 ) et D= (3 5).

2.4 Application a la résolution des systémes différentiels linéaires a coefficients constants.

On a déja indiqué lors de 1’étude des changements de bases comment la recherche d’une matrice diagonale
éventuellement semblable & une matrice donnée permet de résoudre certains systemes différentiels linéaires
a coeflicients constants.

e EXEMPLE: CAS DIAGONALISABLE AVEC V.P. SIMPLES.

On cherche & déterminer tous les triplets de fonctions réelles x(t),y(t), 2(t) dérivables sur R solutions du
systeme différentiel:

z'(t)
(S) ¢ v@®
2'(t)

— 2z(t) — 2y(t) + 22(t) . —2-22
3z(t) + 5y(t) , dont la matrice est A = ( 3 5 0).
@(t) + 2y(t) + 32(¢) 123

De la méme fagon qu’on I’a fait sur les exemples de 1.6, on détermine son polynéme caractéristique, ses v.p. ,
et les sous-espaces propres associés. Apres calculs, on obtient:

Pa(z) = —(x + 1)(z — 2)(x — 5).

Donc A admet trois v.p. distinctes —1, 2 et 5, pour lesquels (apres calculs) les sous-espaces propres sont les
droites dirigées respectivement par les vecteurs ] = 2.e; — ea, e, = €1 — ea + e3 et e5 = ea + e3. La matrice
A est donc diagonalisable, et le changement de bases est donné par:

-100 2 1.0

A=PDP'ouD= ( 0 20) et P= (—1—11).

005 0 11
On acheve alors la résolution comme on I’a vu au paragraphe 2.3 de ’étude des changements de bases.
Rappelons que ’on a obtenu:

y(t) = —ae™t — Be? + et | avec a, 3,7 € R.

z(t) = 20e™t + Be?t
Z(t) — ﬂeZt + ,yest
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e EXEMPLE: CAS DIAGONALISABLE AVEC V.P. MULTIPLES.

On cherche a déterminer tous les triplets de fonctions réelles x(t), y(t), z(t) dérivables sur R solutions du
systeme différentiel:
' (t)
() {y’(tg

2/ (t

2z(t) + 3y(t) — 6z(t)
— 6xz(t) — Ty(t) + 122(t) .
— 3z(t) — 3y(t) + 5z(t)

On note matriciellement ce systeme sous la forme:
z(t) I,(t) 2 3 _¢
X'(t) = AX(t), avec X()= () ), X'(t)=(v®) ), A= (76 ST )
2(t) z’(t) -3 -3 5

Suivant les méthodes vues ci-dessus, on montre que A est diagonalisable et on réalise la diagonalisation:

Pa(z) = —(z+1)%(x—2), et A= PDP~'ou D = ((3)—21 181) ot P = (_%1 %1%)

u(t) u'(t)
On pose: U(t) = <v(t) > =P 1X(t); dow: U'(t) = (v’(t) > =P71X'(t). On a alors:
w(t) w'(t)

(S) & X'(t) = AX(t) & PU'(t) = APU(t) < U'(t) = P-YAPU(t) & U'(t) = DU(%).

On est donc ramené a résoudre le systéme (beaucoup plus simple):

u’(t) 20 0 u(t) . ' ()
o'(t) ) = (0 -10 ) v(t) |, c’est-a-dire: v’ (t)
w'(t) 00 =1/ \w() w'(t)

D’apres le cours d’analyse, on sait que les solutions de ce dernier systéme sont:

2u(t)
—v(t) .
—w(t)

u(t) = ae? v(t) = Be~t, w(t) = ve !, pour a, 3, décrivant R.

-1 1 1 0(82t
En revenant a X (t) = PU(¢t) = ( 2 1 %) <Be‘t >, on conclut que les solutions de (.S) sont:
ve™ !

y(t) = 2ae? + (=B+y)e avec «, 3,7 € R.

—t

{ 2(t) = —ae® + (B+y)e

2(t) = ae®* + ve

e EXEMPLE: CAS DIAGONALISABLE SUR C MAIS PAS SUR R.

On cherche a déterminer tous les triplets de fonctions réelles x(t), y(t), z(t) dérivables sur R solutions du
systeme différentiel:

2/ (t) = 2y(t) — 2z(t)
(8) § v () =—22(t) + =(t) .
()= 22(t) — y(t)

On note matriciellement ce systeme sous la forme:
x(t) @' (t) 0 2 —2
X'(t) = AX(t), avec X(t)= (v |, X'(t)=(v®) |, A= (_22 0 1 )
2(t) 2 (t)
On calcule: Py(z) = —z(2% +9).
1. On résout d’abord sur C. Pa(z) = —z(x — 3i)(x + 3i), donc A est diagonalisable, et apres calculs:

00 0 1 4 4
A=PDPlouD= (0 3 0 ) et P = (2 —1+3i —1—3i),
00 —3i 2 —1-3i —1+3i

En raisonnant comme sur les deux exemples précédents, on montre que les solutions a valeurs complexes du
systeme différentiel (S) sont:

y(t) = 20 + (—1430)Be>* + (—1—3i)ye 3 | avec a, 3,7 € C.

z(t) = a + 48e3 + dye—3it
2(t) = 2a + (—1-3i)Be3 + (—1+3d)ye 3

2. On cherche ensuite les solutions réelles.
D’apres ce qui précede, les trois fonctions vectorielles R — C? définies par:

1 483it 4873’“
ug i t— (2)7 vit— ((—1+3¢)e3fﬁ >, v:t— ((—1—31')@3# >,
2 (—1—3i)e®t (—1+3i)e 3%
sont des solutions de (5), et toute solution complexe de (S) est combinaison linéaire & coefficients complexes
de ces trois solutions ug, v et v.
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On en déduit que les solutions réelles de (S) sont les combinaisons linéaires & coefficients réels des trois
fonctions vectorielles R — C3 définies par:

1 1 _ 4cos 3t 1 _ 4 sin 3t
uozt»—>(2), w1=§(v+v):t»—>(—COSBt—BSmSt), w2:7(v—v):t»—><7sin3t+3cos3t).
2 — cos 3t+3 sin 3t g —sin 3t—3cos 3t

On conclut que les solutions réelles du systeéme différentiel (S) sont:

z(t) a + 403 cos 3t + 4~y sin 3t
y(t) = 2a + (=B+37)cos3t + (—=36—7)sin3t , avec Oé,ﬂ,’}/ c R.
z(t) = 2a + (—B—3v)cos3t + (38—v)sin3t

2.5 Quelques mots sur la trigonalisation.

On a traité a la section précédente la situation la plus favorable: celle ou la matrice carrée A considérée est semblable & une
matrice diagonale. Bien siir, on I’a vu, ce n’est pas toujours le cas ! Dans bien des cas, on sera déja trés content si on sait
écrire A = PTP~! pour une matrice T triangulaire. C’est le probleme de la trigonalisation (on dit aussi triangulation, ou
triangularisation), sur lequel on donne ci-dessous sans démonstration quelques bréves indications.

e DEFINITION. Un endomorphisme f de R™ est dit trigonalisable (on dit aussi triangularisable) sur R lorsqu’il existe une base
C de R™ telle que la matrice de f dans la base C soit une matrice triangulaire (supérieure) 7. Une matrice carrée d’ordre n a
coefficients dans R est dite trigonalisable sur R lorsqu’elle est semblable & une matrice triangulaire (supérieure).

Si A désigne la matrice de f dans une base quelconque B de R™, on a donc:

(’endomorphisme f est trigonalisable) < (la matrice A est trigonalisable).
Alors: A= PTP~! avec A= Mg(f), T = Mc(f) triangulaire, P = Passg_.c.

e PROPOSITION (TRIGONALISATION SUR R). Un endomorphisme f de R™ est trigonalisable sur R si et seulement si le polynéme
caractéristique Py(x) est produit de n facteurs de degré 1 sur R.

e PROPOSITION (TRIGONALISATION SUR C). Tout endomorphisme de C™ est trigonalisable sur C.

Remarque. Soit A une matrice carrée d’ordre n & coefficients dans R. On peut toujours la considérer comme un élément de
M, (C). Elle est donc toujours trigonalisable sur C, mais cela ne signifie bien siir pas qu’elle est trigonalisable sur R.
Si par exemple Pa(z) = —(z—2)(x2+1), A n’est pas trigonalisable sur R mais I’est sur C puisque P4 (z) = —(z —2)(z —14)(x+1).

e EXEMPLES. Reprenons, dans le méme ordre, les cinq exemples du paragraphe 1.6.

On a déja vu en 2.3 que le premier et le deuxieme exemples correspondent & des matrices diagonalisables sur R, et que le
cinquieme exemple est diagonalisable sur C (il n’est sur R ni diagonalisable ni trigonalisable puisque qu’il n’admet pas de
v.p. réelles.)

Dans les troisiéme et quatriéeme exemples, les matrices considérées ne sont pas diagonalisables, mais elles sont trigonalisables
sur R puisque le polynéme caractéristique se décompose en produit de facteurs de degré 1. Détaillons:

— Reprenons la matrice A du troisieme exemple de 1.6. Soit f ’endomorphisme de R? dont A est la matrice
par rapport a la base canonique. Le sous-espace propre associé a la valeur simple —1 est la droite de base
(u—1) avec u—1 = (1,0, —1). Le sous-espace propre associé & la valeur double 2 est la droite de base (u2)
avec uz = (2,1,—1). Quelle que soit la facon de compléter la famille libre (u—1,u2) en une base C par
l’adjonction d’un vecteur quelconque qui n’est pas combinaison linéaire de u_1 et ug, la matrice de f par
rapport & la base C est triangulaire. Prenons par exemple C = (u_1,u2,e1) avec e; = (1,0,0). Notons P la
matrice de passage de la base canonique a la base C. Donc

(121 1 (0-1-1 _ R (10 3
P_<_01_11 8)’ Pl = 010, T = Mate(f) =P AP_<8371>.

— Reprenons la matrice A du quatriéme exemple de 1.6. Soit f ’endomorphisme de R* dont A est la matrice
par rapport a la base canonique. Le sous-espace propre associé a la valeur simple —1 est la droite de base
(u—1) avec u—1 = (1,0,0,—1). Le sous-espace propre associé & la valeur triple 1 est la droite de base (u1)
avec u1 = (0,1,—1,0). On sait que 1'on peut compléter (u—_1,u1) en une base C = (u—1,u1,v, w) de R*
telle que la matrice de f par rapport a la base C est triangulaire. Mais ici, le choix des deux vecteurs v, w
n’est pas indifférent ; il existe une méthode générale pour les déterminer (voir remarque finale ci-dessous).
Contentons-nous de noter ici que, pour v = (1,0,2,0) et w = (0,0,1,1), on a:

1o 1o 2 —1-1 1 ~1000
_ i 1_[ 0 1 0 o0 _ _p-lap_
P=(9¢_121) P7r=|3112a]), T=Mate(f)=Pr AP—(SE)%?)
~10 01 2 -1-1 2 0001

e EXEMPLE D’APPLICATION A LA RESOLUTION DES SYSTEMES DIFFERENTIELS. On a traité au paragraphe 2.4 de 1’étude des
changements de base un tel exemple.

e REMARQUE FINALE. Une étude plus approfondie des questions de trigonalisation conduit & la notion de réduction de Jordan,
méthode beaucoup plus élaborée de recherche d’une forme canonique standard & laquelle ramener par changement de bases
toute matrice carrée. Ce processus repose sur d’autres notions que le polynéme caractéristique et les sous-espaces propres (&
savoir le polyndme minimal et les sous-espaces caractéristiques), qui ne peuvent étre développées ici.
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