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PREFACE

Bien que l'iiistoire de chaque symbole mathématique soit

contenue dans le Formulaire, nous pouvons ici la résumer en

quelques mots.

Selon l'ordre chronologique, les premiers symboles sont les

chitfres 0, 1, 2,... dont l'origine est très ancienne.

Suivent les symboles des opérations arithmétiques + ?
—

(a.1500), X (a.1600),... les relations = (a.l550), > (a.l650), les

nombres e, n (a. 1700),... Pendant le dernier siècle les symboles

21, n, lim, mod, sgn, E,... ont pénétré dans l'usage commun.
Ces symboles permettent d'exprimer complètement quelques

propositions :

2+3 = 5 2<e<3 ]^i^+^'=e j:^'^=i

etc. En général on s'en sert pour exprimer les parties d'une

proposition, lesquelles doivent être accompagnées du langage

ordinaire pour former des propositions complètes.

La partie réservée au langage ordinaire, plus petite dans

quelques travaux d'Analyse, était encore grande dans les

ouvrages géométriques. Le calcul barycentrique de MôBius,

la science de l'extension de Grassmann, les quaternions de

Hamilton, pour ne citer que les théories principales, permettent

maintenant d'opérer sur les objets géométriques comme on opère

en Algèbre sur les nombres (voir le § des vecteurs),

La Logique mathématique à son tour étudie les propriétés des

opérations et des relations logiques, qu'elle indique par des

symboles.

Quelques principes de cette science se rencontrent dans la

Logique générale (voir Aristote). Son vrai fondateur est Leibniz,

qui a énoncé les principales propriétés des idées représentées

maintenant par les signes <^, w, -, ==, 3? A-
Le but des recherches de Leibniz était de créer une manière

de « Spécieuse Générale, où toutes les vérités de raison seroient
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réduites à une façon de calcul. Ce pourroit être en mêmes tems

une manière de Langue ou d'Ecriture universelle, mais infi-

niment différente de toutes celles qu'on a projettes jusqu'ici
;

car les caractères, et les paroles mêmes, y dirigeroient la Raison
;

et les erreurs excepté celles de fait, n'y seroient que des erreurs

de calcul. Il seroit très difficile de former ou d'inventer cette

langue ou caractéristique ; mais très aisé de l'apprendre sans

aucuns dictionnaires » (p. 701 des Opéra philosophica, a. 1840).

Il énonce ce projet dans son premier travail, ou, comme il

l'appelle, dans son « essai d"écolier » intitulé « de arte combi-

natoria a. 1666 ». Dans 1' « Historia et commentatio linguae

charactericae universalis, quae simul sit ars inveniendi et ju-

dicandi » (ib. p. 162), il dit que ces pens'^'es « semper altissime

infixae menti haesere » . Il fixe le temps nécessaire à la former :

« aliquot selectos homines rem intra quinquennium absolvere

posse piito ». Il ajoute enfin « Itaque repeto, quod saepe dixi,

hominem, qui ueque Propheta sit neque Princeps, majus aliquid

generis liumani bono, nec divinae gioriae accomodatius susci-

pere nunquam posse ».

Dans ses dernières lettres il regrette « que si j'avois été moins

distrait, ou si j'étois plus jeune, ou assist» par des jeunes gents

bien disposés, j'espérerois donner une manière de » cette spé-

cieuse (pag. 701). Il dit aussi (pag. 708) « J'ai parlé de ma
spécieuse générale à Mr. le Marquis de l'Hospital, et à d'autres

;

mais ils n'y ont point donné plus d'attention que si je leur avois

conté un songe. Il faudrait que je l'appuyasse par quelque usage

palpable ; mais pour cet effet il faudroit fabriquer une partie

au moins de ma Charactéristique ; ce qui n'est pas aisé, surtout

dans l'état où je suis ».

Leibniz n'a pas publié, de son vivant, les résultats incomplets

qu'il avait obtenus. Erdmann, a. 1840 a commencé la publication

des manuscrits sur ce sujet. L'édition de Gerhardt a. 18 75 est

plus complète. Les plus intéressantes pièces ont été publiées

récemment par M. Vacca (*).

(*) M. Conturat dans « L'Ensei<>-nement mathématique a. 1900 p.409 »

(G. Carré & C. Nand, Paris), annonce une nouvelle publication de ces ma-
nuscrits.



V

Eln conséquence les idi'es de Leibniz n'ont pas eu des conti-

nuateurs immédiats, à l'exception de Lambert et quelque autre,

jusq'à Booi.E, De Mokgan a.l850, Scïiroder a. 1877, McColl
a.l878, etc. qui ont retrouvé les théorèmes précédents, en ont

énoncé des nou>X'aux, et ont dév^eloppé des intéressantes thé-

ories. Voir la Biblioi^'raphie.

M. Tait a remarqué l'analogie entre les calculs géométriques

et logiques : « La similitude frappante de ces deux systèmes

« de symboles, types de procédés qui sont au fond les mêmes,
« nous suggère la remarque (pi'après tout, il n'y a qu'une

« science unique dans l'Analyse mathématique, ayant diverses

« branches, mais empk)yant dans chacune d'elles les mêmes
« procédés. Par l'une de ses branches, cette science nous dé-

« voile les mystères de la Géométrie de position, hors de la

« portée du raisonnement géométrique ordinaire
;

par l'autre,

« elle permet au logicien d'arriver à des vérités de déduction

« auxquelles il n'aurait jamais pu atteindre sans le secours

« de l'instrument des tbrmules » (QHjifi'rnions, traduit par

Plarr. Paris, 1882, p. 81).

Dans la publication qui sera indiquée par Fi889 nous avons

remarqu'î qu'il suffit d'ajouter les symboles £, son inverse, et

quelques autres moins importants, pour compir^ter l'analyse

des idées de Logique qu'on rencontre dans les sciences mathé-

matiques, et nous avons écrit entièrement en symboles quelques

thf'^ories mathématiques.

L'idéographie, qui résulte de la combinaison des symboles

logiques avec les algébriques, a été bientôt appliquée par divers

Auteurs. Dans quelques travaux elle sert seulement à énoncer

sous forme plus claire des théorèmes.

En général elle est l'instrument indispensable pour analyser

les principes de l'Arithmétique et de la Géométrie, et pour y
démêler les idées primitives, les dérivées, les définitions, les

axiomes et les théorèmes. On s'en est aussi servi pour construire

des longues suites de raisonnement, presqu'inabordables par le

langage ordinaire.
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La RclM. t.7 p.3 contient la table de 67 Mémoires publiées en

différents pays par 15 Auteurs, dans lesquels on a adopte cette

idéographie. Leur nombre s'est accru dans la suite.

Nous pouvons exactement dire avec Leibniz :

« Itaque profertur hic calculus quidam novus et mirificus,

« qui in omnibus nostris ratiocinationibus locum habet, et qui

« non minus accurate procedit quam Arithmetica aut Algebra.

« Quo adhibito semper terminari possunt controversiae quantum
« ex datis eas determinari possibile est, manu tantum ad ca-

« lamum admoto, ut sufficiat duos disputantes omissis verbo-

« rum concertationibus sibi invicem dicere : calculemus, ita

« enim perinde ac si duo Arithmctici disputarent de quodam
« calculi errore ».

Nous avons essayé de réunir en un seul volume les propo-

sitions écrites entièrement en symboles, et que nous appelons

«formules». Ainsi s'est formé le t.l du Formulaire, publié

en 1892-1895. MM. F. Castellano, G. Vaîlati, C. Burali-Forti,

R. Bettazzi, Gr. ViVANTi, F. GriUDiCE, G. Fano y ont collaboré,

ou ont réduit en symboles de nouvelles théories.

Dans le t.2 a. 1897-1 899 nous avons coordonné ces différentes

théories, en comblant les lacunes, et en posant à la place voulue

les additions proposées par MM. G. Vacca, A. Padoa, M. Chini,

et d'autres (RdM. t.6 p.65-74). L'exécution typographique de ce

travail a été très laborieuse. Il exige l'exactitude d'une table de

logarithmes, et est de composition beaucoup plus difficile.

Le Formulaire actuel (a. 1901) contient les propositions déjà

publiées dans l'édition de l'a. 1899, les formules de Logique

publiées dans RdM. t.7 p. 1-41, les propositions nouvelles ré-

duites en symboles par MM. :

M. Nassù (RdM. t.7 p.42-55)

F. Castellano (id. p.58)

G. Vacca (id. p.59-66)

M. Chini (id. p.66)

T. BoGGio (id. p. 70-72, et d'autres non publiées)
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et les additions et les corrections indiquées par MM. G. Ene-

STROM (id. p.6G)j ViVANTI, ClAMBERLINI, PADOA, RAMORINO, BUHL,

et plusieurs autres.

M. Vacca a ajouté les indications historiques aux P :

§Z) -9 §+ 4-3 §|V 5-5 15-()1 §! 4-2 7 6 gClif -4 §Np 3-3-4 9-4-G2

§Nprf -3 §cont 34 §D 44 205 §Dtrm 1-1 §j!; 1-82 31 3-7 12-1

§sm4-l-5 5-l 10-1 13-2 14-2 l(M--3 §B 1-11-21-8 §vct 33-6-61 34-1-2-6-8

et beaucoup d'autres indications bibliographiques ; il nous a de

nouveau puissamment aidé dans tout ce travail.

Nous avons complété quelques théories, notamment sur les

dérivées, sur les intégrales, et sur les nombres complexes.

Les symboles conservent ici la forme commune, lorsqu'il est

possible; ex:+,— , x,>,^,0,l, 2,... log , sin , e , tt. ...

Lorsqu'il y a plusieurs notations en usage, nous avons adopté la

plus ancienne, ou la plus répandue. Lorsque nous avons dû in-

troduire un symbole nouveau, nous avons pris le mot du langage

ordinaire, plus ou moins abrégé ; ex : put , vct
,
quot , rest, ...

Les mots du langage mathématique commun montent à plu-

sieurs milliers (voir p.213). Il ne convient pas de les ériger

tous en symboles ; ils s'expriment ici par environ 100 symboles.

Dans le langage ordinaire, on a plusieurs formes j)our repré-

senter une même idée indiquée ici par un symbole seul. Nous

donnons à chaque symbole un nom ; mais il convient de lire

les symboles, et les ensembles de symboles, sous une forme

qui s'approche du langage ordinaire. Un peu d'exercice permet

de lire les formules sous la forme habituelle.

Le Formulaire est toujours en construction. Nous continue-

rons à publier dans la RdM. les nouvelles propositions exprimées

entièrement en symboles par les collaborateurs, les corrections

et les indications historiques qu'on nous enverra, pour en tenir

compte dans une nouvelle édition.

Le Formulaire est divisé en §§. Chaque § a pour titre un

signe idéographique. Ces signes se suivent dans un ordre tel

que tout signe résulte défini par les précédents (à l'exception

des idées primitives).
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Un § (luelconque contient les propositions qu'on exprime par

le signe du § et par les précédents. Ces derniers servent à classer

les propositions d'un §.

En conséquence, on trouvera ici la place d'une proposition,

déjà écrite en symboles, à peu près comme on trouve la place

d'un mot dans un dictionnaire.

Toute proposition est indiquée par un nombre qui a une

partie entière et une décimale, dans le but de faciliter l'inter-

polation.

Le signe ^J^ indique le changement de la partie entière.

Turin, 1. I. 1901.

G. Peano.



FORMULAIRE DE MATHÉMATIQUES

PREMIERE PARTIE

LOGIQUE MATHÉMATIQUE.

§1 Cls £ 3 ; ^ <> =

^ 1. Notations

•\ Les lettres a h ... z a ... désignent des objets quelconques.

•2 On divise une formule en parties par des parenthèses ()

ou par des points.

•3 « Cls » signifie «classe».

•4 Soit a une Cls; xsa signifie «x est un a ».

•5 Soit ji une proposition contenant une lettre x ; X3p re-

présente « la classe des x qui satisfont à la condition p »

.

•6 {x]ij) ou {x,]/) indique le couple, ou système des objets x et y.

•7 Soient a et h des Cls. a~^h signifie « tout a est b ».

Soient 'p et q des propositions contenant une variable x
;

p -D^. q,

signifie « de p on déduit, quel que soit x, la q », c'est-à-dire:

« les X qui satisfont à la condition p satisferont aussi à la q »
, ou

{X32J) Z) {pC3q)

Si les propositions /; et q contiennent deux variables x, y,

p -Z^x.y. q

signifie : « tout système x,y qui satisfait à la condition p est

aussi une solution de la condition q », ou {x;y)3p ^D (^;2/)3^-

Et ainsi de suite pour un plus grand nombre de variables.

On sous-entend les indices au signe ^ , lorsqu'il n'y a pas

d' ambiguïté à craindre.

F. 1901 1
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•8 a^b ou ah indique la Cls commune aux Cls a et h.

L'affirmation simultanée des propositions p et q est indiquée

par 2^^(1, ou par "pq.

Pour supprimer des parenthèses on convient que :

pq'^r signifie (pg) ^ *% ^t p ^ qr signifie j9 3) (^^')-

V-~D Q et J)'^. q signifient p .^. q.

•9 .1-=?/ signifie " x est égal à 2/
".

•1. Les lettres variables, dans le Form., sont toujours en italique.

Les sig-nes ayant une signification constante ont une forme spéciale :

3 = -| X ..., ou bien sont indiqués par des lettres grecques £ i 2, ou par

des lettres romaines: Cls log mod ...

On rencontre les lettres variables dans Aristote pour représenter les idées

de Logique (V. P4-4); elles sont d'un usage commun chez Euclide pour

indiquer des points, des lignes, des nombres, etc. (V. §xPl"4).

Dans ces notes nous dirons qu'une lettre est réelle dans une formule, lorsque

la valeur de la formule dépend du nom de la lettre ; dans le cas contraire la

lettre est apparente.

P signifie «proposition». Ce signe n'est pas un symbole de logique,

car il ne se trouve pas dans les fornniles -, c'est une simple abréviation.

Une P (proposition) ne contenant pas de lettres variables réelles est dite

catégorique. Sont telles les théorèmes et les définitions ; toutes les lettres qui

y figurent sont apparentes.

Les P catégoriques ne sont pas l'objet du calcul logique.

Une P contenant des variables réelles est dite conditionnelle.

P. ex. la P : soient a et 6 des nombres ; on a ab = ba

est catégorique. La P : ah ^=. ba

est conditionnelle ; elle est satisfaite si a et & sont des nombres ; elle ne l'est

pas s'ils sont des nombres complexes d'ordre supérieur, par ex. des qua-

ternions ; elle n'a pas de signification si a et h sont des objets dont on

n'a pas défini le produit.

A propos des signes 3 3 |
nous donnerons les règles pour reconnaître, à

la position, les variables apparentes.

Dans le langage commun les mots « ceci, cela, le même, premier,

deuxième,... » jouent le rôle des lettres variables. On pourrait les remplacer

par les nombres 1, 2,... en faisant des conventions opportimes pour ne pas

produire des ambiguïtés daus l'Arithmétique. Voir F1897 p. 26.

•2. On écrit un point là où l'on fait la division. Si à cette place on a déjià un

point, on écrira un nouveau point, et ainsi de suite. Si a, b, c, ... désignent

des signes quelconques, les groupements:
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a.bc ab.c ab.cd a:bc.d ab.cdxe.fg.- .hh.l

seront identiques à

a{bc) {ab)c {ab){cd) a[{bc)d] \[{ab){cd)][e{fg)]\[{hk)l]

Nous donnons la préfé ronce nnx [)arcnL!i('ses dans les formules algébriques

et dans les îormules composées comme les algébriques, et aux points pour

séparer les propositions partielles d'un théorème; car dans ce cas les pa-

renthèses seraient absolument encombrantes.
" Pendant longtemps on a indiqué le groupement des parties d'une for-

mule par une barre horizontale supérieure ou inférieixre, dite vinculum

(Chuquet, Leibniz, ...). Selon cette convention les groupements précédents

seront indiqués par
abc abc abcd abcd abcdefnhkl

Cette convention, très claire, présente quelque difficiilté typographique.

Elle ne se rencontre plus aujourd'hui que dans les fractions et les racines.

Si l'on complète les vinculums, en les écrivant aussi sous une lettre seule,

on voit qu'il \ a autant de points que d'espaces vides dans les vinculums
;

les points sont les compléments des vinculums.

La suite de trois lettres peut être décomposée dans les deux formes écrites
;

la suite de quatre lettres abcd dans les 5 formes :

a : bc . d a : b . cd ab . cd a . bc : d ab . c : d,

et en général la suite de n lettres peut être décomposée en {2n)lj[n\C)i-\-l)\]

combinaisons binaires différentes. (F1894 §10).

Plusieurs conventions ont pour but de supprimer des divisions: P5-0, 0-1,

§w Pl-1, §- P1-2--4, §a Pl-01, §+ P5-2, §X PI -02 ...

Pour les faire mieux ressortir, nous donnerons aux signes des dimensions

différentes, et nous nous aiderons des espaces typographiques.

Les parenthèses et les points sont des signes de l'écriture conunune, Ijien

que l'usage soit différent ; dans les langages ordinaires le groupement des

mots est indiqué par la construction.

Les symboles du Formul. ont une signification constante. En adoptant

les parenthèses pour grouper les parties d'une formule, on ne pourra pas

les adopter dans une autre signification. Nous ne pourrons pas indiquer par

(a) une puissance de a, avec Girard a. 1629 (voir §Q P53«), ou la partie

entière de a, ou la valeur absolue de rt, ou une fonction de a. En général

une lettre seule ne sera jamais renfermée entre parenthèses, car elle n'est

pas groupée.

•3. Le symbole Cls a la forme K dans F1889 et dans les travaux de plusieurs

Auteurs. Il a la valeur du mot « ogoç » d'Aristote, « terminus » des scolas-

tiques-, et correspond aussi à « idée générale, nom comnuin, ...» du langage

ordinaire, et aiix expressions « ensemble, Menge » des mathématiciens

.

Leibniz prend pour exemples les classes de points, ou figures; ce

sont des segments de droite dans PhilS. t. 7, p. 229, 236, ... et des cercles

dans ses manuscrits cousc^rvés à la bibliothèque de Hannover, Philosophie,

t.7 fasc. B.4. K>l.l-3.



Ces figures ont été aussi adoptées par Euler, a. 1768, et par d'autres.

Dans l'Arithmétique les symboles suivants représentent des Cls :

N ou Ni = « nombre entier positif »

Np =z « nombre premier »

et par une convention générale:

a-f-N = « a plus un N » ovi « nombre plus grand que a »

«XN = Nx« = « multiple de a »

N- = « nombre carré »

N'-f-N' =: « somme de deux carrés »

.

Dans le F, les symboles simples n R r infn & Q qO pnt vct quaternio

indiquent aussi des Cls.

Les signes 1 2 ... X e tt Ci désignent des individus. Sur la relation

entre individus et classes, voir %i.

4. £ est la lettre initiale du mot sorl.

Exemples : 9 £ N- 13 s W+W 28i—1 s Np
Sur la possibilité de remplacer le signe s par une autre convention voir

F1897 note à la P2.

•5. On peut lire le signe 3 par le mot « qui »

.

Exemple : 1 s X3{x-Sx-\-2 =rO)

« l'unité est une racine de l'équation entre parenthèses ».

Autres ex. :

§quotPl-0 §DvrPl-0 §mp P2-6 §dP-0 §Med Pl'O §>lPl-0 §q' P4-0...

Dans la formule a;3/>, la lettre x est apparente.

Les deux signes ces et X3 représentent des opérations inverses.

Si l'on écrit le signe xs en avant d'une Cls, on a une P [contenant la

variable ce; réciproquement si l'on écrit le signe X3 en avant d'une P de

cette nature, on obtient une Cls.

Les Cls et les P conditionnelles ne sont donc que deux formes pour repré-

senter la même idée. Nous préférons opérer sur les Cls. Une P condi-

tionnelle, contenant une varinble x, sera considérée sous la forme xsa, où

a est une Cls.

•6. Dans la notation {x,y)^ très répandue en Analyse lorsqu'il s'agit de

fonctions de plusieurs variables, les parenthèses sont nécessaires, pour ne

pas produire des ambiguïtés avec la notation P4*0.

On peut les supprimer dans la notation {x'^y) , où les parenthèses ont la

valeur expliquée par la PI 2.

x\y;z indique le système des trois variables ce, y, s, qu'on peut considérer

comme le couple formé par (ce-,?/) et z. Voir P9-1.

Soit ]) une P contenant deux variables x et y, {x\y)3p représente la

classe des couples (x^y) qui satisfont à la condition p.

Si a est une Cls de couples, {x\y)£a représente une relation entre les deux

objets X et y, et toute relation entre les d'eux variables sera ici écrite sous

la forme (ce;?/) £ a.

Ex: (8/5; 4/5) f (cc;,?/)3(cc--|-?/' =1)
signifie « le couple (3/5 ; 4/5) satisfait à l'équation a;^-)-?/- =1 ».
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7. La P (Çyi, qu'on peut aussi lire « la classe a est contenue dans la h »

est dite «universelle affirmative».

Aristote a exprimé la relation (i^h par une périphrase (Voir P4-4); Leibniz

par «a est &», et par a\ h. Seg-ner a. 1740 et Lambert a. 1765 respecti-

vement par a<& et rt>6; car le signe 3 correspond au signe •< ou >, ou
mieux à ^ ou >, de l'Alg-èbre, selon que dans la classe on considère le

nombre des individus qui la composent, ou le nombre des idées qui la

déterminent.

Le signe H)- qu'on peut lire «est contenu», est une déformation de q,
lettre initiale renversée du mot « contient ».

Il a été introduit par Gerg^nne a. 1816. Voir EdM. t. 6 p. 183.

Les signes £ et 13 ont des propriétés différentes ; la relation 3 est tran-

sitive, la £ ne l'est pas '^PJ:'4) ; la s est distributive par rapport à u, la 3
ne l'est pas (§u Pi-O) ; la s est commutative avec -, la 3 ne l'est pas

(§- Pl-5). Une autre différence est donnée par §3P1-1. Les signes £ et 3
sont liés par des relations, dont la plus importante est §( P-2.

Dans la formule pZ^q, p s'appelle Hypothèse, abrégé en Hyp ou Hp,

et q la thèse, abrégé en Ths.

On sous-entend les indices h 3, lorsqu'il est le seul signe de déduction;

ou lorsqu' il représente la déduction principale, qvii porte le plus grand
nombre de points à ses côtés; ou si le théorème a la forme l^ZDiqZD^)-
Les indices sous-entendus sont toutes les variables réelles contenues

dans l'Hp.

Les lettres qui, exprimées ou sous-entendues, figurent comme indices au
signe "Z) sont apparentes dans la déduction.

Opérer par œs sur la P universelle a~)b

signifie la transformer dans la déduction xsa .3^ • ^^b

« de la condition xsa on déduit par rapport à oc; la xsb ».

Opérer par X3 sur la déduction p .ZJx q
signifie la transformer dans la P universelle (^sjy) 3 (xsq)

Ex. 6X 3 2X « tout multiple de 6 est pair ».

Opérons par xs ; on a : a?£ 6N .3. X's 2N,

où l'indice x au signe 3 est sous-entendu.

Ex. rtsNp .3. (a—1)!+1 £NX«
Le signe 3 se rencontre aussi entre P, sans porter des indices : P7-01.

Quelquefois, dans les démonstrations, le signe 3 lie deux théorèmes,

et ne porte pas d'indices. C'est alors une abréviation du mot «on déduit».

Cette abréviation se rencontre sous la forme •.• dans Pel 1 (v. RdM. t. 6 p. 123),

et sous la forme 3 dans Abel t.l p. 36. Dans ce cas on peut considérer

les signes des idées primitives comme indices à 3-
Dans le F, lorsqu'on rencontre l'expression xsa, a est toujours une Cls.

Analoguement dans la formule (iZ^b, si un membre est une Cls, l'autre

l'est aussi. On pourrait remplacer la P'4 par « xsa signifie a est une Cls,

et X est un a », c'est-à-dire ajouter la P: xsa .3- «s Cls ;F1889P52
j

Voir Padoa RdM. t.6 p. 105.
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•8. Lo signe n
,
qu'on peut lire « et » , et qu'on appelle signe de la multi-

plication logique, est en général sous-entendu entre des P.

Ex. (2N)n(3N) D 6N 6N D (3N)a(3N)

Npn(4N+l) D N-+N- Girard a. 1634 p. 156 :

« Tout nombre premier qui excède un nombre quaternaire de l'unité se

peut diviser en deux quarrez entiers. »

r/£N .Z)- «(«-f1) s 2N . a(a+l)(a+2) s 6N
as^ . a-sW .D. rt£N3 «sN . a< 17 .D. «-—a+17 s Np

Dans ces ex. l'indice a au signe ZD est sous-entendu.

as Np . Z>£ N+1 .D. h'i'-^—b s Nx«
I
Fermât

j

Ici le signe ZD porte les indices sous-entendus a et 6.

Ex. où 3 a des indices explicites :

s£ Cls . les : xss .3c cc-j-l s s O- N^-**' ( principe d'induction)

§_l_4-3 §—3-2 4-0 §/3-2 5-0 32-1-2-5-6-9 §Num •23-24 §mltl-0 §mp 1-5 ...

•9. Le signe d'égalité a la forme oc ou oo , déformation de la lettre ini-

tiale de œqualis , de Viète à Leibui z ; la forme = de Recorde a. 1557,

( The Whetsfone of witte or the second part of arifhmetike) a été probable-

ment empruntée aux Mss. du moyen âge dans lesquels il signifie « est »

.

Voir Henry Revue Archéologique a. 1879 t. 38 p. 5. Cette forme adoi^tée

par Wallis et Newton, est devenue ensuite d'usage universel.

La })lus grande partie des propositions contenues dans le Formul. s'ex-

prime par les seuls signes de logique £ , 3)^ et n (sous-entendu), combinés

avec les signes algébriques.

Le s^aubole Cls nous est nécessaire dans les propositions de Logique ; le

signe 3 nous explique le double rôle du signe 3 entre classes et entre

propositions
; le système de variables se rencontre comme indice au signe 3-

^^ 2. Définitions

Df signifie « définition ».

Dfp » « définition possible ».

Une Dfp est une égalité qui contient dans un membre un
signe qui ne figure pas dans l'autre, ou qui y figure dans une

position différente. Nous la dirons aussi « possible absolument ».

Si les deux membres contiennent des lettres variables, et s'il

faut limiter la signification de lettres, l'égalité suit une Hp.

Supposons ordonnés les signes qui représentent les idées d'une

science.

Une Df possible absolument d'un signe, sera aussi possible

relativement à l'ordre fixé, si elle exprime le signe par ' les

précédents.
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Dans ce cas, on peut la prendre comme Df du signe. S'il y
a plusieurs définitions possibles du signe, relativement à l'ordre

fixé, ou choisira la plus commode comme définition réelle.

Une idée, qui n'a pas de définition possible, relativement à un

ordre fixé, s'appelle « idée primitive » relativement à cet ordre.

Il convient de donner aux idées d'une science un ordre tel

que le nombre des idées primitives soit le plus petit.

Les idées primitives sont ici expliquées par le langage ordi-

naire, et sont déterminées par des Pp (P primitives) ; celles-ci

jouent le rôle de définitions par rapport aux idées primitives,

mais n'en ont pas la forme.

Une définition est vraie par convention. Sa raison d'être est

un fait historique, ou la volonté de l'Auteur. On ne peut pas

en donner une démonstration mathématique.

Toute définition doit être « homogène » , c'est-cVdire :

a) Les deux membres de l'égalité qui constitue la Df doivent

contenir les mêmes variables réelles
;

b) Si l'on définit une fonction nouvelle de fonctions connues

des lettres, le second membre doit contenir seulement les der-

nières fonctions.

Tout signe ou mot rigoureusement défini peut être supprimé

en le remplaçant par sa valeur ; autrement dit, toute Df
exprime une abréviation théoriquement non nécessaire, mais

commode, et quelquefois pratiquement nécessaire pour le progrès

de la science. Cette suppression d'un signe défini est un excer-

cice très utile à ftiire, dans quelques propositions, à fin de

vérifier si les définitions sont justes.

Si Ton n'arrive pas à remplacer partout le signe défini par

sa valeur, on déduit que la définition n'est pas énoncée en

forme exacte.

P. es. sont des Dfp du nombre « e » les §e P10-0103-G1 2-2, et aussi la 1-62

un peu transformée \ aucune autre P du même § n'a le caractère de Dfp.

Dans le F nous désignerons par Dfp seulement celles qu'on pourrait

prendre commodément comme Df.

Sont sans Hp les Df des individus : 1 2 3 ... oo e C i .t,

et des Cls : N, n R r infn Xp Q q q'.

Ont une Hp les Df de + > — X / ^ Nam 2" 77 ! C mod max quot

rest E /? Dvr mit mp ^ Y Log Med k lim D / sin ...
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Ex. de Dfp : §+ 8-6 §> 2-4-7 §-77 §X 2-0 §/ 3-01 15-01 32-5-9 ...

Quel que soit l'ordre fixé, il y a nécessairement des idées primitives,

car ou ne peut pas définir la première idée, ni le signe =, qui figure

dans toute définition.

Si l'on change l'ordre des idées d'une science, une P qui jouait le rôle

de Df peut se transformer en une Dfp; une idée, qui était primitive

relativement au premier ordre, peut être définie, et réciprociuement.

Padoa, dans sa conférence au congrès international de Philosophie (Paris

3 Août a. 1900), a proposé des règles pour réconnaître l'irréductibilité d'un

système de symboles par rapport à un système de Pp.

Noiis rencontrons trois idées primitives dans l'Arithmétique (§-j-Pl); et

trois dans la Géométrie (§ vct Pl-0, 2-0 et 8-0).

Plusieurs A. aj^pellent « définitions » des P qui n'ont pas la forme de

nos « Df », lesquelles sont alors dites « définitions nominales ». Selon

d'autres, « Definitio » est le second membre de l'égalité, dont le premier

est le signe qu'on définit.

Une Df doit être une P complète, intelligible même détachée du texte.

Quelques A. a}opellent « définition » la formule qui figure dans la P, et qui

est une partie de la Df ; alors il y a la crainte que l'idée qu'on veut définir

se rencontre déjà dans les Hp, ou dans les parties non écrites ; ce qui peut

arriver notamment en Logique pure.

P. ex. la P incomplète a—a :=0 n'est pas une Dfp.

La § — Pl'lil : asN .3- '''—« =0 est une P complète, vraie, et non

une Dfp, car un membre contient la variable réelle a, qui ne figure pas

dans l'autre.

Si l'on considère comme une bonne Df la P citée, il faudrait aussi con-

sidérer comme telle la P a,bs N ."Z). a—b = 1, qui a la même forme, et qui,

étant fausse, serait vraie par définition.

La P (§vct3'l): 0:= «valeur constante de a—a, où «sN, ou un vct, »

est une Dfp. La lettre a dans le second membre est apparente.

Les §/ P5-2, 12-2 sont des égalités qui contiennent dans les deux membres
es mêmes lettres réelles ; on ne peut pas les prendre comme Df de la

somme et du produit de deux R ; car si a,6,c,c?£N, la somme («/6)-|-(c/rf)

doit être définie .comme fonction de ajb et de cjd, et non de a,b,c,d. Le
rapport ajb est fonction de a et b, mais non réciproquement.

P. ex. on ne peut pas définir une opération ,m (moyen) par la P :

a,b,c,d£^ .3- {((lb)^i[cjd) r= (rt-[-c)/(6-j-d), car on déduirait :

- (l/2v*(2/3) = (3/5) ;
(2/4),u(2/3) = (4/7), d'où l'absurdité 3/5 = 4/7.

Analoguement les §Num -51 -61 ne sont pas des Dfp.

Présentent quelques difficultés les définitions «par abstraction », où l'on

définit l'égalité de la même fonction de deux variables, sans définir cette

fonction. Ont cette forme les §Num -0, §1' 2-0 §vct 7-1.

Ex. de Df « par induction »: §+ 3-1-2, 101-2, Dfx, DIX
Ex. de Df où les deux membres sont connus: §— P2-4, §Subst 1-4.



^ 3. Démonstrations

Dem ou Dm signifie « démonstration », En général les dé-

monstrations sont renfermées entre
[ ].

En supposant ordonnées les P d'une science, une Dm doit

déduire une P des précédentes. Une P peut avoir plusieurs

démonstrations ; il peut arriver que l'on puisse déduire une P

d'autres qui la suivent; on pourrait appeler « démonstrations

possibles » ces déductions ; elles deviennent des démonstrations

si l'on change l'ordres des P. Ex.: §w P2-G, §/, -Gl.

Les P dont la Dm manque, s'appellent Pp (propositions pri-

mitives). Si dans une science il y a des idées primitives, il y

aura aussi des Pp, qui fixent la valeur des premières.

Une P est primitive, si l'on ne l'a pas démontrée. Dans plu-

sieurs cas on prouve qu'un système de n Pp est irréductible
;

pour ce but on donne aux idées primitives n interprétations

diflterentes de la réelle, et telles que chacune satisfasse à toutes

les Pp, une à la fois exceptée. Voir §+.

Dans quelque cas on prouve seulement que chaque Pp est

indépendante des précédentes ; on en prouve « l'indépendance

ordonnée » . Voir § vct.

Les démonstratious, dans les sciences mathématiques, sont composées

d'une suite de propositions convenablement liées.

Ces P ne diffèrent des théorèmes que par leur moindre importance. Nous

pouvons donc les exprimer complètement en symboles.

La liaison entre les P est indiquée dans le langage ordinaire par « on

déduit », que nous traduirons par Z^. C'est une forme de raisonnement.

Les lois de logique, contenues dans la suite, ont été en général trouvées

en énonçant, sous forme de règles, les déductions qu'on rencontre dans les

démonstrations mathématiques.

Parmi les règles plus importantes il y a le syllogisme, la composition,

l'exportation, l'importation, la substitution, et la simplification.

Soient p^ q, r, s des propositions.

•1. Syll, abréviation de Syllogisme, indique la forme

P'Dg gZDr O- pOr .

Si les propositions sont réduites à la forme xsa, où a est une Cls, le

syllogisme est exprimé par la P4*4:. Mais nous appliquerons le Syll môme
lorsqu'il s'agit de P non encore réduites à la forme xea.
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2. Cmp (composer) indique la forme

ïT^q • i\Dr -D- iO qr •

Voir P5"4. En combinant les raisonnements Cmp et Syll, on a la forme :

P5-61 pZDq iO'' qr "Ds O- pZDs
•3. Importer sig-nifie passer de la proposition pZD-ÇZD'' à la j^QZ^''-

En réunissant les hypothèses, on réunit aussi les indices au signe 3-
4. Exporter indique la transformation inverse. Voir P9-3.

Par ex. soit la P : «sN . bs Nx« • es Nx& -D- es Nx«
où le signe ZD porte les indices sous-entendus a,b,c.

Export -D: «sN . bs Nx« .3: es Nx^ Oc . csNX»
Opérons par C3 : asN . &eNx« O- NX&Z) Nx«.

•5. La substitution consiste à remplacer dans un théorème a de la forme

PZDx.y---q, les lettres variables x,y,... par des expressions constantes ou

variables a,b... ; on désigne par

(a,b,...)\{x,y,...) Pa

la nouvelle P. Le signe
|
sera étudié dans son §.

•6. Toute P doit être écrite sotis sa forme la plus simple. Si l'on effectue

une substitution dans une P, il peut arriver c^ue la nouvelle P ne se pré-

sente pas sous la forme la plus simple ; il faut la simplifier comme suit :

a) Si l'Hp ne contient plus de lettres variables, et si elle est vraie,

on la supi^rime, et l'on affirme la Ths. Voir P4-3.

P. ex. soit la P ces Np .D. (a:—1)!+1 s NXcc (a)

(11
I

x)Pa O: Ils Np .Z). 10!-f 1 s N X H
Simplif .3. 10!+1 £ N X H.

b) Si dans l'Hp il y a comme facteur logique une P vraie, on la supprime.

Ex. De la P: a,&£N .D. [a^bf = a^-{-2ab-\-b- (a)

(1
I

b)Pa . Simplif .3: osN .3. («+1)- = a-+2rt+l.

Si l'on exporte la P vraie, la règle b) est conséquence de la règle a).

c) Réciproquement on peut unir à l'Hp des P vraies.

Soit a un théorème : Hp . a .3- Ths est donc une forme abrégée de

a .3: Hp .3. Ths.

d) Si dans l'Hp il y a comme facteur logique une P conséquence des

autres, on la supprime.

é) Si dans l'Hp il y a un facteur logique non nécessaire, on le supprime.

f) Réciproquement on peut ajouter cà l'Hp des facteurs non nécessaires
;

cela revient à dire que de l'affirmation simultanée de plusieurs propositions,

on peut déduire l'affirmation de chaque proposition. Voir P5-3.

D'autres formes de raisonnement seront indiquées par un nom :

Distrib(£,n) Opern Commn Assocri Distrib(3,r>) Distrib(3,ri)

P51 5-5 6-2 6-3 73 8-2

istrib(f,w) Operu Commu Assocu Distrib(r>,u) Distrib(3,w)D
§w40 1-5 2-2 2-3 31 4-1

Trausp Oper^j Eliminer.
§- 2-3-4 3-7-71 4-2 §3 121 21
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L.^s P de log'iquc sont eu g-éuêral évidentes. Les démonstrations n'ont

pas pour but de nous assurer de la vérité de ces P, mais seulement de

réduire plusieurs de ces modes de raisonnement à d'autres plus simples.

Dans le Formul. une démonstration est réduite à une suite de transfor-

mations, suivant des régies mentionnées, de l'Hp dans la Ths. Ces trans-

formations sont analogues aux régies algébriques pour résoudre un système

d'équations.

La classification des propositions en primitives et en dérivées, et la dé-

monstration de l'indépendance absolue oii ordonnée des premières, a été

faite pour différentes branches, à l'aide des symboles logiques dans RdM.
a.l891 p.93, a.l894 p.52, par Burali-Forti RdM. a.l893 p.79, a.l899 p.l41,

Padoa KdM. a. 1895 p.l85 note, Pieri TorinoM. a. 1898 t.48 p.60, etc.

^4. De
•0 as Cls D* ^,y^(f' •=' ^£(f • y^<^ Df
« Soit a une classe ; nous écrirons x,i/e(i, qii'on lira ".r et y sont des «"'

au lieu de xsa . ysa »

.

La formule x,i/,zsa signifie x,yEa . z£a

" X et y sont des a, z est un a ,, ,
qu'on lira " x, y, z sont des a ,,; et

ainsi de suite quel qxie soit le nombre des sujets.

Ex. 22—1, 23—1, 2»—1 £ Np
a,bs^ .^. ab := ha . a^-j-ft- ^ 2ab

'i a,h£ Cls .3-. a~Jb .=: xsa .3^.. xsb Dlp
|
F1889P50

i

\
Opera?£

j j
Oper X3

\

Cette P relie les deux fonctions du signe ZD entre Cls et entre P, et ex-

prime les règles « opérer par xs, ou par X3 ». Voir Pl-7.

Si l'on considère le signe 3 entre P comme une idée primitive, la P'I

définira le même signe entre Cls.

Réciproquement on pourrait essayer de prendre comme idée primitive

la valeur du signe ZD entre Cls, et d'en déduire la valeur entre les con-

ditions xsa xsb par la même P"l. Mais cette P contient déjà le signe 3
avec la signification « on déduit » entre l'Hp et la Ths.

•2 as Cls r^. a~^a
\
Leibniz voir P5-3

j

•3 apsCls . a^h . xsa .3 xsb
\
F1889 P55

\

[ P-l .3. a^bsCls . aZ)b .Z): xsa .Z)x . xsb (1)

(1; . Import .3. P ]

Appelons p et q les conditions xsa xsb. Par la P-1, la P*3 devient :

P ZDQ p O- Q « si de p on déduit q, et si la p est vraie, la q sera vraie »

.

Cette forme de raisonnement est une espèce de syllogisme.
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•4 a,b,C£ Cls . a"^!) .b^c .^. a'^c
I
Syll

I

I
Aristoteles, Analytica Prlora, lib. I, cap. IV:

« El TO A y.azà Jiavjbç rov B, xal rb B yMià Tiarioç rov F,

àvâyy.i] rb A xarà jiavrbç tov F yMT}]yoQ£wOai. »
|

I
Leibniz Mss. Philosophie viiB 4 fol. 17 :

« Nota r aut vox est. eFd sive d'J e. Si eTd et dYa tune eTa. »
j

Cette P exprime le « syllogisme » abrég-é eu Syll.

Soit xay une relation entre les objets x et y. Elle est dite « transitive »

si Xay . yaz .3. xaz.

Le Syll dit que la relation 2D «^'st transitive. La relation s ne l'est pas.

P. ex. de 7s Np
et Np £( ensemble infini illimité dénombrable

)

on ne peut pas tirer de conséquence. On dit que s a le sens composé (sen-

suB compositi), et 3 le sens divisé (sensus divisi). xsa dit que a est une
propriété de x \ x'Z^a dit que a est une propriété des individiis de la classe x.

•5 a,h,c,d£C\^ . a~^h . h~^c . c^^d .]3- ci~Z)d

[ Hp.Syll rj. aDc.c3^- Syll .Z). Ths ]

•6 a,?>,c£Cls .^: «~)&3)c.=. f05.&3c Df
Cette abréviation se rencontre dans quelques démonstrations.

•0 ap£ Cls r^'. ah = a^h : xe ab .=. xs {ab)

a,b,c£ Cls r^: abc = {ab)c :

ab =^c .=. (ab)^=c : a= bc .=. a=(bc) :

ab "^c .=:. {ab)~^c : a~^ bc .=. a'^bc) Df

Ces conventions ont pour but de sous-entendre le signie n et des parenthèses.

•1 a,b£ Cls .3* ^'£ '^^'^^ •=• ^£f^ '^- oosb Dfp
j
Distrib(£, r>)

\

I
F1889 P47

I

Cette égalité est une Dfp (définition possible), car le signe n figure dans

le premier membre entre Cls, et dans le second entre P. Si l'on suppose

connue sa valeu.r entre P, on en déduira la valeur de la formule xs ab
;

mais pour avoir dans le premier membre ab seul, il est encore nécessaire

de faire la transformation indiquée par la P8'2.

Récipi-oquement si l'on considère comme une idée primitive le produit ab

de deux Cls, on déduira la valeur du produit logique entre les P xsa et xsb.

Mais l'Hp a,b£ Cls, d'après la P40 est déjà le produit logique de deux P.
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Soient xny et x^y deux fonctions de x,y. L'opération a est dite distribii-

tive par rapport à la /?, si l'on a

Xai(yjiz) = {xay)^(xaz) |Distrib(a,;5)|

ou {y^z)ax = {yax)p{zax)

Le signe à droite indique le théorème qui exprime cette propriété.

P. ex. l'opération arithmétique X est distributive par rapport k -[-.

L'opération s, dont le résultat est xme P, est donc distributive par rap-

port à n.

Ex. De la P : Np n (4N+1) D W+W
Opér ce? . Distribi^s, r>) .D: xs. Np . ces 4N+1 .3. ces N-+N^

•2 apE Cls r). ah £ Cls
|
FI 897 P22

\

•3 a,teCls .;3. ab'^a -31 Hp -3 Q. aZ^ 3^
I
Leibniz, Spécimen calculi universalis, Ph'ilS. t.7 p.218:

« a est a » « aô est a » « «6 est &. »
|

•4 f/,&,C£Cls . a'^b . a'^c .3- «Z) ^^
I
Cmp

|

I
Leibniz Id. p.222 :

« Diversa praedicata in i\num conjung'i possunt, ut si constet a esse &,

itemque aliimde constet a esse c, poterit dici a esse hc. »
j

Elle exprime la forme de raisonnement dite « composition » (Cmp).

•3 a,b,c£C\s . b~^c r^. ab^ac
\
Oper^^j

I
Leibniz Id. p.222 :

« vSi b est c, tune ab erit ac. Quod ita demonstratur : ab est b, b est c,

ergo ab est c, per regulam consequentiarum primam. ab est c, «6 est «, ergo

ab est ac per demonstrata supra. »
|

[ a,b,csCh . bZDc . P-31 rj. abZJb . bZ)c . Syll .3. abZ)c (1)

» » » . P-3 . (1) .3- ab'^a . ab'Z)(^ Cmp .3. ab'^ac
]

Cette P, analogue à §X P^'l, s'appelle « opérer par n ».

La démonstration est la traduction exacte de celle donnée par Leibniz.

L'Analyse de cette dem. est contenue dans RdM. t.7 p. 18.

•6 a,b,c,d£ Cls . a'^b . d~)c .3 (^^cl ^ bc

\ Leibniz Id. p.223:

«Si a est b, et d est c, tune ad erit bc. Hoc est praeclarum theorema, quod

demonstratur hoc modo :

a est b, ergo ad est &fZ per priera,

d est c, ergo bd est &c rursus i^er priera,

ad est 6rf, et bd est 6c, ergo ad est &c. Quod erat demonstrandum. »(

I
McCoLL a. 1878 P9

\

[ Hp . P-5 .3. adZ)bd . ôO^c .3. Ths ]
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•61 ap,c,d£ Cls . ory . a^c . bc^^d Q. cfjd |F1897 P35J

[ Hp.Cmp .3 a-Jbc . bcOd . SyU O. Ths ]

•62 .ab^c .ac'Z)d O- abZ)d |F1897 P37j

[ Hp O. abZ)ac . ac^d O. Ths ]

•63 . a^b . bc^d Q. ac^d JF1895 P115Î

[ Hp O. acZibc .hcZ)d rj. Ths ]

•7 a,b,C£ Cls .3- cir^ibr^c) = {cH)) '^ {a»c)

L'opération r\ est auto-distributive. Voir §- 2-62.

Distrib {^p)

az cC^b . b~^a Dfp^ 6-0 «,&£Cls .3

I
Leibniz PhilS. t. 7 p.225:

«Si a est &, et b est «, tiinc a et & dicuntur esse idem.»
j

j
MCCOLL P7 : {a=b)={a'.b){b:a)

\

Cette P exprime l'égalité de deux classes par le signe ZD- Le signe :=

se rencontre nécessairement dans toute définition, et ne peut pas être défini.

Si l'on veut considérer cette P comme une Df il faut regarder le deuxième

signe :=. comme lié avec le signe Df. Leur ensemble signifie « est égal

par définition » ou « nous posons » . Il n'est plus le même signe qui figure

dans a=:b. Ex: (2N)n(3N) = 6N
« les nombres multiples de 2 et multiples de 3 sont multiples de 6^>

.

N r> X3{3x—2 s 5N) = 5N—

1

« Les nombres x qui rendent 3x—2 multiple de 5 s'obtiennent de la for-

mule by— 1, en y remplaçant y par tous les N ».

•1 ftsCls .3- n=aci | Leibniz Mss. vu p.3 : «^^oo.4»
\

(a,a,rt)|(«,6,c)P5"4 . Simpl .3: as Cls .3- o:~Ziaa

(al&)P5-3 . Simpl r^: as Cls .3- acÇ^a

(1) . (2) . Cmp . P-0 .D. P ]

a,b£ Cls .33. ab= ba

Leibniz Mss. viiB2 p.3

(1)

(2)

Comm r>

« AB œBA» \

Soit xay une fonction de x et y. L'oj)ération a est dite commutative si

l'on a xay =yax j
Comm a

|

La P'2 exprime la commutativité de l'opération n.

[ Hp . P5-3 . P5-31 .Z). abOb . abOa . Cmp .ZJ. abZDba (1)

Hp . (6,a)|(a,&)P(l) .3. ba-)c(b (2)

(1) . (2) .D. P ]

•3 a,b,c£ Cls, .3: ''^ibc)

I
BooLE a.1854 p.29

j

{ab)c =z abc
j
Assoc '^

I
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On dit que l'opération a est associative, si

{xay)az = xa{yaz) j
Assoc a

j

L'opération r> est associative.

[ Hp . P5-3 O- (ab)c-Oab . abZ)a O. («6)cDa (1)

» » » . abZ)à O- {ab)cZ:)b (2)

» {ab)cOc . (2) . Cmp O. {ab)cZ)bc (3)

(1) . (3) . Cmp O- («&)cD«v^->c) ]

Soient p, q, r des P contenant une variable, ou un système de

variables œ.
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•3 a,b,C£Cls .]3- a"^ bc .=. a'^b . a'^c \ Distrib( 3? ^)
i

j
McCOLL a.l878 P12: «(ce : A)(a; : B)(a;: C) = (cc: ABC). »!

[ a,6,c£ Cls . aD&c . P5-3-31 O- aZ:)b . oOc (1)

(l).Cmp O- P ]

•4 a,b,c£ Cls . ab^^c . ac^b .'^. ab= ac |F1897 Pôôj

[ Hp O- abOac . acZ)ab O. Ths ]

Ex. Appelons a, b, c les trois équations

x-\-y :=: m xij =. n (ce

—

yf =. m^—4/1

Par des règles algébriques on a ab'Z^c ac^b ; on déduit l'équivalence

des systèmes ab et ac (mais non de ab et bc).

^ 8.

•\ «eCls 3 .r3(^m)=a Dfp |F1889 P58S
Cette égalité a le caractère d'une Dfp, car le signe s figure dans le

premier membre et non dans le second. Mais, contrairement aux autres

Df, le premier membre est plus compliqué que le second. Dans la pratique

on écrit le signe X£ en avant d'une P réductible, mais non réduite, à la

forme dcsa.

•2 a,b£ Cls r^. a^b = X3{xea .'^. œeb) Dfp
j
Distrib(3,'>)

j

JF1889 P60|

[ P5-1 . Oper X3 .3. P
]

Cette P dit que l'opération 3 est distributive par rapport à n.

•3 as Cls .3- «= 3C3{ ue Cls . a'^u r)ii. ocsu
) JF1897 POlj

[ P4-3 ."Z) a,usC\s . oTJu . xsa rj. xsu (1)

(1) . Expert O «sCls O-'- ^^ûf -ZD-v '' usCls . a~)ii .^n . xsu (2)

(2). Oper CC3 -D aeCls -D- rO ^5( » » ) (3)

as Cls : us Cls . a~Ju .Z^u . xsu O: as Cls . a'Z^a O: ^£« (4)

(4) . Export . Oper ces .3 '''s Cls .3- x^{us Cls . a~^u .~Z)u . xeu) 3 « (p)

(3) . (5) O- P 1

Ex. §w2-lDm . 2-6 Dm . §- 3-8 Dm.

^ 9.

•1 {x;y',z) — [{x;y);z] Df |F1898 PTO'j

•2 {x;y)= {a;b).=.œ=a.y=b Dfp |F1897 PTlj

Sur cette P voir RdM t.6 p.65, p. 119.

•3 a,b,cs Cls .3: '

xsa .^cc: {oc',y)£b r^y. {y'',y)£c ..=: xsa . {x;y)Eb r^x,y. {x;y)£C

|F1894 §18 P2; 1897 P74i
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Considérons une condition contenant une variable x , et deux conditions

contenant deux variables x et y. Nous écrirons la première sous la forme

.rsa, où a est une Cls ; et les deux dernières sous la forme (x]y)sb et (x]i/)sc,

où 6 et c sont des Cls de couples. Alors la déduction

xsa . {x',y)sb O-r-y- {x;y)ec

est identique à la

xsa .3r • [xu/ sb O.'/ • (•'K;,y'£C

La P"3 est l'expression symbolique des rè<;'les « exporter » et « importer »

dont nous avons parlé dans les « démonstrations » P3-4. Un cas particulier

est la P7-11.

Ex. dans les Dém. des §/P4-l §;.Pl-2 §LmPl-l Vi

•i a,b,C£ Cls r^::

xsa ."^xi yeh r^y . {x,y) ec ..=.•. yeh Oi/ • ^'^^(' O ^' (^iV)^^

I
Peirce a.l880 p.24 : \x^:jj^y)\ — \y><^^z)\ \

Le signe '-^ de Peirce signifie 3D-

•5 a,h,c,dEC\s .3 • •

o'sa ."^x: ysb . {x\y)£c O//- i-^'-!/) ^^^ ..=.\

ysh Oz/* ^^^^'^'^ • {^'Vy)£C ."^x. {x;y)£d

[ Import . Export O- P ]

D'auti'es identités où figurent des relations entre plusieurs variables sont

contenues dans §%i P2.

¥^ 10.

•1 X=X
;
Ex. §+ 6-1

i

•2 x=y r^. y^x
•3 x=y . y=z r^. x:^z
Ces trois propriétés de l'égalité sont indépendentes. Voir §vct P2'l-2'3, et

RdM. t.l p. 127, t. 2 p. 113, p. 161. Une preuve simple est formée par les

exemples suivants, indiqués par M. Vacca. Les trois relations entre nom-
bres (1+N) :

D(aî,.y) >1, ces NX,?/, cc,î/£ Np

satisfont respectivement aux conditions •1-2, 'l-S, 2'3 et non à -3, '2, -1.

Il y a des relations, différentes de l'égalité, et qui satisfont aux condi-

tions r2-3. Sont telles les relations géométriques:

« la droite x est parallèle à la y »

« la figure x est superposable à la y »

« la figure x est semblable, ou projective, à la ?/ ».

Elles sont réductibles à l'égalité ou identité, indiquée par le signe =,
entre des fonctions ou des abstractions des objets considérés

; p. ex. « di-

rection de ce = direction de y », « aire de ce = aire de y />, « forme de

c =. forme de y », etc.

p. 1901. 2.
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Voir F1894 §39. I. Zignago nous communique que si la relation xay

satisfait aux conditions •1-2-3, elle est réductible à l'égalité entre Cls :

xay .=z. Z3{zax) ^ Z3{zay)

Si la relation est algébrique^ voir IdM. a.1900 p. 37, 315.

•i x=:y=^z .=. x=:y .yz=z Df
exprime une abréviation très connue.

•a «fiCls . XECi . y=jj -3 ysa \ F1895 §4 PIO
|

•6 œ=y .=: aeCls . xsa 0„. ysa Dfp
|
F1897 P80

j

I
Leibniz Id. p.219: «Eadem sunt quorum unum in alterius

locum substitui potest, salva veritate. »
j

L'égalité x-=.y signifie «toute classe qui contient ce contiendra aussi ?/»,

ou « toute propriété de x est une propriété de y »
; ou « la vérité de la pro-

position xsa^ qui contient x, n'est pas altérée si l'on remplace x par y. »

Cette P est une Dfp, car le second membre ne contient pas le signe =z

qui figure dans le premier. La difficulté qu'on rencontre à la considérer

comme une Df réelle, que le signe =: sert déjà dans la définition, peut

être écartée par la remarque à la P6"0.

La P"6 ne donne pas toute la signification de x:=zy, car on doit encore

définir cette égalité pour les nombres négatifs, rationnels §— 3"2 §/ 3'2 dans

les Df par abstraction -, de P"l on ne peut pas tirer la P6-0. V. F1897 p. 39.

Dans les traités d'Arithmétique on a les P
2/3 =: 4/6 2/3 est une fraction irréductible 4/6 ne l'est pas

ce qui paraît en contradiction avec la P*5. Ici le signe 2/3 représente

d'abord un nombre rationnel, ensuite l'ensemble des trois signes 2/3.

•61 DmP-1 rtsCls.ccea . Simplif .D. a;£« : P-6 O- P
•62 DLnP-2 P-1 .3. xs Z3{z^x) . F-6 .Z). ys y3{z=r) .D. P
•63 Dm P^3 Hp .Z): as Cls . xsa . F-6 .Z)- ysa . P-6 .ZJ. zsa O. Ths
•64 Dm P-5 P^6 . Import .D. P

|
F1897 P80-84

1
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§2 w = (ou)

^ 1-0 a,bs Cls r). aJ)= X3{cs Cls . a^c . b'^c .^c . xsc)

|F1897 P241J Dfo
aub, qu'on peut lire « a ou b » indiqiu; donc la classe des objets qui

appartiennent à l'une, au moins, des classes a et b.

L'opération indiquée par le signe u s'appelle «addition logique».

Ex. §Np P2-1 : Np r> (3+N) D (6N+1) o (6N— 1)

§[^ 51 §Num -iVô §max IS §Dvr 1-33 §nilt 1-02-33 §Q82-8 §A 1-3...

Leibniz a indiqué l'opération \j par le signe -|-, ou par le même signe

dans un cercle. Nous ne pouvons pas représenter par un même signe les

additions logique et arithmétique, sans produire des ambiguïtés. P. ex. :

Np + Np — 2(N+1\ Np o Np == Np.

Le signe + dans Boole a une signification un peu dittërente.

•1 a,b,cs Cla .3-
abjc := {ab)uc : cMbc = cM(bc) : a\jbZ^c .=. {a\jb)'Z)c : a^b\JC .^. a~^{buc) :

a\jb\jc =. {a\jb)\jc : ces a\jb .^. xa{a\jb) Df

•2 a,bEQ\^ .3- «w&£Cls
•3 » «3 aj} . b"^ a<tb

\
Leibniz PhilS. t.7 p.240 : « n est in A (+) n y> \

[
§lP4-3 .D: a,b,C£ Cls . «De . Oc • xsa .D. xec (1)

(1) . Export r^: a,ba Cls . xsa r^: es Cls . aZ)c . b^Jc .'Z)o . xsc (2)

(2^.Dfo.D: » y> .Z^.xsaub (3)

(3) . Export .3: a^bs Cls .3= xsa .'Zix . xs a\jb (4)

(4) . Operx? .D- P ]

•4. a,b,C£ Cls . «3*^ . b'^c .^. r(w& 3''.' | Leip.niz Id. p.232 :

« Si .1 est in C et B est in C etiam A-\-B erit in C. »
|

[ Dfu . Oper xs ."Z): a,bë Cls -ZD.-. xs aJI) .=: es Cls . a'^c . bZJc .^c . xsc (1)

(1) . Simpl .3-"- '''j&H Cls . xs a>jb .3- fs Cls . a^Dc . b'Z)c r^e . xsc (2)

(2) . Import .3: «,&,<'£ Cls . xs a\jb . a~)c . b'^^c .3- ^"^c (3)

(3) . Export .3-"- c,b,cs Cls . «3^ • &3c .3« ^îs aw& .3* • ^£<^ (4)

(4) . Oper X3 .3. P ]

•5 a,b,cs Gis . a'^b .^j). «wc ^ &wc j
Oper y

\

I
Leibniz Id. p.239

j |
McColl a.l878 PIO

j

•6 a,b,r,d£C[s . ci^b . c'^cl r^. a^c 3 ^^^^ \ Leibniz p.232:

« Si A est in M, et D est in N, erit A+B in il/-f JV". »
|

•61 a~^ b^c . b'^d . c'2)d .3- ^Z)*^

I
De Morgan Formai logic a.184 7 p. 123

j
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^ 2. a,b,c£ Cl^ .3
•1 a^a= a |

Leibniz Id. p.230:

«Si idem sccuin ipso siimatur, nihil constituitur novuin, seu A-]-AœA.»\

[ Df o O- ^«^« = ^5(c£ Cls . aZ)c O c . Xëc) . §lP8-3 O- P ]

•2 aj)= bja \
Leibniz Id. p.237

|
|
Comniw

|

[ Dfu O- «^^ = CC3(C£ Cls . fOc • ^Z)c Oc • •''^sc)

Coinin n O- » » • ^Z)c . fOc Oc »

Dfu O- » '^^'''
]

•3 Oyhjc= ct^{Ix>c) = {aj))^c JSCHRÔDER a.l877 P3'j jAssocwj

[
(a>jb)\jc = X3[(h Cls . a\jb ZDd . c~Jd O- ^^d]

:=. X3[cls Cls . a~)d . IT^d . c~^d O- xul]

•=. X3{d£ Cls . a~yl . h\jc'^d O- xsd]

=: a\j(})\jc)
]

•4 ?>]|^rt .=:. aj)=a j
Leibniz Id. p.232:

«Si B est in A, erit yl-f-Zioo ^1 ... Si A^D œ A, tune Z? erit in A.»\

•5 ^3^ • &D«^ •^- «wZ>I3c [ Pl-2-3-4 .3. P
]

I
McCoLL a. 18 78 p. 11 |

•6 P-5 .3. Pl-0

[ §1 P8-.3 .Z). (Mb =z .X5(c£ Cls . ou6 3 c .O . ^£c)

P-5 rj. » » » . a~Jc . b'Z)c . » ) ]

De la Pl-0, considérée comme Df du signe w, nous avons tiré les P suc-

cessives. Réciproquement de la dernière 2*5 on peut déduire la l'O; et puisque

la '5 est conséquence des Pl'2'3"4, on aura une autre façon de traiter cet

ensemble de P. On peut introduire l'idée <j comme primitive, en la déter-

minant par les Pl'2-3'4, qui joueront le rôle de Pp (propositions primitives).

Si l'on remplace dZ)b par bZ^a, et anb par a\jb dans les P :

§1 P5-2-3-4-5-6-61 6-1-2-3 7-2-3

on trouve §2 Pl-2-3-4-5-6-61 2-1-2-3 •4-5

La même substitution dans les démonstrations des premières P, permet

de tirer directement les dernières des Pl'2'3'4.

Cette correspondence, dite « loi de dualité », a été énoncée par Peirce a. 1867.

Une troisième théorie du signe u sera indiquée dans §- P3'l.

^ 3. a,b,c,ds Cls .3.
•0 ab\j ne 3 a{hjc)

[ PI -3 .O- bZ)b>jc . <\Jb^c . Oper n .Z). abZ^a[b^c) . ac~Ja{b^c) . PI -4 O-P
]

•01 aihjc) 3 c^buCLC Pp
Cette P n'est pas conséquence des P précédentes. Pour reconnaître son

indépendance, il suffit de donner aux signes Cls, o, u une interprétation

qui satisfasse aux P précédentes, mais non à celle-ci. Considérons des points;
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par Cls indiquons les classes convexes de points, c'est-à-dire les u telles que

Med«r=« ; au sig-ne o conservons sa valeur -, alors, par la Dfl'O , a\J) indique

« la plus petite classe convexe contenant a et 6 ». Il est aisé de voir que

subsistent les propositions précédentes du§u, et aussi les dualitiques, mais

non la nouvelle '01. Il faut donc, en suivant l'ordre que nous avons ici

choisi, la considérer comme une « proposition primitive ». Voir §- P3'5.

•1 a{hac) = absjac [ =. p-o . P-Oi] | DistribC^jw)
|

î Lambert a. 1781 p.33:

« Will man aber setzen {'m-{-ti)A, so ist dièses ^ mA-\-nA. »\

•1 i {(Ujb)C = aCubc [Comm r> . Distrib (o , o) .D. P]

•
1 2 {ctx,b)[cul) = ac u (1(1 ^ bc u bd

\
Lambert id

|

•2 a^ab=a -21 a{aJ)) =a j
Schrôder a.l877 Piono'

j

•22 {a^c){I)^c) = (ibuc \
Distrib(u,n)

|
j
Peirce a.l867 p.2r)0

j

•23 {aJ))[b^c){c^a)=^ ab^bc^jca
\
Schrôder a.l890 p.383

j

•3 a^=b .=. aJj'^ab \ Schrôder a.l890 p.382
|

•4 ac'^b . (Ç^b^c .=. a~)b \ Peirce a.l880 p.34
|

•41 ac~^bc . a»jc~^hjc .=. (A'~y)
\
Schrôder a.l890 p.362

\

•42 ac= bc . ayc= b^c .^. a=b \
» a.l877 p.l2

|

•43 cr)b . b^c .=. aJ)^bc
\
Padoa F1897

j

•S O ^<^ • «^ D^^ • «^ 3^ O- «3^
I
PiERi F1897

i

^ 4. a,b,c£ Cls .3
•0 x£a .^. xsb .=. œs ajj Df |F1889 P48| jDistrib(£,w)|

Cette P exprime la somme logique de deux propositions xsa et xsb par

la P xs a\jb, où ne figure que la somme de deux classes. Puisque toute P
est réductible à la forme xsa, ou x est une variable, ou un système de

variables, on aura défini la somme de deux P quelconques.

Ex. §Np Pl-2 : as Np . 6,C£X . bXc s NX« -D- bs NX« -v^- es NXa
Ex. §> 2-4-5 §X 1-6 3-4: §[^5-5 ...

La P"0 dit que l'opération s est distribiitive par rapport à u. L'opération ZD

ne l'est pas. En effet de (N+1)'^ Z) 4N u (4N-]-l), on ne peut pas tirer

(N+1)- D 4N, ou (N-fl)- D 4N+1.

•4 X3(x£a .y^.X£b) = a^b Dfp iF1889 P62| |Distrib(3,w)|

[ P-o . Oper X3 .D. P ]

Cette P exprime la somme logique de deux classes par une somme de P.

•2 cr)c.u.bZ)c O- ab^c \ McColl a.l878 P13
j

•21 a'^b .w. cÇ^c .]3- cry^^c » » P14
•22 cC^c .w. b^^c .3- (^^ Z)^ •^* <^'-^=^

j
McCoLL Congrèi^ de Pliilosophie, Paris a. 1900

j
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§3 /\ = (classe nulle)

^ 1-0 A = ^3(rt£ Cls .'^^. XEO) DfA
/\ indique la classe mille. Leibniz l'a indiquée par N, initiale de Nihil

;

Boole et ses continuateurs par 0. Ce signe se rencontre rarement dans le F,

où il est exprimé par les signes - et g. Nous le conservons ici, car il

permet de traiter quelques théories logiques. Ex:

Wr^ÇiP~\-'yi^) =-/\ « il n'y a pas de cubes, sommes de deux cubes ».

•\ f\£ Cls
I
F1897 P436

|

•2 as Cls O. AD« I
F1888 §2 PIS

|

[ DfA -D-". X£ A -D: «s Cls .Da . XECl (1)

(1). Import -ID.*. xs /\ . as Cls .3- ^£« (2)

(2). Export .D.-. «£ Cls .3: xs /\ .ZDx . xsa (3)

(3).Opercc3 .D. P ]

•3 «£ Cls .3 a'^A = A I
BooLE a. 1854 p.48

|

[ P-2 . §1 P7-2 .D. p ]

•4 as Cls .3 OA •=• ^^=A I
F1889 P38

|

[
P-2 .D. P ]

•o asClB r^.-. az=/\ .=i:bE Cls.'^b.a'^b Dfp

I
F1897 P300

I

a,b,c,d£ Cls .3-

•6 a3& . b=/\ Q. rt—

A

[
P-4 . Syll .3. P ]

•7 rt^& . bc=/\ .3 <^^=A I
Aristoteles id. id.

j

•8 «3^ . Z>3; . cd=/\ 3. a?>=A
i
De Morgan a.l847 p.l23

|

w A ^^2. a,V.d£Cls 3:
•1 a<j/\ = a

I
Boole a.1854 p.47

|

[ Hp . Pi-2 .D. AD« • §^ P2-4 .D. Ths ]

•2 cujb=f\ .=. a—/\ .b=/\
]
Boole a.l854; F1888 §6 P9

{

§u P2-5 .3 » —. «DA-&DA
Pl-4 .3 :> .= . a=A •^=A ]

•3 a=/\ .w. />r=A O- ab=/\
I
F1895 §3 Pli

|

•4 rtw^= «wC .
«'^^ =:A • ^l-'^C ^A O- ^^^<^
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•5 aj)= Cyd . a^c . ah =/\ . cd :=/\ .3. b^=(l

JLeiHNIZ Id. p.234: « Si A-}-n 00 C+D et AcoC, erit liœD, modo AetB
itemque C et Z) sint ineommunicantia. »

{

•6 aj)'2)c^d .c~^a .d~^h .ah=:l\ r). ct~)c . U^d . cd=/\

j
Hauhek a. 1829 §291

j

•61 Hp -6 .3 û^=c • ^=f^

•7 cr)huc .abz=f\ .3. rQc | De Morgan a.l847 p.l22
|

Une remarque curieuse est la suivante. Remplaçons :

X£ Cls par ccsN

a~y) » rt^& , ou par « a est un diviseur de & »

arà » « le plus petit des nombres a et 6 » ou par « le plus grand

commun diviseur entre a et 6 »

a<J) y> « le plus grand des nombres a et b » ou par « le plus petit

multiple commun entre a et b »

A » 1

Subsisteront toutes les P précédentes qui ne contiennent que les signes

indiqués, comme les §1 P4-4-5 P5-2--7 P60--3 P7-2-3-4 ... P. ex. la §A P2-7,

par la deuxième substitution devient :

« Si le nombre a divise le plus petit multiple commun entre b et c, et

s'il est premier avec 6, il divise c ». Voir §nilt l'8.
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§4 - = (non)

^ l'O Soit a une Cls ; ~a indique la Cls des " non a'\
•0

1 Soit p une proposition; ^p désigne sa négation.

Ex. (le la négation d'une Cls, §NpPl*0:

Np = (N+1)-[(NH-1)X(N+1)] Df.

« Nombre premier signifie nombre (supérieur à l'unité), non décomposable

dans le produit de deux nombres ».

Dans ce cas, et dans §+ 8-6-7 §/ 37 §[^ 35 §max 1-0 §Dvr 2-45 §Np 3-9 9-1

§l'5-0-6-7 §D3-1 §logl-l-3 §q« 2-0 §Subst 3-0 5-4 §q' 10-3 §sin8-7 §vct8-83

39'1*2*3*4 on a toujours l'expression h-a, où la classe a est contenue dans 6.

Dans §(5 1-0 §Lm4'0 la classe a n'est pas nécessairement contenue dans h.

On ne rencontre pas l'expression isolée -a,

Ex. de la négation d'une P :

§jV 9-01 : afis N . -{a=h) .D. a--\-¥- > 2ab .

Autres ex: §+ 8-4-5 §> 2-6-7 §/ 40-1-3-4 41 §|N 9-51-52 §Num -ll-S

§2'21-2 §quot3-4 §Dvr 2-6 §Np 12-3 §lim 16-12 §q' 2-5 4-2 10-5 §.t5-2

§sin2-0-2... Il accompagne aussi le signe g.

Nous avons cité presque toutes les P du F contenant le signe - . On voit

que leur nombre est très petit.

Le signe de négation se rencontre sous la forme du signe — de l'Arithmé-

tique, avec lequel il présente quelques analogies formelles, dans Leibniz,

Segner, Boole,..., avec la même valeur, ou avec des valeurs semblables. Dans
quelques travaux il a la forme wr> .

Nous ne donnons pas ici une définition symbolique de la négation ; nous

la considérons comme une idée primitive, dont la valeur est déterminée par

les propositions primitives 2-l-2'3.

Les P3-8, §{ P'6 indiquent la possibilité d'autres théories, où la négation

est définie; dans F1897 P363 et 433 sont indiquées deux autres théories;

mais elles ne sont pas développées.

•1 «sCls .3)- "{xsa)= œ£ -a Dfp

•li ' » -a = œ3-{œ£a) Dfp

Les P lient le double rôle de la négation entre P et entre Cls ; la •!

exprime la négation d'une P par la négation d'une classe ; la "Il exprime

la négation d'une classe par la négation d'une P. Il suttit donc de consi-

dérer l'une des P-0*01 comme exprimant une idée primitive, et prendre une

des P-1-11 comme Df.

Pour supprimer des paronthôscs on fait les conventions suivantes :

•2 •X''=zy .=. ~{x=iy) Df
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•31 œ.,y-£a .=. œsa . y-'ea \ Ex. §Np P5-2--4
i

Df
•4 xe-a .:=.xs{-a) : a~b = ars-b : -fO& .= . (-rOZ)& : -a-=h .= . {-a)=.h Df

•5 .oîs-ft .=. .r -£ a [ PI . p-3 o. P ] I
Comm(£,-)

j

On dit qu'une opération a est commutable avec la ^ si a^x=:^ax. Cette P
dit que les opérations f et - sont connnutables. L' opération 3 n'est pas

commutable avec la -. En effet de -(Np3 2N+1) « il n'est pas vrai que tous

les nombres premiers soient impaires » (car 2e Np), on ne déduit pas

Np 3 -(2N-|-1), « tous les nombres premirs sont pairs »

,

I
-l-'S F1889 P46, 61,...

j

^ 2. a,b,c£ Cls .^. -1 -aeCls Pp

•2 -(-a) =a
I
Leibniz Mss. viiB 2 p.3 : « .4 oo mn n^T» \ Pp

•3 ab "^c .3- <^^<^ Z) "^
I
Transposer

j
Pp

•4 «3^^ O- "^ Z) "'^ *

I
Leibniz Mss. PJlil VIlB 2 fol.17 : « .4 est 5 ergo nonT? est non.4 »

I

[
Hp O. {-b)aZ)a • «D& -D- (-&>0& • P-3 -D- (-&)(-&)D-« • Simplif O- Ths

]

Nous appelons « transposer» l'application des P-3-4, par l'analogie qu'elles

présentent avec la transposition des termes dans une égalité ou inégalité

algébrique. La règle '3 est appelée quelqu.efois « la loi des inverses » . Nous

appelons aussi « transposer » les règles P3-7-71, et 4-2.

La P-4, conséquence des précédentes, remplace la Pp-3 dans les Dm des

.P-5-51'52 31 ...

•5 a^b .=. -b 3 -a
\
F1888 P8

|

[
p-4 . (-&,-a)|(a,&)P-4 .Z)- P

]

•51 a=b .=. '•a= -b [
p-5 .3. P

]

•52 a=b .=. a^b . -a^-b \
F1897 P118

|

•53 cL'iah) — a-b j
F1897 P117

j

•54 a'b= b'a .=. a=b
J
Vailati RclM. a.l891 p.l03

j

•6 ab'^c .=. a~c'^-b \
Peirce a.l880 p.35

j

[ P-3 . (-c,-&)|(6,c)P-3 .Z)- P
]

•Gl a,b,c£C\.^ . ab~^c . a^b'^c r^. ct^c
•62 {a-'b)c= {ac)'{bc)

S
Boole a.l854 p.34

| \
Distrib('^,-)

j

Cette P, comparée avec Distrib(n,A), Distrib(o,u), dit que si f{af>, ...) est

une fonction des Cls a, 6, ... composée par les opérations logiques xr\y^ x\jiji

x-y, on aura f(a,b, ...) uZ = f{ar<l, W, ...).

•63 db= ac .=. a-b=:a'C |
Whitehead a.l898 p.40

j
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u ^ 3. a,b,c,d,X£C\s .3
•1 ayb= -[{~aX'b)] Dfp

[ §1 P5-3 O- «0« • abZDb Transp O- - «D -(«&) • - &D -(oô) (1)

(1) . §u PI -4 O- -aw-&D-(a&) (2)

(-a
, -&)|(a,&) (2) O- «^'>D -[(-«){-&)] (3)

§u Pl"3 O- fi'Dft'^b . ir^ayJ) . Transp O- -{('\jh) 3 -« • -((7w6)3-& •

Cmp O- -(osjb)3 (-«X-&) • Transp . -{-a\-b) 3 «^^ (4)

(3) . (4) O- P ]

•2 -(aw^) = (-a)(-&) [ p-l o- P ]

•3 an&— -[(-ft)u(-&)] Dfp
[
(-a , -6)|(a,6) P-2 O. P

]

•4 ~{ah)=~a^'b [
p-3 O- P

]

I
'i-'i De Morgan a.l858 p.208; Schrôder a.l877 p.l8

|

•5 P2-1-2-3.P3-1 0. §wP3-01
I
F1897 P215

|

[ a,b,cs Cls O- o.b'Z^ab . acZ)ac . Transp O- a-{ob)'^ -b . a-(flc)3D -c .

Cmp . a-{ab)-{ac)'Z) -b-c . Transp .'Z^.a-{-b-c)'Z) -[-{cib)-{ac)] . P'I .

3- (t(b\Jc) "^ ab\jac ]

La P'I exprime l'opération o par les ^ et -
; clans F1897 on l'a prise comme

Df. La P-5 dit que de la -1, et des propriétés de la négation on déduit la

§u P3-01, qui se présente ici comme Pp.

•6 a^abs^a-'b | Lambert a.l781 p.ll : «a = ax-}-a\x»
j

•7 d'b ^c .=. fO ^^
I
Peirce a.l867

| |
Transp

|

[
Transp .^D: a-bZ^c .:=. -6-c 3-« •=• «Z) ^^ ]

•71 a& 3D ^wcZ .=. ci~c "^ d^~b
I
Transp

|

j
Peirce a.l880 p.36 : (axb ^ci-d)={ax'd ^c+T

) \

•8 a-b= X3{c£ Cls . «3 b^c Qc . xec) Dfp
|
F1897 P257

|

[ §1 P8-3 O. a-b = X3{cs Cls . a-b Z)c Oc • xsc)

P"7 .3- » »
• 053 &^c »

]

La P'7 contient dans un membre le signe - qui ne figure pas dans le

second ; on peut la transformer dans la P-8, qui est une définition possible

de l'expression a-b.

Si l'on prend la -8 comme Df, il ne faut plus considérer le signe -6, isolé,

qui effectivement ne se rencontre pas dans les applications. En conséquence

il faut modifier l'énoncé de quelques P précédentes. P. ex. la P2-4 doit

être transformée en a,b,c£ Cls . a'^b .3. c-bZDc-^^-

Il y a cet avantage à prendre la -8 comme Df, qu'on supprime la négation

du nombre des idées primitives ; mais de la -8 comme Df, et des P des §§
précédents on ne sait pas déduire les P de ce §. Voir un essai dans F1897
P258-260.

•9 {a^x){hj''œ) = a''Xubx
\ Peirce a.l880 p.36

|

•91 {ax\jb'X){cx\jd-x) = acxu bd'X
\ Boole a. 1854

|
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•92 m{ax ^ b-œ) = (ra)x ^ {•'b){-oc)
\
Schrôder a.l877 p.l9

j

•93 ah "^ ax ^ b-o) "^ a^b
\
Schrôder a.l891 p.48

\

•94 a^b = as, bi-a)
\

^ a.l890 p.308
j

•95 a=:b'C^C'-b .3 b=:c-aoa^c |
Jevons a.l864 p.61

j

Cet A. a indiqué la fonction a-b w b-a par a q b ] le signe correspond

au latin aut ; le signe w à vel. Cette opération a de curieuses propriétés

développées dans F1895 §3 P24-30, dont la plus importante est la -95.

/\ ^ 4. a,bsC\s .3 •] a-a=:/\

I
Leibniz PhilS. t. 7 p.230 : « seu A—A 00 N . }

[ P3-8 O- «-^= X3(c£ Cls . oT^ CMC 0« • ^sc)

§ul-3 » = X3(CS C\s -Z^ . xsc) =Z /\ ]

•2 a^b .=. a~b =/\ Dfp
|
F1888 §6 P2

i |
Transp

|

I
Leibniz id. p.212: Omne A est /?, id est ... A non B est non Ens

|

[
§AP2-l.§-P3-7.§APl-4 .D:

aZ)b .=. a~Jb<j/\ .=. a-b^A = f'-^=A ]

•3 a^/\ .=. a'^-a Dfp •i cO-A
[ Hp . §- P2-1 .D. -« è Cls . §A Pl'2 -D- AD -« • Transp .3. P

]

•5 a-/\ =a [ P-4 . §1 P7-2 .Z). p
]

w A- "^ 5. a,b,c,x£C\^ .3-
•1 a=& .=. a''b^b'a=^/\ \

Schrôder a.l877 p.l75
j

•2 a=zb^c . bc=/\ .3- b^a^c j
Boole a.l854 p.35

j

•3 axu b-x^=l\ .=. b'2)x'^'-a

I
Boole p.lOl; Schrôder a.l891 P49

j

•4 axyb~x=/\ .3- ^^=A I
Boole a.l854 p.lOl

|

La classe -/\ a été indiquée par Peirce, AJ. a. 1887 et dans F1889 et

suivants, par le signe V> qu'on lit « tout » ou «vrai ». Toute expression

fx obtenue en combinant une classe x avec des classes données par les

signes r^w- est réductible à la forme : fx = (f\/)xsj(f/\)-x

due à Boole, et qui présente quelques analogies avec la formule de Taylor.

La P'3 donne la résolution de toute équation logique.

Avec m classes indépendantes on peut former 2[^(2|^m) Cls différentes, et

énoncer 2p>[2|^(2r^m)— 1]— 2 propositions. Si m=il, on a les 6 P:

a=/\ -a=A «-=A -«-=A
«-=A • -«-=A «=A •^- -«=A

Sur deux classes (???r=2), on peut énoncer 32766 relations.

Voir ce calcul dans RdM. a. 1900 p. 41.

Nous indiquons par des signes simples les deux relations cÇJib et a=6
;

quelques A. ont introduit des signes nouveaux pour indiquer d'autres

relations moins importantes.
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§5 a = (existe)

A - -^^ 1. a,b£ Cls .^: -0 aa .=. a -=A ^fa
•01 ^ab .=. a(«&) Df
Soit a une Cls •, 3a sig-nifie « il y a des a, les a existent » . Nous exprimons

cette idée au moyen des précédentes par la P'O. Ex :

3 N-n(N--|-N-) « Il y a des nombres carrés, sommes de deux carrés ».

§-l-7-l §/ 6-8. La P particulière « quelque a est b » s'exprime, sans

conventions nouvelles, par g; a&.

•1 XSa .3 3ft
\
F1889 P53 j |Ex. : §Dvr P1-3J

[
Syll O: '''S Cls . «=A •

^'^'^' O- ^^A (1)

(1) . §- 2-1 . Df A O: » » xs -a (2)

(2) . Transp . Df a O- P ]

De xZia on ne déduit ])as 3a, si l'on n'est pas assuré que ^.r (Pl-2).

•2 a'^b . art .3 a^
[ §A 1"6 • Transport O- P

]

•21 O^^ O: a« O- a^^ !
Oper a

| |
F1895 P116

|

« Opérer par g; » sig-nitie écrire le signe a en avant des deux membres

d'une déduction. On obtient une déduction de même sens.

•3 afWj .3. aa.a& [P-2i:)P] |
F1895 §3 P12

j

•4 «3?^.=. a Cls'^ C3(rt= &c) Dfp
I
F1897 P411 |

^^ 2. a,&,ceCls .3-.

•\ {x]y)£a .'^x,y. ysb :=: '3. X3[(:x-,y)£cî] .~^y . ysb

\
p-i = Elim r)?= (éliminer la variable x)\

Supposons que dans une déduction : Hp O- Ths (1)

l'Hp contienne une variable a;, ou un système de variables, qui ne figure

pas dans la Tlis; le signe 3 porte comme indices ce et d'autres variables.

Alors la P (1) est rédvictible à la forme :

( S'il y a des x vérifiant l'Hp ) .Z). Ths (2)

où le signe 3 ^^ porte plus comme indice ce. La transformation de (1)

en (2) s'appelle « élimination de x » . Dans la nouvelle Hp la lettre ce est

apparente. Dans plusieurs cas on peut la faire disparaître.

Ex. dans les Dém. de §> 1-1-2 §Dvr 1-3 %â-S §A 1-2 §vct3-ll.

*2 a as'3 a y3[{x;y)£a] .=. a y3 a X3{{x;y)£a] .=. aa
Soit une relation ou condition entre les variables ce, y, que nous représen-

tons par {x;t/)£a. Alors dans la P « il y a des x tels qu'il y a des y qui véri-

fient la condition donnée » on peut permuter les deu.x variables. On peut la

transformer aussi en « il y a des couples (ce;?/) qu.i satisfont à la condition ».
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•3 a y3[x£a . (.»;,y)£&] .=x. xsa . a t/3[{x;y)£b]

La P « il y a des // qui vérifient le produit logique d'une condition en

X et d'une en (x, y) » sig-nific « la condition en x est vérifiée, et il y a

des y qui vérifient la condition en // ». Autrement dit, on peut permuter

le signe 3,75 avec xsa.

•4 '3.ar'.T3\'3.h^y3[{x;y)£c]\ .=. -^ b^ y3\'3. a'^x3[{x;y)£c]\

'ii a {x',y)3{xea . ysh) .=:. •a.a . a/;

« Il y a des couples (x, y) ([\ù vériiient le produit logique d' une con-

dition en X par une condition en // » signifie « il y a des x qui satisfont

à la première condition, et des y qui satisfont à la deuxième ».

I

•!-•(! F1889 P66, F1894 §18 ...
j

Ces P expriment les principales identités qu'on rencontre entre les systèmes

de variables. Remarquons que la P-6 n'est pas invertible. (Elle a été in-

vertie quelque fois par eri'eur. Voir §lim 19, §contl'l).

w - "^ 3. a,b£ Cls .^: -i a(«w?>) .^. aa .w. a&

I
F1895 §3 PIO

\ I
Distrib(a,w)

|

•2 a~^h .=. ^Cls'^C3{auC=b) Dfp
|
F1897 P412

j

•3 aa .=. -a -= a^a Dfp
J
Padoa F 1899

|
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§6 i = (égal à)

•0 IX' = y3{y=:-œ) j
=. (égal k x)\ Df t

•01 y8 LX .=. yeiix) : a~) ix .=. a^{ix) : a= ix .=. a={ix) Df

Dans quelques cas il est utile de décomposer le signe = (est égal à),

dans le signe s (est), et dans un nouveau signe i (égal à). Ce signe i est

l'initiale du mot laoç. En conséquence ix désigne la classe formée par l'objet

X, et tx\j ly la classe composée des objets x et y.

-IX signifie « différent de ce »

.

Ex. Np -{2 Z) 2N-f-l

« tovit nombre premier différent de 2 est impair ». Opérons par xb (§1 4"1),

par Distrib(8,n) (§1 5-1), et Comm(£,-) (§-1-5). Elle devient:

ers Np . X -=z2 .3. X£ 2N+1
Transposons : xs Xp .'^. x-=z2 .u. xs 2N+1.

Ex.: §+8-3-6 §R31-l-2 37 41 §|V 35 §Np 3-21 9-72 §Ql-3 2-0-2.

Les idées x et ix sont différentes; si on les confond, par les P-1-2 on

arrive à confondre les trois relations £, =., 3.

•1 ysLX .=. y-
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§7 1 = (le)

a t as Cls . aa : x^ysa ."^x.y. x=Ly :^:
•0 z=iia .=. fl^=«^ Df? |F1897 P430-5i
•01 fteCls .3-*- ia £b .=: a= f.r .^Dk- ^'^^ •=•

a a"5(rt^ ^.T . xeh) :=: a «'^^ :=: a~yj Dfp
M 7a £a -Il i{7a) =a -12 ?(i,'X')=a?

Ex. §- 11 §r 11

/\ -2 /\=7 Clsna.'3|6ï£Cls .|3a- ^O^^] I^fP

y\ - -3 /\=?^3[a£Cls .^„. a-a^irj Dfp

Soit <7 une classe qui contient un seul individu a;. Cela arrive lorsqu'il y a

des a, et si deux individus de la classe a sont nécessairement égaux. Dans
ce cas m (ou ta des travaux précédents ~), qu'on peut lire "le a", indique

l'individu x qui forme la classe a.

Ex. §— 1-0 : a,bsN . b>a .Z). b—n =z ; Nncr3(a+;r =b)
« Soient a et & des nombres, et soit &>«. Par t»

—

a on indique le nombre
qu'il faut ajouter à a pour avoir b »

.

La Df j a été transformée par Padoa RdM. t. 6 p. 117, et dans F1899. On
n'a pas réussi à donner une Df du signe isolé ;«, mais seulement de

l'égalité s=zin. La P-01 exprime la P la sb sous d'autres formes, où ne
figiu-e plus le signe ;

;
puisque toute P contenant le signe ;a est réduc-

tible à la forme uisb, où b est une Cls, on pourra éliminer le signe j dans

toute P.

La P'12 dit que } représente l'opération inverse de (. Elle a le caractère

d'une Dfp car le signe ; figure dans le premier membre, et non dans le

second. Mais le premier membre est plus compliqué que le second ; on

écrit le signe ; en avant d'une expression réductible, mais non réduite à

la forme tx.

Voir d'autres remarques dans F1897 p. 50.

Ex. §/ 1-0 5-0 7-0 12-0 22-0 25-0 32-2-3-6-7-9 §mod 1-1 §max 1-0 §E 1-0

§l'l-0 §Log-0 §liml-0 §Sl-0 §sin 3-0 §vct 3-1-2-3.
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§8 i = (avec)

a,b,c,d8Cls .3 -0 aib= {œ;y)3{x£a . ysb) Df jF1899i

•01 (.%•;.?/) £ (aî&) .=. xsa . ysb Dfp »

•02 aihic = {atby.c = {x;p;z)3{x£a . ysb . zsc) Df »

aift, qu'on peut lire «« avec 6», désigne l'ensemble des couples formés

par un objet de la classe a avec un objet de la classe h (tandis que a\I>

désigne le couple dont les deiix éléments sont les classes a et h).

Ex. §Num -46 : Num N = Num(NiN)
« les nombres naturels sont aussi nombreux que leurs couples »

.

§lim 191-2-6 §/ll-l §Dtrm.

•\ {a\b) 3 {c\d) .=. a~)c . b'^d

•Il (aib)= i&.d) .=. a=^c . b=d
•12 {atb)= {cid) .==. {a;b) = ic]d)

' •la (ar^c) t (b'^d) = (atb) r> (cid)

•2 {aycf.b = {aibU&.b) . ai{b<,d)= {aib}j{atd) |Distrib(f

•21 {aucy.{b^d) = {atb)u{cib)u{atd)^icid)

a '3 a(ai&) .=. aa . a&

t 1 'A iix i ly) = L{œ;y) . x;y = i{ix î ly)

•41 ix î iy = izi it .=. x;y = z]t

\-\-'U Padoa RdM. t.6 p.l20, a. 1900
|
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§10 f ^ = (fonction)

^ 1. a,b,CE Cls O--.
•0 lis a\b .=: œsa .'^.. œu eh Df
•01 ushîa .=: œsa.'^^. ux eh Df

Note sur les fonctions.

On pont prononcer « fonction » le signe f et « ef » le signe j.

Ces signes permettent de représenter par les symboles idéographiques les

idées de « fonction, correspondance, opération » etc.

P-0 « Soient a et h des classes. Nous dirons que u est un a_ib, lorsque,

le signe u écrit après un individu quelconque de la classe a produit un b »

(P"01) « et que it est un Ma, lorsque le signe it écrit en avant d'un a

produit un b »

.

Dans les traités d'Analyse on dit que a est la classe des valeurs de la

« variable indépendante », et la classe 6 contient les valeurs de la fonction.

P. ex. soit X un N; xl (factorielle de ce) est un N; donc ! £ NjN. C'est le

seul exemple de fonction j répandu en Analyse.

Les expressions -j-a, —a, /a, ont les significations « ajouter a » , « retran-

cher a », «diviser par a», et l'on a les P §-(- 9-4, §—1-3, §/ 1-3. Ainsi

se présentent naturellement les nombres négatifs et les fractionnaires.

Dans l'usage commun et dans le Form., le signe de fonction précède, en

général, la variable.

Ex : mod sgn E /? Chf nt dt <? log sin cos B .

Ici les valeurs de la variable et de la fonction sont des nombres de diffé-

rentes espèces : N , n , R , Q , q ,
q'.

Les signes de fonction Xum, max, min, Dvr, mit, 1', 1, ,
précèdent des

classes de nombres ; la valeur de la fonction est un nombre, en général.

Les signes Med ?. ô font correspondre des classes de nombres à d'autres

classes.

Une fonction de deux variables est quelquefois représentée par un signe

écrit devant le couple des variables. Ex. quot, rest, C, mp.

Dans d'autres cas on place le signe de fonction entre les deiix variables;

ex. a-\-b, a—b, axb, ajh, c^b • ici a, b, et la valeur de la fonction sont

des nombres. Dans (vb, a^b, arb, aub, la valeur de la fonction est une
Cls. Ont la même forme les « relations » a=b, a^b, asb, a<Cb ; les signes

de relation sont des signes de fonction, dont la valeur est une proposition.

Quelquefois on écrit la variable comme indice à la fonction ; nous

conviendrons que ^<l u^ ... ne diffèrent, que par la forme, de m1 u2 ...

Plusieurs A. ont aujourd'hui l'habitude d'enfermer la variable entre ( ^
;

mais dans la formule uidc) les
( ) n'ont pas la valeur expliquée par §1 PI ••.^,

P. 1901 3
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car une lettre seule ne doit pas être enfermée. Elles ne sont pas nécessaires,

puisqu'on écrit log-cc et non log'(cc), f{x-\-h) et non f{{x-\-h)) -, elles ne se

trouvent pas dans Lagrange, Abel, ... Dans le langage ordinaire la va-

riable est mise au génitif; c'est cela qu'on veut indiquer par les
( ) •, Eu-

1er PetrNC. a.l768 t.J3p.63, Legendre a.l797 p.l35, ... écrivent f:x, f-.{x-{-h),

où les (:) correspondent à « de ». Nous supposons le mot « de » incorporé

dans le signe de fonction ; ainsi « log » , signifie « le logarithme de »

.

Les signes f et j se présentent nécessairement lorsqu'on indique par une
lettre un signe de fonction ; c'est-à-dire lorsqu'on considère une expression

dont la valeur dépend de la nature d'une fonction, comme S II lim Dtrm D S.

P. ex : 2if,u'}, où tis Cls, et fs qfu, c'est-à-dire f est une fonction numé-

rique définie dans la classe zi, indique la somme des valeurs de /", lorsque

la variable varie dans la classe ti.

Pour quelques formes de la classe m la fonction / dans l'usage commun
a des noms particuliers :

nsN .3- qfl""w = ( succession de 71 quantités
)

qf(l-"?? i l"-??,) = (fonction numérique de deux variables qui prennent

les valeurs de 1 à n) =: (lettre qui, munie de deux indices variables

de 1 k n représente une quantité) ^ (matrice d'un déterminant

d'ordre n.

qfN = (série, ou suite, de quantités ) §Lm §lim.

q f(N'.N) =( série double
)

§lim P19.

qia^b = ( fonction réelle définie dans l'intervalle de a à 6
)

§cont P2.

On pourrait convenir d'écrire toujours le signe de fonction en avant de

la variable (f), ou toujours après (j) ; nous écrirons les P sous une^seul

e

des deux formes ; mais nous conservons tous deux les signes f et j.

•1 u£ a^b . x,y£a . x=iy .^. xu= yu

[ §1 PlO-l .D- X£ Z3{zu = xu) . Hp .D. ys zs{su = xu) .Z). Ths ]

•2 US a}b . c^a 7^. us Cfit [ Hp . xsc .3. xm .3. xu sb o. p ]

•3 lie a}!) . b'^c .3- ^*£ (^i^

[ Hp .3: 3csa .33. xu sh .3- ^" *c O- Ti'f' ]

^^ 2. a,b,c,ds Cls .3-.

•0 us a}b . vs b}C . œsa .~^. œiuv) =: {xu)v = ocuv Df
•01 us Ma . rscîb . xsa .3. {7-)u)x = v{ux) = vax Df
•1 usa^b .vsb^c ."^.uv sa^c
•2 lis a}b . vs b}c . ivs Cjd . ayeu r^. {xu)(vw) = (xuv)w

L'opération vu, définie par la P"01 est dite « le produit des opérations u

et f ». Dans le calcul différentiel oii l'appelle « fonction de fonction». Si

u et V sont des mouvements, et en général des put f put, vu est dit le

mouvement composé. L'expression vux est associative.

j
1-0--3, 2-0--2 F1895 p.6

{
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§11
I

= (inverse)

•1 a,b£ Cls . vsbfa .3- {f^<'^)\oG =u Df
|

•2 usajb .^. {\x)(,mi)=u Df | F1898
|

Le signe
|
est un signe d'inversion-, on peut aussi le lire « par rapport à »

.

Soit u un sig-ne de fonction f ; ux est une expression contenant ce. Réci-

proquement soit A une expression contenant la lettre variable x; par A\x,

qu'on peut lire « l'expression A considérée comme fonction de ce », nous

indiquons le signe de fonction u qui, écrit en avant de x, produit la forraiile

donnée A.

Si l'expression A a la forme îix, on déduit la P'I. Mais ou écrit le signe

X après une expression, dans le but de la réduire à la forme tix.

Ex : «« / ni \n représente le signe de fonction qui pour la valeur Ji de la

variable a la valeur a« / ?il . Donc 2'(a« / ni \n, Nq) = (somme de la série

qu'on obtient de a« j ni en donnant à n les valeurs 0,1,2... (§e 2'2).

Le signe
|
désigne la variable dans les opérations 2", 77, lim, D, S.

P"2. « Soit A une formule contenant la lettre variable x; {\x)A désigne le

signe de fonction qui écrit après x produit l'expression donnée A ».

Par le signe
|
on peut indiquer la substitution; car si A est une formule

contenant la lettre variable x, y\xA indique « la valeur que prend la fonction

\xAf pour la valeur y de la variable » , ou « ce que devient la formule A,

lorsque l'on remplace x par y ». On peut remplacer un couple, un terne, ...

par un autre couple ou terne. Ex.: §+ Pli §x2-l--5.

Dans les formules ux\x \x{xu) {y\x){xu), la lettre ce est apparente.

§12 ' ' = (quelque)

a f ^ 1. a,b,c,dsCh . us bîa .^.
•0 vht = !/3[ a a'^ x3{hx =y) ]

Df
•01 ys v/a •:=. a X3{x£a . ux =y) [ =p-o]

•02 xsa . y= ux .~^. ys n/a

On peut lire la formule «t'a par « u des a » ou « u de quelque a » ; on

doit la considérer comme décomposée en (li')a. La P-02 dit que la relation

ysu^a résulte de l'élimination de ce dans le système xsa.ux=zy.

Ex: §Med 3 §Lm §Iim 1-5 §cont2-l §0 4-4 §S30 ...

Dans plusieurs cas le signe ' est sous-entendu par des conventions

exprimées dans la suite: %+ 7-1--2, §— 2-1, §X 3-0, §/2-l ...

On ne peut pas le sous-entendre dans tous les cas.
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P. ex. Nnm ' Cls signifie « les valeurs de l'expression Num^f, ou u est

une classe quelconque »; il représente l'ensemble du nombre 0, des nom-
bres finis, et des différents nombres infinis. Num Cls signifie « le nombre
des classes », qui est l'infini le plus grand,

•1 œea .'^. ux £ u'a 'il u'a^^b
•2 c'^a .3 u'cZ^u'a Ex. §Lm 1-4 Dm

[ Hp .13. en X3{ux=y) Z) an X3{uxz=y) . Oper 3 . Oper?/3 .^. P ]

•21 c'^a . d~^a .'^. u'{c^d)'^u'cf^u'd [P-2Z)P]

•3 a {/f/a)^C .=. ^ar^X3{uX£C) Ex. §Lm Pl-1 Dm
[ Df ' .3: a {u^a)nc .=. 3 en y3[ gan X3{ux:=y)

§a 2-4 -D: » a an aî3[ a en ysiy—ux)]

Df ( .13: » »
( a <^'^ ' "^ )

§( '7 .H): » » (mcc£c)
]

•31 u'a "^c .==: xsa r^^. ux se
[
(-c

[
c)P-3 D P

]

•4 vscfb r^. v'{u'a)= {vuya

•S c'^a . d~^a r^. u\cud)=:u^C\ju^d |Distrib('w)

[ Df ' .3- u\c\jd) z=. y3 [^[(cud) n X3{ux=zy)]

.Distrib(n,w) .1).

Distrib(3,u) .3-

Distrib(3, w) .3-

Df .3

y3 g[[c X3{ux-=.y) u d a;3(îia;=::^)]

?/3[ [a c cc3(i<5c=:i/)] w [a d ^C3(^«5c=l^/)]
]

y3[ a c X3{ux-=.y) ] u ?/3[ a ^ X3(itx:=y)
]

u'-Q \j u'-d
]

•6 XEa r^. U^LX=ilUX

I
-o-S-Sl'S F1889 p.xv; 'l'il-e Padoa F1899

|

^ 2.

•0 ap£ Cls . ?(£ CL}!) r^. a'u= ys a a*^ X3{xu =j/) Df
•1 ks Cls .3)- Cls7«= y3 a Cls ^X3{xk =y) = Cls'> y3{y'^k) Dfp
On peut lire «'« par «des a le m».

En conséquence Cls'fc signifie « l'ensemble des valeurs de l'expression a;A:,

ou xnk, où X est une classe» c'est-à-dire, par la §a Pl'4, «Classe de fc »

Ainsi Cls'N signifie « classe de nombres » . Ex. §max §Dvr §1' ...
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§18 sim rcp idem

n,b,C£ Cls .[3.

•0 u£ (MVOsim .::=: m£ &fa : œ,y£a . ux= uy .'^x,y. oc^ji Df
•1 u£ (&f«)sim . c^'^^ O- "^" (^fc)sira

•:iî » . h'^c ."^.iiE (cfa)sim

•3 » . x,y£a r^: x=y .==. ux= uy
••4 » . v£ (6'fô)sim r^. ru £ ((?fa)sim

Le signe « sim » signifie « correspondance semblable (similis) »

.

Ex.: §+9-2-5, §.t3-1.

•ri u£ {Ma)Y<ZY> •=• ^'^ {hï(L)^m]. . h~^ n'a Df
•G 7(£ (/>fr/)rcp . v£ (eft)rcp .'^. rit £ (rfo)rcp

•7 ?fe (WV()sim .]3- i'£ {u'aï a)rG])

\
-O-'l F1895 p.ll6, F1897 P521

|

Le signe « rcp » signifie « correspondance réciproque »

.

Ex. §NiimP-0: a^bs C\s .H): Num« zr: Num?> .=. 3 (6frt)rcp

§:ïP1-3 §limP18-2-3 ...

On suppose écrites les formules correspondantes pour le signe j.

•8 iclem.r=i; Df
\
F1899

|

idem £ akt . idem £ (aîa)sim . idem £ («frt)rcp . ideiii'a =a
«idem» représente l'identité; telles sont les opérations arithmétiques

-pO, —0, xl, /l, 1^1, '\|, ••• Dans la théorie des Substitutions l'identité est

indiquée simplement par 1. Ex. §2" P21*4:, §cres "11.

§14 Variab F Fanct

•1 u,v£ Cls . f£ via . x£u .]3- if'i^')'^= f^ Df
•2 . .3. Yiirmh{f;u) = 11 Df
•3 .3 vYa =^5|a vïa r^f3[g = {r;u)]\ Df
•4 Fuuct= g3'3. {u/,v)3[u,v£ Cls . g£ vFii] Df

•s /",/;£ Fimct r^:

f=g .=: Variab/"= Variab^r : œ£ Yar'mhf.'^x.fcG= gx Df
•6 11,1-8 Cls .3 ^'F^t ^ vïu

[ P-l . §f Pl-Ol .D. P
]

•7 u£Q\<=,.x£u O- [K^aYa)]x=a \
•J--7 F1899

|
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Soient u et v des Cls; et fs vïu. Si l'on donne l'opération /", la classe

dans laquelle l'opération est définie n'est pas déterminée; car si l'opération

est définie dans la classe m, elle est aussi définie dans toute classe contenixe

dans w, par la §f P-2, et il y a toujours la possibilité de la définir dans toute

classe différente. P. ex. l'opération «mod» dans §mod P-0 est définie sur

les nombres relatifs ; en conséquence elle est définie sur les nombres po-

sitifs, et dans ce cas coïncide avec l'identité ; ensuite la même opération

est définie sur les nombres complexes d'ordre quelconque, sur les substi-

tutions, sur les vecteurs, et on est toujours en droit de l'employer dans

des nouveaux cas, présentant qiielque analogie, et jamais de contradiction,

avec les anciens.

Dans quelques cas il faut considérer en même temps une opération f et

une classe u dans laquelle cette opération est définie ; c'est à dire le couple

(/";^<). On rencontre ce couple dans les formules S{f,u), n{f,u), qui repré-

sentent la somme, ou le produit des valeurs de la fonction /*, lorsque la

variable prend toutes les valeurs dans la classe u, et dans &{f,ic), qui re-

présente l'intégrale de f, étendue au domaine te de variabilité.

P'I, A l'expression {f,u)x, où u est une classe, f une opération sur les

u, et X un u, nous donnons la signification fx.

P-2. Par variabilité de {f,îc) nous entendons la classe u.

P-3. vFu (u fonction définie des u) indique les couples formés d'une

vfu et de la classe u.

P-4. « Funct » indique toutes les expressions de la forme vFu, où ii et v

sont des classes.

P-5. Deux Fonctions définies sont égales, lorsqu'elles ont la même varia-

bilité, et dans cette variabilité produisent des résultats égaux.

P-6. Toute F est f. Nous parlerons donc des Fonctions sim, rcp, etc.

Ex : (mod, Q) zz (idem, Q)
« Les fonctions mod et idem, dans la classe Q, coïncident »

.

Ex. §Num -7 §77 32 10, §! 4-0-2 §D 1-2 §q« l-O 42-0 §Dtrm §Subst.

§15 * (inversion)

ft,&£ Cls . u£{bFa)rcp .^.
•0 ^^*= 1 {aFb) '> V3\vu= (idem, à)] Df
•1 u~^ii = (idem, a) 'â ocsa .^. u~^ux =x '3 (?r*)~* =^u
•4 a,h,cE Cls . ue (/>Fft)rcp . ve (6'F&)rcp r^. {vii)~^ = u"^ v~^

•5 «eCls . u,v£ (rtFrt.)rcp . iw= vu .^. ir^ v = v u"^

•6 » » » » itT* v~^ = v~^ u~^

Il faut considérer l'exposant —1 comme un signe simple pour indiquer

l'inversion. Voir F1897 p. 61. Cette théorie n'est pas appliquée dans la suite,

où l'on définira directement sin-i ...
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Note sur les chiffres

Ces P définissent les chiffres 0, 1, ... 9. Le signe X des Romains pour

indiquer le nombre « dix » est nécessaire jusqu'aux conventions sur la

ntimération (§2'P10), lesquelles suivent nécessairement la mu.ltiplication

et l'élévation à une puissance.

Sans ces conventions, les nombres qui suivent sont exprimés par

0-f , 0++, 0+ + +, etc.

Si l'on remplace les -|- par des barres, et si on sous-entend le 0, ils seront

indiq es par

I II III

par la répétition d'un môme signe ou comme réunion des unités.

C'est la notation primitive des nombres, qui date des temps les plus reculés,

et est encore en usage dans des cas spéciaux, comme la taille de la boulangère,

les jeux de dès, de dominos, de cartes, la cloche qui sonne les heures.

Dans les hiéroglyphes des anciens Egyptiens, les nombres 1, 2, ... 9 sont

figurés par 1, 2,... 9 barres. Puis il y a le signe Ç\ pour représenter 10,

et des signes pour représenter 100, 1000, etc.

Dans les écritures- hiératiques et domotiques (a. —2000), déformations

de récriture hiéroglyphique, les scribes ont réuni ces barres, et ont formé

des signes simples, ou chiffres, pour représenter les nombres de 1 à 9; confime

on voit encore dans nos chiffres 2 et 3, qui proviennent évidemment de

la réunion de deux {-=) ou de trois barres {=} Ces deux chiffres ont, dans

le calendrier égyptien, presque la même forme que chez nous et chez les

indiens. Chez les arabes ils résultent de barres verticales, et ont à peu

près la forme to et os.

Les chiffres 4 et 9 se ressemblent encore chez les différents peuples.

La forme des chiffres 5, 6, 7, 8 a varié beaucouj) chez les Egyptiens, les

Indiens, les Arabes, et chez nous.

Voir §2" PIO et F1898.

Df+
•2 a,h£^, .3 «+(&+) = («+&)+

•3 a£N„ .3- «+1 = «+ [ (0
I

6)P-2 .D. P
]

•^ «,6£No O- fi-\-{h-\-\) = (a+&)+l [ P-2-3DP ]

Les P"l-2 définissent la somme par induction.

« Soit a un X^ ; a-{-0 signifie a ; et, en supposant connue la somme de

a avec un nombre b, la somme de a avec le successif de b est, par définition,

le nombre su.ccessif de a-\-b »

.

Si dans la P-2 on donne à b successivement les valeurs 0, 1, 2, ..., on a

fl+1 = rt-l- «+2 = «++ «+3 = «+++
En général a-\-b, qu'il faut imaginer décomposé en a et -\-b, signifie

« a suivi de b signes + » ou « le successif d'ordre & de a ».
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^ 4. Propositions primitives

•0 N„ £ Cls Pp -1 0£N„ Pp
•2 as N„ Q. «+ £ N„ Pp
•3 s£ Cls . Oss : œss ~Dx. a'-\- ss r^. N, 3 •** Pp

I
P'3 =: Indiict= « loi d' induction »

j

î Pascal a. 1654 t.3 p.298 :

« Premier Icmme ... cette proposition se rencontre dans la seconde base...

Deuxième ... si cette proposition se trouve dans tine base quelconque,

elle se trouvera nécessairement dans la suivante.

D'où il se voit qu'elle est nécessairement dans toutes les bases. »
j

Les idées primitives sont déterminées par les propositions primitives que
nous venons d'énoncer et par les PG-2 P8--4, desquelles découlent toutes

les P de l'Arithmétique.

Dans la lecture des propositions il convient de se rapprocher autant que

possible du langage ordinaire. On lira les Pé p. ex. comme il suit:

•0 « No est une classe » •! « à laquelle appartient »

•2 « Tout nombre est suivi par un nombre. »

•3 « Soit .s* une classe ; supposons que aimartienne à cette classe ; et

que toutes les fois qu'un individu appartient à cette classe, son suivant

y appartienne aussi ; alors tous les nombres appartiennent à cette classe.»

On appelle "principe d'induction ,, cette Pp . On peut aussi la lire : « Si une
proposition est vraie pour le nombre 0, et si, étant vraie pour le nombre x,

elle est aiissi vraie pour le nombre x+, elle est vraie en général ». Ou
encore: « Ng est le plus petit système qui satisfasse aux conditions •0-1-2. »

La P'O, non nécessaire selon les conventions de F1889, le devient par les

conventions actuelles. Voir §1 Pl'7 note.

Une condition a contenant une variable x, ou un système de variables,

est dite « indépendante » de la condition b, si 3 X3(b-a), « existent des x
qui satisfont à la condition b et non à la a »

.

Les Pp sont des conditions entre les objets non définis 0, Nq -\-, qu'on

peut considérer comme des variables ; on peut donc parler de leur indé-

pendance.

Si l'on remplace No par Rq (nombre rationnel positif on nul), la condition -3

n'est pas vérifiée, bien que les précédentes le soient. Eu efiet il ne suffit pas

de reconnaître qu'une formule est vraie pour 0, et que étant vraie pour a, elle

le soit aussi pour a-j-l, pour conclure qu'elle est vraie pour toutes les valeurs

rationnelles de la variable. Autrement dit :

Ro s Cls : OsRq : as Ro .3- (i-\-l £ Rq

mais la proposition :

sa Cls . Oss : xss -ZDx . x-\-l ss :3- ^o 13 ^

n'est pas vraie, car on a ime absurdité si l'on remplace s par Nq .

Donc la P"3 est indépendante des précédentes.
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m 5.

[ Hp . &=0 . Df+ O- Ths (1)

Hp . a+6£No . Df+ . Pp-2 O. a+(6+l) e'So (2)

(1) . (2) . Induct O- P
]

« La somme de deux nombres est un nombre déterminé.

En effet, quel que soit le nombre a, cela est vrai si 6=0 par la P3'l ; si

la somme a-^-b est définie pour une valeur de 6, par la P3'2 elle sera

aussi définie si l'on remplace b par son successif; donc, d'après le principe

d'induction, la somme est définie en général. »

•2 a,b,csNo .3 a+à+c = {a+b)+c Df

•3 a,b,c£'NQ .3 '^(^-{{b-{-c) = a-\-b-{-c
\
Assoc+

|

[ Hp . c=0 .D. Ths (1)

Hp . (a+b)+c = a-\-(b+c) . Df+ .3. (a+6)+fc+l) = [(rt+&)+c]+l

= [a+(6+c)]+l = a+[(6+c)+l] = «+[6+(c+l)] (2)

(1) . (2) . Induct .D. P
]

•4 «£No .3 0+a==a
[ Df+ .3 0+0=0 (1)

flsNo . 0+a =a . Df+ .3. 0+(a+l) = (O+fO+l = «+1 (2)

(1) . (2) . Induct -Z). P ]

•41 asN, .3 l+^/ = ri+l

[ Df+ . P--i o- 1+0 = 0+1 = 1 (1)

ofNo . l+« = .y+l .3. l+(a+l) = (l+al+l == (a+l)+l (2)

(1) . (2) . Induct O. P ]

•S a,b£^^ .3 «+^ = ?^+^^
I
Comm+

|

[ Hp . b=0 . P-4 O. Ths (1)

a,&£No . a+& = b+a O. «+(6+1) = («+6)+l (2)

» . P-41 O. (6+rt 1+1 = l+(6+rt)

Associat+ O. » = (l+6)+a
P-41 .3. » =(6+i)+a (3)

(1) . (2) . (3) . Induct O- P ]

•6 a,b,C£ No .3 ^f+^>+^* = a-\-r-\-b
[ Assoc+ . Comm+ .3. p

]

^^ 6.

•1 a,b£^ç, . a=6 .3- «+1 = &+1
[ Hp . §1 PlO-1 .3. rt+1 = a+1 (1)

» . (1) .3. as X3( fl+1 = .T+1 ) (2)

» . (2) . §1 PlO-5 .3. bs X3[ 0+1 = x+1
)

• (3)

» . (3) .3. Ths
]
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•2 a,hE N„ .a+l = b-\-l Q. a:=b Pp
« Doux iioinbi'cs suivis par le uicmo nombre sont égfiui. »

Un système périodique, précédé d'une antipériode; comme la suite

0, 1, 1, 1, ... satisfait à toutes les P pi-écédentes, mais non à la nouvelle Pp.

•3 a,b£^^ r^: a=b .=. a+l = b-\-l [ p-i . p-2 .3. P
]

i a,b,cs^, rj: a+c= b+c .—. a=b Ex. §- Pl-l Dm
[ Hp . c=0 .D. Ths (1)

Hp : a=b .=. a-^c=b+c : P-3 O: a=b .=. rt+(c+l)=&+(c+l) (2)

(1) . (2) . Induet .3. P ]

a ' -^^7. ii,v,io£ Cls'N, . cœ^, Q.
i u-\-a = X3['3. u^ y3{x = y-\-a)\= u\-\-a) Df
•2 a-\-u = » » ix = a-\-iJ}\ = {a-\-Yu .

Df
•3 ii-{-v = X3\;^{y]z)3 {ysu . zev . x= î/+^)] Df
•31 u-\-v z=z {x-\-y) \{x',y) \uiv) Dfp

•4 a4-^^ = i^+a =z ia-{-u

•7 N„+N„ = N„

Nous définissons ici la somme d'xm nombre et d'une classe de nombres,

et de deux classes. Ex: P8, §— PI, §1^ P5, ...

w - ^^ 8.

•I N, = N(,+l
I
=: « nombre positif »

j
Df

•2 N, ;3 N„ [ = P4-2
]

•3 N„ = fO g N,

[ 0£<0oN, : ccsNo .3. cc+1 fX, : Induet O: NoD«OuN, (1)

P4-1 . P8-2 .Z). ^OoX,D No (2) (1) . (2) .D- P ]

•4 rt£ No Q. a+1 -= Pp

•S -£ N, [ = P-4
]

•6 N, = No-fO Dfp [P-3.P-5. §A5-2 .Z). PJ

•7 0=7(No-Ni) Dfp

•4. « Le nombre qui suit un nombre quelconque n'est jamais 0. »

Un système périodique, p. ex. les heures astronomiques du jour, où

r heure qui suit 23 est 0, ne satisfait pas à la '4, bien qu'il satisfasse à

toutes les autres Pp.

Ainsi nous avons prouvé l'indépendance ordonnée des Pp ; c'est-à-dire

que non seulement on ne sait pas déduire, mais qu'il est impossible de

déduire une Pp des précédentes.
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On peut prouver aussi l'indépendance absolue des Pp. Les exemples

portés à propos des P4*3, 6'2, 8"4 prouvent qu'elles sont indépendantes

aussi des Pp suivantes. Ils ont été publiés dans RdM. a. 1891 p. 91.

Si en attribuant à et à -f- la signification commune, l'on donne à Nq

la signification N^, sont vérifiées toutes les Pp, exceptée la 4-1.

Si en conservant à et à -f- la signification commune, on attribue à Nq

la signification « chiffre, ou ensemble des nombres 0, 1, 2,.... 9 », on satis-

f'aira à toutes les conditions, à l'exception de la 4-2.

Ces exemples sont dûs à M. Padoa; voir F1899.

Enfin nions que Nq soit une Cls ; c'est-à-dire par Cls entendons tout en-

semble, excepté l'ensemble Nq ; mais convenens que aeNg signifie « a est

un nombre » (comme si Nq était une Cls). Alors seront vérifiées toutes les P
suivantes, mais non la '0. Cet exemple a été indiqué par M. Va ce a.

Ces Pp, dont nous avons vu la nécessité, sont suffisantes pour déduire

toutes les propriétés des nombres qu'on rencontrera dans la suite. Mais il

y a une infinité de s,ystèmes qui satisfont à toutes ces Pp. P. ex. elles sont

toutes vérifiées si l'on remplace N, et par N, et 1. Tous les systèmes qui

satisfont aux Pp sont en correspondance réciproque avec les nombres.

Le nombre, Nq, est ce qu'on obtient par abstraction de tous ces systèmes;

autrement dit, le nombre, Nq, est le système qui a toutes les propriétés

énoncées par les P primitives, et celles-là seulement.

•7. Cette P, due à Padoa F1899, exprime par No et N^ = N9+ ; elle

permet de réduire le nombre des idées primitives. Mais alors il faut changer

le système des Pp ; cette transformatinn a été faite par M. Padoa dans

ses conférences sur VAlgebra e la Geomctria, quali teorie deduttive, Roma 1900.

On pourrait même définir le système (0,No,-|~) comme le s^'stème satis-

faisant aux Pp.

J ^^ 9-1 +£NjN„ [=P4-2]
•2 + £ (NjN„)sim

[ = P6-3
]

•3 .S£ Cls . 0£.S . + £ SJ.S .3 ^0 ID ^
[ = P4-3

]

'A 5£N„ -Z). +b E NjN„ [ = -1
]

•5 » +& £ (NjNJsim [ = P6-4]
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^ 10. se Cls . u£ sjs . aes . &,c£No .3.
•1 auO :=a Df -2 au{b-^) = {aub)u Df
•3 auh £.s

[ Hp . 6=0 . P-l O. Ths : Hp . auh ss . P-2 O. au{b+) ss : luduct O. P
]

•4 (ub) S .SJS [ = P-3
]

•5 u£ (sj.s)Sim .^. (?(?>) £ (.sjs)Sim

[ Hp . 6=0 O- Ths (1)

Hp . ubs{s}s)S[m . x,yss . x-=y O- xuh-z=yuh .

Z). {xub)u -= {yuh)u O- xuib-Ç) -= yit{b+) (2)

Hp . ub s (.ST.s)Sim . (2) O. îi(b+) s (sj.s)Sim (3)

{1).(3). Induct O- P
]

•6 v£ .sjs : x£s r^x. xiiv= xvu -r^. {aub)v = {cir)iib

[ Hp . 6=0 . P-l O. Ths (1)

Hp . {aub)v =r (av)ub . P'2 O- [«w(6+)]y =: [(aztft)?^]?; =
l{av)iibltU = {av)u{b+) (2)

(1) . (2) . luduct O. P
]

•61 Hp P-6 .3- {aub)vc = {avc)ub [ Hp . {ub,v,c)\{v,u,b) P-6 .3 Ths]

•62 Hp P-6 .3. a[{uv)b] = a{ub)(:vb)

[ Hp. 6=0.3 Ths (1)

Hp . «[(»y)&] =: a(;ub)[vb) .3- '^[("î^")('-'+)] = cf[(««w)6]?<w =
a{ub\vbyiv = a\ub)u{i-b)v = a[«<;^&+)][iî('6+)] (2)

(1). (2) .'luduct .3 P ]

•7 a{ub){iic) = a{uc){ub) [P-61 . y=;<. .3. P]

•8 {aub)uc = a?<??+c)

[ Hp.c=O..P-l 3. Ths (1)

Hp . {aub)uc =: au(p-\-c) rj. [{aub)icc\u = [au{b-{-c)]ii, (2)

» .3- (f«i6)«(c+) = ai<(6+c+) (3)

Hp . (1) . (3;^ . luduct .3. Ths
]

Ex. d(w P précédentes: Pli, §X P2, §h Pl-0.

•9 ?*£.sfs.^. T^a= a\{\xvx)h'\ Df

, ,(P'^) " ^^it ,s uuc classe, u uue trausformntiou des .s eu .s ; soit cy iiu .s-, et

b lin nombre; alors par auQ ou indique a »; (P'2) «et par au{b+) nous

entendons ce qu'on obtient en opérant sur aub encore une fois par le

signe ic »

.

Si l'on fait, dans la P-2, 6=0, on obtient aul=au; en faisant 6=1 on

a ait2 = {au)u , aicS = auun,... est ainsi de suite. En conséqixence, par in-

duction, on obtient la signification de aub, quel que soit le nombre 6 (P'3).

La formule aub doit être décomposée, lorsqu'il est nécessaire, en a{ub).

Soit donc u une opération définie dans la classe .s'; quel que soit le nombre
6 on obtient la nouvelle opération ub (P'-l), qu'on appelle « l'opération u

répétée (itérée) 6 fois ».
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On déduit: (P'5) c Toute fonction semblable répétée est aussi semblable ».

(P"6) « Si l'opération u est commutable avec l'opération v, l'opération ub

est aussi commutable avec v, et (P-61) l'opération ub est commutable avec

vc, quels que soient les nombres b et c y>

.

(P-62) « Si les opérations u et v sont commutables entre elles dans la

classe .S", alors l'opération uv répétée b fois est, dans la classes, identique

à l'opération {ub){vb) » .

Quelques Auteurs appellent « puissance » d'une opération l'opération

répétée. (P'7) « Deux puissances d'une même opération sont commutables '

entre elles »

.

(P-9) Si un signe de fonction v, au lieu de suivre la variable, la précède,

la fonction répétée b fois est indiquée ordinairement par v^ , notation que

nous suivrons. Dans ce cas {\x){vx) est le signe de fonction qui, en sui-

vant la variable a, donne pour résultat va.

Ex.: §q P8-i-l-2 §DP6-4 §e P3-1 §Subst P2-5.

On rencontre' les puissances des fonctions dans Babbage, LondonT.

a. 1815 p.390.

^ 11. (N„,+)I(.S,I^)P10-1 -2 -3 -4 -5 -7 -8 .3
P3'l -2 5-1 9-4 -S 5-6 -3

Des PIO par une substitution on déduit les P sur la somme.

On peut continuer la lectixre en passant au §>• qui suit, ou au §— , ou

au §X, ou au §••• 2", car chacun de ces signes est défini par le signe +.
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m ^ >

+ e^ ^ a,b,c,cm, O: _0 b^a .=. a^b .=. bs a+N^ Df>
Les sig'nes > et •< ont la forme if et § dans Girard, a. 1629 fol./?; la

forme \ZZ _II| dans Oug'htred a. 1631, qui a aussi introduit des sig"ncs cor-

respondants à ^ ^ (Clavis Math. Londini a. 1648 p. 166) ; et la forme actuelle

dansHarriot a.l6;)l p. 10.

Nous considérons ici le sig'ne ^ connue un signe simple. Voir P2'4.

•01 a>0 'Oâ a^a '03 a^b . b^a .=:. a^b
'Oi a^b^c .=. a^b . b^c Df

'i c^b . b^a .]3- c>^('

[ x,i/s}sq . c:= b+y . b= a+x .]3. c= a+x+i/ =i o+{x+i/) .3- c^ci. (1)

(1) . E\un{x-,y) -ZD- P ]

•2 b^a .=. b+c^a-^c
[
xsy.Q . J)=: a+x .3- ^+c = a+x+c := a+c+x .3- ^+f > '^+t'- (1)

xsXo • ^+c = «+c+£P . §+ P6-4 .3. &= a+x -ZD- 'J>« (2)

(1).(2) . Elini a? .Z). P ]

•3 b^n . d^c .3. b-\-d ^ a~\-c

[ Hp . P-2 .Z). 6+rf^ «+fZ . fl+fZ ^ a+c . P-1 .3. Ths
]

•0 &>« .=. «<?) .=. bs a+N, Df>
•1--3 =

I

^)Pl-'l--3

•4 &^« .=. b'^a .w. &=« Dfp

[ Df^ . §+ P8-3 . Df< .3: 6^a .= . 6c a+No .= . ftf ^i+ftOu Nj) .=.

hs <«w(rt+Ni") .=. /jfj« .u. 6e a+Ni .=. 6:=a .w. &>•« ]

•5 a=:& .w. ci<Cb .g. a>>&

[ «sNo . ^=0 . PI -01 .3. P (1)

«,6£No • «=& O- «< ^J+1 (2)

. a<6 .3. « (3)

. csNj . «= 6+c .Z). a^ 6+1 (4)

• ^'>?> • (4) -D- «^ &+1 (5)

. a=b u rt<6 w a>6 . (2)(3)(5) -Z).

«<(6+l) u «z=r6+l) w «>:;6+l) (6)

(1) . «o) . Induct -D- P ]

•6 -(a>rt) -7 ^>rt .=. -(&^rt) Dfp

Les Df de max et min contiennent les seuls signes précédents.
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§22 -

+ ^ 1. a£N„ . bs a+No O:
•0 h—a = i[^^f>X3{x-[-a=b)] Df
•1 b—a eNo -2 {b—a)-\-a = &

[ Hp .3. a No n a;3(6= cc+a) (1)

Hp . x,ye\ . b= x+a . b= y+a . %+ PSi .3. xz=y (2)

(1) . (2). §;P-1 O- &—« £ No '^ X3{x+a = b) O. Ths
]

•3 -a £ (r-^+No)jNo [= p-i]

•4 rt— =:a "41 a—a =0

^ 2-1 6£Cls'N„ .3 +s= +'s. -s=:—'s Df
•2 a,b£^, .3 «+(+?;) — a+b Df
•3 ?>£N,3 . as &+No 3. «+(-&) = a-b Df
•4 aeNo 3. a= -\-a . Df

JN^o^e sifr les nombres positifs et négatifs.

Les hiéroglyphes adoptés par Ahmès, a.—2000 pour représenter les signes

+ et — sont les jambes d'un homme qui va, ou qui vient (table XI N.28).

Le signe + dans Diophante est sous-entendu. Le signe — a la forme ài.

Ces signes ont la forme 2^ et m~, abréviations des mots « plus » et « minus »

dans Chuquet a. 1484 et dans Paciuoli a. 1494; et la forme actuelle, qu'on

croit une déformation de la précédente, chez Grammateus a. 1521 ; voir M.

Cantor t.2 p. 39.

(Dans Widmann a. 1489 le signe + a une signification différente).

Pl'O « Soit a un nombre, et b un nombre supérieur ou égal à a. On
indique par b—a le nombre x qui satisfait à l'équation a;+ût = &»-

'^(^r\xd{x+a-^b) est une classe; en écrivant en avant de cette classe le

signe ; on obtient l'individu qui la constitue.

P-1. «Dans les Hp. énoncées, 6—a est un nombre déterminé »

.

P'3. « Soit a un nombre; alors —a est une opération qui, appliquée à

un nombre non inférieur à a produit un nombre »

.

Elle n'est qu'une forme différente de la P-1. On peut la comparer à la

§-|-P9'4, laquelle dit que +a, c'est ta dire 1' opération + répétée a fois, est

un No j No-

Les signes -|-a —a +No —Ng
correspondent, à peu i)rès, aux mots

«ajouter a» «retrancher a» «nombre positif» «nombre négatif»;

ils représentent des opérations j .
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Cette façon de considérer les nombres positifs et les négatifs se rencontre

plus ou moins clairement dans plusieurs A.:

MacLaurin a. 1748 p. G:

« a Quantity that is to be added is called a Positive Quanti ty; and a Quan-
tity to be subtraeted is said to be Neg'ative. »

C a u c h y , a . 1 S2 1 , p . oo3 :

« ... on acquiert l'idée de quantité (positivée ou négative') lorsque l'on con-

sidère chaque g'randeur d'une espèce donnée connue devant servir ;i l'ac-

croissement ou à la diminution d'une autre grandeur fixe de même espèce.

Pour indiqu.er cette destination, on représente les g-randeurs qui doivent

.servir d'accroissements par des nombres précédés du signe +, et les gran-

deurs qui doivent servir de diminutions par des nombres précédés du
signe — Enfin, l'on est convenu de ranger les nombres absolus qui ne

sont précédés d'aucun signe dans la classe des quantités positives.»

La Df P2-1 donne aux signes -{-^o et —No les valeurs «plus quelque Nq »

et « moins quelque No »

.

Une lettre isolée peut indiquer un nombre positif ou un nombre négatif.

Si l'on pose o=2, h=+b, on aura, sans convention nouvelle, «6 = 2+5; la

P2-2 dit que nous convenons, selon l'usage commun, de représenter par a-\-b

cette somme. De même pour la P-3.

La P2-4 exprime la convention de représenter par le même signe deux
objets différents, un nombre absolu et un nombre positif. On pourrait évi-

demment supprimer ces définitions •2--4-, mais on aura des formules diffé-

rentes des ordinaires.

No + - ^^ 3-0 n = +N„ ^ -N„ Df
•1 No 3 11 [P'O. P2-4 .D. P]
«n», qu'on lit « nombre relatif, ou qualifié», indique l'ensemble des

nombres positifs et des négatifs.

•2 œ,i/£n r^.'.

œz=ijj.=.: liE^^ . u-\-œ, n-\-y£^^.'^u . u-\-x = «+// Df
« Deux nombres relatifs x et tj sont égaux, par définition, lorsque

pour tout nombre positif u, on a u+x =z u+y, pourvu que ces opérations

soient possibles en nombres positifs »

.

•3 a,b£^^ r): 4-rt = -\-b .=. —a = —b .=. a=b :

+a = —b .=. a=0 . b=0

x-\-y = 1 lY^ Z3\ji£^^ . }t-\-oc, ii-\-x-\-y £N„ r^u. u-\-x-\-y = it+c-] Df
«On appelle somme x-\-y de deux n, un nombre relatif z tel que,

en effectuant sur un nombre ])ositif u l'opération -{-x, puis l'opération -\-y,

pourvu qu'elles soient possil)les, on obtienne pour dernier résultat u-\-z. »

F. 1901 4:
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-\-a+b— +(a+&) . —a—h — —{a-\-h) . +«—& — -\-{(i—h) —
—{h—a) . —a+b = —{a—b) = +(&—«)

j
BRAHMAGUPTAjVersion de Rodet, Journal Asiatique, a.l878 p.24:

« § 19. La somme de deux biens est un bien; celle de deux dettes une
dette; d'un bien et d'une dette, leur différence, ou, si elles sont égales,

zéro. La somme de zéro et d'une dette est une dette; d'un bien et de

zéro est un bien ; de deux zéros est zéro.

§ 20-2L Régie pour la soustraction....

Dette retranchée de zéro devient un bien, et bien devient une dette. ...

Si l'on doit retrancher un bien d'une dette ou une dette d'un bien, on

en fait la somme. »j

a,b,c£\\ .3. '1 a-\-b £n

'± a-\-b= b-\-a -3 a-Y{b-\-c')= {a-{-b)-\-c= a-\-b-\-c

'A a4-c= &+c .=. a=b -5 a-{-0= a

^^ 5*0 x£n .3- —^ = :^ n'^ 2/3(a?+?/ =0) Df

•01 «£N„ r^. —(+a)= —a . —{—a) = +a
a,b£n .3 '1 —a en -2 —(—a)=-a -3 —{a-{-b) = —a—b

•4 a—b = a+{—b) Df

•5 a=^b .=. —a=^—b .=. a—b =
'6 ^£11 . a-\-x =b .=. x=: b—a
•7 a^b —0 . a—b =0 .=. a=Q . b=0

^^ 6-0 a,v,w s Cls'n . asn .3. §+ P7 . §— P2-1

•1 a-\-n = n . n+n nn n . —n = 11

•2 n = N,—N, = Nj—N, = n—

n

>> ^l^ T'O a-,j/£n r^: .r>>?/ .=. y<;^ .=. ^£y+Nj Df

•01 a,teN, .3): +(('>+b .=. a^b : -{-a> —b : —a'^—b .=. a<b
a,b,c,d£n .3 ''-''J = §> P2'i--7

•7 «>»/> .:=: x£'Nq . œ-\-a, x-\-b fiN^ ."^x . œ-\-a'^x-\-b Dfp
•8 r^>/>.=. —a<— ^> .=. «—/>>0

•9 «>/; . C<(I O- ^'— ^'> ^^— ^^ • ^'<^> ^'^'^ O- "—'^ < '^— ^^

Les Df de « mod » et de « sign » sont exprimées par les seuls sig-ues

précédents.
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§23 X

+ ^^ h a,b,c,cm, .-J. -u axO=0
]

•01 nx(h+l) = {axb)+a}
^

•02 ab = axb . axbxc={axb)xe
axb+c={axb)+c . a-{-bxc=a-\-{bxc) Df

On rencontre le sig-ne X dans Oiightrcd, Clavis mafhemafica, a. 1631.

Les P-0-01 sont des Df par induction. On pent les remplacer par P2-0,

ou par §2'Po4.

•1 axb S No

[ asNo . Dfx O- «XO s No (1)

a,bs No . axb s Nq . Dfx • §+ Pô-1 .D. aX{b+l) s No (2)

(1) . (2) . Induct .D. P ]

•2 Oxa =0
[ Dfx O- 0X0 =0 (1)

as^o '. 0X« = . Dfx -D- Ox(o+1) = Ox«+0 = (2)

^1) . 1 2) . Induct -D. P ]

•21 lxa=a
[ Dfx -D- 1X0 = ^(1)

asNo . 1X« = a .Z). 1X(«+1) = lX«+l = «+1 (2)

(1) . (2) . Induct .Z). P ]

•3 a{Jj-\-c) = ab-\-ac
\
Distnb(x,+)

{

[ f/,6,c£Xo . c=0 .^. ab-\-c) =: ab-{-ac (1)

a,b,cs^o . «fft+l > = ab+ac . Assdc+ . Dfx O- o[b+(c+l)] =
a[ib+c)+l] = ab+c)+a = ab+ac+a = ab+ai^+1) (2)

(1) . (2) . Induct .D. P ]

•31 (a-{-b)c= ac -\- bc
|
Euclides vu P5

|

[ Hp . c=0 .3. Ths (1)

«,6,C£No . (a+b)c = ac+bc . Df X -D- (a+6)(c+l) = a{+b)c+{a+b) =
ac+bc+a+b = (ac+a)+(bc+b) = «(c+l)+&(c+l) (2)

(1) . (2) . Induct .D. P ]

•32 {a-\-b){c-\-d) =z ab-{-ad-{-bc-\-bd
[
p-3 . P-31 .ZD- P]

'i ab = ba
\ Commx

|

j
Euclides VII P16 : "Eonoaav ôvo àgiduol ol A, B,

y.al ô /n£v A Tov B 7ioi.Xaji?.aoiâoaç zbv F jioieîro),

ô ôk B rbv A » zl »

Xiyœ, on l'aoç èoriv ô F zcp A.
j
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[ asNo . P-0-2 O- «XO = Oxa (1)

a,6£No . ab = ha . DfX O- a(6-f1) = ab+a = ba+a

P21 . P-31 O- » =ba+la = {b+l)a (2)

(1) . (2) . Induct O. P ]

•3 {axh)XC = ax{bxc) \
AssocX

|

[ Hp . c=0 O. Ths (1)

a,b,cs^o {ab)c = a{bc) . DfX Distrib(X,+) -D-

iab){c+l)z=i {ab)c+ab = a{bc)-\-ab =. a{bc+b) = a[&(c+l)] (2)

(1 ) . (2) . Induct O. P ]

•G ab ^0 .^. a^=0 .\j. b=^0 -7 ac=bc . C'=0 J^. a=b

j _j_ ^^ 2-0 a,b£N, .'^. axb = 0[{+a)b] Dfp [z=Pi-o-Ol]

« «X^ est ce qu'on obtient en effectnant snr l'opération +a, b fois».

•1 (No, +a, 0) \(s, u, o)§+ PlO-3 O. Pl-1

•2 {\,+a,0)\{.H,u,a)%+F10-8 .3 PI "3

•3 (No, +a,+b, 0, e)\{s, u, v, a, &)§+ PlO-62 O. Pl-31

•4 s£ Cls . u£ sjs . X£s r^. ûc{{ua)b]= x[H{axb)]

[ Hp . b=0 O. Ths (1)

> Hp . x[{ua)b] = x[u{aXb)] O- x[{ua){b+l)] = x[(ua)b]ua =
[u{aXb)]ua = xu{aXb+cc) = xu[aX{b+l)] (2)

(1) . (2) . Induct O. P
]

•5 (No, +«, 0)\{s,i(,x) P-4 O. Pl-5

^ 0. u,v,io£ Cls'No . rt,5£No r^:

•0 /fX« = ?^/(Xa) . (axv)= {axi'v . nxv= (X|+)§+ P7-3 Df

•01 a>( == ita= {ta)ii . iw= vu . u{dw) = {uv)w= uow

•02 H{a-\-b) 3 ua-\-ub . a{ii-\-?') = au-{-av . u{v-{-io) 3 uv-\-uw

•03 NoXNo= No . N,XN,= N,

a,1)/-£l^„ .3 -1 /jsNoX^t . c£N(,x& .3 ^eNoXa

•n &eNoX^? O- NoX?ONoXft
•2 ?>,c£ NoX<x .3 '^+^£ NoXa -21 NoXa + NoX« = NyXa
•3 b,b-\-c£'^(,xa .3 ceNoXa j

•2--3 Euclides vu P28
|

•31 b£ N,)X« O^ ^^<^ £ NoXac
•32 />i,»£N„XÇ 3- rt^^'*+?^" £ NoX*^

•4 a+ft £ 2No .=. «,?>£ 2Ny .w. «,/>£ 2No4-l

•ri a(rt+l) £ 2No . rt(rt+l)(a+2) £ 6N„ Continuation : §! P-2

•fi a(a+l)(2a+l) £ 6N0
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"> ^ 4. a,h,c,d£ N, .3
•1 a^b .=. ac > hc -2 a>& . c^d ~). ar> hd

- ^ b.

•1 /;,e£No . rt£ ?>+No .3 {a—b)c= ac—bc }
Euclides vu P7

j

[ Df— . Distrib(X,+ ! O- «« = [{a—h)+h]c = {a—b)r+bc O- P
]

•2 b,d£^^ . «£&+No . C£ c^+Nj 3. {a—b)ic—d)= ac+bd—bc—ad

n ^^ 6.

•u asn . b£^, .3 «X/> = 0[(+a)7;] . ax(-?^) = 0[(-«)^^] Df
•01 «,/> £ No .3 (+«)X(+/^) = +(ax?>) . {-a)X{-\-b) =. -{(iXb) .

(+rt)X(— ?>) = — (rtX/>) . (—^0X1—?^) = +(«X/->)

j
DiOPHANTUS I 9 : « AeJijHç im XnijHV TiolXanmoLaoddoa JTom

vjiaQ^iv. AeTipiç ôè èm v:iuo^ir, jtoieT ?.£Ïif>iv. »
j

^^ 7. a,b,c£n r). 'l axb£n
•2 0x^^ = . ixa^a "3 a{b-\-c) =: ab-\-ciC -i ab = ba

•3 «(^c) = {ab)c= abc -G--? = P1-g-'7

^^ 8. a,b,c,d£n 3-
M a(?;—(?)-|r&(c—a)+r(a—&)=0
•2 (a-&)(c-t?)+(&-c)(a-c/)+(c-a)(&-cr) =0
•3 {a+b){b+c){c-a)+{b+c){c+a){a-b)+{c+a){a+b){b-c) =

{a—b){b—c){c—a)

•i {a-b){b+c-a){a-b-\-c)+{b-c'){a—b+c){a+b—c)+{c—

a){a-lrb—r){bi-c—a) = Ma—b){b—c-){n—a)

•o a{b-\-c){b+c—a}+b{c+a){c-\-a—b}+c{a+b){a-\-b—c) = Qabc

•6 a{b—c){b-\-c—a)-\-b{c—a){c+a—b)+c{a—b){a+b—c) =
2{a—b){b—c){c-a)

^ 9-0--6 = (n
i

N.) P3

^ 10. a,b£n . ceN, 3- ^^^^ •=• ^'^^^ ^^

Par les signes précédeDts sont exprimées les Df de /, P>,
Np.
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§24 / R r

X ^ 1. «£N, . teN,X« .3
•0 b/a^i'Nif^x3{xxa^b) Df

•i h/ae^^ "i {h/a)xa= h

•3 /(lE (rtXN,) j N,

•4 a/1 =: a -41 rt/a ^ 1

^^ 2-i isCls'N, .3 /s =A Df

2 a,&£N, .3 ?;/« = (X &)(/«) Df

Pl-0. «Soit a un nombre (non nul), et h un multiple de a. «6 divisé

par «» désigne le nombre x qui satisfait à la condition a:;X« = &»-

P-3. « Donc /a, qu' on lit « diviser par a » , indique ime opération dé-

finie sur les multiples de a\ le résultat est un Nj ».

On dérive toutes ces propositions de §— PI, si Ton remplace les signes

No,+,-,0 par N„X,/,1.

La notation hja, répandue notamment chez les auteurs anglais, est une

transformation très commode de la notation commune --, due aux Hindous,
a

et qu'on rencontre dans Leonardo Fibonacci, a. 1202, Liber Abaci, fol. 11.

Le signe de division a aussi les formes :

à)h dans Oughtred a. 1667 i).196, où « quantitas intra curvam denominator

est», h^Cl (Pell, MacLaurin, ...), h:a (Leibniz), etc.

P2-2. « On écrit hja au lieu de (X&)(/«)) C est-à-dire multiplier par & et

ensuite diviser par a; a et 6 sont des nombres donnés »

.

Toute expression de la forme (X&)(/«), où a et & sont des N^, s' appelle

« raison » ou « nombre rationnel » ou « fraction » . Nous 1' indiqu.erons par

le symbole R.

Le nombre rationnel, ou raison, Xôyoç dv àgiSfiog jiqoç àgi&fxov è'/ji d'Eu-

clide, se présente ici comme une opération, possible dans quelques cas,

précisément comme nous avons rencontré les nombres positifs et négatifs.

Selon le langage ordinaire, — précède le nombre, ou la grandeur, sur

laquelle on opère, et signifie « diviser par a et multiplier par & ». P. ex.

3
« — de 15 fr. » signifie « ce qu'on obtient en divisant 15 fr. par 5 et en

multipliant le résultat par 3». Mais nous préférons donner à &/a, qui suit

le nombre sur lequel on opère, la signification « miiltiplier par b et diviser

par a » , afin de rendre possible l'opénition dans un plus grand nombre de cas.
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R =: (nombre rationnel)

Nj X / ^^ 3-0 R=z x3 a {a;b)3[a,h£N^ . x=: (xb)(/a)] Df
•01 R=N,/N, Dfp

[
= P01

•i NOR
•2 œ,7jeR r^).'. oc=^y .=: ?«fN, . /«.a?, uy fN, .3«- ^^ = "V J^f

«Deux nombres rationnels ce et ?/ sont dits éii-aux, lorsque, cjiiel que

soit le nombre u, tel qiie les opérations ux et ?i?/ soient possibles, les

résultats sont égaux ». Cfr. §n P3-2. Quelques A. prennent comme Df la

l'4-l. Ils ne définissent pas la raison de deux N^, mais seulement l'ég-alité

de deux raisons. On introduit alors les nombres rationnels par abstraction.

•1 a/l)=ic/d .^. ad=:hc Dfp
| Euclides vu P19

j

[ Hp . alb = cjd O. bd
,
{bd){ajb)

, {bd){cld) sN, . P3-2 .3.

{bd){ajb) = {bd){cld) .3. ad = bc (1)

Hp . ad = bc . ajsNj . x{ajb) , xicjd) s Xj .3. ccarf := cc&c .3.

\xajb)bd = {xcjd)bd . §XP1-51 -Z). cc«/6 = ccc/rf (2)

Hp . ad = bc . (2) . Export -D. «/& = c/^Z (3)

(1) . (3) .D. P ]

•2 a/ft = {ac)/(l)c)
I
Euclides vu P17

|

•3 a/b = c/b .=. rt=c -4 «/?> = «/c? .=. &=cZ
•3 a/& z= c/c/ .=. a/c= b/d .=. b/a= c^/c | Eucl. vu P13

|

•6 a/b= d/e . b/c= e/f.'^. a/c= d/f \
Euclides v P22

|

•7 a/b = e/f . b/c z= d/e .3. a/c = d/f \
Euclides v P23

|

L'égalité ajb =z cjd est dite une " proportion ". La '5 exprime les règles

dites " invertir " et " alterner ".

^^ 5-0 oc,y£B, .^.

XXy =^ ooy= 7 R '^ j3(?f£N, . iix,uxy eN^ r^u . uxyz=zuz). Df

« Le produit xy de deux nombres rationnels est le nombre rationnel z qui

satisfait à la condition uxy =. uz^ quel que soit le nombre entier u^ pourvu

que les opérations ux et uxy soient possibles ».

a,b,c,d£N^ .^.
•1 {a,/b) [b/c)= a/c

•2 {a/b)x{c/d)= {ac)/(bd) \ Euclides viii P5
|
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•\ cixb £R -2 a/;= 5a '3 a{hc) = (aZ>)6'^ aZ>c

•4 ac= Z>c .=. rt=Z> -S (R
I

N„)§xP2-0
•6 axR= R -7 RxR= R
•8 a Ni'^ m3{ma, mb, me £ N,)

$^ 7-0 rrsR .3 /^ = 7 R'^ y5(^Xy— 1) Df

La P7-0 définit jx, qui sig'nifie « diviser par x » , ou « multiplier par le

réciproque de ce », ou, en supprimant le signe de multiplication, «le réci-

proque de ce » . Ce symbole est le correspondant de —x, qui signifie « re-

trancher X » « ajouter l'opposé de x » « le nombre négatif —x ».

Les calcu.ls sur les fractions étaient connus des anciens Egyptiens,

a. —2000. Voir F1899.

La considération de la fonction ja, «le réciproque de a», c'est-à-dire la

suppression du numérateur de la fraction, lorsqu'il est l'unité, qu'on remarque

dans Ahmès, a été nouvellement proposée par M. Macfarlane (Edu.cat.

Times, a.l887).

^ 8. a,b£R r):

•1 /asR -2 /{/a)=a -3 /{ab)= {/a)(yb)

A b/a=:bx{/a) Df

P8-4. On peut considérer le rapport bja comme le produit de b par le ré-

ciproque de a. Ainsi toute division est réduite à une multiplication. Ces

formules ont leurs correspondantes dans §n.

•5 a=b .=. /a= /b .=. a/b=X
•G ^£R . ax =& .=. x=z b/a \ Ahmès N.24-38

|

•7 /R= R

+ tk 11. a,b,c4,e,m, .3.
•1 a/b — c/d .=. {a-\-b)/b = {c+d)/d \ Euclides v PIS

|

•2 a/b = c/d= e/f."^. a/b = ((i+c+e)/{b+d-\-f ) |
» P12

j

•3 a/b= c/d.e/b=:f/d.'^.{a+e)/bz=(c+f)/d \
» P24

j

•4 (^^i^c)/(b+d)= a/b .3. c/d= a/b \ Euclides v P19
j

Les règles exprimées par ces P sont dites " componendo " et " dividende ".

^*^ 12-0 X,y£R 3
x-\-y = iB,^ J3(^^£N, . ux, uy £N, 3« • ux-\-iùy= us) Df

P12-0 « La somme de deux R, cc-f-?/, est le nombre rationnel s, qui satisfait

à la condition ux-\-mi =z ut, pour toute valeur du nombre entier ?*, sur

lequel on puisse effectuer les o2)érations iix et uy en nombres entiers. »
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i a/c+h/c= {a-\-b)/c -2 a/b-\-c/d= {ad+bc)/{bcl)

^^ 13. r^,?;,^£R .3 -1 a+bsR -2 a+& = &+a
•3 «+(^^+'?)= {(^('-\-b)-\-c= a-\-b-\-c -4 a+c= b-\-c .=. a=:b
•5 (R

I

N„)i>+ P7 -6 R + R = R -7 a{b+c) = ab+ac

^ 14. a,b,c8R rj'

•
1 œ,y£R . x/a = y/ft . x\y :=<? .^. ^^ ac/{a-\-b) . y=. bc/{a-\-b)

j
Ahmès N.63

I

La règle pour décomposer un nombre c en parties proportionclles aux
nombres o et & est dite " règle de proportion " ou " de société ".

> ^^ 15. a,b£R Q: '0 6>a .—
. a<J) .=. 7;£ «+R Df

•01 b'^a .=. ?(£N, . ua, ube^^ ."^u. iib'^ u.a Dfp

§>P2-l--7 §XP4-l--3

^ 16. rt,?>,c/?eN, .3:
•1 a/b>c/b .=. cC>c : a/b^a/d .=. b<d \ Eucl. v PIO

|

•2 a/b >> c/tZ .=. ocZ >- &c

•3 «/&= c/d . cC>b . cC>c .3- (^('+d> Z>+c
I
Eucl. v P25

|

•4 a/{a-\-b)< («+<?)/ (a+&+e)

•b a/b< c/<i .]3- V^< i(^+c)/{b+d)< c/c? | Chuquet p.653:

« La rig'le des nombres mo3'ens. Numérateur auec numcrateiir se adioustent

et denorateur auec denorateur. »
|

I
Pappus VII P8 p.691

j

^ 17. a,b,c,dsR .3-
•1 b'>a .=. /b < /a .=. b/a >1
•2 a>?; . c<,d .3. a/c> b/d : a<b . c>rf .3- «A< V*^^
•3 a<b .=. a R'^ X3{a<cc<,b)

•4 «<& . m/;i£R ,3- (^^<^ {ma-{-nb)/{m-{-7i) <Cb

•o a£R-d r^. «4-A^!>2

— -§[$ 21. a,6£N, . c£ a+N, . de &+N, .^.

•1 c/a = d/b .=. {c—a)/a = {d—b)/b \ Euclides vu PU
|

•2 c/a = cZ/& .=. {c-\-a)/ic—a) = {d+b)/{d—b)

^ 22' xsR . .y£ a;+R .^. .v—5c = ? R'^ ::3{x-{-s =?/) Df
•1 &,(7£Ni . a£&+N, .3 n/c—b/c = {a—b)/c

•2 ap,c,d,ad—bc £N, .3 a/b—c/d= {ad—bc)/{bd)
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% 23. a£R.Z>£a+R.3 '* &—«£R '2 (&—«)+«=&

^^ 24. (R
I

N„) §- P2

^î^ 25. «fiN^ . Z;£ nx« •^. '0 h/a = ? n'^ X2{xa =:&) Df
•i--5 = (n

I

N,)Pl-l--5 -6 0/a =0

r := (nombre rationnel relatif)

^^ 310 r= n/N, Df -1 r == -hR u—R u «0 Dfp
•2 R„= RwfO Df |Ex.: §mocl P2-l()

•3 R 3 Ro 13 ï" -4 n 3) r

^^ 32. x.yEY .3-.

j x^^y .^='. u£^ . u-\-x,u-\-y E^ r^u. u-\-x=zu-\-y Dt
•2 x-{-y= 1 v^ :-3{ii£R . u-{-x, u-\-x-\-y eR r^u. u-\-x-\-y= ii-\-z) Df

•3 —X^ T v^ y3{:x-\-y ^=-0) Df
•4 ^;—^zzia^+(—y)

• Df
•5 a;=y •=• ^^^^ • ^^'7 ^2/ £1^ O"- ^^^ =-?«?/ Dfp
•6 xxy =zxy^= lY^zsiiiEVi . ux,uxysn r^u. uxy =: uz) Df
•7 /x=zivr^y3(xyz=^l) Df
•8 x/y^=ix\{/y) Df
•9 a';4-y = n"'^ ;>?(^^£n . iix, uy £n .]3"- ux-\-uy =: ?<j) Dfp

^î^ 33. «/;,C£r .3 "J «+^£r -a-'S ^ §n P4-2--3

34. .3- •' —«£r -S--? z=r §n P5-2-'7

35. (r
I
n)§nP6-0--l

36. .3 -1 aYj)£v 2--7 = §xP7-2--7 P8

^^ 37. «,?;£r-iO 3- ' A £ï" •2--6= P8-2--6

•7 /—a^= —/a

^^ 40. a,h,c^d,à ,h',c'£Y 3-'-

•1 a—c -=0 .3- ^£1' • '^^•^+^ ^= CJ?+cZ .=. rz=z [d—b)/{ci—c)

\
Aryabhata P31

:

« Par la, différence entre des objets [a— c] div'ise/ la différence des rouijies

[d—h]
,

qvie possèdent deiix personnes : le quotient [{cl—&)/(«—c)] est la

valeur d'un objet [:=J2], si les fortunes sont ég'ales [ax-{-h=^cx+d\ » .\

•i2 x,y£v .x-\-y=za .X—y^b .=. x={a-\-b)/2 . y={a—b)/2

j
DiOPHANTUS I 1

j
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•3 ab'—ah -^0 .^: x,yeY . ax-{-hy^c . aœ-\-b'y ^c .=.

x= {ch'—c'b)/{ab'—a'b) . y=. {ad—a c)/{ab'—ah)
Continuation : §Subst 5*6

•4 a {oo;y)3\_ œ,yEv . 4xz=.0 . y=0) . ax-\-by =0 . a'x-\-b'y =0]
.=. ah'—a'bz=.0

•5 x,y,s£Y . y-\-z =a . z-\-x =b . x-\-y =iC .=. x= {h-^c—a)/2 .

yz= (a-\-c—h)/2 . 5-= {a-\-h—c)/2 \ Diophantus 1 16
|

•6 x,y,::£Y .y-{-z—x=za.:;-\-x—yz=h.x-\-y—z=c .^=.

x=: {b-{-c)/2 . y^ ...
j
Diophantus I 18

j

•7 x,y,z,t£Y . y-{-z-{-t =a . x-\-z-\-t =.b . x-\-y-\-t =c . ^•+y+
z =:d .=. x^ {b-{-c-\-d—2a)/o . .v= . . . j Diophantus I 17

j

•8 x,y,z-,t£Y . y-{-z-\-t—X =a . x-]-z-{-t—y =& . x-{-y-\-t—z =c .

x-{-y-{-z—t=:d .=. X =:{a-{-b-{-c-{-d)/4:—a/2 . y= . .

.

I
Diophantus I 19

|

^^ 41-0 a,b,C£ iwO . a'~b . b'=c . c-=a . a-\-b-\-f =0 .^.
[{a-h)/c+{h-c)/a+{c-a)/b][c/{a-h)+a/{b-c)-\-b/ic-a)]=z9

I
Prior a.l878; Cfr. Mm. a.l881 t.lO p.33

|

^ 42. a,b£Y .^i -0 b'>a .=. b£ rt+R
•01--9 = (R,r)

I

(N,,n) §n P7 -91 ?>>« .=. a («+Ry^(&—R)
Les Df de E, ^, ê, V , 1, sont composées par les seuls signes (jni précèdent.
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§25 [• = (puissance)

•0 a^'tii =2 a^ = l[{xa)m] |
:= " a élevé à la puissance m "\ Df

Noie. Euclide indique les puissances par une périphrase.

Dans Chuquet, a. 1484 et ses contemporains, la base est sous-entendue;

elle est l'inconnue du problème.

Girard a. 1629 adopte la notation (m)a.

La notation a'« a été introduite dans l'usage commun par Descartes,
a. 1644; nous la suivrons ici lorsque l'exposant est simple.

La notation a\^m se rencontre dans Pell a. 1659 (cfr. W al lis t.2 p. 239);

mais nous avons donné la forme [^ ,
qui est le signe de racine renversé, au

signe de Pell, qui est la sigle grecque de la tei-minaison og.

La notation «l^m est plus commode lorsque l'exj^osant est composé ; en

écrivant l'exposant en caractères plus petits on rencontre des difficultés de

lecture remarquées dans IdM. a. 1900 p. 271, et des difficultés typographiques

encore plus graves. Par ces raisons plusieurs A. écrivent exp x au lieu de e« .

i «1^0=1 -2 a^(^m+l) = {a\'}}i)xa Dfp

[ (No, Xa, ms,u,a)§+F10-l-2 .3 P-1-2
]

•21 «1^1 = a* = a . a\^2 = a^ = axa
•22 lf;/i = 1*" = 1 -2 3 0^(/n+ l) =
•3 a[^>a £ N, [(X„,X«,l)|(6%«,«)§+ PlO-3 .ZD- P]

•4 {a\'iJi)X{a^ii) = ((l'{'y(-}-n) [

•«
]

I
DlOPHANTUS Aritli. I

j

•s {axhfm = (rf///)x(?t>/0 I
Distrib(^X)

|

[(:N„,X«,X&,l)|Gs-,w,v,a)§+ PlO-62 .3. P]

•6
(«f^;;i)f^y?, = (t>^{jnXii) [(No,X^^m,n,l)|(s,z<,a,&,.x)§X P2-4 3. P]

î
EUCLIDES IX P3-4, 8, 9, 11

I

^^ 2. «,?;£N„ .3
• 1 {a + bf = a^+2ab+ b^ \ Euclides ii P4

j

{a+ bf = a'+ M'b+ 3ab' -^b' \
Diophantus iv P9

j

{a+ by =z a'+ 4.a'b+ 6a'b'+ 4r///+ b'

{a^bf= a'+ba'b^lOfâb'i-lOaVf+bab'-i-b^

{a+bf = a'i-6a'b+ lï)a'b'+20a'b'+\ban)'+6ab'^b'

{a+ by = a'+ la'b + 21 a'b'+ yoa'b'+ mci'b'+ 2 1 a'b'+ lab'+ b'

{a+ by = a'+ Hal)+ 2Sa'b'+ b6a'b'+ lOa'b'+ b6a'b'+ 2Sa%'

+ Sab'+b' Continuation : §C PT-l
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I
TscHU Scrii KiH a.l303 ; Stifel, Arithmetica intégra,

a. 1544, liber 1 c. 5 ; Tartaglia a.l556 p.73:

«Se iina quantità sarà divisa in due parti, come si voglia, il cubo censo

censo di tutta la quantità [(«+&)"] sempre sarà egiiale a qnesti 13 princi-

pali producti, cioè al prodntto dcl cubo censo censo dclla prima parte [«'^j.

Et al produtto 12u])lo del terzo relato délia detta prima parte via la se-

conda ]iarte [12«"6J. Et al produtto de) GGupIo dcl censo relato délia detta

prima parte via il censo délia seconda [GGi^i"'^-] , et finalmentc al pro-

dutto del cen. cen. cen. délia seconda parte |/>'^|..., et con tal modo potrai

procedere iu infinito. »
j

•H {a+ hf = a'+ Jy'+ ?yab{a+ h)

•12 {a^hy-\-a'+h' = 2{(v'^ab^hy
•13 a\a+ hy+a^b^+{a+ hYb^ = {ce+ah+ by
•14 {a-\-bY = a^+b^+ôab{a-\-b){a^+ab+ b^)

-lo {a+by = cû+ b'+lab{a+ b){a'+abi-b'y

\
-U-IS Cauchy a.l839 Œuvres s.l t.4 p.501

j

• 1

6

(a+ bf+ a'+ b'='2{a'+ «/;+ b%{(û+ab+ b'f+ 4:a'b%a+ bf]

•17 (rt4-&)"+«"-ffei»=(rt2+rt7j+Z>')\2(«'+«&+Z>')'+15«^6'(«+&)']

^^ 3. a,b,C£^, .3
• 1 (a+ &+ cf= ce+b-+â+ lab+ 2«c

+

Ibc

•2 (ft+ ^+ c)' = «'+?>'+c-'+3(rt'?>+ «//+rt^c+ «c'+ ^'c+&c') +
^ahc

3 » = a'+Z>3+6-='+3(a+?>)(a+c)(?>+ c-)

•4 » +3rt&c— «'+?>'+ c^+3(« + Z>+ r)(rt&+ «c+ 7;c)

•D » +«'+/y+ c' = {b^&f^{c^(if-^{a\lif-V^ahc
•6 {ri^b^c)' = câ+b'+c'+4{aV)+ a'c+ bhi-\-b'c+ c'a^c^b)+

6(aH)^+ a^(f+ ?/r')+ 1 2( a^bc+ b^ar^ c^ab)

•7 » ^(a'+b'+ r') = ^{a'-^-b'+ r'jia + b + rf +
SabHa+ b+ c)+ 2(a'//'+ rtV+ ?/r')

•8 (;rt+/;+rf+rt'+&'+r*==(r^+/>y+(rf+r)*+(?>+r)'+12rt.?;r(V/+/>+^')

• 9 (a+ /j 4- rA' = ft + ?>'+ c'

+

h{a+ ?>)(r(+ r){b+ r)(«'+ ?>'+ c'+ rt&+

Continuation : §! P8.

^ 4. a,b,tn,nsN^ r^:

•01 rt'eN,// .=. asl^J) -02 a'eN,?;' .=. «e N/;

î
EucLiDES VIII P14-17 :

"Eàv reToâyojyo^ TSToâycovov /iiSTO)], y.al t) ttIevoÙ ti]v Tclevoàv aexoi'ioei'
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xal èm' fj nXevQa tïjv nXevgàv justqj], xal 6 rergâycovoç xbv reiQdycovov

flEXQYlOei.

'Eàv xv^oç àgi^/ioç y.vfiov àgiûjuov jueiQfï,

, xaî ô y.v^oç Tov zvj^ov

•1 as N,xb .=. «"* 8 NjX/^""
I
EucLiDES viii P6

|

•2 ft2+?/£3N, O- n,b£3^, : a'+b'sl^, Q. «,&£ 7N,

Continuation : §Np 3"22

•3 {lOa+àf =z «(«+l)x 100+25

(100^+24^^ £ lOON^+76 (100a+24f^-^^^ £ lOONi+24
(lOOa+76)™ £ lOONo+76 (100a+26r+* £ 100^^+76
2H+2_|_32n4-,

g ^^^ g^^+'+S'^""' £ UN, 2«^+'+3*'*^' £ 17N,
23^+i_^3x52u 1 g ^^j^^ 2'^^»+2''^*+5'^+* £ 23N,

^^ 5. u,v£ Cls'No . rt,5£No Q.
•0 7(^b=zu'{[^b) . a^'v^ia^^yn . ^^fs^^ — ([s|+)§+ P7-3 Df

•1 N„^ D 3N„ . (3N„+1) N„^ 3 4N„ w (4N,+1)

No^ D 5N, u (5N„+1) w (5N„+4) N,^ ^ 8N, o 8N,-,+l w 8N,+4
N„^ 2) ION,, u (10N„+1) w (lONo+4) u (10N„+6) u (lONo+9)

No^D4N,.(4No+l)u(4N„+3)

No' D '^N, u (7N„+l)u (7No+6) No' 3) ON^ u ON^+l) u (9No+8)
N„*3 5N„ u (5N„+1) Continuation : §Chf §Np 3-9

rt£No O. (lONo+rO' D lONo+a
•2 <x£N, .^: a^ £ N/ r). a£ N/ |

Euclides ix P6 :

'Ê'àï' àoi^jLioç êavTOv jtoXlaTilaoïâoaç xv^ov Tioifj, xal avxbç xvfioç eojca.\

a+1, «'+1 £ 2N,' .=. a=l .w. a=l \ Fermât t.2 p.434|

«'+2 £ N/ .=. a=5 rt'+4£N/ .=. rt=2 .^. a=ll

I
Fermât a.l657 t.2 p.345:

« ... il n'y a qu'un seul nombre quarré en entiers qui, joint au binaire,

fasse un cube, et le dit carré est 25... »

«... si on elicrche un quarré qui, ajouté à 4 fasse un cube, on n'en
trouvera jamais (luc deux en nombres entiers, savoir 4 et 121. »}

rf'+«£2N,* .3. a—\
\
Fermât t.l p.341

i

«(r;.+l)(rr+2)(a+3)+l £ N/
[ = (a^+s.^+l?

]

a{a-\-\), a(a-\-\){n^2) -£ N^'uN,^'
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(2N,+l)-(8No+7) ^ N,/+îsV-j-N/
|
Legendre a.l797 p.398

}

•4 N, ^ ^V+^V+N;-lN/
!
Bachet a.l(321 p.241 :

« Onincin autem nuineruin vo] quadratuin esse vel ex diiobus aiit tribus

aut etiain quatuor quadratis eompoiii, satis exporiendo depreheudis. »
|

jDem. Cfr. Fermât t.l p.oOô; Lagrange a. 17 70 t.:} p. 189
j

•41 (N,+l)^ Z) N;^ + N/ + N„^ + îsV

î
P. Tannery mm. a. 1898 t.5 p.281

j

•42 (8N„+7)xN,'D^V+N/+N/+N,' | Fermât a.l636 t.2 p.6G:

« Octuplum cu.iuslibet numeri unitate dcminutum componitur ex quatuor

quadratis tantum, non solum in integris sed etiam in tractis».j

•5 a,5,c£N, . a'= b'+c' Q. h£ m, ^ es 3N, . bs 4N, u es 4N, .

as 5îs\ w b£ 5Ni w ce ôN^ . abc s 60'N^

I
Frénicle a.l676 p.76-79

j

•G

2f^(2[^5)+l s N,X[2'(2'+1)+1] JEuLERPetrC. a.l732 t.6 p.l04|

2f^(2r^6) +1 £ N,x[2^(2"'+2'+2'-l)+l] \ Landry
|

2|^(2f^l2) +1 £ N,x[2"(2'—1)+1] j
Pervouchixe PetrB. a.l878

|

2^(2^23) +1 £ N,X[2^^(2^+1)+1]
|

» »
|

2^(2^36) +1 £ N,X[2''(2'+1)+1] | Seeliioff Zm. a.l886 t.31 p.l73j

Continuation : §Np 3^4

•7 a,b£^^ . ms 2Ni+l Q. a-'+b"^ £ N,x («+?>)

•0 -3 (N/+X/)^X/
î Alchodsciiandî a.992

\

'i n£ No+ 3 .3 -a (N,''+ N,''^)'^N,"
j Fermât t.l p.291 :

« Cubum autem in duos cubos, aut quadratoquadratuni in duos quadrato-

quadratos, et generaliter nullaiii in infinitum ultra quadratum potestatem

in duas eiusdem nominis t'as est dividere: cuius rei denionstrationem mi-

rabileni sane detexi».|

La déni, se réduit au cas où ^sNp. Kummer, a. 1850 JfM. p. 138, a dé-

montré cette P, si : rs !••(«—3/2 O»-. i^t Br -s N^X'^-

•2 -a [N/x(^N„+ 3)]'>(N;+N/)
)
Fermât a. 1640 t.2 p.203 :

«Un nombre moindre de l'vmité qu'un multiple du quaternaire n'est ni

quarré, ni composé de deux quarrés, ni en entiers, ni en fractions».!

•3 -a rN,'x(8N,+7)]'>(N„'+N„'+N„')
j
Fermât voir 5^42

\

•4 -a (Nj'+Nj^j'^N/ • -a (Nj*+N,yN,* | Fermât t.l p.327
\
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•01 a'-{-If > 2ab
[
(a-6)->0 O- P

]

•02 2(a'+//) > {a+hf [ P-oi o. P]

•03 {a-{-bf':> 4:ab \
Euclides vi P27

| [
p-04.3 P]

'Oi 2{a^+b^) > {a+b)ia^+ Z>^)
[ 2{a^+¥)—{a+b)icÛ+b'') = {a—by{a+b)>0

]

•05 4(a'+7/) > (a+&)^ [ P-04 O. 4(rt3+63)x'^,+5)x2(«2+6-') . p-02 o. P]

•06 a^+b^^ ab(a+b) \ Harkioï p.79
|

[P-05O.P]
•07 Sia'+a'b'+b') > {a'+ab+by

\
Bertrand a.l855 p.l42

|

•08 2(a*+«'//+Z>*) > -Vtbia'+b')

•09 A{a'+ab-\-by >21ceb'{a'+b'f
\
Harriot a.l631 p.85

|

a,b,C£N^^ . -(r?=/;=r) .3-
•1

1

«^+Z>'+r-'> ab-\-ac+bc
[
{a—b)-+(a—cy'+{à—c')^0 o. P

]

•12 Sia'+b'+c') > (a+'^+<^)' > 3(r?/;+ftc+&e)

•13 a<J)<c . a-\-b>c Q. 2{ah-[-ac-\-bf-)> a^-\-b^-\-&

•1

S

3(rt'+?/+r=')> {a-\-b^c){cc'-{-b^-{-c^)

[
3(a3+?>3+c3)-(a+&+c)(r<2+&2+c-)=(^ -&)-(«+&)+(&—c)=(&+c)+(c-a)'(c+«)]

•16 2(a'+?>'+c') >rt'(&+c-)+^'(Ç+«^)+c'(«+?>)
[ P-15.3 P]

•1 7 3(a^+?>'+6'')> (a+Z>+c)(«&+rtc+&c)
[ p-ii . p-15 o. P

]

•18 9(rt^+?^'+c')>(«+&+^)'
[
p-15 . P-12 O. p

]

•1 9 a\b-\-c)-\-b\c-\-a)-\-c\a-\-b)> 6aZ>c

[ a-(6+c)+&-(c+a)+c2(a+&)—6a&c = «(&—c)-+fo(c—«)2+c(fl-6)2
]

•20 a'+&'+c^> 3a&c
[
p-16 . P-19 o. P

]

I

-11 -1 2^1 9-20 Harriot a.l631 p.84
j

•21 8(a'+&'+c')> 3(ft+?>)(a+cX&+^)
[
P-i6 . P-20 o. P

]

•22 {a-\-b-{-c){a^-\-b'^-{-&)> ^abc
[ p-i9 . P-20 o. P

]

•23 2(rt+6+c)(a'+&^+rf')>3[«'(&+c)+?>'(ç+rt)+c'(a+&) [P-16 DP]
•24 (a+&+C)'> 27rt?>ç

[
p-19 . P-20 O. P ]

î
Harriot a. 1631 p.85 : « Si qixantitas secetur in très partes inae-

quales Cubus è tertia parte totiiis major est solido è tribus partibus iiia?qua-

libus. Si sint quantitatis très partes intijquales }), q, r, est...

P+Q+r
p+g+r

^ 21pqi'

•2S («+&)(Z>4-c)(c+a)> 8r/?;c
[ P-i9 .3. P]

•26 a'-[-b'+c^+'dabc> a\b+c)+b\c+a)+c\a+b)
•2 7 fi';>b';;>c .'^. a^b-\-b^c-\-c^a';> (fc-^bhi-\-cVj [pimi.d. p

•30 (nb+ac+brf^3abc{(i+bi-c)
•31 a:'-\-b'+r'> abcia-\-b-^C)
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•32 {aJ^b-\-cXa'+b'-\-c')^irc'-{-lj'-\-cy

a,h,c,dE^y . •'{a=.h=c=d) .~2).

•41 4(a'4-Z>2+6-'+6Z') >(a+6+ç+fif [ P14-08 D P
]

•42 3(a*+?/+6''+ff
)> '2{ab^ac-\-ad-\-hc-\-hd+câ)

•43 'd{a-\-b-[-c-^df >8( » »
)

•SI a,b,c,ds^,.'{a/b=c/d) .3. {a'+b^}x{c'-\-d'} :> {ac+bdf

•52 a,b,c,d,e/£N^ . "(a/d = ?> V?= c f) .]3-

{a'W+c')X{d'-{-(f+f')>{ad+be-\-cff [ puôs d p
l

Continuation : §2* 20.

^^ 10. rtJ;,/?#,??fN, .3 •Wy>/v.=. rt"^>?/"

•2 rt>l .3: //^>/^ .— . a""> «''

— n ^^ 11. a,bEn . m,n£N^ r). •0-^2 =r Pl-0-^2 ^3 a"" en

•71 {—af{:2m)= c<}^2m) -72 (—a)fX2r/i+l)z=: — «}^(2y/i+l)

^^ 12-13. a,b,Œ\\ r^. P2 . 3.

^^ 14. a,b,c,d,e,f,g,h,a,b',c',d',e'f,r/,h',p,q£n .3:
•01 («+&)(«—&) = rt'— ?/

•02 (a-\-bf+(a—by = 2{a'+h') \ Euclides 11 P9
|

03 {a+by—(a—bf = 4.ab \
» » P5

j

•04 {a—bY-\-{b—cf-{-{c-aY=
2[{a-b){a-c^+{h-a){b-c)^{c-a){c-b)-\

•Oo («—?;)'+(/;—r)'+(^—«?+(a+/;4-c)'— 3(a'+&'-ff'')

•061 (a+27;)(5+c—«)+(?^+^f')(«-^+^)+(c+2a)(rt+^—r)=(a4-/j+cf
•062 3(«+/;+c)'= (rt+?>-e)'+(7;+c—«)'+(^+«—^»'+8(a&+rtr+?;r^)
•07 (—a-\-2b-\-2rf-\-i2a—l)+2rf-\-(2a-{-2b—cf — 9(«'+//+c')

•08 (a+&+r+f//+r/z+?;—c—f/)'4-(«+c--?>-f/)'4-(«+r?—&—c)'=

4(Ct-+Z>'+c'-frf') jLEGENDRE a.l816 p.8|

•09 a-\-b-\-c-\-d-\-e= bm .3 a^+ZZ+c'+r^'+f'

=

(2//^—rtf+(2y>i—/^)-'+(2>7i—6-)'+(2>/^—rf)-'+(2)7^.—^f

î
•07-^09 EuLER a.1750 CorrM. t.l p.515

|

F. 1901 5
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•10 (a'-\-ab+b'){a—b) = a'~b'

•11 a\b—c)+b\c^a)-\-c\a—b) = (a—b){a—c)(b—c)

•12 a(b'—r^)-\-b{rf—câ)+c{a'—b^= {b—a){c—a){c—b)

•121 {a-b)\a+b—2c)-\-{b—c)\b+c-2a)-\-[c-a)\c-Ya-2b) =
3{a—b){b—c){c—a)

•122 {a-\-bf{a-b)-\-{b~\-cfib-c)+{c+af{c-a) = —{a—b){b-c){c—a)

•13 (^a-\-b+cf—{b-{-c—o:f—{c-\-a—l}f—{ci-\-b—cf = 24rt?>c

j
Gergonne Ann. a.1816-17 t. 7 p.163

|

•
i 4 (fj\^b'-\-(f—?>abc= {a+b+c'jia^+b^+c^—ab—ac—bc)

• j n (f-\-b'+c'+d'—3{abc+abd+acd+brd)={a+b+c+cr){a''+

?>^+r/-|-c?^—«^

—

bc—ca—ad—bd—cd)

•10 {a-\-b—c){a—b-\-c-){—a-\-b-{-c) =
a\b-\-c—a)-[-b%a-\-c—b)-Yc\a-\-b~c)—2abc

•
1 7 {a—bf-\-{b—cf-\-{c—cif— :Xa—b){b—c)ic—a)

•21 {a'+a'b+ab'+b'){a—b) = a'—b'

•22 (a^+«7>+&-')'-(a'—a&+^'/ = 4rti>(a'+?/)

•23 a{a—2bf—b(b—2af = (a—bXa+bf
•24 («'+&')'= (rt'—?>7+(2rt&)' j EUCLIDES X lemma P29

\

Cette P a été attribviée à Pythagore et à Platon par les commentateurs

cl' Eticlides. Voir Prochis éd. Friedlein, Lipsiœ a. 1873 p.418; Enclides t.5 p.214.

•23 a^+4:b'= {a^-{-2ab+2b'){a'—2ab+2b'^)

I
EULER a. 1742 CorrM. t.l p. 145

|

•26 a'+aVf-\-b' = {a'+ab +b^Xa'—ab+b')
'^21 a'-\-b'—ab{cr+b') = {a—b)Xa''+ab+b')

•28 (a-{-b)'—{a—b)'= 8ab{(f+b')

I
Cauchy Exerc. a. 1841 t.2 p. 144

\

•31 a{b—ff+b{c~af+c{a—l)f={a~-b){b—c){c—a){a+b+c)
•32 aXb—c)+bXc—a)+c\a—b) = ia—b)ia—c){b—cXa+b+c)
•33 {a+b+c){a+b—c){a—b+c){—a+b-{-c)=

2{a'b'+a'c'WG')—{a'+b'+c')= {a'+b'+c'f—2{a'+b'-\-c')

•34 \{a--bf+{b—cf-{-(€—afj=z2[{a-bf+ib—cy+{c—af]
•35 a'+b'+c''=(a-\-b-\-c)(a—b—c)(J)—c—a)ic—a—b)+

2iceb^Wc^+c^(i^)

•36 (^a+b){a-bf-{-{b-{-c){b-cf+{c+a){c-a)' =
2{a+b+c){a-b){b-r){c-a)

•37 ab{a'-b')+bc{b'-c')-\-ca{c'-a') = -{a-{-b+c){a-b){b-c){c-a)

ab{a-{-bf+bc{bi-cf+ca{c+af= {a+b-{-c)[{a+b){b+c){c+a)—4:abc]

a{b-c){b+c-af+b{c-a){c+a-bf+c{a-b){a-{-b-cY=0
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A\ (a'+h'Xc'+cr)= (ac-\-bdf+{ad—bcf= {ac—bdf+{ad+hcf

I
DiOPHANTUS III P22

I

•42 {a'—b'){r'—d^= {ac—bdf—{ad—bcf

\
P. Tannery IdM. a. 1898 p.282

|

•51 (rt2_^r-Z>^)(ri'^+6'?>'^) 3= (n(i'-^rbl/f+r(fd/—a!lff

•S2 » » ={aa'—(M'f+c{ab'+a'bf

(a?;'—rt'^)^+(«//—rt'c)'+(^c'—?;V)-

I
EULER PetrNC. t.ô 3.1754 p.54

j

•5o {a'—2ib'—qc'+2jqd'Xa'—pb''—qc''+pqd'') =z

{aa+pbb'±q{cc'+pdd')f—p{ab'+a'b±q{cd'+c'd)f

~q{ac'—pbd'±{a'c—pbd)f+pq{bc'—ad'±{ad—b'c)f

I
Lagrange a.l770 t.3 p.201

\

+ {ac'+bd'—ea'—db'+erj'—fh'—rje+hfy

-\-{ad'+bc-cb'-da'+('h'+fg'-gf'-Ju^'f

+ (ae'-bf'+cg'-dh'-m'+fb'-gc'+Jid'f

+ {af'+be-ch'-dg'-eb-fa'+gd'+hc'f

+ {ag'-bh'-ce'+df +ec'-fd-ga'-\-hb'f

+ (a^'+^^^'+c/'+f/t?' -é'rf' -fc'-gb'-ha'f

\ Degen, Mém. de l'Acad. de St. Pétersbourg, a. 1822 t.8 p.4
j

01 œ=ab . y^a-\-b)b . z-==a{a-{-b)(/f-{-ab-\-2b'') . w^a^-\-ah-\-lr

7

1

a'+^-^_rt^>(ft^+/>=') = {a-\-h){a—b)Xa''-\-V)

72 ,V/+^4-c/iz=(rt+&—cf+(Z>+c-ft)'+(<?+r^-/>/+80rt&r(^'+&'+ç')

} Caughy Exercises a. 1841 t.2 p. 144
|

73 {a—bf-\-{b—cf-^{c—af—
h{a—b){b-c){c—a)[{ci—bf-\-{b-cf^{c-nf\
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•81 (a'+a'b-alf-hj-{a'-a'b-ab'+lff= 4:ab{a'-b'f

•82 {a'+(âb-aJf+b'f-{a'-a'b-ab'-b'f= 4abia'WXa'-b')
•9 a'i-b'—abia'+b')= {a+b){a—b)Xa'+ab+b')if(''—ab+b')

•9^ {ai-b-\-ry—{a+b—c)''—{a—b+cy—{—a+b+cy =
b6abc[?j{a''+b'+c')+10{(fb'+b'c'+c'a')]

Lamé a.l840 JclM. t.5 p.l97
|

•94 {a'+a'b-a'b'-^-ab'+Uf—ia'—a'b-crb'—ab'+bJ=

•95 {a'+a'b-a'b'-ab'+bj-{a'-ceb-a'b'+ah'+bj=
4^ab(a'-b'){a'—a'b'+b')

•9(5 a'+b'—àb{a''+b') -= («+&)(«—Z>)V+&V+&*)

^^ 15-0 ??£ Cls'n . re Cls'N„ . asn . bsN, Q. P5-0

•1 4iO 1^—11' '1 1 ^^£ Ni+1 -D- No"" D No'—No'
•12 «£ (2No+l)-(5No) O- rt*-l£80No

•13 n ^ n^4-n'+n'+n^4-n' { Oltkamaee IdM. a.l895 p.25,166

«£11.3 - (2«—1)'— 1 £ 8ii -21 a{câ—l)£6n

•22 a%(â—l) £ 12n j
Leibniz MatliS. t.T p.lOl

|

•23 «(«'—!)(«'—4) £l20n Continuation: §! PLI
•24 a-ia'—l) £ 60n . «'(«'—l)(a*—16) £ 3600n

•25 ftV—2)(«'—!)(«*— 16) £ 25200n ^20 a{cû'—l) £ 2Td0n
•27 rt^(rt'*—l)(rt^—9)(a*—16) £ 46800n

ajmi .'^. -3 «7Xfr—?/)£6n -S-i o7;(rt'+ Z>')(a'— ?>') £ 30n

•4 «£2n+l .3 rt(a'-l)£240n . «%'-l)(rt'— 1) £ 5760n .

a\ce—\){a'— l) £ 403211 . «V—lK-1) £ 115200n

•5 n£N„.3 lL'^-2«'^£r)7N„ . 2''^-3n-l £ 9No .

2'"^'+21n-4£49No . T'-8n-l £641^, . 2^"-irm-l £225No
72-+'_48y^_7£288N„ .

3'"-'+7''X2'"~'£29Ni . 2'"X3*'-4="'X5'"£992N,

•6 a,h£n.iJt£^^ 3. (f'—b"'£nx(a—b) . a''"'—b^"'£nx{a+b)

•01 cœn . »£N,-3N, 3. a"'+a"+l £ N^ x {fv+a+1)

I
EuLER Op. post. t.l p. 186

j
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ia+by''—a"—b" £ iiab{a-{-b){a'-\-ah-\-J/)x^^

•71 9i£ 6Ni+l . a,bsN, .3
ia+b)"—a"—b" e nab{a-\-b){câ-\-(ib-\-Wfx'^,

\
Cauchy a. 1839 Œuvres s.l t.4p.ô01; Exerc. a.l841 t.2 p.l37

|

^^ 16. a,b,C£l^i . m(a=^b=c) 7^.
•

I {a-\-b—cf-\-{a-\-c—bf+(b+c—af> ab+bc+ca
-2 abc >> (a-\-b—C')(«+e

—

b){b-\-c—a)
\
Bertrand ci. 1 855 p. 142

j

[{h+c—a, a+c—b, a+b—c) \{a, b, c) P9-25 O- P]

• 3 {a—b)\a+b—c)+{b—c)Xb+c—a)+{c—af{c+a—b) >0
^ 21. a,b£R . ûi,7i£N„ r). -o-'â = P1-0--2 -3 c^yn sR
•4--6 == P1-4--6 -7 /{cf") = {JaT -71 (a/?;)"' = «

V^"
(R|N„) P2. 3. (RINJ P9. 10

7j^ ^ - •

•1 niE N,+l . «eR .3. {\-\-af> l+z/^a

[ Hp . ?re=2 .3. ^l-|-«)'- = \^-la-\-(fi > l+2a (1)

Hp . (l+(7>« > 1+ma .3.

(!+«)'«+ 1 > (l+?>ta)(14-rt) > l+;?ia^-rt+??ia2 y. i_j_(7/i^i)(ï (2)

(1 : . (2) . Indnct O- P
]

•2 . ^^<1 .3). (1—«)"'> \—)na

{
Hp . m—i O- (i—«)' = 1—2^'+'^- > 1— 2rt (1)

Hp . (1— (/)'« > 1— ?/!(/ .D.

(1—«}'" + ! > \\—mdi\—a) > 1— !;«i.+l)rt+?nrt- > 1—(>?i+l)« (2)

(1) . (2) . Iiiduet O- P
]

Ex. : %^ P-9 Dem.

•3 a,?>£R . a<}) . »^£Ni .3- a I^^ œ.3{a<Cx'"'<]:))

•i «,/;£ 1+R .3- a N,'^ ^^5[fi''^ ?>< «''
*]

^^ 30-0 «£R . ms^, 7^. rr" = /a"' Df

•3 {abY" = a'"b'" -4 («'")"=«'"" -3 cr" ^ /a"'

•G a"/a'" =z a''"'''

ï
ChUQUET a.l484 fol.87: «qui partit .72.- par .8.5 H treuue nia part

•9.3-'« » [ Version: (72x-2j/(8cc^) = 9x-3)
] i

^^ 31-34. (r
I

n) PI 1-14

^ 35. a£iwO . ^/?£N, .3. P30-0 Df
a,(>£iwO. //i,n£u .3)- P30-1--6
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§31

+ 11 -0 asn . hs «+N„ .3 a-b = (^«+N„) -(^+N,) Df
•| asn . h£N^ r^. a-'{a-\-b) =^ a-\-{0"'b) . n"'a=zia

Note. a---b, qu'on peut lire " de « à 6 ", désigne l'ensemble des nombres

a, a+1, etc., h. Ex.: §Ntim P-9, §2" PI, ...

•2 a,b£n . c£ a+No . de b-\-^, .3. {a"'c)+{b-d) = (a+b)-{c+d)
•3 a,b£n . es b+'N, .^. a-{-{b-c)= ia+b)-{a+c)

\
Distrib(+/")j

•4 w7£Ni .3 Nq = ;;^No + 0-(m— 1) . n^ mn + 0-{m—l)

Continuation : §^, §77.

§32 Num infn

f rcp -0 a,b£C\îi .3 Numa= Num& .=. a (&fa)rcp Df

« Nnnifi » signifie « le nombre (niimerus) des a »

.

Ou l'appelle aussi « puissance (Machtig-keit) de « », notamment si la

classe a est infinie. Sur les difl^érentes notations voir les F1895...

La définition '0 est exprimée par les seuls signes de logiqu.e. On peut

connnencer ici l'Arithmétique : nou.s définirons directement les signes >
No + X [^, sans passer par les idées primitives du §20.

La P-0 définit l'égalité « Numa = Num6 », qui subsiste si l'on peut éta-

blir une correspondance réciproque entre a et b.

Nous n'écrivons pas une égalité de la forme

Num a = (expression composée par les sjauboles précédents).

La P"0 est une Df par abstraction de Num«.
Etant donnée une classe a, on peut considérer la classe de classes :

Cls ri X3 [g;(a:'fa) rcp]
;

l'égalité de ces Cls de Cls, calculées sur les classes a et & importe l'égalité

Num a z= Num b ; mais on ne peut pas identifier Num a avec la Cls de Cls

considérée, car ces objets ont des propriétés différentes.

Num ' Cls signifie « le nombre d'une classe » . Ces nombres coïncident

avec les No pour les classes finies; G. Cantor les appelle « nombres car-

dinaux » . Dans F1895 on a introduit le symbole « Ne » pour les représenter.
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«< -1 «?,?/£ Niim'Cls .3-'- ^^?y •=•

ap£ CLs . Num a =^'X . Num b =^ij r^aj}. a (t'fa)sini Df

M IIp-1 .~^\ w<ij .=. x-^ij . X'=:y Df
12 r/,teCls .3^ Num«^NumZ> .=. a (Ma)sim

13 » » » .=. a Cls'&'>.r3(Num«=:Num.a")

14 » . ci~yj .^. Num a < Num h

15 x,y,z£ Num'Cls . x-^ij . //<; .3. a^<^

-2 0=Num/\ Df
•21 aeCls .3- Numrt ^0 .^. -a a Dfp

•22 ;r£ Num'Cls r). 0^.x"

•23 1= ? Num^[Cls r> asi's.a : ./',//£« O"^-//- •'*"=?/)] Df
•24 rteCls .3-*- N"uma=l .=.: 'acl : x,y£a r^.r,y. x=:y

infn ^3 infn ^
Num'ICls'^ a3[a Cls'^ a3{u'^a . H'=a . Num«=:Numrt)]i Df

•31 aeCls .33:

Num a £ infn .=. a » » » » » »

« infn » = « un infini » . Ces infinis ne sont pas tons égaux ; ils forment

une Cls. Le signe 00 du § 1' représente un individu.

Ng -4 No = (Num^Cls) - infn Df
•41 rt£Cis .^. Numa £ Ngwinfn

•42 Num N, =: Num N^ [ + £ {\ J ^i^i'cp
1

•43 NumNo £ infn

La condition Xuma =r Xum N,) est exprimée par plusieurs A. sous les

formes « l'ensemble a est dénombrable » ou « il a la première puissance».

•44 x£ Num'Cls . 2/£No . x^y .'^. a?£No

•4o » » . jj^ Num No . ^£ infn .^. ^r^NumN^
•46 Num Nq = Num n := Num(No i Nq) =^ Num R == Num r

•4

7

Num (Cls' N„) > Num N„

•48 Num(Cls'No) = Num(N„FNo)

+ •o x,y£ Num'Cls .^. x-\-y =.*i S3[ a,h£ Cls . Numrt=a? .

Num ?;=?/. f^7;=/\ .'^a.h. :r=: Num(au?;)
]

Df

•o 1 a,b£ Cls . aN) =/\ .^. Num(«w&) == Num a+ Num b

•32 » .3« Num(<';w^^,)+Num(^('>?>) = Numa+Num&
•o3 » » Num(«w&) = Numrt+Nuni(&-a)

•54 a?^?/,j£ Num'Cls .^. x-{-y=^y+x . x+iy+z) = {x-{-y)-\-s

. 0-{-x =£c . x^ x-\-y
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•55 rreNg .'^. x-\- NumNo =: NumNo
•56 NumNo + Num N, = NumNo

X '6 x,y £ Num'Cls .3- ^X-V = ? ^3[ a,b£ Cls . Num a =zx .

Num&=?/ .33«,&. ^•— Num(aiZ>)] Df

•(M «jteCls .3- Num(rti&) = NumaxNum&
•(j2 ;)",?/,j£ Num'Cls .^D- xi/=i/x . x[yz)=z{xy)z .

x{jj-\-s) = ir?/+a;;j

•63 as-£ No .3 ^X Num N^ = Num N^

•04 Num No X Num No = Num N^

1^ -7 .Tjî/g Num^Cls .3. .t|V/ = ? ^3[ «,&£ Cls . Numa =i£r .

Num&=?/ Q«,&. ^-r= Num(aFZ>)] Df

•71 a,b£Cls .33. Num(aF?>) = Numa [^ Num&
•72 cœCls .3- Num(Cls'a) =

2f^
Nmim

•73 2[^NumNo = NumNo 1^ Num No > NumNo

•8 meN^ r^: '^\ima=:m .=. a (af r^^m)rcp Df

•81 meNj .3- Num 1—m =m
•82 m,î^£Ni .3 Num(l-/7i F 1-n) = m"'

•83 m£N^ .3- Num(No F 1-m) = Num Nq

•84 Num[(NoFO-;0hi'No] = NumNo

\G, Cantor, Eln Beltrag zwr Mannigfaltigheitslehre, JfM. a.1877

j

La bibliog-raphie de ce sujet, très vaste, due à M. Vivanti, est citée dans

§ (5. La réduction de cette théorie en symboles est encore assez incomplète.

Continuation: §v 1. §! 4. §Np 7. 12-7 §0 §Q 70. §^2.
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§33 ^" ^ (somme)

H-
- ^ 1-0 7;^£N„. /£ rf l-(;>?+l) .3

y;[f,o-0) = fo . y:{f,o-{>H+\)) = 2:{r,o-m)+f{m+\) m
'i men . ne »?+N„ . /£ r f /yr'*n 7^. 2^{f, m—n) =

fmJff(m-\-\)...-\-fn = ^"[/(m+r) |/', 0-{n—m)] Df

•2 Hp-1 .3- ^(/^ »r--;i) e r

•3 Hp*l , (7£[(>»"'n)f(»r";^)]rcp ,3- 2L{fg,m—n)= y{f,rti"'n)

•4 m,7i,p£ii . m<ji<C.p . fs rf {nv'p) J^.

Z{f, m-"p) = Z{f, yn-n)Jr2L[fM^^)-p]

•S m£^Q.f,gsYfO—m .'^.

2:[{fr+gr)\r, O'-ni) = Zif, 0-n<) + ^ig, 0-m)

•6 7v,n£N^ . î'.E rf(l-"'//^ i l'-n) .'^.

^\2^[u{r,s)\r, l—ni] \s, l-ii\ = 2L\2^n{)^,s)\s, l-n] jr, l-m|

2{f,u) indique la somme des valeurs de la fonction f, lorsque la variable

prend les valeurs appartenant à une classe u.

La P"0 définit par induction 2'(/', 0- ••?»). La P-1 rédiiit au cas précédent

Z{f, Tif-n). Elle introduit aussi la notation fm-\-...-\-fn, commode dans

quelques cas, mais insuffisante en g'énéral. Car par ex. 1+2+.. .+1 indique

la somme d'une suite, dont on connaît le premier, le second, et le dernier,

sans connaître les autres termes, ni leur nombre.

Les P21 définissent S(f,ii) dans d'autres cas.

On rencontre le signe 2" dans Lagrange a. 1772 t. 3 p.451.

n

Dans la notation ^/- //'
1 Cauchy) le signe 2" porte trois indices m,7i,r.

m

•3. «Une somme est indépendante de l'ordre de ses termes. »

On peut indiquer le couple formé par une fonction f et la classe des va-

leurs de la variable par une lettre seule, qui représente une fonction F.

Ex. Pli 4 20 21 22.

X ^^2. ms'M^ . f£ YÎO-'nl . flEY 7^.

•2 axZ{f, V-m) z= Z[a{fr) \r, \-m]

•3 m;ii£^^^ . fs r fQ—rn . gs r f 0—n .3-

Z{f, O-m) X Z{g, 0-n) = ^ | ^ [ (/r X g^)\s, 0-n ] |/-, 0-m
|

•4 axm =^ ^i{iaF 1-m) Dfp
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/ ^ 3. wfcN, .3
•1 l+2+3+...+m = ^(idem, 1-m) = m(7n+l)/2
•â ^[(2r+l)|r, Q-m] = l+3+5+...+(2w+l) = {m+lf

I
-i-'S Pythagoras ; Voir Theon Smyrnaeus p. 27, 28

|

•3 ^[r(r+l) [r, 1-m] = m(m4-l)(w^+2)/3 iARYABHATA P21|

•4 ^'[r(r+l)(r+2)|r, 1-m] = >H(»^+l)(m+2)(»^+3)/4

I
ALQacHâNÎ a.l589 p.247

|
Continuation : §11 7-1

[^ ^^ 4. m,neN, . .s,. ^ ^(r"*|r, l-;z) Q.
•1 Si = n(n+l)/2

[ zz: P3-1
]

s, = n{n+l){2n+l)/6

\
Arghimedes riEQl "HXiycàv PIO ; Aryabhata P22:

« Le dernier terme, celui-ci plus 1, celui-ci plus le nombre des termes; du

produit de ces trois nombres prenez le sixième, c'est le volume de la pile

des carrés. »
j

S, = [^i(/^+l)/2]^ = s,'

I
NicoMACHUs a.50 Arith. II 20. Aryabhata P22

\

s, = n{n+l){2n+l){n)i'+Sn-l)/S0

I
ALQâCHâNî p. 247

j

i
Fermât a. 1636 t.2 p.69 :

« Exponantur quotlibet numeri in progressione naturali ab unitate ; si

a quadruplo ultimi, binario aucto et in quadratum trianguli numerorum
ducto, demas summam quadratorum a singulis, liet quintuplum quadrato-

quadratorum a singulis. »
j

Sg = 7iX7i+l)\2n''+2n-l)/12

s, = n{n+l)(2n-{-l)[3)i\n+lf—{3)i'+3n—l)]/42

s, = n\)i+lf[3)iXn+lf—2{2n''+2n—l)]/24:'

\
Wallis a. 1655 t.l p.381

j

.s^^ =n{n+lX2n+l)[bn%n+lf-10n\7i-\-lf+3i3n'-\-3n-l)]/90

Sg = n\n+rf[2)i\n+lf—bn\n-\-lf+3i2n'+2n—l)]/20

s,,= )i{n+l)i2n+l)[3nXn-\-l)''—10n\n+l)'+ll)i\)i+lf —
5(3^i'+3;i—1)]/66

s„ = n\7i+l)\2)i\n+lf-8n\n-{-Vf-\-rinXn+lf—

10(2M'+2;i— 1)1/24

I
Jac. Bernoulli a.l713 p.97 |

Continuation: §C 7-3 §B '3

•2 5,s, = s,{6s-l) 3.S, = 4(.s,f-,S3 7s, = 12.^3 - -^
s, := 2(.S3)^— .Sg

\
Jacobi, cfr. Briefwechsel zwlschen

Gams wid Schuhmacher t.5 p.299 a.l863
|
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12(s,)«=1Gn-5n,+s,

IAmigues AnnN. s.2 t.lO; IdM. a.l894 p.29 im\

2.S = 4.s3^-3s/+s,' 2S3= 36'/-s,' îLucas a. 1 89 1 p.249
j

^^ 5-1 msN, O- jL'(2r+l)^|r,0-m] = (m+l)(2m+l)(2m+3)

^[(2>'+l/k, O-m] = {m+i)\2m'+4:ni+l)

I
Ibn Albanna a. 1275

|

•2 ^£ No' .3). a (N„'F 1-9) r^ f3{x= Zf) \
Waring a.l782

p.349 ; Jacobi a.l851; Dm: Oltramare a.l895 IdM. p.31
j

^ G. a,l)£Y . wi£N, r^.

•\ Z{cC"-"h''\ r, 0-n,) = (ir^'-C(/^^')/(b-ci)

\
AhmÈS N.79: 7+49+343+2401+16807 = 7x2801 = 19607

Note. Les nombres 7, 49, ... sont les puissances de 7; on ne voit pas d'où

l'A. a tiré le nombre 2801; si, selon Eisenlohr, il provient de la division

(7^—1)/(7—1), alors ou a la formule précédente.
|

I
EUCLIDES IX P35

I

meN, . œ,y,a£ r f 1—m r^.

•2 ^« 0-m) X ^(/, O'-m) — [Z{xy, 0-'m)J z=

J:\2:[{œ, ys - X, yr f\ s, (r+1)-/»] \r, 0-(//^-l)î

•3 2:{ax\ 0-nù x Z{(nr, 0-m)— {:^{axy, 0-m)f=
jL\21\cir cts {Xr ys — Xs //,• f \s, (r+l)—//^, ] |r, 0'-{tJi— 1)1

^ 7-1 ns^, O. v[
/, {a+l)-2jq = l[{-lY/r \r, 1- 2n]

\
Catalan J<B,L a.l875 s.3 t.l p.240

j

m 8-1

neN^ . rt£nf l"*;? .^. r'^ a'3[.'7;**+ ^(a^a^** ''\r,l"'n) =0] 3 ^^

^^ 10 ne'N, . rt£ (O-9)f(O-;0 .^.

a^^...a^a^a^ = rto-l-«iX-}-rt2X^-h...-H«„X"' ^ ^( a^X'' |r, 0•••>^
) Df

Noie sur les systèmes de numération.

Cette P donne la définition symbolique de notre système de numération.

Le mot « chiffre » correspond au symbole 0'"9. Si a et h sont des chiffres,

ah désigne oX+t». Mais par la §XP1"0, ab a aussi la valeur a^h. Cette re-

présentation par le même signe de deux objets différents, commune à tous

les livres, n'a pas apporté des sérieuses difïlcultés; et en apporte moins dans

notre travail, où figurent rarement les nombres écrits dans le système

décimal.
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Les anciens Eg'vptions avaient des sig-nes pour indiquer les unités des

différents ordres. Un nombre est alors exprimé comme somme de ces unités

(M. Cantor, p. 44). Si l'on remplace les signes qui représentent 10, 100, 1000...

par X, C, M, le nombre 1898 sera représenté à la façon des égyptiens par

,,CCCC XXXX IIII

^J-CCCC XXXXX IIII

Le même système fut en usage chez les Babyloniens, les Phéniciens, etc.

Les Etrusques et les Romains ont représenté 1 par I, 10 par X, 100

1000 par des signes, qu' on a dans la suite déformés en C et M. Ces signes

sont, selon M. Lindemann, d'origine égyptienne. Ils ont introduit des si-

gnes, moitiés des précédents, pour représenter

5 = V, 50 = L, 500 = D .

Les Grecs ont attribué aux lettres de leur alphabet une valeur numérique:

a = -i, (i = 2, ..., & = d, 1 = 10

y. = 20, A = 30, ... q = 90, o = 100, a = 200, .... a = 1000, ....

P. ex. ,acoqr]' = 1898.

Le même système de numération est encore en usage chez les Arabes,

concouramment aux chiffres indiens; ils ont remplacé les lettres grecques,

de a à -T, par les lettres arabes correspondantes.

Dans ces systèmes un nombre est exprimé par la somme des nombres re-

présentés par les signes simples.

Les anciens peuples ont aussi fait usage de chiffres négatifs, indiqués

par la position à droite du nombre su^iérieur chez les Etrusqïies, à g'auche

chez les Romains, par un signe spécial chez les Babyloniens.

Les Chinois et les Japonais se servent de signes simples, ayant la valeur

de 1, 2,... 9, X, C, M, par lesquels nous les remplaçons. Les signes pour

représenter 1, 2, 3 sont 1,2, 3 barres, comme chez les Egyptiens et les

Romains. Le nombre 1898 est exprimé, sauf la forme des signes, et en

substituant les lignes aux colonnes, par 1M8C9X8; c'est-à-dire comme somme
et produit des signes simples.

Dans tous ces systèmes il n' y a pas de 0, ni de valeur de position des

chiffres. L'introduction du 0, l'indication des puissances de la base par la

position des chiffres, et la suppression des signes simples pour les re-

présenter s'est opérée chez les Indiens vers l'a. -|- 400 (M. Cantor, p. 669),

d'où elle s'est répandue chez les Arabes vers l'a. -j- 800, et en Europe vers

l'a. 1200.

La valeur de position est la même, soit chez les Hindous et les Européens,

dont l'écriture est dirigée de gauche à droite, soit chez les Arabes, dont

l'écriture est dirigée en sens contraire.

Dans l'A. chinois, cité à la P2 du §[^, il y a le 0, et la valeur de position

des chiffres, qui ont à peu près la forme

_i Il _m im 1 rr ~m mï012345678 9.

Cette forme, semblable à la notation des Romains, est la représentation

graphique du « Soan pan » ou abaque des Chinois.
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T^a division des nombres en tranches de trois chiffres nous vient dos

Romains, qui comptaient par milliers. Les Grecs comptaient par myriades,

ce (|ui correspond il lire les nombres par tranches de 4 chiffres. Ainsi opère

Archimedes, dans !'« Arenarius » (y'nufu'T)];) pour lire des nombres jusqu'à

64 chiffres.

La numération parlée appartient au domaine de la philologie.

Ariabhata a attribué une valeur numérique aux sons de la langue san-

scrite, afin d'apprendre par cœur des tables de trigonométrie et d'astronomie.

(Cfr. RODET, Journal Asiatique, a. 1880). On a pro])osé des systèmes ana-

log-ues chez nous. Voir F1898 PllO.

Sans changer la base du système de numération, Cauchy, par l'intro-

duction des chiffres négatifs, a réduit de moitié le nonibre des chiffres

{Œuvres s.l t.5 p. 434).

Pour réduire les conventions sur les chiffres au plus petit nombre pos-

sible, il faut choisir pour base de numération le nombre 2. Ce système

de numération a des propriétés curieuses.

Deux signes suffisent pour indiquer les nombres dans la base 2; p. ex.

un signe visible, et l'absence du signe, pourvu que la place soit suffisam-

ment indiquée. P. ex. si l'on adopte les signes . et ! pour indiquer et 1,

ou le signe . pour indiquer ime place et ! pour indiquer l'unité, les premiers

nombres seront indiqués par . ! !. !! !.. !.! !!. etc.

L'objection que dans une base petite, augmente le nombre des chiffres

qu'on doit écrirepour représenter les différents nombres, n'est quon apparente.

Car un nombre écrit dans la base 2 est aussi écrit dans les bases 4, 8,

16,..., si on le décompose en tranches de 2, 3, 4,... chiffres.

Groupons 8 chiffres à la fois, et disposons-les circulairement, dans l'ordre

54 3

6^2 on a :

7 8 1 ^=:1 '=2 '—4: ^ =24 ^=255 4^^=1900

Pour lire rapidement les nombres ainsi exprimés, on peut faire corres-

pondre aux 256 chiffres de la base 2* autant de syllabes faciles à prononcer.

P. ex. donnons aux signes :

1 I
!! !

M !_! !!! i ....

les valeurs h cl g f /> t k i

et à .... !
!.'

.... !! ! ! !!

les valeurs a ti o l m s,

et à leurs groupements la syllabe qui résulte de leur suite, en convenant

de prononcer e lorsqu'il n'y a pas de voyelle.

On peut même faire des conventions, par lesquelles toute syllabe soit

représentée par vm chiffre ; on rencontre ainsi un système d'écriture que

nous avons développé dans :

Fm numerazhne hmaria applicata alla stenografia, TorinoA. a. 1898.



78

Les calculs dans la base 2 s'effectuent rapidement si l'on représente les

unités des différents ordres par des dames sur u.ne lifçne du damier. Ex :

[o[o|
I

|o| |o|o| = !!..!.!! — 203 = pas.

La table de nniltiplication se réduit à 1x1=1. On peut adopter les bandes

de papier.

La division s'exécute sans les tâtonnements nécessaires dans notre système.

(Leibniz, Ma//i>S. t.7 p.223-243).

Legendre a. 1797 p.229 adopte la nximération binaire pour calculer des

grandes puissances.

Voir aussi E. Lucas, Récréations mathématiques, a. 1891 t.l p. 145.

^\k 11. m,n£ N, . as (0-9)f(—m -n) 3
a^^ a,^_, ... a^ «0 • a_i «_2 ... <2_,.,^ = ^(«,.X''|>', —m —7i) Df

Le développement d'un nombre rationnel selon les puissances positives et

négatives de la base 60 se rencontre chez les astronomes babyloniens et les

géomètres grecs (voir §.tP1-3); elle est encore en usage dans la division des

angles et du temps.

Regiomontanus (a. 1436 '"'1476) en supposant le rayon du cercle trigonomé-

trique = 10'', a supprimé tout signe pour indiquer la partie décimale d'une

fraction.

François Viète (a.l579) dans son Canon Mathematicus indique la partie

décimale par des chiff'res plus petits et soulignés. Il écrit 314.159,2^,35 ce

que nous écrivons 314 159-265 35. Il a aussi exposé les avantages des frac-

t ions décimales {iiniversaliuni inspectionum etc. p. 17).

Simon Stevin dans sa Disme (a. 1585), écrit (p. 208)

941 (q^) 3 (T) (T) 4 (£) ce que nous écrivons 941-304.

Joost Biirgi (a.1552^1632), selon Keppler, a séparé la partie entière

de la partie décimale par un angle droit (voir Mercator §log 1-3), ou par

un point.

Le point en haut est d'usage commun dans les traités anglais contempo-

rains. Selon cette notation, on supprime la partie entière, lorsqu'elle est nulle.

> [^ ^ÎJ 20. m,nE N, . x,y8 r F l—n . a,b£ R F 1-n .3
i {JE œ'i^: }/)^ (^ œijf [ P6-2 .D. P ]

•2 n{Ji: x^) ^ [2:a)f [
p-i . y=i .3. P]

I
Cauchy a.l821 p.372

\

•3 {i: nx^){2: ai/)^{i: aœi/f [P6-3.3P]
•4 {2:a){2! ax"") ^ (^ axf

[
(i

|

y)?-2> D P
]
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Num ^^ 21-1 u£ Cls . Numif eNj . fs rfu .3
2^{f,i()= ix3[g£ {n f 1-Numw)rcp .3^ . x=z Hifg, l-Numit)] Df

•2 m Cls . /£ r f il . Num[«'> X3{fx -=0)] 8N, .3-

•3 m Cls'r . Num^^ sN, .~^.

Xu ^ 7 .r3[ /£ (/A f 1"-Num?0i'tîp O/"- ^'^^ -^(/j l'"Num?^)] Df

•4 Hp-3 Q. ^^/^ = ^(idem, -w) Dfp

•o ^^£ Cls'No . l^mwu £ N, . f£ (N„fVOsim Q. -r(/;^0= ^{('11)

La P-1 est la Df de S\f,u), si << est i;nc classe finie. Cette somme est

la valeur constante de S{fg, 1---Niim«), quel que soit l'ordre g des ii.

Ex. : §! 6-5 8 §^ -1 §Dtrm -0.

P'2. «Si la classe u contient un nombre infini d'individus, mais si le nom-
bre des individus de la classe u, auxquels correspond une valeur non nulle

de /", est fini, alors Sif^u) indique la somme des valeurs de la fonction /",

lorsque la variable prend dans la classe u les valeurs auxquelles correspond

une valeur non nulle de f. » Ex.: §E 22 §mp 2-0.

P"3. «Soit u une classe de nombres, en nombre fini. Zu indique leur

somme». Ex.: P22, §! P7-3, §mp 2-5. Voir § lim 10.

^ 22. ;/£ 2N„4-1 .3- Num(w),.r,7/,s)3((/',a',y,j£2No+l .
1^^'*+-'?*+

f-\-z'= 4)1) = ^-(N, r> n/N,)

\
JaCOBI a.l834 t.6 p.245: «Sitwdatus numerus quilibet impar

positivus, sint porro }c,x,y^z nuraeri impares positivi, numerus solutionum

œquationis 4?i =: ww-\-xx-\-yy-\-3

x

aequatur summse factorum ipsius n. »
j
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§34 n

Z7(/; 0-0) = /o . i7(/; o-(/>i+i)) = n{f, o-wOxA^^^+i) Df
/7

I

Z) %Z PI
•7 >>/fc>N„ . f£ Y iO-ni Q: n{f, 0-m)—0 .~. Oe f 0-m

[^ ^^ 2-1 Hp 1-0 . ??£N, .3 /7(/I^«, l-i7?)==[/7(/; l-»?)]|^/i

•^ ;?£N,+1 .3 n[{n-\-\)-2n]= n[{2x—\)\x,l"'n]x2"'

Num ^^ :]•] r/fN, .3 /7(^Y rt/N,? =: fl[^ NumCN,'^ rt/N,)

•2 /;?,»£N, .3 N^"^ (1-/>^F l-;?,)sim = 77[w^— 0-(n— 1)]

Les (l"'m F l'"»)sim s'appellent les " arrangements simples n à n des

nombres l*"m" .

Z ^\k 4-1 wi,»£N, 3
(;^+ 2)2.1/7(r+ 0-nj|r, 1-/»| = /7[;>^+ 0-(n+l)]

IFermat t.l p.341:

« In prog'ressione natnrali, qiiae ab unitate sumit exordium, qiiilibet nnme-
rus [in] in proxime majorem [X(«*+!)] facit duplum siii triangnli [:=2;<(lH 2+
..+m)]; \\\ triangulnm proxime majoris, facit triplum snae pyramidis; in

pyramidem proxime majoris facit quadriiplum sni triangulo-trianguli ; et sic

uniformi et generali in infinitum methodo. »
j

•2 HE (rw,l)fl•••;^ 3-
1 = i:\njn[{\^u)

|.s
1-r] \r, \-u\ +/[77(l+ ?0 [s, \-n]

\
Nicole ParisM. a. 172 7 p.257

j

^^ 10. n£N,+l .^,i/£RFl-?2.ff£N,Fl-;i 3.
•1 {Zx)''^n''nx -2 Zx^-^nUx
•3 (^ axf{Za)^ {{Zaf{2La)\ n{x\^a)

•5 (l+a?j(l+a7j...(l+aîj > l+a;,+;5?3+...+^,,

•6 x£ R'^(l—R) f l'-n 3- (1—^i)(l—^2)...(1—^J>1—ic,—^r-—^,.
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§35 ! = (factorielle) C = (combinaisons)

No + X ^^ 1-0 0! = 1 : aeN„ .3 («+!)! = a!X(a4-l) Df
•01 a,bs^^ .3. a+W = a+(W) . a—b\ = a—{b\) .

axM = ax{bl) . a/bl = a/{b\) Df
n -03 w?£N, Q. m\ = n l-m Dfp

Note. Le signe ! a été introduit par Kramp, Éléments d'Arithm. a. 180H.

G au s s a indiqué la même fonction par 77»?; les anglais écrivent \m.

•1 a,bs^^ .3 77(a+ V-b) 8^,xb\
J
B. Pascal t.3 p.274:

« Omnis productus a quotlibet numeris continuis est multiplex produ.cti a

totidem numeris continuis quorum primus est unitas.»j

•1 \ a,b£^, .3 {a+b)l s N,x(a!)(Z>!)
[ =P-l ]

^ 2. aer . ns^, .3 -0 C{a,0) =1 Df
•01 C{a,7i) = n[a— O-'in—l)] / n\ Df
•1 ??fNo . ms ;i+N„ 3. C(y/i,?z) = wz!/ [n\ {m—n)\] Dfp

^'''ofe. La fonction Cim,n), ou C)u,n, qu'on peu.t lire « nombre des combi-

naisons de m objets, pris n à n» (Pascal), se rencontre aussi sous les formes

- (Euler), (m)n (Cauchy),
[

(Raabe), mn , etc.

•2 C(—a,n) = {—l)"C{a-\-)i-l,n) |Euler PetrA. a.l784 p.86
\

n

^ 3. }n,n£N, 3. -1 C(>»,0) = 1 . C{m,l) =m . C{m,m) =1
C(0, n+1) =0 . C(y/^ m-\-n+l) =0

•2 C{m-{-v,m) = C(m-{-n,u)
| Pascal t.3 p.28y:

« I. Duo quilib(!t numeri a^que combinantur in eo quod amborum agg"re

gatum est. »
|

•21 C{m+1, ii-\-l)= C(m, n+1) +C(m,n)
Note. Cette P, avec les C(m,0) =rl, C(0, m+l) =0, permet de définir

par induction double^ la fonction C.

•3 C(/7?+»+l, 11)= C(î>i+;?, n)x{m-{-n-\-\)/{m+l)

Q((tn-\-)i, }i-{-l)zzz C(m+n, n) Xm/{:n-\-V)

C(>>i+/i+l, n+l)= C(m+fi, n) {m-\-n+l)/{}i-\-\)

\
Pascal t.3 p.289

|

F. 1901 6
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Num ^ 4. m,n£Nj r^.

•0 Num(l—mF l*"w^)rcp ^m! Dfp
Les (l--m F l"m)rcp s'appellent les " permutations des nombres l--m ".

•1 Num[Cls'l—m'^^3(Num^^=^)] =:C(m,n) Dfp
•2 Num[(No F 1-m) » x3{lx =n)] = C{m-\-n—l, n)

\
Fkénicle ParisM. a.l693 t.5 (p.lOl de l'éd. de 1729)

|

Les objets dont on prend ici le nombre, s'appellent « combinaisons avec

répétition des nombres V--m,n h n ».

V ^^ 5- 1 msN, . as ^^¥{l-m)

.

3) . (^«)! £ N,X nÇa])

•2 -ne-N, Q. l\rlr \r, l"'n\ = {n-{-l)l—l

•3 O. l\r/{r+l}\ \r, V"}i\ = /(n+1)!

^ 6. m,n£^, .3.
•1 l\C{ui+)%r)\r, 0-n] = l[C{m+r, m)\r, Q-'n] = C{m-{-n+l,n)

j
Tartagll^ a. 1523 ; General trattato etc. a.l556 t.2 p. 17:

«... la prima progressione viene ad essere un'unità per termine in questa

forma 1.1.1.1.1.1....
.... l'ultimo termine di ciascuna di dette prog'ressioni viene ad esser

la summa délia anciana progressione... »(

•2 A-£No .3 C(>/?.+n, /:) = 2;[C(m,r)xC(n, k—r) \r, Q-k]
•3 m,n£T . /.fiNo O. Ths '3

•4 :i[Q{m,r)\r, 0-'m\ = v(C, im i 0-m) = 2™

IHerigone a.l644 t.2 p.l22:

« Troiiuer l'aggregé de conionctions faites en tontes manières.

Soit faite une progression en raison double commençant à l'unité, qui ave

autant de termes qu'il y a de choses proposées, et de la somme de tous les

termes soit soustrait le nombre des choses, le reste donnera le requis. »|

•5 l\C{m,^\s, (0-mK2N,)S =. l]C{m,s)\s, (0-m)^2N,+ l)j = 2'-'

\
Jac. Bernoulli a. 17 13 p.l04j

^^ 7. a,l),r£V . W7,n£Ni .3-
\ {a+hr= l\[C(m.,r)a"'-'V] \r, 0-m\

Lft P-1 exprime la « formule du binôme ». Si par C(m,?2) on désigne les

coefficients du binôme, elle est une identité. Tartaglia a indiqué comment

on peut calculer ces coefficients; voir §[^2-].

•2 {a-\-hr= l\[Cim,r) {a-\-rcr~'Mb-j'ry-'] \j; 0"-m\

\
Abel a.1826 t.l p. 102

j
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•3 {m+l)y.{l"'ny" =
(,ï4.1)-+«_l_vjC(/n+l,r)x v(l-n)'" \r, 0-(m-l)j

I\I[C(m-\--[ ,r)sr \r, 0---(m—1)] |.9, l--7i\
—

2'|[(l+.s)w + i—(îK+l>»«—sw+i]|.s', l--n\ =
(?i+l)"i+i—l-(w.+l)2'(l- ••«)'« ]

I
Pascal a. 1655 t.3 p.809

j

•i l\[Cin,r)J \r, 0-7i\ = C{2}i,n)
\
Lagranhe a. 1770 t. 2 p. 182:

l+n^+[n{>i-l)j2\^+...=[lXSXô...i2n-l}j(lx2x8...Xn)\2n\

'o v|(_i)'[C(2;i,r)f |r, 0-2n\ = C(2n,n) |LuCAS a.l891 p.l3a!

•51 v|(_i)'[C(2;vr)7 \r, 0-2u\ = (_in8;,)!/(»!f

= i-lYC{M,n)xC{2n,n)

\ DixoN Mm. a. 1890 t.20 p. 79
|

•52 rt,?7£N,0. l\[C(n,r)f-\r,0'-n\ £ (/?+l)XN,

I
ViVANTi Zm. a.1888 t.33 p.358

|

•6 {l-\-x+xT = l\{x"'-'-+oc'"^'-) x2:[C{m, r-\-2s) xC{r+2s, s)

\s, 0-»i] \r, l->n\ + jy" Xl\C{m, 2s) xC{2s, s) \s, 0"->u\

i
EULER a. 1778 PetrNA. a. 1794 1. 12 p.47

j

•7 n\ = l\{-lYC{n,r) {n-rY \r, 0'-ji\

\ EuLER PetrNC. a. 1768 t.l3 p.28
|

•8 lil-n) = v[(_i)'+'C(n,r)/r \r, l'-n]

\
JOH. BeRxXOULLI a.l740 CorrM. t.2 p.35

\

^ S. m,n£^^ . as rFl->n .^. {2:af =
2:\[n\/n{ul, 1-///)] X/7(«,h^. \r, 1-rn) \>(, (N„F l-'>-û)r^H3i2:'(=n)\

\
Leibniz a.l678 ? ; voir Mss. ilf«i/?. III A 3 fol.l6;

MathS. t.3 p.l 75,192; t.5 p.380; t.7 p.l78
j

I
Bernoulli Joh. a.l695, (Leibniz MathS. t.3^p.l81) :

«Esto... polynomiiim qiiodciinque s-\-X'\-y-\-z etc. elevandum ad potentiam

qiiamcuuque r; Dico coefficientein termiui s^ x^ y" z" etc. fore

r . r— 1 r—2 . r—3 .
?•—4 .... 1

^

1.2.3...rtXl.2.3...6Xl.2.o...cXl.2.3...e& * '

^ 9-1 //^£N, .rt£RFl-/// rj.

2l\ {nr)x{Z}'Xar \r, {il^j L-l)Y[l-m)
\
= 2"*X >n\ xHa

\
Gergonne Ann. a. 1816-17 t.7 p. 165

|

^ lOM meN, . ?<£RF l-»i .3

I
Pringsheim ma. a.l889 t.33 p.l42

j

Continuation: §Np 9 §D 6-3 -G §S 6-6-7 §e5-2l.
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§36 mod sgn

n ^^ 1. «fc-N, .3
•0 mod(-f-rf) =a . mod(

—

a) =a . modO :=0 Df

Note. La fonction «mocla» (raodnle de a) se rencontre sous la forme «mola»

(moles a) dans Leibniz, MathS. t. 7. p.219
;

sous la forme que nous adoptons dans Arg-an d a. 181-4 Ann. de Gergonne

t. 5 p. 208, et dans C au eh y. Exercices a.l829 t.4 p.47.

Le mot « mod » se rencontre déjà dans Gauss a. 1801, pour les congru-

ences. Il a d'autres significations dans la théorie des fonctions elliptiques.

Par cette raison Weierstrass a. 1856 t.l p.302, a proposé de l'appeler

« absolute Betrag », et a. 1876 t. 2 p. 78 l'a indiqué par \a\. Cette notation

est contraire aux conventions sur les fonctions, §f; le signe « mod »

n'apporte pas ici des ambiguïtés.

a,hE\\ .3- '1 moda = ? Nq'^ œ3{ a= -\-oc .w. a= —x )
Dfp

2 modrtsNg '3 mod(—«)=:moda
'i mod(a-t-&)^ moda-hmod^

X • S mod(«X ^)= (mod«)X (mod?>)

r ^^ 2-0--S = (R, R,, r)I(N„No,n)Pl'0--5

a,bEY r^\ "6 «-=0 .3. mod/a= /modr/:

f^
-7 wi£No .3 (moda^ = mod(0 -8 msw . «-=0 .3 ThsP'7

.9 modrt = modh . = . a^=lf \ Leibniz ihid.: « Quantitates duae

diversae, eandem molem habentes semper habeut idem quadratum. »
j

Z n ^\^ 3. /«.£N, ./£rF(l-m).3
•1 mod ^/"^ ^ mod/" '2 mod/7/"=: ZJmod/"

^^ 4-0 asR .3. sg-iift =1 . sgn(—a)= —1 . sgnO =0 Df
Cette notation « signum a » a été introduite par Kronecker Werke, t. 2 p. 39

a,h£v 3- ' ^ sgna £ d w iO w i{— 1) "1 1 sgn(—a) = —sgna
•2 sgn(«x&) ^ sgnaxsgn& -3 a = sgnaxmoda
'4 sgna = sgn/; 3- sgn(rt+?>) = sgnrt

•5 sgn(rt+^^) = sgnrt .=. sgnrt-= sgn/? .w. modrt >> modft
•6 «,& -£ lO 3- sgnft= sgn/> .=. sgn(a/;) =1 .r=. sgn(«//>) =1
•7 rt-=:0 3- sgn(/«) = sgna
•8 . mew 3- sgn a^"* =1 . sgn (X^'*+' z= sgna

Continiiation : §^ P2-6, §Q P80, §;. Pl-0, §Lm 1-0, §lim PIS, P24,

§contPl-01, §qHP3, P41, §Subst P3, §vct P9-2, P15.
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§40 max min

> .^^ 1. u,v8 Cls'No . «,5eNo .3
•0 max^^v = 1 u^ aj3{y£ u^iœ r^y. a7>>y) Df

maxîi := « le plus g-rand (maximiin) des a ».

miiiii =z « le plus petit (minimun) des u ».

•I max ta =rt "Il cC:>b r^. va^x^iia \^ ib) z=a

•2 '3.U . nisN^ . -a m'^(/;^+No) r^. a i maxii

a tmax^^ . a unaxy .^. "3 max(«w?') = max(Mnax?«wt max?;)

•4 max(^^+^') = {m^^ii)+{y^vd:xv)

• o max(uX y) = (max u) X(maxt')

•6 max(?<f^L^) = (maxw)[^(maxt')

n ^ 2. ti,?;£ Cls'n . «,&en .3 P1-0--4

R ^ 3. w,i-£Cls'R . «,&£R .3 Pl-0-'l/3--S

•2 Numw £N, .3- a^max?^
•G «£ Cls'(l+R) . ^'£ Cls'Ny . a i mcixH . a i maxr .3 Pl'6

r ^$ 4. (r
I

RjP3-0--4

^ 11-14. (min,»I(max, OPl-0--d,'3-'6 . P2-0--1/3--4 . P3 . P4

11-2 z^£ CIs'Nq . au .3 3^ ^ minw
12-2 u£ Cls'n . wt . m£No . -a it<^(/^i—Nq) .3^. a i minw

•n ?^.£ Cls'n . a imuxn .3 min(— ?0 =^- —maxij

1 3*7 /le Cls'R . .3 min //t =: /max^^

^ 15 u£ Cls'Nj . fi£Ni .3.
•1 min^z( = min^i . min

,
^^^ =: min[^fn;3?5(;r>min,;?f)] Df

miu,i II indique donc le W'-'"'' nombre de la classe tt, en les disposant

dans l'ordre croissant. Ex. §Dtrm P3.

•2 rt£Ni . ms N^+l . Num N^'^(a/NJ = m . rs l-"tn .3-

min^(Ni'>(2/'Ni)Xmin,,^_,.(Ni^a/Ni) = a

Continuation : §quot, §Dvr, §mlt, §Np 10, §mp, §Q82 83,

§cres -8, §cont 2-3, §D 4-1
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§41 quot rest

No X > max ^ 1. a,b£No.c,d£Ni r):

•0 q\xot{a,c)= ma,x[N^'> X3{ijcc <a}] Df

quot (a,c) et rest (a,c) sont le quotient et le rest de la division de a par c.

Le dividende est a, le diviseur est b. Le cas de o=:0 se rencontre p. ex.

§Dtrm 8-1. On peut remplacer les signes quot et rest par les signes E et /^

qui suivent.

•1 quot(0,c) =0 . qiiot(c,c) =1 . quot(a,l) =« . q\iot{ac,c) ^a
•2 qiiot{ad, cd) = quot(a,6') '3 quot(a, cd)= q\iot[(\\xot{ci,c),d]

•i a<Cc .=. quot{a,c) =0 : a^c .=. qu.ot{a,c) eN,

•5 cC>b r^. qu.ot{a,c) ^ qu.ot(b,c)

•SI c'^d .^. quot(a,c)< quot(a,c?)

•6 q\iot{a-\-b, c) > quot(rt,c) + qiiot(?^,c)

•7 quot(ac+&, c) =: rt+quot(&,c)

rest #^ 2. Hp P-1 Q.
•0 rest(a,c) = a—6'Xquot(a,c) Df

•01 rest(0,c)= . rest(c',c) =0 '02 rest[rest(a.,c), c-] = rest(a,(?)

+ •! rest(a+c, c) := rest(a,c)

•1 1 rest(a+&, c)= YGst[b+rest{a,c), c]

•] 2 Yest{a-{-b, c)= rest[rest(ajC) + rest{b,c) , c]

•13 rest(a,c)=:rest(&, c) .=. rest{a-{-d, c}= rest{b-\-d, c)

>> -i/t fKjc .3- rest(rt,c)=a 'IS «>c .3- « !> 2 rest(a,c)

X "2 rest(rt6Z, ce?) = rfxrest(a,c) '21 «s N^xc .=. rest(«,<?)=0

•22 rest(a&, c) = rest[rest(rt,c)Xrest(&,c) , c]

•23 rest(a,c)= rest(?;,c) .~^. rest(ac?,c) ^ rest(M,c)

•24 rest(rt+?>c, c) = rest(«,c)

•23 rest(«+^, (?)= rest(&,c) r^. as^^xc
•26 rest(rt,c)+rest(&,c) £ N^Xc .3- «+?>£NiXc

f^
-3 rest(a^,6)= rest(a,6) . rest(«^,4) e^Oud

•31 wsN^ .3 l'est [(a+c)"*, c] =rest(a'**, c)

— •s rest(«.,c) £ 0- ••((?—!)

2 -Ç» X £ N^Fl-//^ .33. rest(:s;/;, c) = rest[:î; rest(.r,c), c\

•7 X £ NjFl—wi .3- i'est(Ife, c) = rest[i7rest(^,c), c\
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quot rest ^ 3.

•1 q, reNo . a= cq-\-r . r<^c 7^. q= quot{a,c) . r= rest{a,c)

•2 quot[rest(a,c), c] =0 . quot[rest(a, cd), c] = rest[quot(«,c), d\

•3 rest(a,c)+cXi"est[quot(a,c), d] =. rest(a, cd)

'A a^c . quot(rt,c) -e dXN, .^r

rest(«, (?c^) >» rest(a,c) . res,t{a, cd)—rest{a,c)£ cX^^
t; qiiot(a+^j c)= quot(a/') + quot [b-\-Ye^t{a,c), c\

•G qu.ot(a,c) = q\-iot{a, c-{-d) .^. rest{a,c)^ [q\iot{a,c)]xd

•7 c>»f? r^: qu.ot{a,c) = qu.ot{a, c—d) .=.

c— Yest{a,c) >» [q\iot{a,c)-{-l]Xd

•8 qaot{a,c)= q\iot(a-\-b, c-\-b) .=. rest{a,c)^[qu.ot{a,c)—l]Xb

•9 maxN,'>a?3Jquot(a+^,c) = quot(a,c)| =: c—rest(a,c)—

1

§42 E = ( Entier de
) /^ = (

partie fractionnaire de
)

r ^ 1-0 œer 3- Ex = ? n'^ zsÇ^ ^oo<^ z-\-l) Df
Xote. La notation Ea- a été introduite par Legendre, Théorie des nombres,

II édition p.8 a. 1808. La notation de Gaiiss a.1808 t.2 p. 5, est [x].

1 XEV .'^. E.»£n . Ex^x<Ei:c+l . EEa7= E^
•2 XEW r^. Ex =x

+ ,3 Xjj/sr .3: E(.T+?/)^ E^+Ey : x"^!/ 7^. Ex ^ Ey
— -4 x£ r-n .33. E.r + E{—x) = — 1

X en r^. Ex + E(—^) =
X •') Exy= Eixi/) Df

/ • G xsR .3 . E[(E^)/xl— 1 = Ex+E(—X)
•7 ^£R . «£N, rj. E(x/a) = E |(Ex)/flj

V ^^ 2-0 x£R.a£^,.'Z)-^\[Eix+)'/a)]\r,0-{a—l)\=zEax

\
Bertrand Arithmétique a.l851 p.l09

j

•
1 ^fr . a£N, . -a: [xxil"'a)]^n .3)-

^^1 (E ra;) \r, l-a\ + 2:\[E{r/x)] \r, 1-E ax\ = ciEax

I
Gauss a.l808 t.2 p.7

j

•2 ^£r Q. Ex= ^î[E(x/2'- + /2)] \r, N,
|

-=E(V2-f-/^)+E(x/4+/2)+...

I
Cesàro Excu.rsions Arithm. a. 1885 p.;>6

j
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max "3 œsY .^. E^ = max[n ^ y3(y<.œ)] Dfp
quot '4 a,h£^^ .'^. q\iot{a,b)= E{a/b) Dfp

E ^ 3. ûo,'i/£r r). -0 ^x= œ—Ea} Df
•01 ftftx= ^x . E/^x—O . fiEx=zO
Zehfuss (Grunert Afchiv, a. 1850 t. 27 p. 12) a introduit cette fonction ^x\

la lettre ^ est l'initiale du mot « Bruchtheil » . Elle a été indiquée dans

F1898 par 0.x. On l'appelle aussi « mantisse », c'est-à-dire « excédent ».

Wallis, Opéra a. 1693 p.41: « Ejusque partes décimales abscisstis, cq^iyendicem

voco, sive mantissam »

.

•\ ysn Z). ^{x+ij) = ^x -H ^(x+!/) = ^ {^x+^tj)

•2 xsn r^. C)X -\-[i{—œ) =0 -2 1 x^e n .^. [^x + (i{—x) =1
•3 0^/iâ?<l

'

-31 ^{œ+ij)^ j^x + l^y

•i yen .3. ^{xy)= ^{y (ix)

•5 asN, .^. E fflii? =: «xEj? +E(ft/i^)

•6 /2 — mod(/?£(? —/2)= min mocl(rc—n) ::= mod(â7+E^ — E2^)

rest -7 «,&£N, .3- i'est(a,&)= &X/5(a/&) Dfp

Continuation §Q 84, §e 3.



Chf 8Ô

§4:î Chf = (chiffre)

E |5 ^^ .^£R Q:
Chf^= EXfiX-'œ= X^X"'E^= E^-XEX"*^ == rest(E£t',X) Df

Note. «Chlir» qu'on peut lire « le chiffre de a;», représente le chiffre des

unités de x, dans la base X, que nous lisons dix. En conséquence, Chf(X"a;)

sig'nifle « le chiffre qui suit de n places le chiffre des unités.

Le symbole «Chf» est tiré du français; car «cyphra» sig-nifie (Euler).

•
I Chf^ £ 0-9 Chf 'N^' == iOuil^U^i6sjt6^i9

a£(2N>{5NJ .3 Chfa^=6 ae N,-(2NXôN,) Q. Chf a* =1
•2 a,h£X^ .3:
a& 2N,3 .=. Chfa £ 2No : as 5N„ .=. Chfa s 5N„

as 3No .=. :L[(Chf X"'VO \r, NJ £ 3X,

» 9 » » » 9

as &XN, .=. v[(Chf X-"«) X rest(X7;) \r, NJ £ ^^XN^

I
Pascal a.1654 t.3 p.312

{

Ces formules expriment les " caractères de divisibilité des nombres ".

•3 a,nsX, O: Chfa' = Chfa . Chfa"+* = Chf a"

Chf a' =6 .=. Chf X"'a' s 2N„+

1

3^i£ (4No)g(4No4-l) Q. ChfX-^T'^zziO

m£ (4N,+2)s.(4No+3) .3 » » 4

•4 a {m,n)3[m,7is'N, : ps m+N^ .3,. Chf(X^^)= Chf(X^^"a?)]

I
Wallis a.l685 t.2 p.364 :

'

« ... post processum (Reductionis Fractionum \T,ilg'arium ad Décimales)

aliquateniis continuatum, redeunt iidem numeri, et eodem ordine circulantur

qu.0 prius... semper, si non citius, post tôt locos uno minus quot sunt in

Divisore imitâtes ».
|

Sibt-el Mâridini a. 1500 (BM. a. 1899 1. 13 p. 33) a rencontré quelques

fractions sexagésimales i^ériodiques. Wallis a. 1657 (t.l p.224) a calculé

quelques fractions décimales périodiques ; mais il a énoncé les principaux

théorèmes seulement dans l'ouvrage de l'a. 1685.

Continuation : §lim P26.
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§44 Dvr

N, X max $^ 1. u,v£ Cls'N, . a,l),c,ds'^i O-

I

» = (le plus grand commun diviseur des it)\

Les notations D(«,&) et m(rt,&) qu'on rencontre dans Lebesg-ue, a. 1859 p. 8,

ont été ado^Dtées par Lucas, et par d'autres.

Nous les emploierons dans ces deux §; mais dans la suite nous adopterons

les notations plus claires, bien que plus longues, Dvr et mit.

•01 n£ Ni+1 . X£ N,F 1-n Q. Dx= V>{x'l-n) Df
Ex.: P-22, §mltPl-5-6

•02 D{a,h)= Tf{Lauib) Dfp
•1 Di«=a . T>{a,a)^a . D(l/0 =1 • D{,a,b) z= I)(b,a)

•H as N,x& -3 'D{a,b) =b
•12 a,h£'N^xc r^.'D{a,b)£^^Xc JEuclides vu P2: « èàv àQiê^ubg

ôvo (XQi&jnovç jiiSTofj, xal tô jLiéyiorov o.vrwv xotvbv uÉtqov jLiergtjoei »
j

"l^ 'D{ac,bc) = cxDia,b) •131 'D{a,b)=l r^.BiaCjbc) =c
•14 ab £ N,xc . 'D(a,c) =1 r). b£ N,X^

•!S D(a, bxc) = B[a, bxD{a,c)]

•16 D(a,c) =1 .3). Biab,c) = B{b,c)

•17 B{a,b) =1 . rt£N,xc O- I^(^^) =1 jEucLiDES vu P23|

•18 T){a,c) =1 . D(&,ç) =1 .=. I){ab,c) =1 ÎEuclides vu P24|

•19 I){a,c) = I){l),c) = D{a,d)= I)ib,d) =1 Q. I){ab, cd) =1
j
EUCLIDES VII P26

I

•20 cœ'N^xb . a£^^xc . 'D(J),c) =1 .3 cœ'i^^xbc

•21 Bib^c) =1 .3 I){a, bxc) — D(«,&)xD(ri,c)

•22 D(a,5,c) — D[D(a/;), c\ \ Euclides vit P3
j

mi .3- '3 Bu £ N,

[
uz Cls'Nj . v~ NVa?3(20NiX.'r) -D- Isi» • §3 PM O- 3" (1)

Hp(l) . mzu .3). -a ;;n(m+Ni) . (1) . §max Pl-2 .D. a ( maxy (2)

(1) . (2) . Elimm . Elimy .13. P
]

•31 iC^l^^'i 3- D'^£N,Xri -32 D(?^.Xrt) = axD?'.

a/j, . w .3 "33 D(/^w?') = D(D^^, Dr)

•34 D(wxy) — (Dw)x(Di7) JSTIELTJES a.l895 p.4j
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H- -11 D{a-\-b, b) = D{n,b) |
Euclides vu PI

|

[ §X P2-2-3 O- max[ N,n X3{a,b£ N,Xa;)] = max[Nir>a?3(rt+6, b s N,Xic)] -D- 1'
]

•12 D(rt, «+ 1) —1 [P-41 O. D(rt, «+l) = D(rt,l) . P-1 .3 P]

•13 D[a+bc, b) = B{a,b)

•U D(a,b)=l.D{b,m)=\.D{a,7i)=\ Q. D(a&, «w+?;^?) =1
•15 D(rt,/;)=1 O- D(a4-&, rt^)=l

•16 a>& . D(rt.,/;) =1 .3 D{a—b,ab)=l
•17 D(rt,/;) =: D(a+?>//^, a-\-bm-\-b) = D{a-{-bm, a-\-bin—b)

— -21 Dr2a—1, 2a+l) =1
•22 ftg 2N, . b£ 2N,+1 . a>b .3 D(rf+?;, «-?>) = D{a,b)

•23 « , & £ 2N,+1 . O. = 2DK&)
•24 a>Z^ . D(rt,&) =1 O. D(rt+7;,a-/?)==dw«2

/ •s D(a,?>)= D(c,rf) =1 . a/b= c/d Q. a=c . bz=d

•3 1 a/b= c/d . I){a,b) =1 Q. r-/a = d/b= B{c,d)

\ -d-di Euclides vu P20,21
j

•32 T)[a/B{a,b) , b/D{a,b) ]
=1

•33 a,b,c£ 2N„+1 .3 D{a,b,r)= D[{a+b)/2,{a+c)/2,{b+c)/2]

f^
-4 D{a,b) =1 .3. D(a*^,Z>^) =1 \

Euclides viii P2,3
|

•41 T){a,b)=l 3.;
D(a'+«?>,Z>')—l.D(a'+&%rt7;)=l |

Euclides ixPlô
i

•42 ci>b . D{rt,10) =D(&,10) =1 3. «'+?>' £lON, .w. a'-b' £ ION,

•43 D(r^,/;) =1 . B{a-{-b, 3) =13. D{a+b, a'—ab-\-b') =1
•14 D(/^,^j =1 3. (X,+ l)^ (a^+?>')/Ni 3 N,^+X,^

•43 rt./;£ N,-X,' . rt?> £ N,' 3. D{a,b) >1
i
Leibniz a.l678 Math. Schr. t.T p.l22

|

•46 I)(a,b)=l 3:
]SY(a^4-?>YN,3(4N,+lM2 . N,^(rt^+?>VNi 3(8^0+1^2

•47 D(a,?>) =1 3. ^r [rtK2"')+?>K2"')]/N, 3 (NoX2'"^*+lM2

I
Euler PetrNC. t.l a. 1747-48 p.32

\

•48 -N,^{2''+ l)/:s, 3 16/^No +1
•49 D(a,//)=1.«?;£4N,+1 3. NArt-'^"+?>-'*'0A'^'iD(8«^^^^^û+lM2

!
•48-49 Lucas TorinoA. a.l878 t.LS p.281

\

Num -o I){aJ))^=^m\\l-br^x3{ax£'^iXb)

rest •e «-£N,5 3- L)(rt,Z>) == D7;, rest(f^,&)]

•61 D{a,b)=Db,b—rest{a,b)]



9^_ Dvr mit

E -7 a,b£'N, . Dvr(2«+1, 2?;+l) =1 O-
2|[Er(2a+l)/(2&+l)]|r,l-&|+v|[Er(2&+l)/(2a+l)l|r,l-aj=a6

I
Gauss a.l808 t.2 p.7

|

•71 a,b£^, Q. 'Dia,b)=b+l[Eiah/b)\h,l"'b]-{-l[E{—ah/b)\h,l-"b]

n -^ 3-0 us Cls'n . a uhO .3- Dw = msix['Np X3{u1^ nxoo)] Df
•01 D(^0)=0 Df
•i us Cls'n .^. D(«w tO) = D« . D^( = D mod ic

•2 a,b,csn ."^i '3.{x;i/)3{x,ysn . ax-\-by=c) .=. c£nxD(a,&)
•3 a,CEn . &£Ni , J){a,b) =1 .3- a 0—(&— 1) ^ ^«3 {ax—c s nb)

'A a,b,c£n . D{a,b) =:^1 . u,v£ii . au-\-bv =c .^:

x,i/s n . ax-\-bii ^c .=. a n ^3[a?^ w+&j . y=z i^—az]

R ^^ 4-0 ^6£Cls'R.3D^« = max[R'^i«:-3(^QN,X^)] Df
•1 ft,&,c£N, Q. V){a/c, b/c) = [T>{a,b)] /c

\ Bertrand a.l849 p.l05
\

M,t^e Cls'R . a?^-
.
ar . aeR . îi£Ni .3 '- D(^^X'')= (D^^xDi')

•3 (D^<r=D(^^") -4 D[rt[^(O-/0]— [D(l,a)]''

I
Barrieu AnnN. a.1895 1. 14 p.214

j

Continuation: §mlt 1-41 2-2, §nt -9, §Np 12, §^, §Dtrm4-l.

§45 mit

N, X min ^^ 1. u,ts Cls'N, . a,b,c,ds^^ .3.
•0 miiu =1: m^i = min[ N,^ X3(ijsu ."^y .xs^i Xy)] Df

I

» = (le plus petit multiple commun c^es u)\

•01 ns N^+l . xs N^F 1-n .]3- n^^= n^(^' l""''^) Df
•02 m{a,b) = m(mwi^)=:min(axN,^?>xN,)

•1 mtai=::ft . iiii{a,a)=a . m.{l,a) =(1 . Yn{a,b) z= m{b,a)

•11 as NjXft .3- ni(a,5) =:a
•12 c£ N,x« . es NiX& .3 ^^ N, X m(a,Z>)

|
Euclides vu P35

•13 m{ac,bc) =: cxnii{a,b)

•2 m(rt,?;,c) = m[m(r^,?)), c] \ Euclides vu P36
|

Nnm^f £N, .3 '^ m« £N, '31 m(^*X''0 = '^^Xmw

•32 ysu .~^y . as NjXy O* û^fiNjXmw
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Numi^, Numt? sN, r^. -33 m{iiyv) = m{mu, mv)

•34 m{iiX?') = m/<xm?5 î
Stieltjes a.l895 p.4

j

•35 /i£Ni+l .3 m{l-2n)= m\{n+l)-2n]

Dvr ^41 D(rt,/j)=l r^. m{a,b)= axb j
Euclides vu Po4

j

•42 D{a,h)X\W(,h) = axb
i

» *
J

•5 D{a,b,c)xm{ab,ac,bc) = abc

m D
D(a,5,r//)xm(r^^r, abd, acd, bcd) = abcd,

•51 HpP'Ol .3.
Dx X m\{nx)/x , l—iî]= Ux . ma^ xT)[{nx)/x , 1 •••/?]= /"A'»

•6 m{a,b,c) B{a,b) 'D{a,c) D(&,c) = abc I){a,b,c)

\
•^-•6 Lebesgue a.l859 p.31,34

j

•7 a,b,ûi,n,x£ Ni . x'"—\ s NiX« . x"—l s 'N^Xb . D{a,b)= 1 .3.

•8 [N„ bs'^.Xa, I){a,b), m{a,b), 1]
|

[Cls^ fQ&, «^?>, r/^?;, /\]

§1 P4-2^4-5 5-2--64 6 7'2-'4 §2 §3

Cette P"8 dit que les P de Log-iqiie que nous venons de citer subsistent

si l'on rempLace Cls par Nj, " tout a est 6 " par " a est un diviseur de 6 ",....

R ^^ 2-0 n£ Cls'R .3. m^/.= miii[R^ x3{uZ) V^i)] Df

•1 u,b,c£ Nj .3- ni(a/c ,
b/c) = [m{a,bj] /c

\ Bertrand a. 1849 p. 107
j

•2 a,b£U .3 B{a,b)xni{a,b) = ab
S

» * *
I

as Cls'R . Numa fN^ .3-

•3 Da X m /a =1
•4 reU .3- I^(^'''<) = '''Drt . m{ra) =irma

•o .seNi rj. J){a') = (Day . m{a) = {maY

n£'N^ . aeUF V'-n . s£ V'-ii .3
•6 D|//(a/0 k; Cls'l-n'>^'3(Num:r = s )j x
m\ z=n—s)\ =na

î
•3--6 Barrieu Mathesis a.l883 t.3 p.217

\

u,r£ Cls'R . Niim?(, Num^7 eNj . a£R . :?i£N, .3
•72-74 = (mlD) §Dvr P4-2--4

j
Barrieu AnnN. a.l895 t.l4 p.214

\
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§46 nt dt

/ R min ^ 1. a,bsR . 3
•1 ntrt = min| Nj'^j'3[aN,^2/3(j?/i/ =a)]

I
Df

•2 &ia =z mm\^f^y3{^^*^x3{x/ij:=a)\\ Df
•3 ntr^, dt« £N, . dta = nt(/«) . nia = dt(/«)

•A ntrt = min[N,'^ N,Xrt] . dtrt = min[N,'>N,/rt] Dfp
•5 ntrt = (txàta . dta = ntrt /a . nt«/dtrt =«
•51 fteNjX/^ .=. ntrt£N^Xnt& . dt&£NiXdta

\
V. Murer. Bollettino dlretto da A. Conti, a.l900 t.2 p. 10

|

•6 a-{-h eNj .3- clt« = dt& . a—h £N, .3- dtrt = dt&

•7 î>?£N, .3- dt(//^+''0 = dtrt : m';;>a .3- dt(>/^—a) = dta

f^
-8 j/i£N, .^ nt(a"*) = {wiaT . cUia"") = (dta)

•8 J ni£ Ni Q: «£ R'" .=. nta £ N,'" . dta £ N,™

Dvr mit -9 Dvr(nta , dtft) =1
•91 nta= /Dvr(l,/'^) • dta= /Dvr(l, a) Dfp
•92 — = / mlt(l, a) — = /mlt(l, /a) Dfp
•93 «£ Cls'R . Nunirt £N, .3 Dvm = Dyr(nt'«) /mlt(dt'a)

•9-4 » » » .3- ^^'^^^^ == mlt(ntV/) /Dvr(dtV<)

j
Barrieu Mathesis a.1883 t.3 p.217

{

^ 2. a,teN. O.
•1 nt(a/^) — a/Dviia,b) -2 dt(«/?>) — b/Dyr{a,b)

•3 Dvr(«,?>) =1 .=. a= nt{a/b) .=. b= dt[a/b)

•i nt{a/b) = mlt{a,b) /b -5 dt{n/b) = mlt(a,b)/a

nt a =. « \e nixmérateur de a »

dt a rz « le dénominateur de a »

en supposant que le nombre rationtiel a soit réduit à la forme plus simple.

Voir A. Padoa RdM. a.l898 p. 90-94.

Continuation: §Np P14 §mp 3.



Np 95

§51 Np = (nombre premier)

X ^ 1-0 Np=(l+N>[a+N,)X(l+N.)] Df
•1 2,3, 5, 7, 11,... £Np

I
Voir : Burckhakdt , Table des diviseurs pour tous

les nombres du jD'emier, deuxième, troisième million.

Paris 1814-1817.

Glaisher, Tables des diinseurs jjour tous les nombres

du 4'"% 5'"% 6"", ni illion. London 1879-83.

Dase, Table des diviseurs pour tous les noiiibres du
7'"% 8'"% 9'"* million. Hamburg 1862-1865.

Dase et Rosenberg, Id. du iO'"* million. Archiv der

Akademie, (non publiée) Berlin.

•2 as Np . b,r£ Nj
. &c £ N,X ^^ O- ^^ ^iX f'' -w. ce N, X <^

I
EUCLIDES VII P30 :

''Eàv ôvo noi{^nol TioVMJiXaoïâoavTeç àXh'jXovç Tioidïoi riva, rbv ôk yev6-

UEvov èi avTcJv '(f-Toi] Tiç TTQcàroç àoif^uôç, y.al Eva toJv i^
<^'Q'/jl^ fieToy]oei.\

•3 N,+ON,xNp j
EUCLIDES VII P31 :

"Ajiaç oiw&eroç àgiâ/nbç vjib ttomjov rirbç àgcû/Liov jLisTQeÏTai.
|

•4 2(N,+1)^ Np+Np
! GoLDBACH a.l742 CorrM. t.l p.l35

j

G. Cantor (Congrès de Caen de l'A. F., a. 1894) a vérifié que 2X(2---500) 3
Np+Np; V. Aubry (IdM. t.3 a.l896 p.75) que 2X (2- ••1000) 3 Np+Np.

— ^ 2-'l Np'>(N,^-3) ^ (6N,+l)u(6N— 1)

S
BUXGUS a. 1599 p.399 : «...semper ... numeri priini post bina"

rium et k'rnarium, in senariorum multiplicium vicinia collocati comperien-

tur, aut uno minores, aut uno majores. » î

•2 as N,^-3 .^. 3 Np ^ (a-hN,) ^ (2«—N,—2)

I
Bertrand JP. a.l845 Cahier 30 p.l29.

Dem. TcHEBYCHEF a. 1852 Œuvres t.l p.52
{

1^ ^ 3-1 as 1-f-N, . -3 Np f^ X3{ x^^a . «£ N,X^ ) O- ^^^ ^V
\ Leonardo Pisano a. 1202 p.38:

«Qui primum numerum... cogiioscere voluerit... semper eat dividendo ipsum

per primos numéros ordinate, donee aliquem primum numerum invenerit,

per quem propositum numerum absque alia superatione i)ossit dividere, vel

doncc ad eiusdem perveuerit radicem: si per nullum ipsorum dividi potuerit,

tune primum ipsum esse iudicabit. »
j
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•2 Np'>(4N,H-l) 3 N,»-hN,» \
Girard a.l634 p.l56:

« Tout nombre premier qui excède un nombre quaternaire de l'unité se

peut diviser en deux quarrez entiers. »
|

•2 1 a,h,c,d s N, . a^-hb^= c'-'rcP . a'+&' £ Np .3 • i^a^tb= icyid

I
Fermât t.l p.294 : « Numerus primus qui siiperat unitate qua-

ternarii multiplicem, semel tantum est hypotenusa trianguli rectanguli »
j

•22 «£Np'^(4No+3) .b,C£N^ .&'+c''£N,xa O- b,c£l^^xa

\
Fermât a.l640 t.2 p.204 :

» 8i un nombre est composé de deux quarrés premiers entre eux, je dis

qu'il ne peut être divisé jîas aucun nombre premier moindre de l'unité

qu'un multiple du quaternaire ».

Continuation : §mp 1*7.

•3 Np ^ (oNo+1) 3 N,'+3N,'
S
Fermât a. 1654 t.2 p.313

|

NpM(8N,+l)^(8N„+3)]3N/+2N,« | . >
|

Np n [(8N,+1) u (8N,-1)] 3 Nj'-2N,'

Continuation : Legendre a. 179 7 tables 3 et 4.

•4 ii'—l, 2^—1, 2^—1, 2^—1 £Np
j
EucLiDES IX P36 scolia

I

2"-l, 2"-l, 2"-l sNp
231—1 E Np

î
EULER BerlinM. a.l772 p.35

|

2"'— 1 s Np SPervouchine, Acad. S. Petersbourg, a.1883
|

2'+l, 2»+l, 2*4-1, 2^+1, 2*'+l £ Np Voir
§f^

P5-G.

7x2''°+l £ Np
I
Seelhoff Zm. a.1886 t.31 p.380

j

•5 »£Ni .3 (2^)''l +1 £ Np
î
Gergonne a.l828 Ann. t.l9 p.256; Dem?

|

•6 »^£Ni .3'"^*-l-4£Np .=. /M=l
[
§[^ P14-25. &=l .3P

]

I
GoLDBACH a. 1742 CoitM. t.l p. 139 ; S. Germain a. 1772 p.296

\

•7 «£ Np . b,7^£^^ .
5" £ NjXrt O- ^^ N,xa |Euclides ix P12|

•7J .a'*£N,x& .3 te^N,
I

» » P13j

•8 >n£N, . 2"*+-l eNp .3 ms 2f^N„ |
Fermât a.l640 t.2 p.205(

[
2)s 2Ni+l . wfNi . §[^ 5-7 -D- 2'»^ +1 s (Ni+l)X(2«+l) -D- P

]

•9 as Np . b£ (1 4-N,) -(N.Xa) .3 b""-'—! s N,xa
|Les chinois ont connu cette P pour b=2, dès le temps de Confuchis.

a. —550^—477; cfr. Heans Mm. a.l898 t.27 p.l74|

j
Fermât a. 1640 t.2 p.209 :

« Tout nombre premier mesure infalliblement une des puissances — 1 de

quelque progression que ce soit, et l'exposant de la dite puissance est
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sous multiple du nombre ])rcmier donné — 1-, et après qu'on a trouvé la

première puissance qui satisl'ait à la question, toutes celles dont les ex])o-

sants sont multiples de l'exposant de la ])remière satisfont tout de même à

la question. »\

j
Dcm. LEir.xiz il/a //kS. t. 7 p. 104 ; Eulek PetrC. a.l7:>6

t.8 p.l4:î : PetrîsT\ t.8 p. 70
j

•y 1 as Np . b,CEN^ .3- i^^n" — h" — c" s N,x«

S
EULER PetrNC. a. 1747 t.l p. 20

j

^^ 4-1 ///t-X, . 4//^4-l £ Np .3. iji'''—l £ NoX(4//i+l)

I
liiKMOKE a.l896 Jùl Tiui'^s, t.Gô p.78

{

-2 ui8 ifN, .3 2"*+l £ Np .=. 3[^(2;^,>;«— 1))+1 £ N,x [cf//O+l]

I
Proth CoitN. a. 1878 t.4 p.210

;

•3 //^eN, .
2'"— 1 £Np .3. y/^£Np ÎFermat a.l640 t.2 p.l98|

•-4 q£ N, . 4fy+3 , 8g+7 £ NpO •

2*'" -1 £ {Sq-\-l)^,

\
Lucas TorinoA. a. 18 78 1. 13 p.283

j

^^ 5. in,a,h,C£^^ . p£ Np-/2 .^ .

-2 a'"—h'" £ Np .^. «i£ Np . «=: b-\-l

•3 N,'^(a"-?>")A\\D[Nr(«-?>)/N,]w(N,X7>+l)
•4 N,^(2"-l)/NONoXi3+l
•r; a"-'+/y'-' £ îs\Xi) . D . r/,/^£ N,xy>

I
-l-'S EuLER PetrNC. a.1747-48 I p.20

\

9 a£N . 2«+ 1 £ Np . b£ 11 - n (2a 4- 1 ) .3 •

{—h)"—l £ n(2«+l) .=. b£ n' + (2«+l)n

}
Legendre a. 1797 N.134

{

Les nombres n--|-^^<n s'appellent « résidus quadratiques de a »

.

-
^l^

6-1 .^'£0•••9 .3. .r'+.r-t-ll £Np
•2 j£0-15 .^^.âs'^-t-^+n £Np 1 EuLER Op. post. t.l p.185

{

•3 x£ 0-39 .3. a;'^a;+-il £ Np |
Euler BerliiiM. a.1772 p.36

j

A x£ 0-28 .2). 2.x•'^-29 £ Np |
Legendre a.l797 p. 10

j

Num ^^ 7-1 NumNp£infn )
Euclides ix P20 :

01 7T.o(~noi àoiihiol tiXelovç eIoÏv jiavToç tov nooTedêvroç 7th)i)ovç

TTOOJTOJV âoidiicov.
\

•2 Num Npr>(4N,+3) £ infn

•3 Num Np^(4N\+l)£ infn Continuation: P12-7

•i Num
S
Np r^ [2^(2f^N,)+l] ;

£ infn

I
E1SENSTEIN a.l843 JfM. t.27 p.87; Dem? *

F. 1901 7
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V ^ 8-1 p£^p'i2 . qel-ip—l) .'^. l\l-{p—l)fq S^^XP
IMatrot, Revue semestrielle a. 1900, t.S^ p.40|

•2 msNo . neNj . ps Np-62 . qs l-{p—l) .3
l]rf[m{p-l)+q]\r, l-(;ip-l)| £ N^XjJ

IPappit, Revue semestrielle a.1900, t.S^ p.40{

•3 ?«£Ni .xsia.F l-n . as Np .3. {ixf—iix") e N,xa

77 ! C ^ 9-1 a£(Nj+4)-Np 0.(a-2)!£N,Xa
•2 «eNp .3 (^^—2)! —1 £ NgX^

I
Leibniz Mss. Math, t.3 BU fol.lO:

« Produc'tus continiiormn xisqtie ad immerum qui antepraecedit datum di-

visas per datum relinquit 1, ... si datus sit primitiviis. Si datus sit deri-

vativus relinquet numerus qui cum dato habeat commxinem mensurara

unitate majorem. »
|

•3 ae 1+N, . (a— 1)! +1 £ N.xa O- ^^^ Np
j
Lagrange a.1771 t.o p.4o2

•4 rt£Np .3- («—1)!+1 £N,Xrt
I
WiLSON, Voir Waring

a. 1770 p.218 ; Dem. Lagrange a.l771 t.3 p.425
j

•5 as Np .=. as N,+l . (a—1)!+1 s N,x« [
= -à-i j

•6 rt£N, . 4«+l £ Np .3. [{2ay.Y +1 £ N,X(4ft+l)

•61 » . 4:a— 1 » » — » — »

I
Waring a.l770; a.l782 p.330 : « Sit ?i numerus primus ...

2- 3-' 425=... "^^'+1
( ubi erit +1, qiiando^ fit par

n
numerus, sin aliter —1) integ'ri erunt numeri. »!

I
Dem. Lagrange a. 17 71 t.3 p.431

|

•7 rt£Np . bs l-(a— 1) .3- 0{a,h) s N^x^

j
Leibniz Math. Schr. t. 7 p. 102:

« Si numerus rerum sit primitivus, combinatio ejus quaelibet per Ipsum

dividi potest, dempta prima et ultima. »|

•71 a£Np.&£0-(a-l) .3. C(a-1,6) £NoXa+(-l)*
•72 a£Np-f2.&£2^^^(«— 1) .3- C(a+1 , &) £ N^X«

I

•71-72 Lucas AJ. a.l878 t.l p.229
|

•73 Hp^7 .3 Q{a—2, h-\) s N^Xa — (—ifx^
•8 ns N^+1 . as Np . xs N^Fl-^i . IIx s N^Xrt .3

a 1—;?. r^ r3{x^ s NjX«)
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•81 neNj+l . asNp . .rsNpFl-M . Uxel^^xa .3.

min ^^ 10- 1 «£14-N, 3. mm[(l+N,)'>(«/NJ]eNp
aeNp . te(Ni+l)-N,XrA Q.

•!21 min[N,'>a75<7/— 1 £ rtXN,)] £ Nj'^(rt—1)/N,

•22 N,'^.r3(//— 1 £ r^xN,) — N,Xmin[N,'^^3(&'-— 1£ rtXN,)]

j
Fermât voir P3-!»

\

•3 rt£N^ Q. min[(N^+l)'> .V3(a !+l £ .rXN,)] £ Np^XN^+a)

E ^ ^^ 11.

•I «£N, .3 a\ = 77î/7[/7|Xp ^ 0-E(.s-'x "^a)] js, NJ |>-, NJ
î
TcHEiiYCHEF a. 1852 Œuvres t.l p.53

{

/?i,î2£Ni . p£Np .3-
•2 C(/7i,^0 £ /7 !C[p/?(;/^//;'-)

, p/^Oi/p'-)]
I

r , NJ + ^,xp
•3 C(/n,;0 £ C[E{m/p) , E{n/p)]xC[prj{m/p)

, pfiin/p)] + ^,xp
\

•2-3 Lucas a. 1878 AJ. t.l p.280
\

Dvr ^^ 12-1 Z;£Xp.rt£Nr(N,x^) .3 Dvr(a,?;)=l

S
EucLiDES VII P29:

"ÂTiaç TiocûTOç àoit^^uQç 7100Ç âjiavTa noidnôv, bv tiij nerqd, jrodlréç èoriv.
\

•2 &£Xp . (lE 1--(7j— 1) r^. Dvr(r/,?>) =1
[ p-i 3. p

]

•3 apE Np . a -=/> .3). Dvr(r;/?) =1 » »

7n,n,a,h£^^^ . 25£ Np .3-
•4 a"'+&"£Np.3.Dvr(j7i,n)£2|^No

i
Lucas a. 1891 p.842

j

•o a'"—5" £ N.x^:» 3. «j^DvrC???, 2^— 1) — 6p«Dvr(r?i, p— 1) £ N,xp

S
EuLER PetrNC. a.1747-48 t.l p.20

\

•0 rt,&£N, . Dvr(r/,/^) =1 3. Num[Np '^ («+- N,X^)] £ infii

î Legendre a.l808 p.398; Dem. Dirichlet a.l837 t.l p.olo
\

•7 Num[(;2;;?/).7(.r,'/£N, . xy —a . Dvr{x,y) =1 . x<i>/)] =
2f^Num(Np '^ a/N,) —1]

j
Legendre a. 179 7 p. 8

j

nt ^^ 13. p£ Np . p>3 .3.
•1 ntv [l--(p_l)] £ |9'xN,

}
OSRORN a.l892 Mm. t.22 p..51

î

•2 ntv '[i-(^9_i)]2 s 2)XN,
I
Glaisher a.l900 QJ. t.31 p.337

j

Continuation : §mp -41, §<Z> '6, §Nprf, §lim31, §log-3-l-2.
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§52 mp

[^ max ^^ 1. «sN^ . /;£ N,+l .3
•0 mp(V') = niax[No'^^3(rt£N,X^')] Df
•11 mp(?^,l)=0

inp;7j,r/ ) zr: « l'exposant de la plus g-raude puissance (maxima potestas'i

de Z> qui divise a ». En général (P-él et suivantes) &£ Np.

• \ 2 mp(6/0 = î N, n x3\aE (?>"xN,)-(?>''+' xN^)] Dfp
•
1

3

[0-j;= No rs vy3(a£ ?/xN,)] Dfp

•2 rt-£N,X^ O- nip(/;,rt)=0 -3 «£N,X?> O- nip^O//-) £N,

Uvr --4 r'£N,
.
Dvr((';,r') =1 .]3- nip(&/0= i^ip(^j <^^)

Np ••il rt£ Np . &,("£N^ .3. mp(«:^ iic) = WL^{a,h)-\-\^-^{a,c)

•5 rt£ NjX^ -^^^ ^£ Np . 3^ • mp(.T,&)^ mp(.'r/0

•(5 /;^£N, r^:. (LE N/'' .— : ^rfi Np . "^x . mid{x,a) s N^X''''-

•7 rr£ Nq'+N,-' .=: ps Np ^(4No+3) Q^,. mp(p,a) s 2No

j
Girard a. 1634 p. 156

\

•s a;£ Np ,2}- nip[.^^, Dvr(a,/_>)] = min[rap(ir,rt.), mp(â;,5)]

•9 a?£ Np .3)- nip[^, mlt(rt/;)] == max [mp(j7,a), mp(;r,??)]

^^ 2-0 ])£ Np . rt£N, 0. mp(^;, a\)= 2:1 [ E(«/if)] |

; -, N,
{

= E(«/i;)4-E(«//)4-

I
Legendre a.lSoO t.l p. 11

j

•1 ae Nj .3). ct= il| [a7J^ mp(.^//.)] 1^^ Np
j

•2 » Num( N,'^ rt/N, ) = n\[ mp(x,a)+ 1
] |

.jc, Np
|

S
Wallis a. 1685 t.2 p.498:

« Si fiât Nvinierus, ex continua Multiplicatione quotcunquc numcrorani

Priniorum (inter se diversoi'um) aut quarumvis Pote.statum talium Primoriim:

Numerus Divisorum numeri sic compositi, componitur (continua multipli-

catione) ex Priinoruni illorum, eorumve Potestatuni sic compositarum, Ex-

ponentibus, Uno, singulatim auctis. »j

•3 it£ Cls'N, . au .3- Dvrw ^= n\[ûc^ min m\)(x,u)] \œ, Npj
•4 , Numz^£N, r^. mi*= max
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= n\^[x''\r, O-mp(a'/0] l-'Z", Npj

;
Walli-s a. 1058 t.2 p.8U :

« Si duormn pluriuiiivi' nuiiicroi'um priinorum potcstates qimolibct iiivicoin

ducaiKur, t'actus partibus suis aliquotis auctus, acquatur l'acto ex coiiipo-

ncntibus partiiiin suarum aliquotaruin additione aiictis ». '

•li ils X,+ l O- ^ ^^P ^
•^'''^i "IPC^J ^^! ) =1 ]

; LiouviLLE JdM. S.2 t.2 a. 1857 p.278
j

•7 //eN . .T£ Nj F l-n . rt£ Np .3.
]np(ci, /7.r) :^ ::Lfmp(rt, i^Jlr, 1— yi]

^^^ ;M «£R . ?>£ Ni+1 O- iïip(^^/0 = mp(?>, nta)—mp(?;, dta) Df

C'est-à-dire : mp(6,rt) est la plus grande jiuissanoe de b qui divise le

numérateur rédviit de a, ou la plus g-raude puissance, changée de signe,

qui en divise le dénominateur réduit. Un de ces deux nombres est toujours

nul car ou a (§nt Pl'9) : Dvr(nt«, dt«) =:1. Cette Df comprend celle donnée

pour le cas où ocX,. Alors on a dtc/ ^1 , il s'ensuit que mpf&jdt/^i r=0.

-2 a£^,-\-l.Ij£R r). PI -3

•3 'm£Ni r^.'. as R'^ .=: ocs'Nn r^ . mp(.r,«) s nxm
•4-3 a£N,+l.^£R .3 Pl-8-9 •G=(R|N0P2-I
•7 ??£Cls'R. ^a .3 Ths P2-3

•8 . l^mmi £Ni .3- '-'^

\
•G-7-,s Barrieu AiinN. a. 1895 t.l4 :

•6. « Tout nombre fractionnaire est un produit de facteurs premiers affectés

d'exposants entiers, positifs, ou négatifs, (p. 96).

•7. Povir former le plus grand commun diviseur de ?i nombres, entiers ou

fractionnaires, ou fait le produit de tous les facteurs premiers qui entrent

dans ces nombres, en affectant chacun de ces facteurs de son plus faible

exposant, (p. 97).

•8. Il y a une loi de formation analogue pour former le plus petit comnum
multiple, (id.) ».

t
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§53 ^

N, - Num Dvr ^ 1. a,&£N, .3
•0 c% = Numj 1 •••« ^ ^3[ Dvr(ir,rt) =1

] |
Df

•0 J <Z>i =1 . <?2 =1 . 03 =2 ... -02 <ï>a £ N,

Note. Le symbole ^ a été introcUiit par Gauss, a. 1801, We^'ke, t.l p. 30.

Euler, PetrA. t. 4 II a. 1780 p. 18 a proposé le symbole jra.

Cauchy l'appelle « indicateur ».

2: -1 ^{^,'^,^a/N,)=a JGAUSS a.1801 t.l p.31:

« Si a, a' a" etc. sunt omnes divisores ipsius A (iinitate et ipso ^ non

exclusis), erit ^a+^ia'+'Pa"+Qtc.-=A »
i

Dvr -2 Dvria,b)=:l .3). <ï>{ab) = {<lKC){m)

•:i Dvr(«,&)— 1 .3. (ff 0Z>)— 1 £ &No

Np -i «sNp .3- <^a:=.n—l
•5

. ms^, .3. a*^ = ci^-Xa—l)

mp -6 a£ Nj+l O-
(Pa — n\ [a^(mTp(œ,a)—l)x{-v—l)]\œ, Np'^a/N,

j

I
•2--G Euler PetrNC. a.l 760-61 t.8 :

(p. 85) ... Quoniam hic qnaestio est de numeris, qui ad quempiam nume-
rum sint prinii, eoque minores, eos commode partes ad istum numerum
primas appellare licebit.

... Si numerus propositus fuerit primus ^=-p, numerus partium ad eum
primarum est =:p— 1 .

Si numerus propositus sit potestas quaecumque numeri primi = ^« , nu-

merus partium ad eum primarum erit :=p"'—^ {p— 1).

(p. 86) Theor. I. Si sint A et B numeri inter se primi, et numerus partium

ad A primarum sit =za, numerus vero partium ad B primarum sit ^&/ tum
numerus partium ad productum AB primarum erit z=ab.

(p. 88) Existentibus scilicet p, q, r, s etc. numeris primis, omnis numerus
N in huiusmodi forma

N= 2)^- g/« T')' s^

comprehendetur ; unde numerus partium ad N primarum erit :

pl-l (p—l) .
q.u - l(q^l),yr-lÇr—l).S^-l{S—l)

(p. 103) ... Proposito erg'o numéro quocumque N, cuius partium ad ipsum

primarum numerus sit =z/i, quicumque numerus ad N primus pro x capiatur,

formula x>^ — 1 semper erit per numerum N divisibilis.
|
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§54 Nprf = (Nombre parfait)

N„ N, + - X / [^ > -
:l min Np Nprf

•0 Nprf= l^,^x3\x=l N,'^[,r/(N,+l)]| Df
La notation Nprf ^ (Nombre partait) =: {zÉlEiaç àgiO/nôç) a été introduite

par M. Nassô RdM. a. 1900 p.52, qui a écrit les P-1--4. M. C. Ciainberlini
a ajouté les P'5.

•1 ms i2u3u6ulul3ullul9u:Mu6l .3 2"n2" —l)£Nprf
•2 m, 2'"-l £Np 0. 2"~'(2'"—

1) £ Nprf | Euclides ix P36
j

•3 rt£Nprfn2N, .3 aNi'^m3[rt=2'"~'(2"'—1)]

I
Descartes Œuvres a. 1638 t.2 p.429

j

•4 w£N, .3 -aNp"''>Nprf

Nprfr^2Ni 3 lONo+6 w 100N„+28
Nprfr>2N,-t6 3 9N,+1
Nprf'>2N,-«28 3 (7N,+ 1) u(7N -1)

Nprf'>(10Ni+6) 3 45N,+1

Nprf^(10N^+8) 3 SON -2
«£Nprf'>(10N\+8) 3 EX~Vi£9N„
Nprfn(496+2NJ 3 (100N,+16) w (100N,+28 ) w

(100N,+36) u (100N,+56) u (lOON^+76)

a£Nprf 3. ^;[N\^(«/NJ] =2

•5 -a Nprf '^ N/ -a Nprf ^ (105NJ

rt£Nprf'^(2N,) 3. 8«+l£NV
On ne connaît pas des Nprf n(2N,+l).

«£Nprf ^ (2N,4-1) 3- '3-{yii,p)3 [m£No.p£Np '^ (4Ni4-l) •

a--p'"'^'Xi2^,+lY] \
LioxNET AmiN. a.l879 p.306

j

a,h£ Np >> (2N,4-1) . m,n£ N, 3. «'"•&" -£ Nprf

a,b,c£ Np r^ (2N\+1) . in,)i,p£ N, 3. a'^b'^c^ -£ Nprf
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§60 & = (fraction propre)

R < -0 û— Rr^ œ3{x<:i) Df

•1 ,'}x&=i'^

[
r,t/s O. ,x<l . //<1 O- •r//'<l -D- 090)0 (1)

./£*?' O- a<(ic+l)/2<l O. x£/^(5- (2) (l).(2lO. P
J

•M #N,=:M=R . R = d^/d^a . R = d/,')

(2,teR -3): '2 h<CL.=.h£ôa
• 3 (9« = R'> X3{œ<f'- ) = R'^(«—R)

•4 da ^ <97> .3- «^^^
[ Hp O. 6-£(9/^ O. b-sâa O. -,6<r0 O. Tlis

]

•5 da= dh .3- <^^=i>
[
Hp . P-4 O- «^^-^ • ^^^' -D- Ths

]

•G •*9(rt+&) = da + (97;

[ §X P2-02 O. ^(a+&) D da+dh (1)

CCS i9« . ys db O- '-f<« y<b O- .r+?/<r/+6 O. a'+T/ s 0{a+h) (2)

(2) .D- Oa+ûbD »9(rt+6) (3)

(1) . (3) O- P
]

•7 êiaxb) = {da)xiOb)
[ P-i D P

]

u,r£C\s'R Q. -8 din+r) = dai-dv

[ §X P3-02 O. iXh^v) ZD Ou+dv (1)

xsu . ?/£y . zs {^x+dy . P-25 O. zs x>{m+!j) O- ^'S 0{ii,^v) (2)

(2) . Elim(cc,î/) O- ^«+i9yD i9(«<+t-)
'

(3)

(1) . (3) O. P
]

•81 d{itr)= {du)X{dr)
[ P-1 D P ]

•1) y>^£N,+l Q. diê"^)—»

[ xsR . .r<l O. .rjN??? <1 O: ê^m :j& (1)

2£R . .'Z<1 . §^ P22-2 O. (1— ^ijs»; > l—ms (2)

•têR . ;x<l .
.-= (1—x"V?« O. s<l . 1 -mv =x . (2) O. .r< (1— .^)|^?)^ (3)

ifsi? . i3i O. ;r£*?((9|Nm) (^4

.

^1.>.(4).DP ]

Note.

Pour faciliter l'étude des uoinbres réels nous introduisons d'abord le signe d

qui sii;nitic « l'raetion propre». En conséquence, si te est une Cls'R, -du

(ju'on {)ourrait lire «fraction propre de quelque u» a la valeur de l'ex-

pression « nombre rationnel plus petit que qu.elque u »

.
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§01 r z= (limite supérieure)

Y II = ? R** X3{&X= du) = « la limite sxipérioure des n » Df
Soit donnée une classe u de nombres rationnels positifs. Lorsqu'il y a un

nombre rationnel x, qui satisfait à la condition Ox=zOu, c'est-à-dire tel

que la classe des rationnels phis petits que x coïncide avec la classe des

rationnels plus petits que quelque ii. nous désignons ce nombre par 1'?/.

•1 IIp-o .3 l'asU . m'a= &u

[ x,y£R . êx=du . êy=dii . §M^-24 O. x=ij (1)

(l).Hp.§;P-l.D.P]

•2 a8E.^.a=\'0a= ria -a l=Y,'>

•/; H£ Cls'R . asR . &a = Ou rj. az= l'u

•5 Hp -0
. ijsR .3)' y<^^'" •=• I/£^"'

^e 2-0 i'£ Cls'E .ijeR .^: y<\'i' .—. ijsOo Df Voir 1-3

Par Df
, 1/ <^\'u signifie « // est plus petit que quelque u », même lorsque

ne sont pas satisfaites les conditions de la Pl-5.

Ainsi se présentent les limites supérieures des classes de rationnels,

1' '(Cls'R). Si a est une telle limite, et ysTl, la relation //<<'/ a signification.

Par cette relation nous allons définir les autres relations et les opérations.

La fonction Vu est ici introduite i)ar abstraction. Nous ne posons pas vme

égalité de la forme :

?<£ClsTt O: ' " = expression composée par les signes précédents) Df

sauf le cas de la Pl-0. Ces limites supérieures sont les nombres réels finis,

ou l'infini.

L'objet Vu, introduit par abstraction, et la classe du, déjà considérée,

ont plusieurs propriétés communes 1 V. P3-0); ils diffèrent par la nomenclature.

Sur les formes données par les différents Autexirs à la définition du

nombre réel, voir RdM. t.6 p.l2G-140.

La limite supérieure d'une classe joue un rôle très important dans toute

l'Analyse. Elle est appelée «obère Grenze » par Weierstr ass et les ana-

lystes allemands; Darboux, a. 1875 p.Gl l'appelle « limite maximum »;

Pringsheim, Eiicijdopadic, p. 72, propose de l'appeler* maximum idéal ».

Notre dénomination qui se rencontre dans Guilmin a. 184:7 (voir RdM. t.

G

p.l37i, est conforme à l'usage le plus répandu.

Mittag-Leffle r donne aux mots « limite supérieure » une signification

différente. Sa lim.sup. coïncide avec notre max I^m, et 1' « obérer Limes »

(non Gren;'Ce) de Pringsheim, qui regrette la nomenclature non uniforme.
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L'idée de la limite supérieure est fort ancienne ; car elle est la plus simple

des différentes significations du mot «limite». Voir 1, A A Lm lim.

P. ex. l'aire du cercle se présente naturellement comme la limite supérieure

des aires des polygones inscrits. Voir Stifel a. 1544 f.224B.

a,b,C£ V'iCls'U) .^:
\ a=h .=r. R'^ ^3(.r<«) — R'^ X3{x<b) Df JCfr §j^ P-5|

•2 a^b .=. » D * Df } » P-4;

•3 a>b .=. '{a^b) Df
•31 c>?> . &>« ,3- f*>'^ '32 a=b .w. a<J) .w. a'^b

^^ 3. u,v8 Cls'R . asR .^i
•0 I'u^Vd .=. êii=2i}v

•i ['u=zl'&U

•2 a= Y II .=. êa= eu
[ pi-2 . P3-0 .D. P

]

•3 Vu ^ \'v .=. l'y ^ 1'» .=. ûu ;3 «^y

•4 \'u<1'd —. l'v^Yu .—. 's.dv^du

GO = (l'infini )

1' ^^ 4-0 00= l'R Df
•I l'N, =« '2 ?«£ Cls'R .3 1'^/. ^ 00

•3 ?«£ Cls'R . R3 î^" -D- 1'^^=^

•4 ?<,''£ Cls'R . v~2)D . Xu =x .3. l'y =00
•5 » .]3: l'(«wy)=X .r=:. l'f'^ =x .u. l'y =X'

On rencontre le signe x dans Val lis a. 16.55, t.l p. 297.

1^ = (limite inférieure)

r ^^ 5. u,V£ Cls'R . aeR Q: -O \u = l'R-(^^/*?) Df
Nous définissons \u « la limite inférieure des u » comme la limite supérieure

des R qui ne sont pas supérieurs à quelque u.

'\ a R^ X3{x/ê = u/d) .3. \U. z= ? Rr> X3{x/d = u/&)

•H a= \jya/d) = 1^ Lci -12 1 = 1^ /&
•2 1/^ = 1/- .=r. û/l^ = v/& -21 1^?/= l^(^</i?)

•3 a= 1^?Y.=.«/«?= ?^/(9

•4 l/^>l,y .=. '3.{v/d)-{n/d) -41 «>1/^ .=. asu/^
•5 \u^lv .=. u/â'^v/d'
•6 l't* = i, R-(^w)

•7 l'^f = 1;; .=. eu — R~{v/&) .=r. v/& = R-(j?w)
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§62 Q =: (quantité positive)

R t^ 1' ^^ ro q—l"[ClsRr^u3i^u.^R'{}u)] Df
Nofp. Le symbole Q qu'on peut lire «quantité positive», selon Cauchy,

indique les limites supérieures des Cls de R, effeetivement existantes, et

telles que leur limite supérieure ne soit pas l'infini.

Les relations = et >• entre, Q sont définies dans §1' P2.

•I ?'fCls'R . a^f . a R-i}i' .3 l'^« sQ [l'-O O- P]

•2 R^Q [§l'Pl-2 o- P]

3 21s Cls'R . '3.1Ù .3. l'l( £ Qw^3C [P-l . §1' Pi-3 O- P]

•i lœ Cls'Q .3 Vu — r jR n a;3la ic^ y3{œ<j/)\

\

Df
•3 «£Q .3- 3^ '^ a^^G'T^rt) • aR ^ .'r3(.r>>ct)

Qo ^ ^ 2-0 Q,==Qw^O Df
•1 e = q'^œ3{x<l) Df
•2 e= Q„'> ^'Sl^;^! ) = (^ w /O w /

1

Df
•3 ^^Rr^e

+ ^ 3. a,b.c,d£q .3
•0 a-\-b = r[R'>.r3(;r<rO + R^.r3{fl^<h)] Df jCfr §(9 P-Gj

•1 a-{-b£q

•2 «+Z> = &+a
[ Ro cc3(a:;<«) + Ro X3{x<Cb) =. Rn aî3(cc<6^ + Ro cc3(cc<a) O- P ]

•3 a-{-{b-\-c)= (rt+?>)+c --i a=b .=. a-\-c= &+c
•s (Q

I

N„) §+ P7 -6 Q+Q =Q
•6 />>>a .=, b£a-\-Q Dfp
•7 &>a .=. ?>+ç> rt+c -71 ?>>a . rf>c 3- ^^+^^'> '^^+^

8 ?;>rt .=. -(/j<rt) .=. b':>a.^.b=:a .=. ?;£rt+Qo Dfp

— ^^ 11-u rt£Q. fteo+Q 3- ^— ^^ = ^Q'^^^('^+"^ =^) ^^

Hp-o 3 -l /;-rt£Q -2 a-{-b-a—b -3 (Q | NJ §- 1-3

q ^^ 12-0 q = Qw—QwfO }= «quantité*
j

Df

^ 13-16. (Q,,q)I(No,n)§nP3-6

^ 17. a,&£q 3. -0 />>a .=.?;£ a+Q Df
•1--2 = P3-7-8 -3 b';>a .=. —b <C —a
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^ 18. u,?7£Cls'q . asq .]3-

•0 a= Y II .=. a—Q= u—Q Df
•0 1 a= \jt .=. rt+Q= w+Q Df
•02 a= l'u .=: -a ur^ia+Q) : ysa—Q r)y. a ^«'^(y+Q) Dfp
•03 «:=: 1^?« .3=:: » — » -j- ,> — Dfp
•0/é 4-x = !'/« .=. ?/.—Q =q Df
•or; —00= 1/^.=. ^'+Q=q Df
•OG +GO= l'w .^: wieq .~^m. a ?('^(/>?+Q) Dfp
•07 — -x> zzzl^u .z=z: » » » —

»

Dfp
•1 '3.11 r^. \'u £ qw lœ . \^>( £ qu ^— co

•11 ziii . iji£q . u'^ III— Q,, ~^. YH £ Q . YH ^ m
•12 » » + \jisia^(l,

•2 rt£q .3- '''-l-x = oc 4-rt = X + ^ = 30 . rt—X = (—X )-\-a

= —X —X = —X ,
—X <Cc«C+^ •

—»<C+^ Df

•3 Xu, ]!o £q .3 r(«+r) — l'/f+l'y

[
Hp . P-0 O- l'«-Q=:?i—Q . l'y—Q= y—

Q

il)

(1) . P3-6 O- r^i+l'y—Q = ?.«+«—Q . P-0 3. P
]

•3
1 mi . a/^ .3 r("+^') = r^^+r/'

.

Un^f) — i/^+i/'

•4 '3.11 .3- l'(~'0 = —1/^*

•5 ^3'" -3^^ .3- ^''' > ^^^ ^ V^ ^ V'
'() ^O'' •

3''^ •
'^'^'^' •3*^- a^'^^C^+Qo) O- Yu=:Yv

\ji — \r

•7 «,r£ Cls'Q, Q: l//<+r) =0 .=. l/.^=0 .w. l/" =0

^4 iq — —i (— I—

I

•0 a,h£q . a<l) O-
a-h= qf>a)3{a<,r<J))= {a+Q) '^ (&—Q) Df
rt^?;= » »^»^» = (a+Q )

n (^_Q^) Df
a'-b= » »^»<>> = (a+Q„) ^ (?>—Q) Df
a-'b= » »<»^» — (rt+Q) '^l?;—Q„) Df
b'~' a= a~ l) . b"^ a^=a'~^b . a^ a= ia Df

•1 ^r= 0-1. 0=0^1 Dfp
•2 a,b£q .3 «^^= a+6>(?;— rt) Dfp
•3 » .a-^b .3. a-5= a+^(ft—«) Dfp

Ces notations indiquent les intervalles avec ou sans leurs bornes.

Elles seront adoptées dans §cont, §D, §S.
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X ^ 21. a,b,csq O:
•0 axb = l'[R^ X3{x<ia) X R^ a-3{oc<J))] Dr
•1 axhsQ . ab=ba . a{bc) = {ab)c = abc . a{b+c) = ab-^ac
•2 QxQ=(^ . 0x0=0 . 00=0

^^ 22. ajKC/Jsq O-
•J a>h.=.(/(:> bn -2 a^b . c'>(l .'^. an^bd
•3 r;>/>.r>^/ .3 ac+b(i:>a(J-{-bc

^^ 23-0 ?/£ Cls'Q . nsQ .[^i 0= IV^ .=. Oa = Ou Dfp
•1 ^^r£ Cls'Q . 1'/', l'v sq .3 iV'Xr) =: ]^(Xl^'

[ fl\'u') = Ou . OVr) = Oi- O. OA'n Vr, = Our 3. P
]

•2 «£Q .3. <'/Xx= xX« = xXx=:x Df

;
-3 u;r£ Cls'Q. ^./f.

. •3.V .3 \\^'Xr)= l'tfXl'r . ]/?<X'^) = 1/fXl/"

X q ^^ 25-27 = (Q„, q)|(N,„ 11) §X P5-7

28-1 a,bsq . ?>>>« . ceQ .3- b(\>ac

29-0 rt£Q .3. rtX(—co)=(—x)xr?,——oD Df
•1 9(8 Cls'q . a?< . n}£Q .3- l'('>^^0 = '''i'<'< • \{""') ==

>''V^

/ ^ 30. «,^£Q .3. -0 /a^/Q'^c('30rx«=l) Df
•1 /asq -2 /(/a) =:a -3 /{ah) = {/a){/b)

A b/a = bx{/(() Df
•5 a:::=& .=. /« z=: /b .=. «/^ =1
•6 œsQ.ax =b .=.x=:b/a -7 /Q=Q
•8 ?(£ Cls'Q . 1^( £Q .3 l//«)= /!'/<.

^^ 31. (Q,q)|(R,r)§/P17 37 40-42

[^ ^^ 41. a,b£Q.ûi,ji£l^,, ~). -0 «/' ~ l[(xrO]/^^

•01 rt"=:l .
«' =a

•3 {ab)'" = rrb"'

•\ a"'£Q •2 a'"a"

•i rt.fiQ . );^£N, .3 «"' = 1';
I

( R^ ;r3{x<C.a)] '"

I

•o H£ Cls'Q . 1'^^ £Q . yH£N^ .3. IV^***)= (l'wV

•7 vy?£N, .3 Q'"—Q .
0'*=0

.
0'"=0

^^ 42. (Q
I

NJ §f^
P2-3 5-0 9 14 10

Df

Dfp
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^^ 51. asQ . h,C£q .3
•1 b^—4:ac^0.:€£ci .3- ctx^-\-bx-\-c^O

•3 .3-3 1''^ Ex. §vct9-3

^ 52-0 a£Q.»?£N, .3 rr" :=/(«"') Df

a,5£Q.?7?,n£n .3 -l rt'"£Q -S--^ = P41-2--4

•5 a-'" = /(«'") = (A)'"

nJ ^Î^ 53. asQ. 7}i,7i,p,q£^^ .3-
•0 '"^rt — 7 Q'^ .raG'z;"'^^) . vjrt=3> . a\^/iv = '^^a Df

•S -g/./ = /'«g« -G ^^{rn= C^ar -7 »^j(*"v]rt) =">
•8 '>'"[]a"' = '^s^a'' '[) m/n= p/q .3. "^^Ja" = ^>'"'

î
ChUQUET f.47: « auta-t vanlt R-.6 comme Rg.216 ».

» f.48: « R6.13 qui vault com~e R^.RMS ». !

Le signe de racine a eu les formes R, r, sj. Puisque toitte racine est une

puissance fractionnaire (P60), nous ne considérons pas le signe y| comme
fondamental, et servant à classer les propositions.

La considération des exposants négatifs et fractionnaires est attribuée à

Oresme (a. 1323'-^ 1.382) par M. Cantor, t.2, p.l33. On la rencontre dans

Girard a.l629 fol.B2 : « multipliez ^ 5 par rc4: viendra f -^ |2000 » . On remar-

quera ici que les parenthèses indiquent l'élévation à puissance. Voir aussi :

Newton, 13 Junii 1676: §lim P23.

^ 54. a,b,r,d£U .^:
•1 a+^b = ^c .3. b£U\rj£R^

\ EUCLIDES X P26 : Méoov fiéoov ovx vjreQéx^t. Qi}rcd.
\

•2 b -£R' . a-]-^b = c-\-s\d .3 . a=c . b—d
•3 a/b -£R^ . «>& . c>f? . s\a-\-s\b= vJc+nJc? .3- ^=^ • ^='^^

\
-2-3 EUCLIDES X P42 :

7/ èx ôvo ovo^iuiTCOv y.GTÙ sv jiiôvor a}]fiEÏov ôimoeÎTai eiç rà ôvôuaTa.
j

• 4 a/b -£ R^ . ^\a—s\b= vjc—^rf .3 • ci—C . b=d
j
EUCLIDES X P79: 3)J àjiojofifj fila jiQooaQfiài^ei evOeîa Qtpi]

ôvvâfiEi juàvoi' avfijnexQOç ovoa rf} oXrj.
j

•ri » .]3.^a4-^&-=:^C—vj(i
J
EUCLIDES X Pli 1 :

'H ànoTOiu] ovx ëonv r) avri] rfj tx ôvo avofidrcov.
\

•6 a,&£QO. sl(a+Z^)<Nja+v|& • {a+b)/2^^ab)
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•2 4.n+b)> ^\'iHf^-i<ib/4)

•3 a>b O. [ci-Uf/m< {a+b)/'2-4^ab)< (a-?>//(8a)

[ ia+b)l2-4^ab) = {a-bfl[2{a+b+2s\{ah))]
]

•i a'-j) fQ .
3 . la-^^b) = ^1 [a-^la'-b)]/^ \ + sjl [a-la'-h)]/2

\

» — » — »

I
EucLiDES X P54-59, 91-96

|

•5 8rï-&£Q .3.
'^,a+ib^a)4_{^a-b)/{:21b)]\ + 34a-(?,+a)^[(8a-/;)/(27&)] --z= ^b

•G a—bsQ .3-

•7 rt£q . bsQ^ r^.

'^[a'+'dab-\-{3a'i-b)s\b] + ='vj[a'+3rt^-(8rt'+/>)4ô = 2a

•8 ^£Q-N,^ .3 s^-\x-Ç^rf[:{m^+\) £ ^/[4(2E,Jr+l)l

JDarboux, Sur Vextraction de la racine carrée, BD. a,1887 p.l76|

•9 ns^, . œsQ O. E("4r)= 7^, r> z3[^^x<iz+lf] Dfp

^^ 56. a,b,r£q .'^. -0 x^= a^b .=. x= a.-{-b .w. x= a—b Df
•1 a'^—bsQ,, ~): œsq . x^-{-2ax-{-b =.0 .^=. x^ —a^s]{a^—b)
•1

1 a^—b £ —Q .3 "3 q'^ ^-îC *
)

[ Hp O: cc-+2acc+& = .= . [x+a]- = a-~b O. Ths]

i
EucLiDES VI P28, 29

j

I
LéonARDUS Pisanus a. 1202 p.407 :

« (Si) volueris invenire quantitatein census [x^]
,
qui cum datis radicibiis

[+2«cc] equetur numéro dato [ := —b
] , sic facias : accipe qiiadratum me-

dietatis radieum [«-], et adde euin super numerum datum [a-—b]\ et eius,

quod provenerit, radicem accipe
[\J('"''

—

b)]\ de qua numerum medietatis

radieum toile [\|(rt'

—

b)—«]; et quod remanserit erit radix quesiti census».

•2 a -=0 . b^—4ac eQ^ .3*

x£q . ax^-\-bx-{-c =0 .=. x^= \—b\j^f—^ac)\/i^2a)

•21 &^—4«c £ —Q .3- '''5.o^x3{cix'^-\-bx-\-c-=SS)

S
Brahmagoupta, Version de Roclet p. 75 :

« Mets le nombre connu dans le côté oi)posé à celui où sont... l'inconnue

et son carré. Au nombre connu, multiplié par quatre fois le nombre des

ce- ajoute le carré du coefficient du terme moyen; la racine de ceci, moins

le coefficient du terme moyen, étant divisée par deux fois le nombre des

carrés est la valeur de ce »t
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•3 a,h£q O. a{a-h) =h' .=. h= a(^-l)/2 .=. a=:b^r)-\-l)/2 .=.

a'^{n—bY z= ]]/ .=. b{a-{-h)=a' .=. a—b= a{n—]:y)/-2

]
EUCLIDE.S XIII Pl-6

j

Ces formules correspondent à la division de a en « moyenne et extrême

raison » « uxpov y.al fiéaov Xôyov »

.

•1 x-^ii =rz 2a . œy =i b .=. j:+i/ = 2a . {x-\-yf—4:Xy= 4:{a^—b)

.=^. >> (of'-yf= Ma'—b)

.=. » œ—ij = +2vJ(a'—&)

,=r. ir^a-^slia^—b) . y=a—^{a'^—h) .o.

x^=^a— » y=:a-\- »

I
DiOPHANTUS I P27, 30

I

•2 x-\-ii =rt . x^-\-y'^= W .=. œ-\-i/ =a . x—y = +^.'2b^—a'^)

] DiOPHANTUS I P28
I

•3 rc'+.v' =a . xy =?; .=. x-\-y =^^ia-\-2b) . x—y=^4/i—2b)

\
Bachet, Comrnentaj'ia in Diophantum, I, 33 qua^stio L

j

•4 x^-\-y^ ^a . x-{-y =Z> . =. x-\-y =b . ob{x—yf = -ia—W
\
DiOPHANTUS lY PI

I

•5 x'-\-y'' =rt . x-\-y =b .=. x-\-y =.b . 2{xyf—4b^X!/-{-b^—a =0
•6 x'^-\-y^ =a . !'+.'/ =''^ •=^- ^+.7 =?^ • àbxy{b^—xy)= b^—a

^^ 58-1 a,b,it,r ^Q . u^v =b . ur = {a/of .^•.

xsQ . x^= ax + /; .^=. x = ^sJ/^4-'vJ'' [ §> P2- il Z) P ]

|N. Tartaglia a. 1546 p. 123:

... Quando cho'l ciilio restasse lui solo [x^=:ax-\-b]

Tu osseruarai quest'altri contratti.

Del numer tarai due tal part'a volo [b = ii+i^]

Che l'una in l'altra si prodiu^a schietto

El terzo cubo délie cose in stolo. [iiv ^ k'/^)^]

Délie quai poi, per commun precetto

Terrai li lati cubi insieme g'ionti

Et cotai summa sarà il tuo concetto. [x = ^«J« + ^<]v]

... Questi trovai, et non con passi tardi

Nel mille cinquecent'e quatro e trenta

Con fondamenti ben sald'e g'ag-liardi

Nella città dal mar'intorno centa. !
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xsq . .v'+-^ax+2b —0 .—. x~. m-h^^{}f-ir<e)\y4-b-^J)'^cf)\
•3 />^+rf' =0 .^. q'^ ;«3(.z;'+3rt.r+2/; =0) ^^

^,('sJ/>) w /( -2 ''^/y)

Continuation i<sinP10'l

^ ()0-0i rt£Q. //i£R .^.

«r>/?
= ? y3 [ 7J,^eN, . »iT=p/q . 2)p,^ . ?/=r {a\^pf/q ]

Df
•02 rt£l+Q. /y?£Q .3- ^t/>^=l'î'^t[R'^ir3(.T<»0]| Df
•03 ae e .

1^ Df
•04 a-"' = /(rt"') Df

a^ceQ . //v^eq O^ 1"*=1
• ^t>>^£Q . P4r2-^4

•n «>&.=. a' >6' -6 r/>l Q: //^>?/ .=. « " >a"
•7 r?<<l .]3: i}i^n .=z. a'" <ià"'

^ 61. m,n,œ,'i/£Q . x -= y .3-

•2 (l+A"'r<[l+/('«+^^1'"'^" [ (l+/»î,l)H-T,2/)P-l.D-P
]

•3 //^</^ O. (1+/'>0"<(1+Ar [ (n-rn)|«P-2 0.P]
•4 ^i<;i. Q. (l4-/zyy/?)"*<(l+^//0'*

[
(yn/o-, «/x)|(7n. «)P-3 DP] [

P'4 • .^=1 O- P-3
]

•o »?<1 .3- (1+'^;'^<1+ "'^"^
[
(wcc, lilfa-, ?«)P-4 0. F

]

•6 ;//>! ~^. {\-\-xf:>\-\-rnx
[

(l, w, w^)|(m, 7î,a?)P4 o. P
]

DeinP-5 [ (Ifm, mx)|(??;,cc)P-6 O. P-5
]

DemP-4
[ («/??? ,cr/»?)|(w,cc)P-6 O- P-4

]

•7 (l+/>/^)'"<(l+/>r)'^+i

[ [«+1, (w+l)/m, n/(w+P]|(n,cc, î/i P-1 O. P ] Ex : §e

Num Q ^IJ 70-1 NLimQ>NumN„
•2 ^«£ Cls'q . Num^/ = NuraN^ . a^E q . a<CJ) O- '^ ("^'^ ^)"^'

I
G. Cantor JfM. a.l874 p.258 ; AM. a.l883 p.308

j

•3 Num Q = Num q = Num S = Num (0-R)

î
G. Cantor JfM. a.l877 p.242 ; AM. a.l883 p.316

\

V 77 ! C (Q, q) [

(R, r) §v Pi. 6. 20. §/7Pl. 2. 5^1 10. §!

mod ^ 80. «,5£q .^.
•0 moda r= ? Q,,'^ ;3?3(a-^ +.9? .w. «= —j')

•1 moda £Q„ -2 mod{a-\-b)^ moda-{-modb
*3 niod(—«) = moda '4 mod(«X&) = niod«Xmod&

J?'. 1901 8
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•5 a-=0 r^. mod/a ^/raoda
•o meN, r^. inod(a"')= (mod«)"' -7 moda= >Ja'

•8 lnsN^. f£qFi-"m .^. mod27^2'mod/"
•9 .^. mod/2/'= ilmod/"

sg-n ^ 81. (Q,q)l(R,r)§sgnP-0--8

max min ^ 82. (Q |
R) §raax P3-1--0

^^,^'£ Cls'Q .^.
•7 '3. i maxu .'^. nvdxu= Vu 'li Vu su .'^.YH = m.axu
*8 l'w, r^7£Q r^. \'{u\jv) z=z msix{il'u<jil'v)

^ 83. w,?;e Cls'q . a,b£q .3
•0 m.£iXH= 1 w^ X3{y£ii •~^y. y^oc) Df
•01 min^^ = >.^) Df

a i maxw . a i maxi* .3. '1 max(«<rfr) = max(6 max^^ w « maxr)
•2 max(?^+r)= max?i+max?-^

•J1--22 (min
I

max) P*l-'2 -3 min(— ?/) = —max?^

•S asQ^.bjCSq r^. min[{ax'-\-ba)-\-c)\œ 'q]^
[{aœ'+boc+c) \œ] [—b/{2a) ] = {4ac—b')/{4:a)

•0 Numi^ eNj .3- a ^max« . a unin?^

•7 t«£Cls'(qu(QOw^ — ûo) .3- P"0

•8 a imaxu .3^. max» := \'u : a «nin?^ .'^. minu = 1;?^

•81 \'uEu r^. l'w = maxM : \it eu 7^. 1^7*=minw
•9 r», l'r £q r^. X{u^i') = max{Ll'u o d'v)

•91 l^w, 1/' £q .^. l/»>jr) = min(f,l^». u d;r)

E ^ 84. (q
I

r) §E §/5

•1 œsQ r): œ£R.=.3^r^n3[{/f^)''x£N^]
j
Euclides X P2:

"Eàr ôvo jiieyeddj}' àviocov âv&vcpaïQOVfiévov àel rov èXàoaovoç àjib

xov /.mCovoç rb xaxaXeiJiof.iEvov jufjôéjioTe xaTajiieTQfï ro ngh êavxov,

àavjUfisTQa eoxai xà f^ieyéDrj.
\

•2 xe(^ .^: ^£R+vJR.^.
a {m,n)3Ym,nE^, : î,9£//^+Nj .3^^. E(//5)^^= E(/^)^+"^]

I
EULER a. 1737 PetrC. t.9 p'.98

|

(//?)'' X est le « ?i-ième quotient complet du développement de x en fraction

continue » ; E(//?)» x est le ?i-ième qu.otient incomplet.

Les Df de Log, Med, A, ères, qn sont composées par les seuls signes

précédents.
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§63 Loi,^

f^ q apE Q-d . o^.ysQ . rneq .'^.

•0 '*Log-.i;= ; q*^ J3(rr|^:; =:œ) Df
•1 ''Log-^eq -2 û^fLog,-?;) :=^
•21 '*Log(af^/?z)^w -22 '^Logl =0 -23 «Logr/ =1
•3 '^'Log{jPi/)= "^Logr-f- "Log//

[ P-2 O. aLog(xy] = »Log[(i\^{ «Logcc) X «K "Log-y)]

i;Q60-2 » = iLog[f/|^( «Logcc + "Log?/)]

P'21 » = «Logcc 4" ''Log_y
]

•4. "Log/.'T= — "Logi2;

[ «Log/.r = <»Log/[rt|^( «Logx-)] = 'ïLog[(7[^i;— "Logcc)] = — «Log.r
]

•5 "Log ô;'" = //^ X ''hogo)

[ «Log(cc"») = aLog[(aI^ «Logcc)»»] = aLog[r/[^ wiX «Logoc)] =r mX «Log.x]

•6 '^Log?? X ^Loga =1 -7 *Log^ = ^Logœ X "Log&

I
Neperus a. 16 14 p.20:

« Ex his praelibatis judicent eruditi quantum emolumenti adferent illis

logarithmi: quandoquidem per eorum additionem multiplicatio, per substrac-

tionem divisio, per bipartitionem extractio quadrata, per tripartitionem

cubica, et per alias faciles prostaphaereses omnia graviora calculi opéra

evitantur. »
j

Note. Soit a une raison; Eueli de appelle a^,a^... la raison doublée, triplée...

ôi:i/.aoccov, roinXaalcùv... Xôyoç.

Dans a" , n est l'exposant de la raison, Xôyov àotâiiôç-^ d'où le mot « loga-

rithmus», introduit par Neper. Les logarithmes de Neper sont liés aux
logarithmes naturels par la relation:

log nep œ =—10'log(10-'^),

c'est-à-dire il n'a pas écrit notre virgule décimale; mais les chiffres sont

les mêmes.
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§64 Med = (moyen)

< 1'
1, ^ 1. ?/,f£Cls'q .3

•0 Medu=:q^X3{\/(^œ^\'H) Df

Note. Medic signifie «nombre moyen {médius) entre les ?*». Le signe

«Med» sons la forme «M» a été introduit par Cauchj^ a. 1821 p. 29 (Cfr,

§Lm l'O). Dans F^ on a considéré deux autres classes de nombres moyens,

dont nous donnons seulement les définitions :

•01 Med'ii ^=q''^x3'3.{y,z)3{y,zsu .y^x^s) Df
•02 Med"?^ = <-<- I)f

=: q'^ X3 {\^it <CoG<C. l'w) Dfp

Si la classe u contient sont maximum et son minimum, on a

Med '?/ = Médît; s'ils manquent tous les deux, Med'u :=Med" u.

Parmi ces classes de nombres moyens, la Med» est la plus importante

notamment dans l'intégration.

On dit que la classe u est convexe, si Med?<3zi<. Voir §qn P4.

Med^( £ Cls'q •S Med Medw = Medu
V Medw = 1' a. l^Med?^ 1= l;w

t\Ju .3 Medr^Med?/
Med?/ =it . Medr =r .3- Med(?r^r) = w^v

a,b£q .3 Med(i«s^i?>) = a^ b
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•G n{a['b,l-n) \^/y{b,l"-?i) s Med cc{l-n)

{P-1--G Cauchy a.l821 p.29
j

•7 ^[Z{a'',l-}i)/n]s^iQ&a\\-)i)
|
Cauciiy a.l821 p.HTl

{

Le preiuier ineml)re de la P-1 est la « moyoune arithinéti(|U(' des valeurs

de X ». Dans la P-2 ces valeurs ont des coefficients a. Dans les P-5-G figure

la « moyenne g-éométrique », et dans la -7 la « moyenne quadratique ».

Lo?: ^ 4. ri£Q-/l .^<£Cls'Q .3. Med"Logii= "LogMcd?^

\
Cauchy a. 1821 p.367

\

Continuation : i^A P2-9 §crcs -'M i<S Pl-0 o-o §q,» P5 :>;] 42.

§65 À = (classe limite)

— mod 1, -5^ 1. u,v£ Cls'q T^).

•0 /^/. = <.\^ ./;5[ 1^ mod(^/—a-) =U ] Df
•01 ajg Xu .=: xsq : /?£Q ."^h . a ^<^ y^[ mod(y—œ)<^h ] [

= P-o]

Pl'O «Soit u une classe de quantités. Par Xu nous désignons la classe des

nombres x tels que la limite inférieure des modules des différences entre x
et les nombres de ia classe u soit nulle. La P-01 exprime la même Df, où
le signe 1, est i-emplacé par sa valeur. La classe Aw, qu'on peut lire « les

limites des u», ou « la classe limite des u » a été indiquée dans F18'J5 et

dans phxsieurs autres travaux par Cu.

•1 M 2D ^'^'^

[ X£u -13. Os u—rr .^. Os u]()d{u—xj .3- l,niod(u

—

X)^0 .^J. xs /.u
]

•2 ?dll = /.U

[
(Xu

I

i()P-l .3. Xu D XXu (1)

XE XXu . hs^ . P-01 -Z)- a /-u r\ yd[ moCi{y—Xj < hj'l
] (2)

Hp(2) . ys Xu r^)- [i w*^ ^A mod(2

—

y) < /?/2
] (3)

Hp(3) . mod{y—x)<hl2 . zsu . inochz—y) < hj2 .3- mod(«— ,r,) <h (4)

Hp(4) .13. a w^ 2;3[ mod(z

—

x) <h
] (5)

x£ XXu . /?,6Q . (5) Elim(?/,2) . (2). (3) .3. %i unz3[ mod(2—x) <.h
] (6)

X£ X.Xu . (6) Export .3. .rs /Im (7)

(:,i).(7) .3. p
]

•3 /(Mw?') = {Xu)y{lv)
ï

Distrib(>l,u)
j

[
Df/. .3. /(^<ol•) = qn X3| l,mod[(uwî;)—ce] =0

I

Distrib^',wi .3- » = qn tc3| l,[mod(M—ce) u mod(f—x)] =0 j

§Q 18-7 .3- » = ip <^3j l,mod(w—a:) =0 .u. 1, mod(f—ce) =0
i

Dtl .3. > = Xu uir ]

•31 ?«]3^" O- '^'^ Z) '^^'

[ Hp . §wP2-4 .3. v=tiuv . P-3 .3. Xv = XuyXv .3. Ths
]
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•32 2.{it^r) 3 ^^^ ^ ^^?'

[ ur^vZ^u . ur\v~^v . P-31 O- ^{unv)^ ?m . l{ur\v) 3D Iv . Cmp O- P
]

•33 lu =u . A y =-y .2). /ICw'^?^) = ^^?^

[ Hp. P-32 . P-l . D. ?.iîinv) Z) U'^v . ur,v O ^{ur>v) O- Ths
]

•4 2R= Q, . Ar= q . /Ii^= ;i0=0

•S VN, = /N,w^O . VN, + /NJ = (N, + /N.)oiO

•6 a,h£q . a<<^ .3- Kc('~b) z=z oT'h

^^ 2. i^,-?;e Cls'q Q:
+ -1 ;cW+;c?0^(M+ r)

I
Distriba,+)

|

[
§-)-P7-o rZ): as lu^lv .=.. '^(h\c)3(b£hi . c£hv . b-\-c :=a)

DfÂ O: > .=. » [i,m[n—h)=0 .\,m{v—c)=0 .b-i-c=a]

§Q P18-31 O: . O. » [lmocl(ï<4-i;—&—c)z=0 . 6+cr=:a]

O- l,mod(w+'y—rt)=0 . Df 2 O. «s Afji+v)
J

•H H, v£ Cls'q. asq .'^. l{a-\-u)^a-[-Xu -31 l(cLu)^alu

• 1 2 r mod z*, r mod ^ £ Q ~^. X{u-\-v) = kii-\-kf)

— -2 X{—1') = —'^>.t

X / '3 XiiXh- '^ X{iiXr) "4 0-£ ^.^f-
.
l'mod// £Q .3])- V^ ^/-^'^

Num -6 Num^^ £No 7^. ku =u
max •? I'm £q .3. 1'^^ = max Xu : 1;?^ £q .3- 1/^ = i^^ii^ -^^^

00 •s l'y*= GO .=. r lu= 00 : lyi* = — 00 .:=. 1^ lu= —X)

Med •y kMGdu=:Medu

A = (limite généralisée)

k ^ 3. usCla'q .'J.

•0 ce £ Au .=. \'u=yo . —'x>£Au .=. lu =—00 Df

•1 Au= Xu u {iy:^y\A}f) w (^ — 'x)'^(yl?<) Df

•2 Ai*= q*^ Au
•3 M,?;£ Cls'q .3- -4(wu?7) = Au^An

\
Distrib(J,w)

j

•31 » . u~^r r^. Au'^Av
•4 ft£q .]3- "li^+w) = a-\-Au

Note. La classe ^li< est formée de la classe ht, et de 1' x et du —ao
,

lorsqu'ils sont la limite supérieure, ou inférieure, des ti. Ou peut lire Au
par « limite généralisée des u »

.

Continuation §(5, §Lm, §q« PU, §vct PIO.
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§66 ô = (dérivé)

^ 1. u,t^8 Cls'q .3- '0 ôu= q^ X3[x8 X{u " ix)] Df

•01 ou = q^X3W m.od[{HHx)—x] =0\ Dtp

•1 ô{u^r) = ôi' ^ ôr \ Distrib((5,w)
\

-M u~)r Q. (5^0^^
•2 6(5^/ 3 r5?< -21 o^ôl' .'^. Ô>f = Ô^H

Le signe (5™w a été défini par §-f PlO-9.

•4 Num^f £ infn . Tmoclw eQ .3- 3 ^'^

•41 «/£ Cls'q . Num?f £ infn .
1' mod?^ £Q .'^.

r qf^x3 |Num[^<'>(a"+Q)] £ infnj = max ôic .
.

1^ » » — » ^ min (5?/

•0 Num^< £No .~^. ~'3.àu

•6 -a(5n . (3r=éq=q . (^/Ni= /0 . ^(/X, + /N,) = ^0 w /N^

<3(/N -/NJ = /N, w -/N, w ^0

•7 «£q .3- ^(«+i'0= ^^+^^'

•8 af3«< . àu'^u ~^. Num Cls'q '^?/.'3(zi= àic) s intn

•9 /^( = u u Ôw Dfp

î G. Cantor a.1871 MA. t.5 p.l28
|

jContinuation F1895 §5|

G. Cantor a indique « l'ensemble dérivé de w » par m'; la notation

Du de F1895 est ici remplacée par du.

La bibliographie de ces sujets, due à M. Vivanti, est contenue dans F1895

et continuée dans BM. a. 1900 p. 160.

Plusieurs noms introduits par les A. s'expriment facilement sans des

symboles nouveaux, comme suit :

Su'^ u .= . u = ?.u .= . « l'ensemble u est fermé (abgeschlossen, chiuso)»

u^du .=:. < rensemble u est condensé en soi (insichdickt) ».

u = du .=. « >' est parfait (perfect) »

.

-•;^ur>àu .:=.« » est isolé (isolirt)»*

^ 2. ^^£ Cls'q .3
•1 di'~^u .~^. Numi< £ Nq w i NumNo w «Num

î G. Cantor MA. a. 1884 p.488
|

•2 mt . au ^1' r^. Num^'. = Num©
;
G. Cantor MA. a. 1884 p.485

{
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•3 u r^ Su =/\ O- Num/« £ Nq u t Num N^

î G. Cantor ma. a.l882 p.51 ; AM. a.l883 a.373

'A Num ou = Num N^ .3. Numz^ = Num N^

ï G. Cantor MA. a. 1882 p.51 ; AM. a. 1883 p.374

Continuation : §cont PI §D PI §q« PI

4

§ G 7 lut = (intérieur)

u,v8 Cls'q r^. Mj Int/f :=Iit= q-2(q-/«) Df

Note. Avec le symbole I on peut exprimer simplement plusieurs autres

classes introduites dans F1H89, et ensuite par plasieurs A.

Notamment :

Intu ou lu z=. points intérieurs du domaine u

F.U = q - Âif =z ' » extérieurs »

L?/ =: ?.(q- u,}r\ku =: » frontière »

•31 n~^r ."^.la^lv -^i l{u^jr)^l)(,^lv

•33 I(I/(wIr) = I/iuI?;

[
§;. P1-1--33 O. -l-SS]

•4- lu= q-I(q-?i) Dfp -5 lu = u,'-ô{q-u) Dfp

Continuation : §q» PI 5*1 §p Po"2



121

TROISIEME PARTIE

FONCTIONS ANALYTIQUES

§70 const cres decr

u £ Cls'q . /"£ qfii r^.

•0 fe (qf/<)const .=: x,y£u .~^x.,r A" = fu ï^f

/£(qfw)cres .=: x,y£ii . x<ji ~^\\i.ix<ify Df

» creSo .^: » ^ » Df

» decr .=: » > > Df

» decTn .=: » ^ » Df

isote. Les P-0--4 donnent une forme symbolique aux expressions « fonction

eonstante », « fonction croissante (crescens) », « fonction croissante lorsqu'elle

varie, ou fonction jamais décroissante » , « fonction décroissante », et « fonction

jamais croissante »

.

'\ (qf«)cres 3 (^lf^-)*^'i'®Sn "'•^ idem £ (qf^/)cres

•12 (qf»)cres ^ (qf^/)sim

/>;£ (qf/')eres .3 -2 /"+//£ (qfm) cres -3 —/'£ (qf^^)decr

•4 r/£Q .3. ^//"f (qO/)cres

•5 /',^£ (Qf'Ocres .3 /"X.*? £ (Qf^Ocres . //"£ (Qf//)decr

•() /£ (qf//)cres . ^£ [qf(/'^^0]cres .3 9f ^ (qf'<)cres

7 ;/ï£Q 3. {.r"')l^- £ (QfQ)cres

•7
1 ae i+Q 3- «''"I-^£(Qfq)cres

max -8 /"£ (qf^<)cres„ . a t max// 3- niax /"'^^ =: fma.xu

•81 miii^i' min minw

1 1^ -U /£ (qf^^)cres, . ;r£u 3. lYv<. = l7[/^r>(.r4.(^)j

•9

1

» » 1 » 1 » — »

[ Hp O- « = [«n(.r-Q)]w l?<A(x+Q„)] (1)

(i>.§a-r, o- /••« = /'[ » ]^ /"'[ >> ] (2)

(2) . §q8-2-8 0. !/'?/= max|d'r[ » j^d'f'l »
] (3)

Hp . ys i/AX—Q) . z£ wr>(cc+Qo) O- .VO -D- /iv ^A ^ ''/"["K-r+Qo»] (4)

(4) . §q 18-11 O. I/'[wr>(x-Q)] ^ l/'L^/^-x+Qo)] (r>)

'3) . (5) O- Ths ]

Med -92 /£{qfq)cres . t<£ Cls'q 3- Med/"'?,« = /"'Medî*

Continuation : §Iim 1-5, 12-4, 18-6 §D 47 ^S 1, 4, 110.
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§71 Lm

•0 hmx = a3[ uis'Nq .3«- «£ ^ ^'(m+No) ] Df Lm
Note. « Soit X une suite de quantités. Pour définir Lmcc, qu'on lira

« les valeurs limites de x » ou « la classe limite de ce », soit m un entier;

considérons l'ensemble cn'(m-|-No) des valeurs de la fonction x?i, où n prend

toutes les valeurs entières à partir de m, et formons la limite A de cette

classe. Si une quantité a appartient toujours à cette classe, quel que soit le

nombre entier m, elle sera une valeur limite de la suite x. »

Cette classe limite d'une fonction se rencontre dans Cauchy a. 1821 p,30:

« si l'on suppose que la variable x converge vers zéro, on aura

lim((sini)'j =M((~1, + 1)),

attendu que l'expression Hm (
|
sin —

j
j
admettra vme infinité de valeurs

comprises entre les valeurs extrêmes — 1 et -f- 1. »

Voir §lim 16-11, RdM. a. 1892 p. 77, et ma i^ublication : Sur la définition

de la limite d'une fonction, AJ. a. 1894.

•01 l^mx 3 -^{•'^'No) -02 nisE^ 7^. Iaqx^ A x\m-\-^^

i asq .3-*-

as Lma? .=: meNo . /leQ ."^mji. a (m+No)'^ n3[mod{œ^^—a) <Ch]

[ Hp . P"0 .Z).". ashmx .:=: ms'No O"* • <^^ q'^ vl £c'(m-]-No)

§ylP3-2.D.-. » >) » as ^x'{ni-\-^o)

§AP1-01 .13:: » .=.-.m£No.3M:''*£QOA .aa2'(7n+No)r>î/3[md(2/-a)</]

Import .3-'- » •= • «ifiNo . hsQ, rym,h. » » » »

§' Pl'3 .3-'- » » » * » [lJ(??^+No)'^W3[md(a:» -aX/d]

•2 + 00 £ Iawoo .=. r ^'N„= GO

•3 —00 £ Lma? .==. 1^ O/'^Nq= — oo

•i ra?'No,l^a?%£q .3 lj[ra?'(m+NJ] |m'No| £ q'^Lm^
[ Hp . meNo . §' Pl-2 .3. cc'(m+No) D a;'No (1)

Hp(l) . §Q P18-5 .Z). l'cc'(m+No) sq (2)

Hp . m,7i£No . m<w .3- l'x'(m+No) ^ rcc'(n-l-No) (3)

Hp . y= [l'a3'(m+No)]|m . (2) . (3) .3. i/s (qfNo)decro (4)

Hp(4) . m,n£No . %l P2-7 .3. ?/(9«+rt) s A cc'(w+«+No) (5)

. §1 Pl-31 -D. ;a;'(-m+;i+NoO Acc'(m+No) (6)

. (Sl.flJ) .D. y{m-i-n) s X x\m-\-']^^ (7)

» . msNo . (7) .D- 2/'('"i4-No) D ;.x'(«i+No) (8)

» . » .D. î/7ïi^l,a;'No (9)



Lm 123

Hp(4) . a= l,î/'No • (9) • §Q P18-12 O. asq (10)

Hp(lO) . msN^ . §decr P-9 O. a=l,î/'(m+No) (H)

» . ai) • §'' P2-7 O. a£ A j/'(w+No) (12)

» . (12) . (8) O. as n a;'(?n+No) (13)

» .(13) .§/Pl-2 O. rt£Aa;'(«i+Ne) (M)

» . (14) Export O: «isXo .3" • «£ ''• ic'(w+No) (15)

» . (15) . P-O O- «£ qnLincc (16)

Hp . y= rx'(7/i+No)]|w . (t= l.?/'No -H)- «£ q'^Lmx ]

•41 HpP-4 .]3). Ij fl'./S//^+N,)|[//i %j = maxLm.'K
•42 » 1'; |1^ » » » min »

•S aLm^c
[
p-2-3-4 o- P]

•6
/l( q'^Lm^) = q^ Lmo;

^ 2. ^,?/£ qfN„ . rœq . //^eX^ .^i

•0 Lm ;(««FXo) ^ /«

•1 Lm(a-\-x)= a-{-hmœ

•2 -(—X £ Lm.r . +^ £ Lmy) . -(+^ £ Lm^ . —ce £ Lmt/) .^.

Lm(^+2/) ID Lm.r + Lmy
•3 Lmi27= ljm[w{in-{-r)

\
r]

•4 Lm(

—

m) = —Lm.^ o as Lma? .=. 0£ 'Lm{œ—a)

•() «-^0 ~). Lm{((X.r) = axl^moo

•7 -(0£ hmx .X £ Lm mody) . -(Of Lmy . x £ Lm modjs-) .3-

Lm(.^Xy) = Lm^xLmy
•8 xs QfNg . 0, ce -£ hmx .[3- Lm/^'= / Lm^
•n Lm ^'^= (Lm^)*^

•91 Lm(-l)''|/? =d u/(-l)

•1 /;i£Xj .^. Lm/J(n//n)|72 = [0--'(?yi—l)]/m

•2 rt£R Q. Lm fi{a7t)\n = [0-(dta — l)]/dta

•3 rt£Q-R .3. Lm/?(an)|n = ^31 Lm/5vJ=6)
•4 Lm [n—(E»'J | n = Nq w 1 00 . Lm [n—{E^nf\/^n \n = 20

^ 4. lœ Cls'q . 5C£ ^/< . fe qfu Q. -o Lmifji.x) =
«j?! //£Q O/, . as Af'[ {/'.'ix) *> y3 îmod(/y—^) <Ji, ] j

Df

•1 a£q .]3-'- iisl^\\\(f,u,x) .^='.

li,k£Q r)h,k- a ^"ix ^ y3[ inod(^y— A^) </? . mod(/;y— rz)<^ ]
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"2 od£ 'Lm{f,u,x) .=:

h,k£Q .'^h,k. a ifMX^ y3[ mod{y—x) <CJi . mod/y >>A- ]

•3 GO £ l^VL\{f,u,œ) .=:

hsQ .~^h . r mod f '(it-ix) ^ y3[mod{y—œ} <C.h] = oo

Soit u une classe de quantités, x un point de la classe dérivée de u.

Soit f une quantité fonction des u. Par hm(f,u,x), qu'on peut lire « les

valeurs limites de la fonction f, lorsque la variable, en variant dans

la classe u, tend vers x », nous indiquons toute quantité a, finie ou

infinie, telle que, étant donnée une quantité positive (aussi petite qu'on

veut) h, a est toujours une limite généralisée (A) de l'ensemble des valeurs

de fy, lorsque la variable y prend dans la classe u toutes les valeui's diffé-

rentes de X, et dont la différence à x est en valeur absolue plus petite que h.

Les P-1 et -2 sont des transformations de la définition précédente, où

l'on remplace le signe A par sa valeur.

La notation actuelle \im.(f,u,x) remplace la notation adoptée dans F1895

lim x.u.x /'-, qui contient la lettre apparente :r. Dans la notation com-

mune lim s,z=;r A, il faut indiquer par le langage ordinaire l'ensemble

dans lequel varie la variable s.

•4 aLm(/;?vr) -5 Lm{f,u,x)^Af'u

•6 vs Cls'it . .x£ ôo r^. ljm{f\v,œ) "^ hm{f,u,œ)

•7 V,W£ Cls'u . X£ ÔV n ÔW .3-

Lm(/", v^/w, œ) = Lm{f,v,œ) o Lm{f,w,x)

^^ 5. UE Cls'q . l'modw eQ . fs qfu .^:
•1 as ôf'u .]3- a <5« r> x3[ as l,m(f,u,x)

]

•2 oo^ l'modf'u 3- a ^^^ '^
'^^i "^ ^ I^m{f,ic,x)

]

^ 6. tes Cls'q . Tmod^^ =o:> . fs qîii O-
• 1 Lm if, u,ao) = as] hsQ .^h. as Af'[ u^ ij3{mody >7? )]\ Df

•2 fs qfN, .
3 . Lm/-= Lm(/; N,„ -x

)
Dfp

Nous définissons ici Lm(/',tt,co ) « les valeu.rs limites de la fonction f,

lorsque la variable, en variant dans la classe u, tend à l' co ». On suppose

que la variable puisse tendre vers l'oo ; c'est-à-dire que 1' mod m = oo .

Si la classe u se réduit à la classe des nombres natu.rels N^, la fonction f
s'appelle une suite, et la Lm (/", No, » ) que nous venons de définir est ce

qu'on a indiqué dans PI par Lm f.

Continuation : §lim l'O 15- 1 §q» 21-25 §vct 20.
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v^Tl^ liiii

+ — mod X q Lm lini

^ 1. ii^fqfNg .^. -0 lim.r= ?Lm.» Dflim

•1 cœq O-"-
rtr= limj? .=: /?eQ ."^h . a N,,*^ //^3[;?£ //z+N^ .]3„- mocK/P,^—«)<<//]

—30 . a:;<^—Ji ] Dfp

JVofe. Soit X une suite de nombres. Par lini.r «la limite des x» nous in-

diquons le nombre fini ou infini qui constitue la classe Lmx. L'expression

limcp aura donc une signification lorsque les conditions de §; P-0 seront satis-

faites, c'est-à-dire lorsque la classe Lnur contiendra un seul nombre, fini ou

infini. La P"l donne la même Df, où on a remplacé le signe Lm par sa valeur.

La notation commune est Hyù ^^—.^ X ^^
• ici la lettre n est apparente.

Pour les fonctions croissantes les idées lim et 1' sont réductibles entre

elles, par la P"5. L'expression de Wallis, a. 1655 1. 1 p. 383, où il remarque

qu'une quantité variable « continue propius accedere » à une fixe « ita ut

difïerentia tandem évadât quavis assignata minor ; adeoque in infinitum

continuata evanescet » convient à ce ca.s particulier.

Dans Caiichy les idées Lm et lim sont encore confondues. L'idée Lm a

été abandonnée jusqu'à nos jours. La Df de lim encore insuffisante dans

la 1-ère éd. de Duhamel, Cours d'Anah/se a. 1847 p. 6, est complète dans

la 2-ième éd. Eléments de Calcul infinitésimal a. 1860 p.9 :
'• lorsqu'une gran-

deur prend successivement des valeurs qui se rapprochent de plus en plus de

celle d'une grandeur constante, de telle sorte que la différence avec cette

dernière puisse devenir et l'ester moindre que toute grandeur désignée, soit

que la variable soit toujours au-dessus, ou toujours au-dessous, ou tantôt

au-des.sous et tantôt au-dessus de la constante, on dit que la première

approche indéfiniment de la seconde, et que celle-ci en est la limite ",

Les mots suivants :

" Ainsi nous appelons limite d'une variable une quantité constante dont

la variable approche indéfiniment sans jamais l'atteitulre
"

et qui en restreignent la valeur, ont disparu dans la 4-ième éd. a. 1886 p. 12.

•2 lim^ f q w^(+x ) w<(— ^) .3- Lm'^= ^lini^



126 lim

•3 lima? eq .=: hsQ ~^h . 'S.'N/^ ni3[ ngN^ .3« • ïnod{pcm—Xm^n)<h ]

I
BOLZANO a.l817 p.35: «Wenn eine Reihe von Grossen

F^x, F-x,... Fnx,... Fn+rx...

von der Beschaffenheit ist, class der Unterschied zwischen ihren wten Gliede

i^^xiind jedem spHteren Fn + '>'x,sey dièses von jenem auch noch so weit

entfernt, kleiner als jede ge^ebene Grosse verbleibt, wenn man « gross

genug angenomnien hat: so g'iebt es jedesmahl eine gewisse hestàndige Grosse

und zwar nur eine, der sich die Glieder dieser Reihe imnier mehr nRhern ... »|

•4 limireq .=r:^£Q r^h .'3.^a^m3[p,q£m-^'Ng.'^p,q. mod(.z> —œg)<h]

Les P'3*4 sont deux formes du « principe général de convergence » , ainsi

nommé par Du Bois-Rey mond. II a eu grande importance dans plusieurs

traités d'Analyse; mais on peut le remplacer partou.t par§ql8'l. Voir mes

Lezioni a. 1893.

L'énoncé symbolique pi'ésente les lettres h, m, n dans l'ordre écrit. Si

on les permute, on a des propositions fausses. L'énoncé de Cauch}' n'est

pas clair ; on peut lire les lettres dans l'ordre «, m, Ti ; et a donné lieu à des

discussions entre Catalan, Mansion,... Voir aussi Encyelopadie t.l p. 79.

•5 /£ (qfN„)cres„ -Z^. lim/'= r/'N^ . lim/"f qw ^(+ oo)

•6 decr„ 1/^No . L(- Qc)

•7 «£q .3. lim ?(;« F No) =rt

^ 2. UEC\^'({.xeèit .fEqîu r^\:

•0 \\m[f,u,x) = 1 'Lm{f,H,œ) Df

•1 asq^r^r. o^=\\m.\f,u,x) .^:

ksQ, ."^k . A Q!^ h3\]j£ u-ix . m.od{y—x)<ifi ~)y • mod(/y—«)<;A'l

•2 GO= \\mf,u,x) .=: ksQ ."^k

.

a Q'^ h3[ ye u-ix . m.o(l{y—x) <Ji .~^y . modfy'^k]

•3 liïn{f,u,x) £q .^: ksQ ."^k. '2LQ^h3[y,Z£ ii-ix .

mod{y—x) <C.h . mod{z—x) <C^ O.'/.s- ^^^od(fy—fz) <Ck ]

'Â a i \im{f,u,x) . rs Cls'n . xe èr .3- linil/^w^a;) = \\m{f,u,x)

La P-0 donne la Df de \uQ{f,u,x) qu'on peut lire " la limite de la

fonction f, lorsque la variable, en variant dans la classe u, tend vers .r,

qui est une valeur appartenant à la classe dérivée de u ".

^ 3. u£ Cls q .
1' mod?( ^ 00 . /s qf ?< .^.

lim(/',w,:^) = 7 Lm(/",w,cxD) Df
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+ ^ -i"' (f^'*-! O- ^^^^^ {f'-{-^')\>' =^
•2 x,ys qfNp . lim^, lim// eq .3. lim(.<c+y) =: limx-[-\hwj

»
. lini.r= Qo . — 30 -8 Lin// ,3- liin(cT4-?/) = oc

I
Distrib(lim, +) |

— $1^ à'\ nsq .3. lim (rf—>/)|?^= — cxD

2 .rf qfNo . lim.9? £q .3 lim—.^ := —limi» } Comra(lim,—
) \

» » =ao » — 00

X ^ 6-1 asQ .'^. lim {an)\fi =7<i

•2 ;i^,,y£ qfNo . lim,r. limy eq .j^- \im{xxy) = lima^Xlimy

» lim.ï"=x . -£ Lm// .^. lim .77/ =ac

S
Distrib(lim, X)

\

/ ^ 7-1 lim (/;/)!/? =0
•2 a"£ (q-fO)fN(, . limj? s q-iO .3- lun/x= /lim.r

» » =0 » » 'X

» » X » »
I
Coramflim, /) j

•3 a,h,c,ds(\ . c-£—d^^ .3. lim {an-{-l))/{cn+d) \n = a/c

\
Jac. Bernoulli a.l689 Ope/u, p.382

|

•4 œs qfNo . lim(a;,^_^—^^J \n sq^cyo w «(— oo) ,3.
Iim(i37yn)|/i= lim(^,^^^—^,j |/i | Cauchy a.1821 p.63

|

f^ ^ 8-1 asQ .'^. lim {n")\n=^ . lim {n-'')\n=0
•2 as 1+Q Q. lim (fOln =co

[ 7i£Ni O- «'' > l+rt(a— 1) : Lm [!+?«(«— l)]|n = x : 3 P ]

•21 «£0 .3. lim(rO|^?=0
•3 a?£ qfNo . lima:" £q . meN^ .^. lim(a;'")= (lima;)"*

•31 X£ QfNo . lima; £Q . m£q .^. lim(.r"') = (lima?)™

•4. Hp^3l . ?/£ qfNg . limy £q O- ^i^^^
>^ti/
= (lima;)[^(limz/)

I
Distrib(lim,

f^) j

•ii cœQ .3 lim "^sjajn = 1

•3 ase .3 lim(4)"l |;i £ Q
= ? Q n ^3(a-'-'= a;)

I
EisENSTEiN JfM. a. 1844 t.28 p.49

|

•6 x£ QfNo . lim i-x^.^^t/iJoJln £ Q^w tx .3-
lim ("',^ncn)\n= lim (œ^^^yxJl'n {Cauchy a.l821 p.63

|

•7 a,teQ.3 lim[0+"^&)/2J'> = ,J(a&)

•8 «£ 1+Q .3- lim («yn) |n =:x

1 Jac. Bernoulli a. 1689 p.383
|

•81
. m£^^ .3. lim {a"'/n'")\n =x
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•9 asq . nsN, O- limrs\{a+x) {xj 0\\r = iQ^^six^'-x-a) =0

\ JOH. Bernoulli t.4 p. 13:

« universaliter ''vJ(«+"y|(rt+">J(r;+ "vj(« &C.)))) pro aeqnatioue

habebitur x^—X—a= »
{

^ 9-1 MsqfN, . lim?i£q O- ^^m\l{u,l-7i)'n]\)i =limu [=P7-4]

•2 7i£N, . ns qf(l-??,NJ .3
Lm l[ii{r,s) \r,l"-n] \s ^ ^|[Lm ii{?%s) \s] |r, l-;?i

•3 Hp-2 : r£ l-'n .3.- li^i ?<(/vs) |s£q :^.

lim I[^«(/V) |r, l-;*] \s = :^|[lim n(r,N) |.s] |r, l-nj

j
Comm(^, lim)

(

V ^ 10. ^^r£ qfN„ O-
•0 v(^/,N„) = Uo+ih+- = lim [I(^^ 0-/0] k^ Df

P-0 Soit « une suite de q; c'est-à-dire soient Uq îi^ u^ ... des quantités.

2'(m,No), qu'on écrit aussi tio-\-u^-\-..., lorsque la loi de formation est

suffisamment claire, et qri'on peut lire «la somme de la série u», est la

limite de Sai, 0---n) pour n infini.

2'f'«,No) £q •:= « la série m est convergente (advergem^ de Leibniz) »

^(modit, No) sQ •=• «la série est absohnnent convergente».

Selon plusieurs A. une série est dite « divergente », si elle n'est ])as

convsrgente -, selon d'autres, si 2'(yf,No) = x
, ou 2'(?/,No) = + x , ou si

X £ Lm2'(M,l---î?) |/i ; alors iine série ni convergente ni divergente est

dite < indéterminée ».

•1 v(^^^No)£q .3 lim?<=0 ! Cauchy a.l821 p.ll6
î

[ Hp . nsNi .D- Un = 2{u, 0--n) — 2{u, 0---(«—
1)) (1)

Hp . (1) . D . lim» = 2'(ti,No) - I{u,^o) =0
]

•2 7n£N^ ."). v(^.^Xj = v[^,^o-(w—l)]+:£(?o»-frlr,No)

1 Cauchy a.l821 p.l32
j

[ PIO-O .3. JTvu+r, N;) = lim ^. »-f r, O"-») \n

%S Pl-41 = lim [3>/, 0---?i) -f 2'(i;, O---;?"] \n

§2" Pl-4 = lim[2'( u. 0--ni \n-\-Z{v, 0---n) \n]

P4-2 = lim ^\ u, 0---n) |?z+ lim 2'(v, 0---w) |n

PlO-0 = i:(«,No) + 2'(r,No)
]

•4 w£N,
.
î^£qf(l'"miNo) .3-

•5 i<£QfNo .3 2(w, No) £ Q w «»

[ Hp .D. Z(M,0---n)|7i£(QfNo)cres.Pl-5 -Z)- Ths
]
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•7 HE Qf(N„iNo) O.
:£ !:L[^^(/>?,n)j?i, N„] 1//^, N„{ = l\l[>c{m,n)\m, NJ |n, N,|

^ 11.

•
I k£ Cls'N„ . Num /^ s iufii Q.

v(/;^)== vf/-(min/^)!r,NJ Df

•2 k8C[A.3^{kŒ,)rc-p.f£qfk Q.
v(/;/i) = 1 X3[ us (/^f N„)rcp . ^u . ,r= v(/-^(,

^o) ] Df

•2 1 7?e Cls . a (/jfN,)rcp . fs Qf/c Q. v.y;/.) £ Q ^ ^ :o

•3 ^eCls'q .33. :^/^ = :i( idem, /i) Df
•31 /«eCls'Q . a/^ .3
sk^Y X3'3. {nmi)3[ »i£Ni . H£ (/vf l-/yi)sim . .rr=v(^^^l---^;^j j Dfp

•32 AeCls'Q .3- IksQfuiyo

•4 ?^£ (QfNJsim O- i('^No) = l{n'^,)

•o /i£ Cls'Q . Numft £ infii . :ik sQ .^. Num/z = NumN,,

•G h,ks Cls'Q . -a(/n/.) Q, v(^^7.) == v/^^-v/j

•1. Df de 3/,A,-;i, si kc Cls'q. Ex. pour A- = X^, Np, 2No+l: P17 31-5 §.t ;J-7.

•2. A- est ici une Cls dénombrable. Ex. PlO'l 26-2 §q« 25-1.

•3. Df de la somme des nombres d'une classe. Ex.: li'1-2 16"7.

Dans le cas de quantités positives on pent prendre par Df la "31.

Les P-4'5 relient les idées « somme d'une série » et « somme d'une classe »

.

P"5 : « Soit k une classe de quantités positives, en nombre infini, et dont

la somme soit finie; alors la classe k est dénombrable.

Les Df 10-0 11-1 ^2 se superposent dans quelques cas.

- 1 m 1-'-

•J ^(£ qfN„ . lim//=0 .^. ^<o= ('^0—^^)+(^^— ^^2^+—

I
MacLaurin a.1742 p.293

|

[ Hp -13. ?/,„ = lim(i^o— ?<«
'

1» = lim2'[(»r — Ur + Ï}\r, 0---(n—l)]\n ]

•2 Aiimc^y:) .3). {/(^—1(q)-\-{/{^—ii^)-{-....=:cc

•3 us qfN, . v(,,,N,) £q .^. v(_,,^ N„) = -l{u,^,)
•4 ?/.£ (QfNJdecr . lim/< ^0 .3 if^^—i(^-{-iJ^—i'^-\- ... sOit^^

•4 O. l[{-iru,, W, NJ £ Ou,

I
Leibniz a. 17 13 MathS. t.3 p.987:

« quandocunque séries constat ex membris alternatim positivis et privativis

et membra ipsa decrescunt in inlinitum, séries est advergens»!

F. 1901 9
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X 1 ^'^ 13.

••1 /'S qfN,, . asq . l{'f,'No) sq O- -(^'^'7 ^o)= «2i(^<A)

[ Hp O- -S'(c/?<,No'i = lim Z{au, 0---nj [n = lim aZi'u, 0'"n) |n =
a lim 2'i^2/., 0---nj |« = a2'(?t,No)

]

-2 ^^£ QfNo .
v(^,,N„) sQ . TE QfNo . r^'N,, fQ Q. v(..x.r, NJ eQ

[
llp O. ^(î-X?/-, Nn)^(l'v'NuUT?<,Nn^ O- Ths

]

•3 A-sCls'Q.rteQ .3 lak=:a:ik

•il ^^£ qfN„ . L:ii Kif, 0-n) \)i ^q . as (QfNo)decr . lima =1 .3).

l{a((,^^)sq \
Abel t.l p.222

{

•.^ M,f£ QfN, . v(,,,N,), v(r,N,) £Q Q.
l\:i>{t^J^,.-J"h 0---n) \n, N„j = 1{H,^,) X ^('•,N„)

•y ?^,r£ Qf N„ . u,+ n^-\-...
,
r„+r,+... £Q .3

\
Cauchy a.l821 p.l27

{

0-p] < 2i;«,o--7)) X Js^î^o-i^) o- P
]

•6 rt£ (QfNo) decrg . l{a,'N^) =x) . nsN^ . /^£ 0-(/i— 1) Q.

/ ^ "5^ 14-1 v/N, =00
S
Leibniz a.l673 MathS. t.l p.49

{

•2 rf,/>£Q .;3. V /{a+^J)) = ce

•3 1= /(1.2)+/(-'.3)+/('-5.4)+ ....
[ P12-1 . u, =

I
n+1) o. P

]

I
Brouncker a.l668 LondonT. t.3 p.64r)

{

•4 «£q-(_N,) .3. /(a+l) = /^{a-\-l){a-{-2)]+/[{a+'2){a-\-)))]-{-...

j
SïiRLiNG a.l730 p.23

j
Continuation: P21-0

•o //^£N, .D. {1+/2+ ... -\-/m)/m=/[l{ya+l)]+/[2im+2)]+ ...

I
MacLaurin a. 1742 p.295

j

•(> as q-i-^,) . i/^£N. .3 [/«+/(«+!)+ - +/{r(+u.-l)]/m=
/[a{a+ ))))]+/[ia+l){a-\-)}i-\-l)]-\- ...

J
MacLaurin a.l742 p.298

\

^ 15. u,vs QfNo .3.
•1 r(^'/^.' %) £Q . v(r,N„) £Q .3. v(,,^N„) £Q [ = pi3-2

]

•2 /^£0 . ms^, : ^z£ ;».+No .3,. iK^ya,, <h Q. v(^<,N,) £Q
[ Hp . rsNi O- "«+)• < «« /i'' (1)

Hp . (1) O. S{un + r \r, Ni)<M« / il—h) .D- P
]
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•21 maxLm(«,^^,/^fJ/?)<l Q. y,{u,l<i,) sQ,

•23 £ 1+Q =0
I
Cauchy a. 1821 p.li>:î:

« Si i)oiii- des valeurs croissantes de n, le rapport converg'e vers mie
"h

limite lixe k, la série sera couver .>'eiitc toutes les fois que Ton aura /t'<;i,

et divergeutc toutes les t'ois (jue l'on aura /i:>-l.»!

I
Abel a. 1828 t.l p.400 <

[ Hp O. {ur I
Vr)\rE (Qf No idecr O. l'i«/;;'No) = iColv^ . V\ O- Ths

]

h :^ ¥^ 16. veQŒ, O:
•1 max Lm^'sJ«.J»<l .3- ^('^N,)) fq

•Il —>i o-— ==^

} Caucîiy a. 1821 p. 121:

« Cherchez la limite ou les limites vers les-^iuelles couverg-e, tandis que
1

Il croît indJ'iiniment, l'expression (^'u)"? ^'t désig-ncz par k la ])lus g'rande

de ces limites, ou, en d'autres termos, la limite des plus grandes valeurs

de l'expression dont il s'agit. La série sera converg'cntc si l'on^a k<^l, et

diverg-ente si l'on a A'>l.»i

•12 /isQ . -x3-£ Lm /^i+''«/'./i \ii .3 l(/(;'^j£Q,
i

Cauchy id.
\

•2 œ£±0 .3 /(l— .:r) = l+.r-S-^'+...

; Mescator Logarithino-technla a. 1668 p.25 p.oO
{

{l-xy^= l+2x^3x' + ...

( 1 -X)-' = l +'dx+6x'+ ...+//(/ ^+ 1 )/2 x" + . .

.

Cont. P23
•3 v(2[^-N,) =1
•4 ^^eCls'N^ .3 v2-"£e -5 0= v[(2-«)|^^^(Cls'Nj)]

•() v2f^(—N^'jeQ.R

Mi 1
vX|N— (2[^No) £ Q-R \ D.Bernoulli a.l729 Co?v'M. t.2 p.326|

•7 /»el+Q .3. ^N-'^^eQ 1 MacLaukin a.l742 p.290
|

•8 m£ 1+Q .D. v(2N,+l)-'^' == {i-2-")l^r"
! Joli. Bernoulli t.4 p. 11

I

[ ^-Nr"» = 2'v2Xi)-'"-f:^(2No+l)-"* . ^(2Ni)-'" = 2-'»2'Ni-'» .3. P
]
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•9 v(i_|_N,)fs(_i_N^)=l ILeiiîniz a.l67;î MtithS. t.l p.49|

•91 p8 1+Ni .aeK .3-

I
EiSENSTEiN JfM. a. 1843 p. 193

|

Num V ^^ 17.

•1 j-sO Ô- ^[.x'";(l-.x''') \n, NJ = v}Num(N,'^ n/N,)Xx-'^ \n, N,j

J
Lambert Archltechtonni a.l771 t.2 p.507

j

I
EuLEK PetrNC. t.5 a. 1700 p. 70

j

Z mod ^^ 18.

•1 u£ qfN„ . vfmodw, N^) sQ .|3- ^<>A) £q ÎCauchy a.l821 p.l29{

[ Hp O- "= [inofbt -{-«) — (moclw — î<i]/2 O- mod^t -|-i<, modw — u

s Qot'No . -[1 mod«-(-")+(raod?«— ît'),No]/2 = 2'nnod;<, Ny) s Q O-
2'imodr( +z(, No\ 2'(mod^« -~it, Nq) sQq O- Ths

]

•2 ^^£ qfNo . :L(mod/^ N„) eQ . r£(N,tN„)rcp Q. ^f^r, N,) = v(;(^N,0

I

DiEiCHLET JfM. a. 1829
j

•3 U8 qfNo . l{ii,'No) £q . :^(mod?«, N„)= co . //£ q ^ ^x; w ;(— x ) .]3)-

a (N,fN„)rcp *> V3[liur, N„) =://]
}
Rie.mann a.l854 p.221 •

•-4 U8 QfNy . :^(^^No) =:x . lim^f =0 . rt£q .3-

a (d « i—l)fK^f^ t3[a =l{tn, N^)]

J

Mansion a. 1887 Res. du cours d'Analyse inf., Paris p.281
j

•5 /2£,Cls . Num/^ = Num N„ . /£ qf/i . i(mod/; A') £Q .3). l(f,k) £q
Ex. : P19-1.

•G u£ (qFNJdecr . lim^« =0 . 2:;mod/f =x .
v^<, £q .3.

lim[v(sgn?(, 0-/0/^^] |>^=0 ) Cesàro .!/?«/. .1///. p.l64
{

^^ 19-1 UE qf(NotN„) . v[mod^f,.,
|

(r;.s), (NVNo)] £Q Q.

•2 Hp-l . r£J(NoiN„)fN,jrcp.D. v(wt^ N„) =: v| v(,r,.,lr, No)l.s,N,î

I
-l-â Cauchy a. 1821 p.445

{

it,v£ qfNo .3:
•3 v(niod«/, N„), :^(-modr, NJ £Q 7^.

^(w,No) X ^-It^N,) = v| v( uj^^^_^,^, \ni, Q-H
)
\n, No ]

I
Cauchy a. 1821 p. 132

\

-i :l(^^N,), v(,;^n„), v[
v(,,^^^,,_^^^ |;„^ 0-») I;/, NJ £q .3 Ths P-3

I

Arel a. 1826 I p.22G
\

•3 v(modw, N„) £Q . ^(r,N„) £q .3. ThsP-3

I
Mertens a.l875 JfM. t.79 p.l82

j
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•6 fœ q f (N,;N„) . v[[i' niod u{m,n)\m .%)] I?i, N„] é-Q :

nsN^ ."^.i. ïnn /f{ia,n)\in sq :^. Vun :i\/i{ni,/!)\)i,'Nj \in

= l[[lim n{i)i,}i)\i)i\\)i,'N„]
}
Commf:^;, liin)

j

•0
1 /.•£ Cls'q . as (V: . us q f (/.• i N„) . v|l'[mod /f.{x,)i)\.jc 'L\ \n, N„J £

Q : ?i£Nu O,-- lini[^((*',«) |.x;, k,a\ sq :3-

Hni{lf/^(JVO|/',No]|.r,/.-//î = v;ii,nf/;(jy;)|.r,/.-/(]|;/,N„j

Ex. : §cont 3;).

Soit il nue l'onetiou dv, deux; variables eutières )n,n. La st'îrie -S'[»(7h,??.)

>?,X„] est couverg-ente, pour toute valeur de m, lorsque (Pl-3) :

j»£Xo O: hsii rjk. a Xor>;;3yy£jf>-|-No O'/- m<^àI[ii{on,r)\r, ]yq]<Ch\
Quel(iue.s A. (Caucliy a. 1821 p. 131) ont eoutbndu cette condition a\ec la

//£ Q Oa. a: Nor>/>3;?>î£No . ç£;^+No ZDm.q- \\\oà.S[H{m,r)\r,]y(j]<^h\

Abel (t.l p. 224) en a noté la valeur différente. On dit que la série ?< est

de conrergence « g'ieichmassig" (Weierstrass a.lS41 t.l p.fJT i uniforme, in

eg'ual g"rado»,si elle satisfait à la dernière condition. Sont des conditions

quelque peu différentes les convergences uniformes « in générale » (Dini

a. 1878 p. 102) « semplice » (id. p. 103), « a tratti » (Arzelà a. 1000 Bolo-

gnaM. p. 711).

Piiisque nous n'avons pas introduit un symbole exprès pour indiquer

« série converg-ente », il ne convient pas d'introduire des symboles pour

indiquer les différentes espèces de convergence.

Nous donnons à ces théorèmes la forme sous laqiielle ils se présentent

dans les applications. Voir §S 11'12.

Dans la P-61, au lieu d'une variable entière m, on considère une .r,

dont la variabilité est k.

n ^^ 20.

•0 it£ qfNo O- ^('^N„)= u^a^ ... = Iim Iliit, Q-'n) \n Df
•01 mew . us qf(wi+N(,) .3-

^{u,m-\-^^^= ujt,,^^^ ... =: Iim n{H, m ••' m-\-n) \n Df
•

I lis QfN„ . 77(//,N„)'£Q .D. lira^^. = 1

•2 a,hs(l . a<}) .3). //,(/^+/-)/(7;+/-) [/, NJ =0
*3 » cC^h » » » » ^oo

•4 2^s 1+Ni .3 n[{l-p"') \n, NJ £ Q-R \ Eisenstein a. 1844 p.39
j

•S xsq . mod.r<l .3. /{i—x} = {\-\-œ){l+J.^){l-{-x'){l-\-x') ...

= Z7J[l+,/f(2")l \n,^,\
j
EuLER a. 1748 p.273

j

^^ 21.

•1 HS QfN, .3 77(1+ //, N,) £Q .=. lOc,^,) £Q
•2 us ^fN„ .D: 77(l-«, NJ £Q .=. Hu,^,) sQ
•3 77(1— w, No) =0 .=. v(w,No) = 30
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•4 US (-l+Q)fNo . l{u,-N,), s{u\^^) £Q .3. 77(1+ ^^, N,) sQ
•3 . I(''A) £Q . l{iâ,^,) = X .3 77(1+./, NJ =0

\ "J-'S Cauchy a.l821 p.4C0
\

•6 rt£ q-No . msN^ .'^.

mi\/n{a+r+ 0-m) \r, N^j =/77[rt+ 0-(y/^-l)]

I
Joh. Beenoulli a. 1692 t.l p.521

j

V 77 ! #^ 22.

•1 as (NJN,)cres Q. :^![/77{rt, 1-ji)] \n, N,| s Q-R

O- /«i + /(«i«2) + /(«i«2^'3)+ - £ Q-R

I
vStern a.l848 JfM. p.95

j

•2 r/£ N^ .3 val^ _(N,!) £ Q-R
• 3 «£q .3 • 1^1^^ ('^^

"/
' ^ • ) I

' ^
=^

•4 lim"4(/i!) |n^ oc j Cauchy a.l821 p.64
|

•5 1 =/2!+2/3!+3/4!+... = v[ n/{n+l)l \n, N, ]

I
Joh. Bernoulli a.l692 t.l p.525j

•6 as 1+Q .3 /{a—l) = l\nl/nia+ l-n)\n, N,
j

j
Stirling a.l730 p. 11

\

C 23'! msq. œsL{.inodœ<C\ .3-

(lJrœr=l[C{m,)i)x'' \n, NJ=
l+>y.;r+/>?(«.— 1)/2! ir'+...+A/K>»— 1)...(//^—/i+l)/v^!^'' +...

j
Newton 13 Junii a. 1676 :

« Secl Extractiones Radicum multiim abbreviautur per hoc Theorema.

P+PQhr= P^+-AQ+-_- BQ+-T^— CQ-r—j DQ+ &c.
I

n zii on iji

ubi P+PQ sig'nificat Quantitatem cujiis Radix, vel etiam Dimensio qiiaevis,

vel Radix Diinensionis, investig'anda est, P priiniuii termiiuim qiiantitatis

ejiis; Q, reliqiios termines divisos per priinum. Et — numeralem Indi-

ceni dimensionis ipsius P+PQ: Sive dimensio illa intégra sit; sive (ut ita

loquar) fracta-, sive affirmativa, sive negativa.

Nam, siout analystae, pro aa, aaa, &c. scribere soient cr, a^, &c. sic ego,

1 B £
pro ]'a, l'a', ]C«^ &c. scribo o ', «", a' , . . .

aa _ }_
^* ""'"^ ^'™

] C:a^ + bbx '

'''''''^^ '"'^ a^+bbx\
'"'^

... Deniqiie, pro terminis inter operandum inventis in qnoto, usurpo A,

B, C, D, &c. Nempe A pro primo termino P ";f ; B pro secundo — AQ;

& sic deinceps. »
î

Dem : voir §cont 3'4

à
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•2 ms -1+Q .3 2**= l\C(:m,n) \n, NJ |Abel a.l826 t.l p.245|

•o y/^,£q . j-s Q-/2 .3 (i+xY'' = l\C{»i-\-n,ii)[x\l+x)r \n, NJ

sgn ^ 24.

•1 7^6' 1+Q . xsq 3- sg'R^ = Iim {k''"—k~'"")/(]i'''"-\-k~''"') \n

'i xi^v .3 Iim [/i(//!.r)-|-/>'(— »!a;)]|;i = lira (sg-n/5 72!;X')|;2 =0
"2

1 j'8 c|-r .")• ^^ ^^ ^^ ^^ * ^^^-^1

max min ^ 25.

•1 ^«e Cls'Q . Num^r e^^ .3- li™ [(^ '^" V^-''^ ')]h^ = max^j

I
D. Bernoulli Pt^^y'C. t.;3

{

•2 Hp'l .3 lim"vjl('«") l'ï
= inax^r . Iim (l^r'')-'" |n= minw

\
Encke a.l841 JfM. t.22

j

Chf ^ 26. x£ç\ .3.
•1 ^= E^+:^[x-»Chf(X^^) \n, NJ

La P"l donne l'expression d'un nombre sous forme de fraction décimale.

Np ^^ 31.

•0 lira fNum(Np'> l-;0/'^]|"=O
!
Legendre a.l797 p.464

}

•1 limî[max[Np'>(l+4(l-?2)VNJ] /n{ |;2 =x
\ Tchebychef ; Voir Markoff a. 1895 ParisCR. 1. 120 p. 1032

\

•2 lim|Num[Np^ (4X„+3)'>{l->0]-Nura[Np'^(4No+l)^(l-7î)^||?i— oc

•3 limj /
1

—=1
•4 limjl

1

/Niim[Np ^ I-Eyjn]
i

\n =/2
1-2--3 Tchebychef a.l853 t.l p.697; --4 Cesàro a.l896, NapoliR.j

•o me 1+Q, .3 vN,-"' = /7i/(l-;r'") \n, Np]

J
EuLER a.l744 PetrC. t.9 p.l72 ; a.l748 p.225

\

•G a,h£^, . V>{a,h) —\ .3. :l /JNp '> (rtN,+?>)j =x
! DniiCHLET a. 1837 t.l p.313

j

Contimiation : §cont §D §e %C §q„ P24 §vct P20-21.
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§73 cont = (fonction continue)

() lini $^ 1. lis Cls'q . ii'^Ôu O-*-
•0 fr {qf/f)cont .=: fsqfu : œ£u ."^ ^Aim(f,iiyV) ^ fx Df

•01 » .=:: » : IsQ . X£u r^k,x.

a Q'^ h3\ !/£/' . mod(//— ./•) <<// .^^ . mod{fy—fx) <C]i ]

Note. « cont » signilie « fonction continue » . La détiuition P'O se rencontre

dans Abel t.l p.223. La P-01 est une transformation de la -0, où l'on a

remplacé le sig'ne « lini » par sa valeur.

•1 Tmod^f sQ . u:= ôii . fe (qf/^cont . ks Q 7^.

a Q'^ h3[ x,yEU . m.o(i{y—x) <CJi .Z)jc,u- i^^o'^K/l/—Z"^) <C^ ]

Le second membre de la P'I contient les mJmes éléments que la P'Ol,

différemment groupés. Heine, JfM. a. 1870 t. 71 p. 361 a reconnu la valeur

logique diff'érente des P'Ol et 'l. La P-1 a été démontrée par Heine.
JfM. a. 1871 t.74 p. 188, Lùroth, MA. t.6 a.l873 p.319.

^ 2. a,b£q . «-=& . /s (qf «'^^)cont ."^i

•I /rt<0 . fb>0 .3 0£f'{a-b) \
Cauchy a.l821 note 3

j

[
y= V X3[fx <0] .3. .Vf a—J) . fij =0 ]

•2 fa-fh^ria-h)
'3 a i max/"'(rt^ h) . a « min /"/(«'"' h)

\
Weierstrass ; Cfr. G. Cantor JfM. t.72 p.l41, t.73 p.296

\

[ y= 1' X3[.cs a^b . V f'(a^x> < V f'a^b] .1^. tjs a'-' b . ft/= mnxf'(a^b)
]

^^ 3-1 f£ (qfq)cont : //,j£q .D//,3. f{>/-\-^) = f/f+fj : x£q Q.
fx= {fl)Xoc

[
Hp .D- /"(OfO) = fO^fO .D- /"O =0 (1)

Hp . xsq -D. f[x+{—x)] = fx+f—x . (1) .ID- /"-ccrr -/a; (2)

Hp . wsNj . cc£qFl---?i .ID. f\2x) = S{fx) (3)

Hp . nsN, . ,x£q . (3) .3. /\?ia:) = 7i/ic (4)

Hp . x£q . msn . (1) . (2) . (4) .3. /"(Imr) = mfx (5)

Hp . ccsq . «sNi . (4) .3. ([n{xjn)] = nfi^xjn) .3. /"(.x/^i^ = (/Lc)/n [(6)

Hp . xsq . msn . wsNi . (5) . (6) .3. f[[mjîi)x] = f[m{xl)i)] = {mln)fx (7)

Hp . xsq . y/sr . (7) .3. f{yx) = yfx (8)

Hp . xsx . (l,«)l(=c,y)P(8) .3. /Le = xifl) (9)

Hp . XB q-r .3. /x = \\m[fu\y, r, ce) = lim [//(/•!) [.y, r, ce)] = cr/*l (10)

(9) . (10) .3- P ]
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•2 f£ (qfq)coiit : y, jgq .~^,j,z. f[y-\-z) = fy X /J : xsq Q.
f.t'= {flfx ! -i-a Cauchy aJ82i p.i03

j

•3 lîp PI . /eqf(^i:No): ns^^."^,, . f{-x^,ri) \x £ (qf«)cont :

:i\l'[modf{x,)i)\x'i(]\n,'^^\ sQ :3 ^[/"(-^VO 1'^ NJ \x £ (qfi^)coiit

[ i<iiiu I9r,i o. p
]

•i ijliin P-^3-1 1)111

[ j'S{[ . inndx' <| 1 . ?h£(j .^.

liin ino(l;[Ciîn,/i-|-l\x'«-|-i]'[Ci^?n,n)x" ]!|?i =: modcc (1)

Hp^l) . §liin 15-2 O- 2'[inoclC^7»,?i).r'» |?î, Nq] êQ (2)

Hp(2) . §lim 18-1 O. ^[qm,?^)^" |«, Nq] fq (3)

cceq . inodx < 1 . /"= 2'[C(»i,«).7'« |n, N^Wm . (3) O. /s (qfq)cont (4)

Hp(4) O- /'l = 1+;ï: (5)

Hp^4) . m,nsq . §lim 19-3 O- ifm)X{fn) =
2';2'[C(m,r)C^»,.s— ?-).TS |r, 0"-.s'] |.s-, X^! (6)

Hp (6) . §C 6-31 O. ^fm)X{fn) = fym+n i (7)

Hp(4) . (5) . (6) . §cont 3-2 O: ?H£q O. fm — ' l+.rV" (8)

l«) Z) P
]

Cette démonstration pour ;» rationnel est due à Euler, a. 1774 PetrXC.
t.l9 p. 109. Abel a.l826 t.l p. 223, a étudié la série binoniiale pour toutes

les valeurs de x et de m.
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§74. D := (dérivée)

_j_ _ X / q ^ lini ^]e 1.

•1 k£ Cls'q . /Q rV,- . fsqfk . .t£ /.• Q.
D(/;/.V'r) = lim[(/y/-AV(y-^) 1^, /', ^'1 DfD

•M Hp-1 O. D(/;/.vi.-) =limî[/-(.i;+/0-/'^]A K^ ^'•-•^', 0| Dfp
•2 /.£ Cls'q . /.Q ^A: . /£ qFk . xek Q.

D/cj;= \m\{{f]j—fœ)/{y—x) \y, Variab/", a?] Df
•3 Hp-2 Q. D/"= (D/;r \x, Variab/") Df

Note.

Poiir avoir une dérivée il faut donner nne fonction f, la classe A' des

valeurs de la variable, dans laquelle la l'onction est définie, et nue valeur

particulière x, appartenant à la classe k ; il appartient aussi à sa dérivée

dk, si /O^A'.

Nous l'indiquons par D{f,k,x), qu'on pourra lire « la dérivée de la

fonction f, considérée dans la classe k, pour la valeur x de la variable »

.

Ce symbole représente, par définition P-1 « la limite durapport(/"?/—/a')/(^— ce),

la limite étant obtenue en faisant varier y, dans la classe k, vers ce »

.

La classe k coïncide dans la pratique avec la classe q (ex. P3"l), ou Q
(ex. PS'-A), ou est un intervalle, ou l'ensemble q-jO (ex. P3-2), ou a des

formes plus compliquées.

Si l'on fait varier la classe k, la dérivée ne change pas dans §e4-l

§q' 15'1. Elle peixt changer dans d'autres cas.

On a p.ex : D(mod, Qn, 0) = 1 , D(mod, —Qo, 0) =: —1
Quelques A. appellent « dérivée à droite » l'expression D{f, x-\-Qo, x)

;

T>{f,x—Qo, ce) est la « dérivée à gauche ».

Si au lieu de donner la fonction f, l'on donne l'expression contenant une

variable ce, il suffit d'écrire après cette expression le signe |cc, pour avoir la

fonction f. Dans (fx)\x la lettre ce est apparente ; en conséquence il ne faut

pas la confondre avec la x qu'on i)eut rencontrer dans ime autre place de la

même formule.

La notation que nous adoptons satisfait aux lois sur les définitions; rien

ne doit être sous-entendu, ou ajouté par le langage ordinaire.

Mais, pour nous rapjn-ocher des notations communes, on peut considérer

l'ensemble de la fonction f et de la classe k dans laquelle cette fonction

est censée définie, comme un objet seul. Si nous l'indiquons simplement

par /", on aura /sqFfc. La P"2 définit alors D/cc, qu'on doit considérer

comme décomposée en (D/')ce « dérivée de /", pour la valeur ce », et non eii

D(/'.c), car on ne dérive pas le nombre fx.

La -3 donne la définition du symbole T>f.
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liCibniz indique la dérivée de // par rapport ;\ ce, par le si<^ne -r^, où

« rec-ta alicpia pro arbitrio assuiii])ta vocetur (/./ » (MatliS. t.5 j).220) et « ipsas

dx, (II/, ut i])saruin ,/,// dillereiitiis sive increiiientis, vel decremeutis uio-

mentaueis ])roportioiiales lial)eri ])ossc » (p.KJO). Dans quelques cas il pose

(fx=il\ alors le sig'ue (/ indiciue la dérivée; connue dans les fornniles :

dx =1 , dp =2x , dx^ =3.x'"^ etc. dvZ= —= etc.
'" 2]'x

(Ih'iefirechsel t.l p.22G)

Newton indique la dérivée par un i)oint au dessus de la fonction

(Voir P8) -, Lagrang-e par un accent (Voir P9); Arbog'ast par I)/>.

Cauchy [Œicvres s.l t.4 p. 2');"}) indique les dérivées par D.;; , D,/ ,... où

l'indice désigne la variable par rap[)ort à laquelle on dérive.

Jacobi a distingué la dérivée d'i;ne l'onction de plusieurs variables, ])ar

rapport à une variable, par des d • les dérivées sont alorrs dites " par-

tielles ", Ces notations sont insuffisantes, car si l'on a une fonction de 3

variables /s qf(q;(iiq), et si ^^eqfq, îts (jl'lqSq i, il faudrait plusieurs esi^èces

de (I pour indiquer les 4 dérivées :

D /"i.r,î/,ôi|.r, D fi^x,ux,z)\x, D f[x,i/,>r x,;/ ][c, D f\x,ux,u:[x,ux)]\x.

^^ 2. 1-8 Cls'q . /Q àk . t\a,r, D«, Dr £ qFA' . rt£q .'2).

•1 D(/?+/-) = D/(-|-Dr

[
Hp . xsk O- D, ?<.-}-(;) = Iimi[(?<-|-^"Vy— l"+'')-^']/uV

—

'''^)
\!/i ^') ^i

= linij {ui/-\-vi/—ux—vx)j{y—x) »

= ]\m]i 1/1/—ux)jiy—x)-\-(vy—vx)l{i/—x) »

= \un\i uy—UX)! y—x) \y, 7c, x] -\- lini[t r//

—

vx^Hy—x) ]//, k, x]

= l}ux -{- Dvx
]

[ IIp . xsk O- D. (<:('! = \hn[{uXv)y—{uXv)x]l{y—x) |/y. A", x]

= iim[(uyXvy— icxXvx)l(j/—z-) »

^ \[m][u c< i-y— vx)-\-vx(uy— ux)-]-{uy—uxYvy —vx'^Wiy— x) »

= ]un[uxX{vy-vx)l{y—x) -\- vxX^uy— ux)j{y—x -{-

(ity—tcx)l(y—x)X {vy—vx)l(y—x)X (/y—^') »

= uxX^vx -\- vxX^iix
]

[
Hp O- ^'jif)x = ïiin[ {fjff/—f/f-'(^)Ky

—x) Vil '«-'j 3?
]

= ^^m\jjfy-gfx)j^fi/—fx)Xify-fx}l[y—x) » -D- Ths
]
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P' ^ 3-1 xsq-iO .3- D{/x\x, q'LO, x) = —/x^
[ Dij.jc\x, q-<0, x) = \un[{ If/— /j:')/(.y—ce) \y, q-iO, x]

= \hn[—j{(/xj » » » = —jx-
]

i 1 Hp P2 . -£ i-'k .3. B/v = —Dr/r^
•12 » » » ï){H/c) = {vBa—uBD)/v^
•2 Disl^^ . .T£q .3- D(^'"*|^'^, q, x) rr= mx"'~^

[ U(.X"»*|X-, q, x) = \ïm[{ym —xm)IÇy—x)\y, q, x]

= liin[2'(//'»-'-x''-i|7-, l"-'m)|/y
, q , ce) = ?HCC"i-l

]

•21 HpP2 . msN, . ^f£qF/.' .3. D(/r[^//0 = /n^«|^(m—l)xDè*
•3 ùtsn . ire q-/-0 .3. D(.r"'| .r, q-iO, :/') = mx""'^

[
m£x„ .

p-1 o- 1^

a)
«hNi . m=—)i O- Di^.x-wlcc, q-:0, ce) := D(/x» [.r, q-<0, ce) =

— ?2a;«-i/cc-" = — /icc-«-i =r 7?icc'»-i (2)

(1) . (2) O. P
]

•4 iJisN, . xsQ, .3. D( '"s^jc \x, Q, x) = /m '^vl.i;''"-'

[
Di:,c[^/»i |.c, Q,, ce) = ]un[{y\^lm— z^lm)l{i/—x) \y, Q, ce]

= / lira; [(/yPN//n)I^?n—(.r|N/»()[^?/A]/i//f^/;».—a-|^/m) » »

= /[»/(.Trv/»»)^,»i-l)]
]

•5 DŒV . XSQ .3- B{X^'^\X, Q^ â') = ÛiX'"
*

[
p-1

. P-i .D- p
]

}
Leibniz, Nova methodas j)^'o maxlmis et ruiniinis itemque

tangentihiis,,... et siagulare pro ilUs calculi génies. Acta ErucL

Lips. a.l684:

<i AchUtio et Suhtracfio: si sit z— y-\-2v-\-x aeqii. v, erit dz — y-]-w-\-x

seu dv seqii. dô—d«/-|-{i?6"-l-dce.

Multiplicatio'. dccu œqii. ccdr-|-ydce.

Patentlœ: dce« = «.ce« -
1 dce.

Hadices: d,yx = y-dx 1 ,k

Suffecisset autem régula potontiae iutegrae tain ad fraetas tam ad radiées

detenuinandas. »
j

I
Newton, PJillosophiae nafuraUs principia niatJiei/iatica,

a. 1686 t.2p.55:

« Lemma II. Momentum g-enitse a?quatur inomeutis laterum singuloriim

generatiiim in eomindem latenim indices dignitatuni & coeffieientia continue

ductis.

Genitam voco quantitatem omnem, qufe ex lateribus vel terrainis quibus-

ctinquc in aritlnnetica per niultiplicationem, divisionem, & extractionem

radicum.... Has qixantitatcs, ut indeterminatas & instabiles, & quasi motu

fluxuve perpetuo crescentes vel decresceutes, hic considère ; & earuni in-

creraenta vel décrémenta momcntanea sub noniine momentorum intelligo:

ita lit increnienta pro momentis addititiis seu affirmativis, ac décrémenta
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pro subduftitiis srii iu\ii-ativis halji'antur. Cave taincMi intcllcxeris partieulas

linitas. Particiila' fiiiita' non 8unt moiiicnta, scd quantitatcs ipste ox mo-
meiitis o'cnita'. Intel lio-cnda sunt principia jamjam nascentia finitarum ina-

gnituilinum. Xe(iue eniin spectatur in hoc kMnniatc magnitudo mnmcntorum:
sed prima nascentium proportio. Eodeni recidit si loco monientorum usur-

pentur vel volocitatos incrementorum ac decrementorum (quas ctiam motus,

miitationes & fluxiones qiiantitatum nominarc licet) vcl fiuitaj quaîvis quan-

titatcs volocitatibus liisce proportioiuvlcs. Lateris autem cujusquo g'oneraiitis

coefficiens est quantitas, qutu oritur applicando gcuitam ad hoc latus.

Igitur scnsus lemmatis est, ut, si quantitatum quarumcunque perpetuo

motu crescentium vel decrescentium A, B, C, &c. momenta, vel his propor-

tionales mutationiim velocitatcs dicantur a, b, c, &c. momcntum vel nmtatio

geniti rcctanguli AB fucrit aB-{-bA, & geniti contenti ABC momentum
fuerit « B C -{- ^ A C -{- c A B.... Et gen(M-aliter, ut dignitatis cujuseunquc

n n

—

m

A"* momentum fucrit —aA '"
. »

jm

^ 4. a,l)£q . a<]) . fs qFcr b .^:
•1 x£ a-b . fx= inax f^a^ b . Dfx eq .]3- ^f-^' =0
[ Hp . §limP2-4 O. Dfx = ]im[(fy—fx}l(j/—x) \y, a^bn{x-Q), x] (1)

ïî\i . ijs a-^bnx—Q\ .ZJ. f!/—fx^O
O- \fy—fx^)h y—^^> ^0 (2)

(1) . (2) O. Bfx ^0 (3 )

Hp O- D/!x = lim[ (fy—fx)j{t/—x) \y, a^ b n (x-{-Q), x
] (4)

2JS a^br> (.x+Q ) O. (fy—fx)j[^y—x) ^0 (5)

(4) . (5) O- Wx ^0 (6)

(3) . (6) O. P
]

Ex. DcmP-3

'\\ (min
I

max)P-l

-2 Df EqYcrb .^. f£{q¥crb)iio\\t

[
Hp . xa a!~^ b O- liii^[(/!(/~/''^)là'j '^'*~' ^> ^] ^^

\m\[(fy~fx)l'!/—x) X (//— -ï"' '//-
«^ ^, x] = ' I^A") X =: ]

•3 Bf£qF(rb.fa= fb=iO .3. :î((rb^x3{Dfx=0)

\ ROLLE a.l689 p.li^T :

« Les racines de chaque cascade (dérivée) seront prises pour les hypo-

thèses moyennes de la cascade suivante ».
!

[ Hp . P-2 O- A iqFrt^/ncont (1)

Hp
, (1,1 . § cont PI -3 .D. a (max/''a^ & 3 f min f'a^ b (2)

Hp . 3 Qn /'«'"' b .ZD- niax f^ct^ b sQ

» » » . x£ a^ b . fx = mfix f'a^b .3- 3C's a b (3)

. i:3^ . P-1 .ZD- Ths (4)

Hp . a {—Q)nf'a^b .3. a Q '^ (—/ '""^^^ 1' O- Tiis (5)

Hp . -'j^Qrf'ri^b . -a i—Q)f>f-a^fj .ZJ. fs tOVa-^b .3. Tlis (6)

(4) . (5) . (6) .Z). P
]

Ex. Dem P-4-5
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•4 Dfs qFcr h Q. {fh-fa)/{b-a) £ Df' a-b

î
Cavaueri a.lG35 l.vii p.l5 (p.492 de l'èd. de 1653):

« Si curva linca quaecunque data tota sit in eodem piano, cui occurrat

ri'cta in dunbus piinctis pote.rinms aliam rectam lineam prefatae aequi-

distantem ducere, quae tangat portioncni ciirvae lineae inter duos praidictos

occursus coutinuatani ». |

[ Hp . </ =
[
fx—fa—{x—a)(fb—fa)l(b—a) ]

\x .ZJ.

r/a = gb=0 . Dg = Df—(fb—fa)lib—:t) . P-3 O.
'3^a—b/>x3[Dfx—fb—fa)l(b—a)=0] O- Tlis

]
Ex. Dem P-7

•41
f, T)f£ qF(rt.+ 0/O .3). fia-\-Ji)-fa £ hDf{ai-9h) [ = P-4

]

•S f,Df,rj,Dg£qFa^b.O-£D;rf(rb Q.
ifb-fa)/{gb-ga) £ [

(D/'^)/(D/7cr)
]
\x ' nrb

[ Hp . h= [fx—fu—{(jx—ga){fb—fa)l{(jh—y(i)]\x rZ).

ha = hb=0 . P-3 .3. P
]

j
Cauchy Cale. difj'. a. 1829 p.37

j

Les P'4,-5 s'appellent « théorèmes de la moyenne ».

•6 Y)f£ QFa'-'b .3 /"£ (qF«^&)cres

» —Q » » » » decr

» (lO) » » » » const
[ p-i ZD P

]

^^ 5-1 a,b£q . (("= b . f,g£ qFa'"' b . fa =1 ga =^0 . Dfa, Bga eq

,Dga'=0 .3. lim[f/g, a-b'>x3{gx-—0), a]=: {Ufa)/{Dga)

[ Hp .3- lii^i [fx I
gx)\x = lim [{fx—faijij/x—ga]) \x

= lim
î
[{fx—fa)l[X—a)]l[{gx—ga)l(x—a)\] \x

= iI)fa)l[Dga)
]

Ex. Dem P7-1

I
De l'Hospital, Analyse de^ ûifiniuieut j^etits a.l696 p.l4:b:

« si l'on i)rend la différence du numérateur, et qu'on la divise par la diffé-

rence du dénominateur, après avoir fait x:=za, l'on aura la valeur cherchée » . !

•2 a,b£q . a'=b . f,g£ qFa^ b . fa = ga =0 . Df Bg £ q¥a^ b .

-£T>g'a^b .'^. Ln\{f/g, a-b, a) ^ Lm{D/^D^, a-b,a)

[ Hp . P4-3 .ZD- 0-£ (/' a~b -D. f'jg s qF«^6 (1)

Hp . xs a~b . i/s a~x . P4-5 .3. fg\gy £ i^f\\)g)\a—x) (2)

» . (2) O- W)\cr-x) D ^m^g)\a-x) ' (3)

» . (3).§;. 1-31 .13. A » ID .1 » (4)

» » . ys. 'Lmifjg, a 6, a) . Df Lm .3. ys A[\flgyia ,x)] (5)

\(4^).(p) O)- ys A\il)flDgyU—x)] (G)

Hp . ys Ijmifjy, a~b, a) j6) .3: xs a~b -ZJx . ys A[{DflDyy(a~x) (7)

. (7) . Df Lm .3. ys LmÇDfjDy, a~b, a) (8^

(«) D P
]
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•2 1 ajmi . a -— ^; . /;ryf ({Fd^ h . fa — ga —0 . Df, Dr/ s qFa"^ I) .

-£ Dg'a~b . lini(D/'/ D/y, a-?>, a) £ q w /oo w <(— oo) .^.
lim(//^7, r^-/>, «) — \un{Df/Dg, a-b, a)

[ P-2 D P ] Ex. Dcin l'7-l

•3 aeq . f,f/,DfDfj s qF(r^+Q) . \\m{f, rt+Q, oc ) = limif/, r/+Q, x )

=0 . -£ Dg'in+Q) . liiii[(DA-/D^j:-)l^, «H-Q, ^ l£ <! ^^"^- «

/(— X
) Q. Vunif/f/, n-\-il X ) = \un{Df/Df/, r^+Q, x

)

[ VmiJ-J!/, o+Q, X ) = lim;/\a+/.r ;

/ ^.,y+/jr)]|^'
, Q, 0; . P-21 O- ^

J

M rf£q . f, Dfs qF(a+Q) . lini(D/', «+Q, ^ ) £ q w ^x) ^ t{—x
)

.3)- lini\ {f.r)/ir \;x;, «+Q, x
J
= lim(D/" (i-\-Q, ^)

•ri rt£q . f,{/,Df,Dfj £ qF(r/4-Q) . lim(//, f^+Q,x ) =x . -£ D^'

(«+Q)^. lim(D//Dr/, ^^+Q, x) £q\2).
lim(//^, «-hQ; X ) = lim(D//Dr/, ^(+Q, x

)

•1 B"'{u+v) = B"'n+B"'v -2 B-'au= aT)"'u

•3 D "(^'XO = v[ C(»v-)(D'""''OX(D' r) [r, 0-ni
]

Leibniz Math S. t.5 p.380

•4 /"£ qf/.- . x£k .3 D*"(/;/.- a^) = D*"!/;/.) 30 Df

Si yf est une fonction définie F, a siii'nification D'" ?/., \);\v §+ 10-9. Si /"est

une opération f, la P'4 simplifie nn peu les formules.

•o riE //^-f-No . .r£q Q. D"^^^'" |-^"> q. ^^') = /7[;/— 0-(/y^— 1)] X.a-"""'

»£q . J'£Q » Q » » »

/^£n . x£ q-iO » q-fO » » »

•6 ^•£q .3- D"'(.r*^(l—.7')"*[.T, q, .r] =
m\:i){—lY\Q(ni,i')fj-''{\—jT'''\r,0--'ni\

^ 1\ a,b£q . a-^j . /;//£ qp>;^ b . /;^£N, . /"« =: Df'ti = \}^fa =
... = B'Ya ^0 . D"'"y?/ £q . f/a= Bga= B'ga = ... = lY'ga

=0 . D"''gaeq'iO .'J. \hn{f/g, a-b, a) = (D"'^y«)/(i)"'- V^O

[ Hp . Pr)-2-l .3. Hm //,'/, a~b, a) = VmrDfjDf/, a~b, a)

= lim(D77Dv/, » ) = ...

= lim!D'»//D»îry, » ) = D'H + Ya/D'^ + i/ya

]
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^ 8. a,b8(i • ^«-=?^ • •>•£ «~?> • »^£Ni . /; D/; DY, ... D'"~y £ qF a-b

. D'Yxsq .3. lim[J/'(.^+/0-2[/r//-!(D7ir) |>', 0-(/>^-l)l|/

h'" \h, a-h—x, 0] = {D'yœ)/m\

[ ( \fix-\'h)-:i[hr jr\ Dr fx \r, 0---(m—l)]\ \h, h^^\h
) \

(
^ ' f , ^ ) P7 O. P

]

î Joh. Beknoulli a.l694 t.l p.l26:

« habetiir hïcc séries gênerai issima :

, , , ,
zzdn , zhldti z^dddn „

1.2.a2 1.2. 3. «2- 1.2. 3. 4.«2*

j
Taylor a. 17 15 p.21 :

« Sint z et .t qiiaiititates duae variabiles, qiiarum z unifonniter

augetiir per data incrementa z , et sit nz := v

p.23 : ... quo tempore z unifonniter tiuendo fit z^v , fiet x
,

. ;; v' V* .

la 1.22 1.2.32^ '

I
MacLaurin a.l742 p.610 :

« Suppose that y is any quantity that can be expressed by a séries

of this form A~\-'Bz -{- Cz- -{-D^^ -{- &c. wliere A, B, C represent invariable

coefficients ... When z wanishes, let E be the value of y, and let

E, Ë, E, &c. be then the respective values of //, //, y, &e. s being sup-

posed to flow uniformly. Then

U = E+ -_ + + ^ + &c.
z 1X22- 1X2X3 2'

p.611 : This theorem was g-iven by Dr. Taylor.

p.612 : which theorem is not materially différent from Mr. Bernouilli's. »
i

I
Arbogast a.1800:

T./ , N T. ,
DFa W-¥a , D'Fa ,

Y{a-\-x) = Fa + ——x + -^^^ + 1~9^^ + ^^^-
'

La P8 s'appelle généralement < formule de Taylor », et pour a? := 0,

« formule de Maclaurin », bien que déjà énoncée par Joh. Bernoulli.

La signification du « etc » a été douteuse. Le second membre n'est pas.

la somme d'une série ; car la série peut être divergente ou avoir une somme
différente du premier membre.

Nous avons donné cette interprétation de la formule dans les notes à

« Genocchi, Calcolo differenziale a. 1884 p.XIX ; trad. allemande p. 321 »,

Mathesis a. 1889 p. 110, TorinoA. a. 1891.

On peut remarquer dans les citations le développement du symbolisme.

Ex. de la P8 : §planOseul 21.

Continuation: P9 §S 21'1 gq» o3'2
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^ 9. a,h£q . n,ps^, . f, DYe qF(a+0/i) Q.
•1 r{a-\-h) - v[ {h'/rl D"fa)\r, O-(m-I) ] e h'yii\ DY'(a+^/0

•3 > » £ hy {n-n [(i-tryi) D'Y{a-\-t/i)]\t' o

\
\ Lagrange a.l798, Th. des Fonctions analytiques p.52 :

« D'où résulte enfin ce théorèino. nouveau et remarquable par sa simplicité

et généralité, qu'en désignant par u une quantité inconnue, mais rentcDuée
entre les limites et x, ou peut développer successivement toute fonction

de ce et d'autr^w quantités (luelconqiies suivant les puissances de .x-, de
cette manière :

tv := f. -f »-"t''",

= f. -1-ccf'. 4- ^ru,
r>3= f. +xr.+ -r.+_f '»,

etc.
,

les quantités f., f., f'., etc. étant les valeurs de la fonction ïx et de ses

dérivées i'x, f'.r, etc., lorsqu'on y fait .x = ».
!

î
-2 Cauchy, Exercices t.l a. 1826 p.26

j

\
-3 ScHLôMiLCH a.l847 p. 177

|

Dem P-1 [ IIp . k= \f{a+h)—Z[hr jrl D^ fa \r,0---{?i-l)]\ jh^i
.

r/= \fx—y[{x—af jrlDr fa [r,0---{n—l)]~k{x—ay^ l\x -Z).

ga = Dga = D^^a = ... = D" -^ga =0 . g{a~\-?i) =0 ."Z).

a (a-\-dh)n usÇD'i gii=0) .'Z-

a (a+0/i)r> i<3[D'» fu—n\k] =0 .D.
ksDn p(a-[-Oh)lnl

J

[
P-3 . 2'=1 O.' P--^

] [
P-.-i . ;=» -D- P'I

]

^ 10-1 a,bE(i . a-'=b . fs qFa-b . m£N^ . œs {a-bfl-"ni)sim. .

^= 3|/Ik,.77[(j—.'«y(.^,.—a?J |.s, (l-wi)-irj |r, l-/?i| |j .

D'Y £ qFa-b . //£«-& .^.

fy-gi/s n[{'>/-oo,.)\r, l-m\ D'y\a-b) /m.\

[ Hp . k= {fy-gy)in[{y-Xr )\r,l--m] . h=]fz~g:-k n[{z-Xr )|/-,l"-m]||.^

.3- /'-^i =0 . /iXj =0 /iccw=0 .3. Num[rt & n -î3(/i7 =0)] ^/Ji .3.

Num[a~6 n ;3(D//3 =0)] ^?«— 1 .1) 3.Xum[a~;<n23(D"»/?2 =0)] ^1 .D.

a a~Z> n ï3(D'"/t;r =0) .3. g rt~i r« 23(D»»/2—m!/c =0) .3. Ths
]

j H. A. SCHWARZ, TorinoA. a. 1882
\

\
Stieltjes, a. 1882 Amsterdam Ak. s.2 1. 17 p.239-254

\

La fonction g considérée dans la P'I est la fonction entière de degré

n— 1, qui pour les vaUmrs ce, .'•,... .Tn coïncide avec la f, sous la forme

donnée par Lagrange (Œuvres t. 7 p. 285); la même fonction a été donnée

sons une autre forme par Newton a. 1686 t. 3 prop. XL lenima 5.

F. l'Jûl 10
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•2 a,b8q . «-=?> . /", DYs qFa'"' b . m^nsQ, .^.

f[{ma-{-}ib)/{m-\-)))] — {mfa-{-nfb)/{m-{-7i) s

-{b-aYmn{m-\-}iry2 BY'ia-b) [p-i »,= 2 O- P]

•3 Hp P-2 . DYs QF a-Z> . rs N^+l . .^8 («-& F l-r)cres .

meQFl-r O- f[il>n^)/il>^>)]<(lrnrz)/{sm)

lim V 11.

•1 a/tsq . /£ qF(a+0A.) .
1' (modD'^/^r)|(»,;r)^(N,! «+0/0 £Q .

3. riai-h) = l\h'yrll)'ra\r,l^,\

•2 Â£ Cls'q . k^ ôk . f£ qf()^:No) : nel^, . xsk r2>k,x.l)[f{z,7i)\z

,k , .r] sq : v)[i' niod Di/jj,;?)] j, k, a]
|

j 7e]|;?,, NJ £Q : ^r^Â Q.

j
Comm(D,v)

\

Continuation : §S 20 §e 4 §log 4 §q„ 31 §Subst 11 §q' 11.
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§75 / S = (intégrale)

+ Ni — X < •••

I r 1^ q Med cres

^^ 1 . a,l)8(i . a<h . fE qf cr b . l' fa ^b, \ f'cr b 8q Q.
•0 Si/, a^ b) = i ys] ns^^ . xe {(f b f 0-"y/)cres . ;37„=rt . x^=b .

Z^iu.x. VE ^[(.r,, —07,,) :\[<h1/"'(x-,."" .*',._,,) \}; o-(;/— i)j
I

ur

•01 S(/, a'^ b) = } qn y3\)i£l^^ . XE (a"^ b f 0-«.)cres . x^^=a .

x,=b O,,,,;.
v[(.x-_.^_.rjl7(,r;,.^,v,.

,) \r, 0-{n-l)\ ^ ?/

^

l[{-X',.^--i',)^M,^0G,.J \r, 0-(;^-l)|î Dfp

• l jj'f'x dx= S(/; rr b) . j,;'fx dx= —j,''/x dx . jj'fxdx =.{) Df

2 ^'{f, a^ b) = 1^ y3 a [a\x)3\ r«£N, . xE^ct^ b f 0"'n)cres . x^p=a .

œ=b . ii=z v[ (^,.^ -^•,.) r rO^r ^,.+x) k, O-(n-l) Il Df

y s//; rr ?.) =: r

1^ Df

Pl'O « vSoient a, h des ^quantités, a<^b, et /'une fonction réelle définie

dans tonte l'intervîvlle de a à b, et limitée siipérienrenient et inférienrenient.

Nous indiquons par SJ\ (/^ bi, qu'on lira « l'intég-raie de /*, étendue à l'in-

tervalle de a kb » , la quantité y telle que, quelle que soit la division de l'in-

tervalle de a à b, formécî par une suite croissante Xq x^ ... Xn , où Xq et xn

ont respectivement les valeurs a et 6, la quantité // soit toujours une des

valeurs de la somme des produits de l'amplitude des intervalles partiels,

par des valeurs moyennes de la fonction dans ces intervalles »

.

Cavalieri a considéré l'intégrale comme la somme de toutes (omnes) les

valeurs de la fonction (voir P5-1, §logP-3).

Leibniz (Acta eruditorum a. 1686) l'a indiqué par ///dt;; la lettre /, ini-

tiale de « somme » , a été dans la suite déformée et agn-andie.

Le nom " intégrale " a été introduit par Jac. Bernoulli, AErud. a. 1690.

/' a X—n
Euler a adopté la notation (Cale. Int. a. 1768) fxdx .

'

J [ ad x=ib J ,

simplifié sous la forme -1 par Fourier (a. 1822 p. 252). La notation S.,f,a^b),

dont nous ferons usag'e en g'énéral, a l'avantage de s'appliquer dans les

cas où r intégrale n'est pas étendue à un intervalle, niais bien à une

classe quelconque (PlO-4). Voir 2.

La POl exprime la même Df, où l'on a remplacé Med par sa valeur.

S'(/, a '"'6), qu'on lira «l'intégrale par excès», s'obtient en multipliant

l'amplitiule des intervalles par la limite supérieure des valeurs de la

fonction dans les mêmes intervalles, et en prenant la limite inférieure de

ces sommes.
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Eu échangeant les limites supérieures avec les inférieures, on obtient la

définition de S,( /", ciT^ b), qu'on nomme « intégrale par défaut »

.

Darboux (voir P2-31) a considéré ces intégrales comme limites (lim) des

sommes contenues dans le P-2'3 ; sur le remplacement de l'idée de lim par

celle de limite supérieure (T), voir mes additions à Genocchi, Di/f. B.

a. 1899 p.3G6.

^ 2. HpPl O.
•1 s'(/;rr^),s//;frz>)£q

2 {b-a)Xf'cr h > S'if, cr h) > S (/; cr h) ^ {b-a)\/'cr b

[ ufNi . xs Ut'^b f 0-"n;cres . £c,j=a . Xn =:b . rs 0---\n—l\ . §qP18-5 O-
Vf\a^ h)^ \'f\Xr ^ Xr+\) ^ l.fXct" b)

'

(1)

naXi . xs (ci~^b fO-"n)cres . ccg^a . Xn-=b . (1) O- {b—cDl'f-ia^b) ^
S[{Xr + l—Xr )Vf\Xr ^Xr+l) \r, 0"\rt— 1)] ^ [b--a)lf'a^b (2)

(2) . §qP18-12 O-
' _ _

8'{f, a^b) sq . {b—a)\'f'ct^b=^Q'(f,cf*b)^[b—a)\,f'a^b (3)

CS,
I

S') Pf.3) O-
S » » » » » S, » » » » (4)

9»,»£Ni . X£ \a^b f 0---îH)cres . x^=:a . Xm=b . ys (ct^b f 0-";i)cres .

?/„=« . i/n ^=b . x'- 0---m 3 1/ 0---H O-
2[[Xr + l-Xr jVf'i^Xr ^ Xr+l)\r,Q--- ni-\] "^ I[\JJs + l->Js ]\'f\ys '~^ys + l|.s', O"" n-\]

. 2 » \^ » » » » ^ » 1, » » » (5)

î»,«£Ni . xs (a^b f 0"'7?i'icres . Xij=za . Xm=b . ys (a^b fO---n) . yo=ft

yn'=b . p= Num[.x'(0"-/» )o//'iO' ••»')]
. s= ; [i r' 0---»t o/y'0---»)t'iO"-//t]ore.s

. (5) .Z). 2[{Xr+l—Xr )\'f'(Xr ^Xr + i)\r, 0--\m—l)\ ^
2[(s » Z » Z » Z » » y> p y> ^

» » 1 » » » » » ^^

S[{j/ » y » y » y » n »
)] f6)

(3) . (4) . (6) O. P-1 • P-2

•3 s(/; cr b) £q .=. s'(/; cr b) = s//; cr b)

•31 o. = mcrh)
\
Darboux a.l875 p. 71

(

•4 ce cL-b o. «'(A cr b) = s'(/; cr c)^^\f, r" b)

•42 O: S(/; cr b) eq .=. SI/", cr r), 8(/; c"' />) £q

•43 s(/;rr^)£q o. s(/;«-z>)= s(/;a-r)+s(/;c-z;)

•5 ^\f, cr b)= (b-a) ii'\f:ci-\-{b-a)q \t, 0j •51 (S^
|
vS')P-5

La P'5 transforme toute intégrale dans une autre où l'intervalle d'inté-

gration est (9. Nous nous limiterons donc à ces cas pour simplifier les for-

mules suivantes.
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^^ 3. /;r/£(it6).iy-Y-),i/'0,iV6),iy0£q o.
•0 ^'{f,e), ^ if/-)) eMeclf©

•1 ^'{r+g,0)^i^'[r,e)i-^'(g,e) -a (s,,^)i(S',<jP-i

•1^2 S(/-,0),S(/7,0)rq O. S(/-+r/, 0)= S(/;0)+S(ry,6))

•2 sv, 6)) = «'i/U-.^')K 0] -2
1 (Sjs')r-2

•22 S(/-,0)£q .3. S(/,0) = S[/(l-.r)|.>- 0|

•;3 S'(-/; 0) = -S//,0) -SI (S
I

S')P-3

•32 Si;/;©) £q O- SI-/", 0) =: -s(/;0)

•4 jheQ .'^. S'^mf,e)= mS'(f,e) MI -4

•42 S(/;0)£q.m£q .3 SO>?/;0)= >».S(/;0)

•5 œ£0 .'^x.fa!>fjœ r). ^'{f,e)^S'{fj,e) •51 -5

•6
fj£ Qf0 3
(rr0)xs'(^,e) ^ H'ifxg, 6)^ s/rx.^, 0)^ (i/'0)xs/ûr,0)

P"6 = " premier théorème de la mo,yenne ". Il est <i peu prés évident
;

les conditions restrictives ont été précisées par Dirichlet a. 1837 t.l p.l3(S;

voir avissi MA. a.l874 t.7 p.605, JdM. a.l874 s. 2 t.3 p. 293,...

•7 5r£(qf0)cres 3-
a 6^ C3[ S'ifxg, &)= (ryO)S'(/; 0^)+(^l)S'(/; l-Oc) 1

•71 (S^
1
S')P-7

I
Bonnet JdM. a. 1849 p.249

|

I
Weierstrass (voir du Bois-Reymond JfM. a.l8G8 t.69 p.82)

\

P-7'71 =: " second théorème de la moyenne ". Il est ici simplifié.

'*'-l >£ (qf0)cres„ 3. S(/;0)= l'| v[/-(r/n) \r, 0-(/i-l)]| jn ' N,

•2 » decr^ 3- ^(f^^) =1' ^ '' ''

= \ » 0"in-l)]\\n'l^,
•3 Hp-I.w. Hp-2 3. S(/;0) £q

^ ^^ 5-1 m£No 3. S(ic'">, 0)=/(m+l)
I
B. CAVALIERI a.l639 p.524: « se in un parallelog-rammo, de-

scritto il diaraetro, intenderemo tirate parallèle ad nn lato di esso qnante

se ne possono tirare, indefinitameute di qua e di là prolnngate, la parte

di esse che resta nel parai leloiiranuno, cioè (per parlare nella liug-ua usata

in essa geometria) tutte le linee dcl parallelog-rammo saranno doppie di

tutte le linee compresc in uno dei f'atti triangoli. Tutti i quadrati del pa-

rallelog-rammo saranno tripli di tutti i quadrati dello stesso triang-olo. Tutti

i cubi saranno quadrupli di tutti i cubi. Tutti i biquadrati saranno quin-

tupli di tutti i biqu.adrati (iutendo sempre quelli del parallelogrammo di
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quelli (lel detto triangolo). Donde argomento probabilmente ehe tiitti li

quadriciibi saranno sestupli di tutti i quadricubi. Tutti i cubicubi saranno

settupli di tutti i cubicubi, e cosi in inlinito secondo i numeri coutinua-

mente sussegucnti . »
|

î
Fermât t.l p.195

;
publié par Mersenne a.1644

|

•3 m, n £ (^ .3 ^[x"'{l-x)" \x, 0] = S[x''{l-x)"' \x, G]

•i » .11^1 O-
'-= n/{m-\-n+l)H[x'''{l-xy-'\x,e]

•5 = 'fV{>n-\-l) >^\x''^'a—x)''-'\x, S]

•o msQ, . «£N„ .3 = ni /77[/,^4-l+(O-/01

•7 hi, n £ N,, r^. = it/l nl/{i)i-{-/i-{-l)\

\
Stirling a. 1730 p. 125

\

L'intégrale considérée dans les P-3--7 a été appelée " intégrale Eulé-

rienne de première espèce " par Le gendre, Exerc. t.l p.221, t. 2 p.3 ;

et indiqiiée par le symbole B(j),ç) par Binet JP. c.27 a. 1839.

^^ 6-1 f£ qff) . rmod/"^© £Q Q. mod S'i/,©) ^ S'{modf, S)

•2 » » modS//;,©)^ »

lim ^^ 10-i rt£q./£qf(a+Q,3) O-
S(/, rt+Qo) = // A-ck^ = lim[S{/; cr h)\h, a+Q, œ] Df

•2 ?>£q./£qf(^-Qo) O-

S(/; f;-Q^) = / fxe.x = lim [S{f, cr h)
I

a, h-Q, -o)
1

Df

•3 /£ qfq .3 8(/:q) = j
^
fx dx = \im[S[f, a-\-Q)\a, q, -x ] Df

— X

•A u£ Cls'q . f£qfii 3- '^(/j^O =
S|

f ? (qfq) '^ r/3( X£U 3.,- goc= fx : a?£ q-??. 3..- /^-^ =^0)1 ^^ î ^^

•41 ?<^?;£ Cls'q . -a(w'>r) . /£ qf(^^>^;) . S{f,a), ^{f,r) £q 3-

•5 a£q . /£ Qf(a+Qo) . S(/; a+Q,,) £Q 3. 0£ Lm(/-, a+Q, go
)

•SI HpP-5 3 0£Lm(;r/à?|;i', a+Q, -jo)

•G «,&£q . «<;''^ . u£ qf(a~' /^) . Tmod u'{cr h) =x : r£ «'"
?> 3c--

l'mod ^f'(^'^ b) £Q 3 S(/«, «.^ b) = lim[S(^^, c^ ?;) \c, a-b, a] Dt

•7

Y mod u'irrrUq cr c b] —
•8 c,d£a~b r)(.,d •

l'mod u'ic"^ cl) £q 3. ThsP-8 Df
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Les iutôg-ralcs définies par les PI •2-3-6--8 s'appellent " intéjj^rales singu-

lières (Cauchy), ou impropres ". Dans le cas où les J)t'-8-() ne sont pas

applicables, Cauchy considère encore la " valeur principale " de l'inté-

^•rale, qui, selon Rieniann, n'a pas jj-rande utilité.

lim V ^^ n-o fi. (QfQJdecr Q: v(/;n„) t-Q .=. S(/,Q.,) £Q.

I
MacLaurlm c1.1742 p.289

|

[
fip . «5X„ .3 ^{f, 0-//) > SI/-,

0-^
//-f 1

.] > vf^,o-(«-hr)]-/'o o- Ths
]

•
I fs qf(0:N„) . vîi' mod[/(.>vr) \x^ 0] \r, N„î £Q Q-

S'; v[/(.r,y) \r, N,J \x, e\ ^ v|s'f/(;^vv
i^^', ©J |r, N„i

•M (S,,^)|(S',^)P-1

•12 HpP-1 : /-^NoO,.. S[/];;x-,/-) |.r, O] £q Q.
S) v[/-(.r,r) |r, N„] [.r, e\ = vJS[/-(.iv)

l-^', ©] \r, N„i !Comm(S,v)|

J
Weierstrass ; voir Thomé JfM. a. 1866 t.66 p.334, t. 71

p.o53 ; Darboux a.l875 p.82 :

« Si tous les termes d'une série sont des fonctions continues ou discon-

tinues susceptibles d'intégration, et si la série est uniformément conver-

gente dans un intervalle donné (a,b), la fonction que représente la série,

et qui n'est pas nécessairement continue, sera susceptible d'intégration.

Son intégrale sera la somme des intégrales de tous ses termes ».
i

Nous avons remplacé la condition de la convergence uniforme par une
autre plus simple. Voir §lini 19.

•2 S(^"|^, 0) = 1-2-^+3"'-... = -783...

I
Joh. Bernoulli, a.l694 t.l p.l85

j

>
EULER a. 1768 t.l p. 144: « Quie ob coneinnitatem terminorum

Q-.nnino est notatu digna. »
[

coiit ^^ 12.

•1 /e(qf0)cont .3 H{f, S) sq \ Darboux a.l875 p.74
\

•11 Hp-i .3 S(/",0) =lim v[/|;r/;i)|r, 1-».]|>?.

•2 /.£ Cls'q . /.•= ôk . ask . fs [q f (/.•: 0)] cont .3
liml S[/-{.r,y)|,v, 0] \x, Je, a\ = S\na,j/)\f/, 0] |Comm(lim,S)|

•] IIp-2 3. S[f{.v,j/) !//, 0] \x £ (qi72)cont

•3 fs [qf(0i0)]cont 3 ^Hf{jc,!/) \a', 0] |,y, €>\ =
^\Wioo,!/)\!/,0]\œ,ei

Sur l'inversion des intégrations voir O. Stolz, Grundzûge der Differential-

und Integralrechnung, t.3 a. 1899.
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D ^ 20.

•1 a,b£q . a<h . f, DfsqFa^h . S{Df, a^h) eq Q.
S(Df, a^b) = fb-fa

[ ns'Si . xs {a^b fO---??'cres . Xf;=a . Xn := h O-
]b-~fa — S[{fxr+\-fXr )|V, 0--(7t-l)]

§Di-4 O. » s I[(Xf-Y\—Xr )Med D/' O^»-
^ J?r+i)|r, O"-* «— Ij]

Hj) rj. fh--fa £ /y5;/?£N. . xs i^a^ b f 0---y?) cres . Xo-=za . Xn z=b .'Z)'i.x-

ys 21(X,^-i-xv ) Mecl D/"' (,r r^Xr+i) \r, 0-(7i-l)]| . Pl-0 O- P ]

•
1 1 a,b£q . rf</; . /' £ q F ^r & . D/" £ (qF cr 6)cont Q. ThsP-1

•1^2 a,&£q . a<b . fj)f£ q F a^ b . \J}f'a^ b, ipf'a^ b eqi Q.
S/D/-, a^ &) ^ fb-fa ^ S'(D/; «^ &)

I
Pringsheim MunclieiiB. a. 1899 p.57

j

•2 a,b£ q . a<ib . fs {qFa '^^)cont . xs a^ b .'^.

D[S(/", «^ s)
I

j, «"^ b, x\ = fx

•3 «,teq . «<& . /£ qFrt^^ . Df £ (QFrt^ &)cont .

(j£ \(\¥{fa^ fb)\Q,o\\i Q. S(^, fa^ fb) — ^{gfxxDfx \x, «^ b)

•4. rt,&£q . a<Cb . f, g, Bf, Dg £ (q F a'" &)cont .'^.

SifxBg, cr b) = {fb){gb) - {fa){ga) - S{gxW, f^^ ^)

Les P-3-4 expriment les règles d'intég-ratioii " par substitution " et

'' par parties ".

•r. /,•£ Cls'q . /Q(5/.- . î£/.- . f£ qf(6)i/.^) . D [f{x,y) \y, l; y] \{x,ij) £

[qf(0iA-)]cont O- » \^\f{x,y) \x, 0] \y, k, .^\ = S \W{^,y}
\ij, l; 2] \x, G\ 1

Comm(D, S)
\

Leibniz a.l697 MathS. t.3 p.450
\

•0 /; D/"£ (qF0)cont . n£^, Q.
S[(1-^)Y^ \t, 6] = /0/(n+l) + /(/z+1) S[{l-tr^'Dft \f, 0]

[
P20-3 . g= (1—0»+i / («+1) K -Z). P

]

•04 7?£Ni . f, DY£ (qF0)cont Q.
f[ = l[{D'-fO)/rl \r, 0-{n-l)] + /(;?-l)! S[(l-/)"-'DY^ K, ©]

[
P20-1 . 21-0 O- /'l = /O + S(D/; 6>)

S(D/; G) = DfO + S[(l—OD'^/? \f, 0]

S[(l—ODy/ |f, 0] =: D-/-0/2 + /2 S[(l—O'-D^/V \t, 0]

S[a—f)n--2Dn-^ fi \f, 0] = Dn-lfO /(»— 1) + /("-!) S[(l—0«-lD« ff \f,0]

o. P
]
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•1 a,h£q . ns^, . f, D'Y s [qF(a+0;?)]cont Q.
f{a+Ji) = l[h'/rl D'-fa \r, O-(n-l)] +
h'yin-iy. ^[(i-tf-'D"f{n+fh) \f, G]

î
Lagrange a.l798 Th des fonctions Anal, p.42 ; (Euvres

t.9 p. 7;}
I

[
\[f\a+i/i)\f]

I

/"IP-OI O- 1'
]

^^ '22-\ /f qF6> . D^f (^O)F0 Q. Sf= {fO +fl)/2 = f( 2)

•2 fsqFG . DYsiiOFG) Q. S/' = (/-Q + 4/; 2 + /"l) 6

= [(/O+P/il 3) +3/-(2 3) +/•!] 8

•3 » . DY » Q.
S/- == [7/ï)+32/(l/4)+12/(2/4)+32/(3/4)+7/'l]/90

= [19/"0+7ô/^(1/5)+50/\2/5)+50/î;3/5)+75/"(4/5)+19/'1]/288

•4 /-£ qF© . DY £ {cO)FQ Q. S/" = [41/-0+216/"(l, 6)+27/'(2 6)

+272/'(3 6)+27/-(4 6)+21G/15 6)+41/-l] 840 = |751[/'0+/-ll+
3577[/Il 7)+/(6/7)+1323[/(2/7)+/(5 7)+2989[/(3/7)+/(4/7)] 1/17280

•5 /£ qF0 . DY£(f,0)Fe Q. ^f= ;989[/"0+/l| +5888[/'(l/8)+

/17 8)]-928[/I2 8)+/(6,8)]+10496[/î3 8)+/15/8)]-4540/-(4 8){ 28350

= {2857[/-0+ri] +15741 f/i:i,9)+/î8/9)] +1080[/(;2 9)+/17/9)] +
19344^/1:3 9)+/|;6 9)] +5778[/^4 9)+/(:5/9)];/89600

•(3 /£ qF0 . D'"/'£(fO)F0 Q. ^f = 1 16067 [/0+/-11+ 106300

[

/Il /10)+A9 10)] -48525[/(;2/10)+A8/10)] +272400[/(3/10)+/17/10)J
-260550[/i:4 10)+/(;6/10)]+427368/(5/10)|/598752 = ...

I

-â-'ô Cotes a.l722 Opusctda p.33
|

^ 23.

•1 /•, DY £ qF(9 .D. S(/; G) - f{/2) s (Dr0)/24
•2 » » » S(/-, G) - (fO + /"l )/2 £ -(Dy'f?)/1

2

•3 /-^DYfiqF© .3.
S(/; e) - [fO + 4/'(/2) + /-IJ/G £ -(Dr^)/(4! 5!)

Les P22 sont dites " formules de quadrature ". Xousjl avons donné les

expressions P23 des restes dans les " Aj>})licazioni geometriche a. 1887 ".

Continuation : §e 5 . §1o.ij;- 5 . §q,^ 40 . §Subst 14 . §q' 21.
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§76 e

/ f^ Q lim e|& 1-0 e= \im[{l+/my''\)n,q,r^] Df

•01 e = \'[{l-{-/m)''\m'q] Dfp

[ §Q 61-3 O- (!+/»« i"''b« f iQfQ)cres . §lim 1-5 O. P ]

•02 esQ [ m,nsQ . §QGl-7 O- (l+/mf>w < (1+/»K"+1) O- P
]

•03 e = lj[(^>^+l)///^]"'+^ |/^^ ' Qi = \[{l-/>nr'*\m ' (1+Q)]

•1 msQ O- (l+/^>îr<e [ P01Z)P ]

•H e<(l+//>i)"*+i [P-03DP]
•2 2<e<;3 [ (^l|w)P-l .(D|m)P-ll o. P

]

e = 2^71828 18284 59045 23536 02874 71352 66249 77572

47093 69995 95749 66967 62772 40766 30353 54759

45713 82178 52516 64274 27466 39193 20030 59921

81741 35966 29043 57290 03342 95260 59563 07381

32328 62794 34907 63233 82988 07531 95251 01901

15738 34187 93070 21540 89126 94937 99405 34631

93819 87250 90567 36251 50082 37715 27509 03586

67692 05047 15575 85094 92906 45748 86005 84299

93465 94757 59371 00435 26480 0...

Le nombre «e» a été calculé: jusqu'à 12 chitfres décimaux par:

R. Cotes, Logomefria, a. 1714 p.ll : il l'appelle «Ratio Modularis »;

à 23 chiffres par Euler, PetrC. a. 1739 p. 187, qui l'a indiqué par «e»
;

à 42 chiffres par Vega, Thescmrus logarithmoritm, a. 1794, p. 309;

h 188 chiffres par W. Shanks, LondonP. t. fi a.l854 p.397
;

et enfin jusqu'à 346 chiffres par:

M. Boorman, Mafh. Mngaz., t.I, a.l884, p. 204.

e := !. !.!!.!!! !!!....! .!.!...! (expression de e dans le système binaire"!

•3 e, e'£ Q-R } Euler a. 1737 PetrC. t.9 p.98
j

•31 xsY-iO r^. e"-£R
I
Lambert a, 1761 p.265

|

•32 e-£Rj:v|U
I
LiouviLLE JdM. a.l840 t.5 p.l93

j

•i ^£q-;0 .2). e">l+.r
[ x£Q.(/ic)|wP-l.D-(l+a^)NJî<e -3 Ths

cce—Q.x>—1.(—/cc-l)|mP-ll -D. Ths

XB -Q . 1+ce <0 O- Ths]

•41 xsO .3. e*</(l—^) [
(-a-)|xP-4DP1
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•5 œsq .3- ynxi{l-{-x/))i)'*\m^e'

\
EULER Berol. Mise. a. 1743 t. 7 p.l77:

« e* :=: (1-j j existente n numéro iiitiuito. »1

•6 l[m[{e''—l)/x \x, q, 0] =1
'(M lim «/'*sj(n!) |w=e
•G2 lim **vj[(2y0! / {nUi)]

|

n = 4/e

v «J!4 O- Vi^ - •

I
Newton, 13 juiiii, a. 1676:

.(Area hyperbolae) = |- + 57. + 6^^ + 2^;^ + Ï2(&6^ "^^- ^^^^ ^"^^^

ciontcs donominatonim pi-odeiint nniltiplit-aiido teniiinos hujus aritlniu'tk'ae

progTC'Ssioiiis, 1, 2, 3, 4, 5 etc. iii .se coiitiiiuo; et liinc ex loiiaritlniio (lato

potest luiiiierus ei conipetens inveniri. »
!

}
Leifwiz, 27 Aug. 1676:

«Si sit nninenis aliquis Uiiitate minor 1

—

m. ejusque Log-aritlnnus Hv-

perbolicus /, erit ?» = -; —- + -—^r-^— z—^-^^—i f'^c- Si miîuenis sit iiia-
* '

1 1X2 1X2X3 Ix2.-.,3x4

jor Unitate, ut 1+n, tune pro eo inveniendo niihi etiam jirodiit Reg-ula,

/ /•- P
quae in Xewtoni Ei)istola expressa est; scilicet erit n =: —- + -

—

^ + t~~-)^o
1 iX- i-,\'^/\à

+ T

—

^ ., .
etc. «

1X2X3X4
[ Pl-5 .3. e^ = lim (l-\-xlnip7n \m = lim 2'[C ?»,/•./' jvi^ \r, N,,] \m =

lim :r:77[(l—s/mJ|,s O-'-iy— l:i]r'- /r! \r, Nol jm = 2\x-'- //•! \r, No'' ]

•2 6= 1+ V /(Nj!) = l(/nl [71, N„) [ P-l . x=l O- P ]
Dfp

•3 ns^, .3. e— l{/rl\r^ Q-n) £ e/{n\n)

\
FouRiER ; Voir Staiiiville, Mélango^ cVAnahj^^e, a. 1815

p.339; Cauchy a.l821 p.118
\

\
Hermite a.l873 ParisCR. t.77 ; cfr. Gokdan a.l893 MA. t.43

|

E /J ^3-1 E e = 2 . E //5 e =1
W8X, .3. E(//5)-''^-'e= 2yi . E(//^/"e = E(//?'/'^"*e =1
î
Cotes Logometria, p.7:

«Dividatur ... 2,71828 &c. per 1, ... & rursus minor per numerum qui re-

liquu.s est, & hic rur.sus per ultimum residuum, atque ita porro pergatur :

& prodibunt quotientes 2, 1, 2, 1, 1, 4, 1, 1, 6, 1, 1, 8, 1, 1, 10, 1, 1, 12,

1, 1, 14, 1, 1, 16, 1, 1, &c.>>l

•2 /i£N, .3 E ( '^)»r(e_i),'(e+l)] = 2+4{»-l)

I
EuLER a. 1748 p.319

\
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D ^ 4-1 xsq .3. Bie^'loc, q, œ) = e""

•2 asq . x£ qFq . Bx= ax . tsq .3. xt= (xO) e^^iat)

Continuation : §Subst 14*1

S ^ 5-J S(e"'|rr, Q) = 1 'il asQ .3 S(e-''"|^, Q) = /a
•2 neQ O- S(e-V^|rr, Q) = '»S(e-"i:c"-'l^, Q)
•21 ns-N, O. S(e""^;"|ir, Q) = n!

•22 7i£^, . asq O. S(e-""aî" |r», Q) = ??!/«"+*

•3 7i£^, . xsQ, O. e"S(e"'^"|5-, iC+Q) = n! v(a;7/-! \r, Q-n)

'i ?Z£No . xeQ^ .3-
rre"S(e-yj

I

j, ^+Q) - v[(_l)Vte-'- [r, 0-(;i-l)] e 0(-l)^ite""
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§77 loi;-

^ 1-0 xsq .3. loi;-^ = 7 q'^ .T5(cl^j =w) = 'Logx Df
•1 œe (—14-Q) -<0 Q. log(l+^)< x

[
§e P-4d p

]

11 » » '>x/{l-\~x)

[ \—xl{l+x)\ iccP-l DP
]

•2 ;r£Q-d . i>/£N, .2). >//("*4r—l)>log^>m(l—"*^/^)

[
(«\|ar—l)|a;P-l3P

]

•3 œ8'R'il .'^Aog.i'^sr
|
Lambert a.l 761 p.265

j

lim ^^ 2-0 xsq r). 11m (log ,q,œ) = logv/;

•01 r?£Q .3. limnC^vJrt— 1) \)i= \oga
[ pi-2 O- P

]

•1 X£q . — l<.'r^l .3. log(l+^) = .x — œy'2 + œys — ...

\ Mercator a. 1668 p.32:

« Hinc posito 0[1 = numéro terminorum : invenio,

Vei^'yion En posant 0"1 = x je trouve

aream ,..= numéro terminorum = 0[1, minus summa eorundem
log-(H-cc) = X = 0-1 — Ixdx = x-I2'_

terminorum = 0J005 ,
plus summa quadratorum ab iisdem =

= 0-005 + Jx-dx = x^l3 — etc.

0|000o33333, minus summa cuborum = 0[000025
,
plus summa

quadrato - quadratorum = 01000002, minus summa quadrato

cuborum :=: 10000001 16
,

plus summa cubo - cuborum =
01000000013, &c^^

(

[ P-Ol O. log\l+cc) = lim n[ >^4l+x) —1] \n.

§lim 23-1 O- » = lim n\S[C{ln, r)xx |r, 0-"n]— l;]»,

— lim 2'[?iC(/«, r)xr |r, \---n\ \n (1)

rsNi O. lim »C(//«,r)|?< = (— l)r-i/r (2)

,1) . ;2 i . §lim 19-6 O. P
]

•2 l0g2 =: 1—/2+/3—/4+... [P-1 . xzizl o- P]

•21 log2 = /2+/(2x2H/(3x2')+... [ p-i . .r=-/2 O- P
]

•3 XE^ O- loS-(-^+l) - log--^= 2}/(2.2^+l)+/L'-3(-'^+l)']+ -1
= 2vl/[(2;^+l)(2^+ir^'] |;/,N„{

I
Gregorius a. 1668 p.l2

|

\V-\.xs.O O- log-(l-f-a^) = -^-aî"/2-r'^'^/3— ... . logi 1—a;) = —a?—a;-/-— •••

D. loo-fil-fie)/a—a-i] = 2(a:-{-x3/3+cc^/5+...) '^ '

^^^

[A2a;+l)]|cc(l. .3 P]
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•31 log2 = 2[ /3 + /(5X3') + /(7x3') +... [ p-3 . .t=1 O: P
]

•4 los[ia-{-b)r2] = {\oga + \ogb)/2 +vj i{a-b)/{a+b)r/n \n, NJ
•D '"Log- e = /(loglO) = 0-43429448...

Ce nombre, dit « module des logarithmes décimaux » a été calculé avec

282 chiffres par A dams, LondonP. a. 1878 p.93.

•G meN^ .3- lim. ^ / {il'" uni) \n= logm

•Gl m,n£N^ . m<Cn .3- 1^™ ^/{mp—np) [p = \og{m/n)

I
Joh. Bernoulli II a.l729 CorrM. t.2 p.300:

« Si l'on coupe la prog-ression harmonique l/r ... en deux parties ... soit la

raison du nombre des termes dans la première et seconde partie comme m à n,

la somme de tous les termes de cette seconde partie sera = \og[{m-\-n)ln]. »\

•7 as Q-/1 . .T£Q r^. "IjQgoc = Chog e) loga* = {logx)/{loga)

•8 cœ {if-ZG)-"! .3
lim(a^)*'l \n = ^lini-lf-'ilogaf/iil \n, N^j

\ EULER PetrA. a.l777 t.l
j

î
EiSENSTEiN JfM. al 844 t.27 p.51 :

««'» = l_^logrt+3^—^ +4^^-p +etc.

und dièses Résultat gilt

von «^—1-=0,6922... (excl.) bis a=l (incl.) .
|

Np ^^ 3-i r/£0.3

lim J[Num(Np^2-;0 —:i/log'{2-n)]Xn\'{a+/2)\ \u =0
I
Jensen AM. a. 1899 t.22 p.364

|

•2 ns'N^ .]3-

limj [Num Np'^ l-x]/x—:i[r\/{loga^'"'' \r,0-u] j(logïx?)" '' |j'= {)i+\y.

j
TCHEBYCHEF JdM. a.l848 1. 17 p.384

|

D ^ 4-1 xs(^ .3. D(log, Q, X) = /x
[ D(log',Q,.x) =: lim ![log(oc-|-/0—log.x]//? |/?., Q—.t, 0|

= lim| [log{l-\-hlx)]lh » » »

=r jx X lim} ]og(l-\-hlx)[^{xlh) » » » = jx
]

•1 i as Q-d . xsQ, .3- D("Log;5? [.t, Q, «) = "Log e /x
•2 rteQ, . xsq .3- L)(«''|^*, q, ^) = rt'loga

•21 Hp -2
. vieNj .]3- D" («'" 1^ , q ,

^^') = «''(logrO"

•3 xsq . ns-N, .3 D"(log
, Q, x)= {-l)"-\n-l)\ x'"

•4 xsQ . tzeNj .3-

D"(log^/a.' 1^, Q, x) = {-irn\x-"'-'[l-l/{l-n)\

S ^^ 5-1 a,bsQ, . a<& .3. S(/, a"-" b) = log{b/a)
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^78 C

^ lini log C

•0 r=limlv/(i-;;)_ioo-;;| |„ Df
•1 r=\']l/{V''n)-\osn\\n'l^,==l]:i/[\--'{,/-\-\)]-lo'j;}i\\)i'^^

•2 C=0-
57721 56649 01532 86060 65120 90082 40243 10421 59335 93992

35988 05767 23488 48677 26777 66467 09369 47063 29174 67405

14631 44724 98070 82480 96050 40144 86542 83622 41739 97644

92353 62535 00333 74293 73377 37673 94279 25952 58247 09491

60087 35203 94816 56708 53233 15177 66115 28621 19950 15079

84793 74508 569 .

.

La constante C a dans l'analyse la phis grande importance, après les

constantes .-i et e.

Elle est dite « constante d'Euler », et quelques ibis « de Mascheroni ».

Eu 1er, PetrC, a. 1734-35 t. 7 p. 156 l'a indiquée parC; dans d'autres cas

par ; M ascheroni par ^1. Plusieurs A. rindi(iuent par ;• ; notation qu'on

ne rencontre pas dans Euler, ni dans Mascheroni i contrairement à l'o-

pinion de plusieurs A.)-

Euler, ibid. a calculé EdO'j C), ensuite il a calculé EilO^'^C) dans

a.UU CorrM. t.l p.2<S3; et E{W"-C) dans PetrNC. a. 1769 t.l4 I p. 154.

M a s c h e r o n i, a. 1790 a calculé E: 10|^19 C)

G au s s, a.l812 Werke, t. 3 p. 154 » » 23 »

X i c 1 a i

,

> :> » » 45 »

Glaisher, LondonP. a.l871 t.l9 p.54 » » 100»
A dam s, > » a.lsTH t.28 p.H.S » » 263»

•3 c= iKr/2 -i^rv- +... = i)i-ir&r/>') \n, n,+i|

\ -s- A Euler PetrNC. a.l769 p.l54
\

•b 1-C= v| v(N^+i)-y;, In, N,+l {

î Euler PetrA. a. 1781 t.5II p.45

Continuation §B "S.

-
I
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QUATRIEME PARTIE

NOMBRES COMPLEXES

§80 q,^ = (nombre complexe d'ordre n)

q ^ 1-0 »£Ni .33. q,^=qF(l-») Df

•02 a=^b .=: j-£l-/i .'2),.a.:=b^.
[ §F P-5 O- P]

•1 a-\-h= 1 ({^f^
X3{r£ l'"ii .3,-- ^,-= «r+^J

•12 rt+?>= h-\-a . a+{b-\-c) = («+?>)+«?= a-\-b+c

•2 O=?[(^O)F(l-;0] = (OA-O) Df ^21 a+0=a
•3 — rt = 7 q,^ ^3(«+a7 =0) Df -31 —0=0
•32 —{a„a„...aj = {-a,, —a„ ... -«J
•33 a—b = ((-{-{—b) Df -34 «—«=0
•4 //« :^ 7 q,^'^^'5(/'£ l'"n .'^.. x^.= /^rtj Df
•41 J({a^,a2,...aJ=:(Iirfi,îia^,...JiaJ . ha£%^ . lcf=a .

h{a-\-b) =: ha-\-Jib . {Ji-\-k)a := Jia-{-ka . h{ka)= {hk)a= hka

^ 2. q, unit

neNi . r£ 1—n .3-
•0 m\it{n,r) ^'}q^^'>x3{x^=^\ : s£{l—)i)-i)- .'^^.x=0) Df

fl^,&£q,^ . Ji£q .3-
•1 «=: ::L[a, unit(;?.,.s) \s, !•••;?]

•2 «+Z; = :l[(^^-+^) unit(;?,.s) \s, l-n\ Dfp
•3 ha = ;^[{/iaJ\imt{n,s) \s, l'-ji\ Dfp

JVofe. Le nombre complexe d'ordre n est le système de n nombres réels.

Nous détinissons la somme de deux complexes, le complexe 0, ropératiou

— , et la multiplication d'un complexe par un nombre réel. (Pl"l'2'3"4).

L'unité d'ordre n et de rang- r, indiquée par « unit (n,r) », est le com-

plexe dont l'élément de rang r est 1, et tous les autres sont nuls. (P2-0).
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Weiei-strnss les uppclle •' H;iui)teinlic'iteii ".Los nombres Oi Oy.. cin sont

les " coordonnées " du complexe a.

La P3'0 délinit le module d'un complexe!"

Ces opérations très simples suffisent pour appliquer les nombres complexes
A la simplification de plusieurs théories. Il n'y a pas une multiplication

simple de deux complexes. H. Grassmann a considéré les divers genres

de multiplication dans JfM. a. 185") ]).12;î; le plus important est le produit

alterné, qui conduit aux Dtrm. La multiplication se présente naturellement

dans les Subst.

La nomenclature sur ces sujets, i{u et Subst, est très variée chez les

différents A.

mod ^^ :>. KsN^ . œ,j/eq^^ . n8<[ .^.
•0 modx= 4a;^'-\-œ,^-^...-\-a),^')=^^(./-) Df
•1 modjt7 8Q„ -2 ïnod{M-{-y)^Ynodœ-\-moû.i/

[§2'P20-l .D. i.r/-'+.r2-'+...)(.y/-'+!/2-^4-...)^(.x,,v,+.T2,y2+...)' .

P'O .^. mod.rmod// ^,Ti//,+,T2.?/2+...

.3. (mod,r)-+(niod,y)--)-2 moda; mod,y> (x^+l/^)-+{X2+y2)-+ . .

.

.3- (mod,c+mod?/)- ^ [modùH//)]' -ZD- Ths
]

•3 mod ax= mod^A mod.2; •4 inod^ =0 .=. œ=0

Num ^î^ 4. ;?6'Nj .^. Num q,^ = Num q

I

(t. Cantok JfM. n.l877 p.242 ; AM. a.l88;î a.olô
\

Med ^5. »fNi . //eCls'q, .^. -q Med^/

=

q,,'^.r3jr(£q„ .3,,- l{('r^^',.\>',
1""^0 £ Medf:^(«.,.^,. \r, 1-n) \:-'f()\\ Df

Ex. P331-2.

(qn| q) §Med Pl-l-2-4-o . P2i-2-3-il . P3-1--4

/ .1 ^ IL (q,^ |q)§;.Pl-0--33

^^ 12. P2-i-2-G

^ 13. ?f£Cls'q,^ .3. -0 cc£ .1/^ .=. l'mod// =x Df
•1 Al' = ?j' ^[{1 y^)'^Âf'] Df -2 /«=q'>yl?6

<5 ^ 1-i. (q.
I
q) §^

Int ^15. §Int

Lm ^J4 21. ///,n£jS\ . u.e Cls'q,^ . œs ôii . fs <q.Jit .3- §Lm P4"0--7

•8 as q,,^ .3: *"'£ Lm(/",?(,.'x;) .^. 0£ Lm[ mod(/?/—a)|j/, ?«, £c]

•9 oc £ Liii(/' /<,./') .=. X £ Lm(mod/",«,.'r)

^ 22. (q.
I
q) §Lra P5

^ 23. ni,nm^ . us Cls'q,^ . Tmod/'. = x . /£ q,/^^. .3. §Lm P6'l

F. 1901 a
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lim 24. Hp P21 Q. §lim P2-0---4

•5 Go= lim(/;?«,.x') .=. oe= lim(mod/; ?', .r)

•6 asq.,^ .2): rt=lim(/,ff^rr) .=. 0= limrniod(/)/—a) |?/, w, a;]

^^ 25-i u£ qJNo . v(modw,N,) £Q Q. v(^^,N,) eq,,

•2 >;i£Ni . as Q+'/^ O- l[/(mod;f' |/-, (nFl-y//HO] eQ

! EiSENSTEiN, Matheutathclie Abluoidl/uigen a. 1847 p.21

7

« Die r-fache Reihe

V L_

in welcher aile indices m^, m^jin^, ... m aile g-auze Wertlie von —ce bis oc

durclilauten mit Au.sschluss der einen Combination

convero:irt, M'enn lO^'^l^r ist»|

coiit ^^ 30. ni,n£Yl, . ^«£ Cls'q,^ . ii~^<)i' .3 §coiitP'0--|

•2 Tmod-'AeQ, . i<^^^« . /£(q,,/w)cont .^. a^ max mod/"'?«

•3 Hp-2 .3 lf'H = pu
•-4 3 (q„ f q)cont r^ f3{f'q= qj

I

MA. a.l893 t.37 p.l32 ; Hilbert a.l891 MA. t.3S p.459
;

MoORE AmericanT. a. 1900 p.72
{

D ^1 31. l-s Cls'q . /Q ôk . ns'N, . fs qjk . xsk .3. §D PI

^ 32. A-e Cls'q . /Q r5A- . »£N, . >(,f^^:f^r s qj/c . rt.£q .3.
j D(/^-f-r) = Bu + Dr -2 D eut = aDtf

•3 0-£ if'k .]3- E> mod /< = l{/',.XT>it. \j', 1-/0 /mod /.i

^# 33- 1 r(,?>£q . a'=b . ;?£Ni . f, Df £ q,^f «^ h .Z)•

{fh-fa}/{b—a) £ Med D/''(rt-/>)

34.^^1

rt,?>£q . a-=J) . ?/i,;î£N, . fs q,Fa-b . œs a-b . D^fx sq .3- §D PS
-2 Hp •]

. ms'N, . D'Y£ q, F n-b . /<£ «-?> —rx^ .3. /"(.r+ZO —
v[(/i" ;•! D'/r) |r, 0-(;y^_l)] £ /r/ m! MedD'Y'(-^'+ ^^0

^î^ 35-1 ;^£N^ . fs q,,f(q,Jq)cont . as q„ . bsq .3-
a(r,^)3[c£ &+Q . gs qf{b ^ c) . gb =a :tsb^ c .3, . D(^, ?>^ c,

L'équation D(/7,6'~' c,)') = f\f/f,0 l'eprésente un système de n, équations

différentielles, réduit à forme normale. Cauchy, Exercices a. 1840 p.327, a

démontré l'existence de la fonction g, en supposant la continuité des dé-

rivées de /; Lipschitz BD. a. 1876 p. 149 a remplacé cette condition par
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une autre moins restrictive. Nous avons supprimé cette condition, et donné
la démonstration s\nibo]i(iue de la r-],et d'autres semblables, dans « Dé-

monstration de l'intég-rabilité des équations différentielles ordinaires», MA.
a.lS90 t.37 p. 18-2. Voir aussi TorinoA. a.l886, AnnN. a. 1892 p.28!J, Knci-

clopadie t. 2 p. 195.

S ^^ 40. aMq . rt</> . ns^, . fe qja^ h . YmoiXf'a^ h i-q .^.
i<S Pl-U 2-i3-5 :)-()ri2-2'2-32-4-2

^^ 41. ll£l<^^..r£qJe. S(.r,0) sqn O- modS(.r,0) ^ S{mod.r, G)

iîS 11-12 12 . 20 . 21.

>'4 42-0 us^, .'^. (-),, = (-)F{l-j>) Df
•J ))i,)i£^^ . /£ q,„Fq^ . rinod[q,^^j',?(/lr-=0)] tQ .'^.

S/'= ?q„n^3}A£Q .3. -£ h''l[Medf'[h{p+ej\[p, iiF l-;^! Df
•2 ^;£ Cls'q^^ . l'mod/' ^Q . fs qju .3.

S{f,(t) = S 1 {q^^^Fq J'-'rj3{.r8t( r^. gj'z=foc : xsq^^'V. .^ .. fJ.r^O)
"

' Df
P'I. Soient ?/; et ?? des nombres entiers, et /"un nombre complexe d'ordre

«( fonction d'un nombre complexe d'ordre n\ c'est-à-dire considérons l'en-

semble de m fonctions de n variables. Supposons encore que pour des va-

leurs suffisamment grandes des variables, la fonction soit constamment

nw.lle. Alors pour avoir l'intégrale de /', indiquée par S/", fixons une quan-

tité positive h, arbitrairement petite, et divisons l'espace à 7i dimensions

en cubes de coté h. Un sonnnet d'un cube aura pour coordonnées une

suite 2^ fie nombres entiers multipliés par h. L'ensemble des points de ce

cube sera représenté par {p-\-0n)Ji, où 6>« indique le complexe d'ordre ?i

dont toutes les coordonnées sont des 0. Formons la somme des valeurs

moyennes (Med) de la fonction dans tous les cubes, et raultiplions-la par

/t« , volume du cube. S'il y a iine et une seule valeur z appartenant à toutes

ces sommes, z sera dite l'intégrale cherchée.

P-2. Soit u une classe de q^ , limitée; et soit /"une fonction définie

dans cette classe. Par S(/V<), intégrale de f étendue à l'ensemble u, on

indique l'intégrale de la fonction // définie pour toutes les valeurs des va-

riables, qui dans l'ensemble u coïncide avec /', et au dehors de ic est niille.

Nous n'avons pas la possibilité d'analyser ici la très vaste théorie des

intégrales multiples.
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§81 Dtrm = (déterminant)

1^ :î 77 Num sgn q ^|^ 1*0 m£^^ . us {l—i//Fl'-in)mm 7^.

sgivt = (—1)1^ 'N\im[{.i"y)3{ir,y£ l—ni . x<ji . ux^ uj/)] Df
•01 ;/?eNi . v,v£ (l-"//^Fl"-;y/)sim .^. sgn uv = (sgn?(!)X(sgnr)

Soit « une forrespomlance réciproque ou permutation des nombres l"-7u;

sgna indique l'unit?, positive ou négative, selon que le nombre des couples

(.T;.y) qui foi-ment inversion, est pair ou impair.

•I iJi£'Ni.a£qF{V"j)itl-//i) .3
Dtrrarf= v| sgiiu n[a{r,i(,,) |/', V-m] \u, {l—iJtFl---t//)iiim

j
Df

j
Leibniz a, 1678 MathS. t.7 p.5 :

« Inveni Canonem pro tollendis incognitis quotcunque aequationes non

nisi simplici g'radu ing-redientibus... Fiant omnes combinationes possibiles

literarum coetïicientium, ita ut nimquam concurrant plures coefficientes

ejusdem incog'nitae et ejusdem aequationis. Hae combinationes affectae

signis, ut mox sequetur, componantur simul... Lex signorum haec est. Uni

ex combinationibus assignetur signum pro arbitrio, et caeterae combinationes

quae ab bac differunt coetlicientibus duabus, quatuor, sex etc., liabebunt

signum oppositum ipsius signo
;
quae vero ab hac différant cocfficientibus

tribus, quinque, septem etc., habebunt signum idem ciim ipsius signo> . !

Xofe. Soit m un nombre, et soit a une lettre, ([ui munie de deux indices

entiers compris entre 1 et m, représente une quantité.

Plusieurs A. écrivent les valeurs de a sur »t lignes horizontales composées

de m, éléments, et appellent « matrice » cette figure carrée.

Soit II une permutation des nombres l'"7»; considérons le produit des

valeurs a{r,Ur), où r varie de 1 à m; multiplions-le par sguu, c'est-à-dire

par l'unité positive ou nég'ative, selon que la permutation 11 a un nombre
pair ou impair d' inversions. La somme de tous ces produits, lorsque l'on

remplace « par toutes les permutations des nombres de 1 à jh, s'appelle

« le déterminant des a »
,
que nous abrégeons en Dtrnu/.

Quelques A. appellent « déterminant » la matrice ; alors Dtrmo est dite

<> la valeur du déterminant »

.

Voici quelques noms d'usage comnnin :

Elément {r,s) du déterminairt a :=. ar,s.

Ligne (Zcile) s-ième = ar,s\r . Colonne /--ième =r (7r..vl.s.

Terme principal = Uiar.rlr, 1'"k).

r/£ déterminant symétrique .=: r,.s'el-"» .^. ar,s^ as,r-

» » hémisymétrique .=: i',ssl---n ."Z). (h-.s = —Os.r-

» gauche, skew, schife .=:: r,s£l'"n . r-z=:s O- *



Dtrm 165

•I I IIi)-l O. Dti-m[//(yvs) |(.sy)l =Dtrm«.

ilirl . t/£ -2 (1-?// F l"-yy/)silll .3.
Dtrm (({/•, hJ\{/-,s) = sgu/^ X Dlrnirt

•:? iisN^ . if,rs Cls'N, . Num/f =:Numr =: n . as qf{irir) .'^.

Dtrm(^?, /f:r) = DtiMiil ^^(min .#^, min;-'-) |(/vs), l"-/i'.\---n\ l)ï

•4 Hp'i . r£ l—/t .3-
Dtrmrt = ^[(— l)'''V/r.,s. Dtrm(«, l—/i -ir i l—n-is) |.s, 1—n]

\
Ckamek n.lTôO p.6ô6

{

•S Hp'l . U£ Cls' i—)i . "^H .^.

Dtrmrt = :^\ (—1)1^(1^^ -\-:iv) X Dtvmia, utv) X Dtrin(^i, l-n -u i

l"'n ~v) \t^, (Cls'^1"*;^) >> V3{l^u.mv = Num^(){

S
Laplace ParisM. a.l772 p.267

\

Dtrm(a, uiv), qxii fig'iire dans la P'5 est dit « subdéteniiinant, déter-

minant partiel,... ».

•() Hp-j .'^. Dtrm[(— 1)' ' Dtrm(rt, 1—t/i -u' : 1—i/t -is)\ {r,s),

1-",H : 1-m] = {Dtrmaf{i)i—1)

\
Cauchy JP. a.l812 p.82 *

^ 2-1 a,b£qF(V"ûiil-'m) Q.
Dtrm/'f X Dtrm/>:=Dtrraîr:î^(i'/r,//>.s-,f \f,l-'ïïi) \{f',s), !•••///

: l-in]\

•2 m,n£l^^ . iii^n . a,h£ qî(l-'/yi : 1—n) .^.

ï)trm[l{ar,tbs,t \t, l-'>f>) \{j;x), l-;^!l-/^] =
vlDtrm(a, v i l-)i) X Dtrm(/v> ' l-'n) \v,{Chi'l-'»i)r^r3iNmnr =n)\

\
BiNET a.l813 p.287 :

« ... Avec des x' ,x" ,x"
'

, &c., y' ,y" .y'" , &c., c',^",;'", &c., ayant formé

n —\ n—2 , , , . , . T . . ,

n —— —-— résultantes a trois lettres, et anssi d antres résultantes avec
2 o

des I, V, t, semblablement accentués, on trouve que la sonnue des produits

des résultantes correspondantes...

S{x,y\2"){^,v-,C") = :^^v^2yvIz::^Iy^S^v2x!:+^;^2xvIyi;
—^xiSyv^sI;—Sy'^SxvSsL,—Zz^Zyi^S:!^

Ce dernier membre est de la tormc {x,y\:")\ on en peut donc conclure que le

produit d'un nombre quelconque de fonctions, telles que 3(.r',//',ô")(\;,i'',C")

est de la forme ùc^'.j"). '

•3 m,?i£Ni . in<Cn . a,b£ qf (1— //<^ ' l'-n) .3-

Dtrm[ v;(ar,/ ?>M 1^? l*"'/0 |(>V^)?
l"'n'.\-n] ^0
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^ o-l me N^+l . as qf 1-»^ -3
Dtrm[rf;"-q(r,s), \-m i 1-/)?] z=77|77[(rt,—«,)|.s l-(r-l)]|r, 2-m\

I

Vandermonde ParisM. a. 1772 p.518 ; Caugiiy a.l821 p.426
j

•2 ms N,+l O. Dtrm[>'^|(>^.s), l-w?.! l-y7«] = 77(>'! |r, l-»0

•3 Hp-I O. Dtrmî[v(r;, Nir^r/N,^^•/N,)]|(y•,8); 1-m : l-//ij

= 77(rt, 1-//?)
}
Mansion Con-N. t.4 a.l878 p.l09

Dvr mit ^^ 4. >/^£N,+l 3
•1 Dtrm(Dvr, l-/>^ ! 1-///) = 77((2>, 1-wO

=///!/7|(l—/p)|^E(/v0j) |29, Np'>l-mî

I
Smith a.l876 t.2 p.161 :

«Le, t (?»,«) dénote the greatewt couimon divisor of the intégral nnmbers

m and n ; and let y>{vi) be the nuniber of nunibers not snrpassing ?» and

pi-ime to m; the symnietrical déterminant...

2±{1,1) (2,2). ..{m,m)

is equal to y)lXy'2X---X y^ii^)- >'
I

•2 Dtrmîmlt, l-ynil-"}ji\= ml n\[{l—pfE{m/p)]\p, Np'^ l-'m\

I
Smith a.l876 t.2 p.l63

|

lim ^^ 6. rt£qf(N,:N,) .3
•0 Btrm(a, N^iNJ= lim Dtrm(«, l'-n i l-;?,) \n Df
•
1 77(mod ar,r \ r, N,) eQ .

v [moda, (N,iN,) ^ (r,s)3(r-=s)] eQ Q.
Dtrm(rt, N,:N,) sq |

KocH AM. t.l5 p.53, t.l6 p.217
j

D ^7-1 a,&£q.rt</?./;^,/i,D/;D5r,D/z£qFa^& .3.

a a-b ^ œ3]DtYm[{Dfa',Dgœ,Dhx), {fa,ga,ha), {fb,gl>,hb)] =0\
[ k = Dtm[(/!i% gx, Jix), (fa, ga, ha), (fb, gb, hb)] \x .3-

ka = kb = . §D P4-3 -D- P ]

Continuation : §Subst 5 . §q' 8.
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§82 lin Subst Sb

4- X q,, cont ^î^ 1. n},77,2)£Ni .3-'- '^^
Z*^"

(q,„Fq„)lin .=:

/^- (q,„FqJcout : ^,.y£q,, .Z)x,,/. /"(r+.v) = A"+/;y Dt

]'l-0. Nous dirons qiio /"est un complexe d'ordre ??», fonction linéaire

des coni])lexes d'ordre n, si la fonction de la sonnne est la sonnne des fonc-

lions correspondantes. Nous ajoutons la condition que la fonction soit

continue pour en déduire la Pl-19.

Les fonctions linéaires s'appellent aussi distributives.

Nous définissons (P'2) la somme de deux fonctions linéaires, qui est une

fonction de la même espèce.

Le produit (P"o) des fonctions a été déjà défini dans §f. Il a nécessai-

renu^nt les propriétés distributive et associative, mais non la conniiutative.

f,if/,h£{qFLiJlm.œ,y£q_^ .3 -1 f(0G-\-u) = f^c-\-fy

•11/0=
[ P-l . !i—() .Z). /^ •>+0) = fx '\' /"O O- P

]

•12 ksls^. ue q,F l-k .3 fl"^^f" [
PI D P

]

•13 k£^^ .3 f{kx)=^kfx [ P-12 . U—){ixY 1---A-) -D- P
I

•ii f—x = —fx
[
(—oc

I

//)P-1 . P-11 .D. — f.c^ f-x .D. P
]

•15 /t£n .3- A-^"= ^A' [
P-13 . P-U .D. P

]

•K) Â;fNi .3. f{x k) — {fj')'l: [ ù'/A- |j?]P-J3 .3. P
]

•17 /,'£N^ . /£n .3- f{lk)rz=(l]î)fx [ p-15 . P-lG .Z). P
]

•
1 8 ksv 3. fkx= kfj- [ - P-17

]

•19 7;£q 3- [
^^1' '^- A ,qwFq„ )cont O.

/A-.r = lim[ f{lx:\\l., r. A- ] = lim Ifx |/, r. A- ; = Ifx
]

•2 /4-<7 = {/Ii?+r/.r)j;x- Df -2 1 /'^^ £ (q^„FqJlin

[ Hp . x.ysqn .D. (f^f/){x^yj = f{OC-\-ij) + g{x+y) = fx-^fi/+;/x+!/U

= fx^fjx^fij-^f/y — [f^-i/'f+if+iny ]

•22 f+CJ = g\f ^23 (/•+.'7)+/^ = /+(>/+^) =- /4-f/+/'

//'£ (q,,;FqJlin . (j^ge (q.Fq^Jlin . /?.£q 3. '3 r//'^ (q.FqJlin

[ Hp . x,yzo,n . §f P2-2 .3. (//; {.c+?/'i = ;'7[Aaî+^)] = U^f'^^+fu^ — !Afx)+

oifii^ = ' gfy^'-\-{{jf)n ]

•31 g[fJrf")=gfMlf' • ifl^-0')f=!in(l'f

•4 /i=(/^X,q,.) Df -.il /^£ (q, Fq,;)liii -^2 fh = hf

La multiplication i)ar un nombre réel est une fonction linéaire.

•o fx = ^\ [fmnt{jt,/-)\x.,\r, \"-/i\
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^

^ 2-0 n£N, O. Subst q,, = (q, FqJlin Df

P2-0. Nous appelons «Substitution des (|,j », al)r(''g'('' en « Subst qn » tout

qw fonction linéaire des qn . Nous définissons le module d'une substitution,

et (P6) l'exponentielle d'une substitution.

Les substitutions ont une grande importance dans plusieurs tlu^-ories. Une

exposition moins sommaire est contenue dans mon < Calcolo o-eometrico »

a.l!-!H.S j). 141-170. Ici elles ont principalement pour but d'introduire les

nombres im, liminaires.

ns^^ . a,h,C£ Subst q,^ . ksq . x,yE(\^^ 7^.

•| a[œ-^y)=^ax-\-cqi . r(-|-^> £ Subst q ,
. (a'{-h)x= ax-\-hx

•2 a-^h= h^a . a-\-{b-\-c) = ia+b)-\-r = a-\-h-\-c

•3 {ab)x = a{hx) . ab s Subst q,^

•4 a{b-{-c) = ab-\-ac . (a-{-b)r= ar-\-bc . {ab)c= a{bc) = abc

[^ '5 >y^£N^ .^. rt"£SLlbstq,^

mocl ^^ 3. nsN^ . a.be Subst q,, . cr'£q,^ . ksQ, ~).

•0 modrt^max} [(modrt^j/imotk;)] j.>c ^(q,^-iO)
{

Df

•1 moda £Q„
[xs qn -lO . y= xjmodx .3-

ysqii . mody =1 . (mod «cc)/'modaî = (modmy)/mod^ (1)

il) .3. (modrt.X'i/mod,x \x 'fq?» -lO) = (modrtx)/mod;x \x '[qHny3(mod^)=l]

(2)

[
(modr</':/mod.x]|x s Q,|f[quri/y3(^mod//=l)]cont (3)

(3) . §contPl-3 . 12) . P-0 .3. P
]

\ 1 moclr/.^^^ moda modr [PO
•
P'i O- P]

•
1 2 m oda =0 .=. rt=0

•2 mocl(r^4-^^) ^ mocl«+mod&
[ Hp . xsqn . P2-1 .3- nif^d {a-\-b)x = mod(a.x-|-?>a:?)

, §4,1 P3-2 .3. ^modf?x-j-mod&cc

. P-11 .3- ^ moda moda:'-[~"io'^^ modx

^ (mod«-|-"iot^^)"^*^'^"'^ (1)

Hp . (1) -Z): îKeqn O- [inod (r<-|-?>)x]/mod.r ^ modrt-l-"^ofl^ (2)

(2) . P-0 .Z). P
]

•21 mod(/.-a) = A- moda

•3 mod{ab) ^ mode/ mod?;

[ Hp . xsqn . P-1 O-
mod[{(ib)x] = mod[«(6x)] ^ moda mod hx ^ moda mod?; mod.r

Hp : xs.{n -Z)- [mod (o6)cc]/modcc ^ moda mod6 : P-0 O- P
]

•4 m£N, .3. mod{a"')^imoday" [
P-3 .D- PI
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Sb ^ 4. 718^, . n,v£ qF{l-n i 1-//) Q.
•0 Sb/^ =

î [ [ lU'rMS |.s, l-n]\i\ l-")i ]|.r, q,, j
Df

Soit II une matrice carrée d'ordre Ji. Par .Sb?« (substitution déterminée

par la matrice u) nous indiquons l'opération qui, à un complexe x d'ordre

n, fait correspondre le nombre complexe dont réiément de rani;- s est la fonc-

tion linéaire 2!{ai;iiXr\i'A"'ii) des éléments d;' ,/•.

•1. SI)// est une Subst. '4. Toute Subst est repr.''sent,''(r [)ar une m;itrice.

•01 œsq^^ .3 {^h/f).r = ][l{i'r,s.i'.^ \s. l-ii)]\r, l-/i\

'i Sb^« s Subst q^^

•2 Sb/^ + Sbr = Sb(^^+ r)

•3 (Sbr)(Sb^O = Sb[ liv^.,/f,^^ \q, l-)t) \{r,s), l-/i : l-n

••4 rttSubstq,^ ~^. a= >^h) \(( \uùt{/i,s)]\(/-,s), l—/iil—}i

Dtrm ^î^ 5. 7i£^^ . a,he Subst (\^^ . v£ qF(l—/^ : \--ii) .~^.

•0 Dtrmrt = Dtrmî frf unit(//,N)] |(/-,n), l'"// : 1-//
;

Df
•01 Ptrnirt -=0 .3. ciE (q„Fq,Jrcp

•02 XEQin -'0 . ax =0 .3- Dtrmrt =0
•03 Dtrin« =0 .^. 3 q,, -iO '^ ;r3(r^/; =0)
Dtrnifl =0 .=:. a est un diviseur de (Teiler der Nul!, selon WeierstrassX

•04 hs(\ . x£ (la -^0 . aj) = lix .3- Dtnii(/'/— /^) =0
•] Dtrm(/'//>) =: Dtrraa Dtrm/j

•Jl nœ^, .3 Dtrm(a"')= (Dtrnirt)"

•2 Dtrm« -=0 3- ^'~' =A = ^ '"^^^^^stq/^ ^3(r^;; =1) Df
•3 Dtrm Sbi-f == Dtrm/<

•4 (Sb/r)"' =
8b! (— l)'"^Dtrm[?r, \-n -wW-n -is] \{r,i<), \'-n\\-n ;/Dtrm^/

•a x,>iE q^^Fl""'/?. . Dtrm./;-=0 3-
y/j; := 7 Subst :-3\r£ \-"ii 3,- -C^*"''*) = !!>' \

I^f

;
Ex. : §vct P60

:

•6 «eNj . ii£t:\F{\'-n i r**?2) . Dtrm u -^0 . veq,^ 3-
^fq,^ . (Sb?^)j;= // .^. ,/'= (Sb?^)~'.y

lim ^^ 6-0 r;£(Substq„)fNo 3-
limrt ^ ; (Substq„) >> h3[x£(\n 3.,- lim(''^>") = ?>-^"l Df

•1 ii£ii^{\-n\l-ni^^) 3.
lim!Sb[?«(r,.s/) |(/vs), 1-// : l-//l{ 1/ =
Sbj[lim u{r,s,t) \t\ \{>\s), \—n \ l'-n\
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e -^ 7. nsNi . a,he Substq,, .3.
•0 e" =^[{ayn\) 1»,NJ Df
•1 c" £ Subst q,^

[ Hp . P3-4 . rsNi O- mod(a'- /r!) ^ (modrt)'" / r\ (1)

Hp . §e P2-1 O. ^[(modaX /r! |r, Nq] fQ (2)

Hp . (1) . (2) O- ^[inod(a'- / r\) |r, No] eQ (3)

Hp . (3) . §qH 25-1 O- -ili^''' / '•!) 1'', Ny] s Subst qn (,4)

(4;; .P-0 O- P ]

D ^^ 11. (Subst qj qJ§q„P31

^ 12. /.£ Cls'q . ôl:=h- . ?^r,D^r,Dr £ (Subst qJFA: . «£q .[3.

•I--2 = §q,^ P32-J--2 -3 B{i(r) = uBd -]- (Dti)v

•4 Btvmif. '=0 .3 D n-' = —H-\D/()>r'

¥^ 13.

"1 as Subst q„ .3 i\a'' D''[ Dtrm(V/—A) |/^, q, 0]/r! \r, 0-'ji\ =0

I
Cayley LondonT. a. 1858 ; Papers t.2 p.47r)

|

Dem : Lag-uerre JP. t.25 a.l<S(J7 p. 215, Frobenius JfM. t.84 a.lS78 p.l,

Berlin Ber. a.l896 p.601.

L'équation algébrique à laquelle satisfait la Subst c/ est dite " l'équation

caractérislique ", " latent équation de Sylvester ".

•2 /(£qF(l— // ;
l--il) : r,s8 0'-Ji .'^r,s. //r,s=^ffs,r O-

a (qf l-ii)^X3\ /is<i.'^h.T)tvm{^hif—h) = ri[{.rr—Ji}\r, 1-n]

j
Lagrancie BerlinM. a. 1773 p. 108, pour /? = 3 ; Cauchy

Exerc. a. 1829 t.4 p. 140
|

Le déterminant (tableau) u qui satisfait à Hp-2 est dit «symétrique».

L'équation Dtrm(Sb?<— // 1 r:: est dite « l'équation séculaire ».

^ 14-1 (ïE Subst q,, . ii;£q .^. D(e"''''|^;, q, x) = ae"'"

'2 as Subst q„ . œs q„ Fq . Dx = ax . tsq r^. xt = {xO)e^{af)

L'équation T)x-=:.ax représente le système de u équations différentielles

linéaires liomogènes à coefficients constants.

L^ P-2 exprime la fonction (intégral e) x.

S ^ \'y\ H£ (Substq» Fq)cont . «£q r^: X£ q,iFq . Bx =
iix . xO =a .=. .ri= v[i [^{iiv,e:.) \z] \v\'' \r, ^,\a

Cette formule donne le développement en série toujours convergente de

l'intégrale d'un système d'équations difl'érentielles linéaires à coefficients

variables. Voir TorinoA. a.l8S7, MA. a.l888 t.32 p.450, ToriuoA. a.l807,

Encyclopjldie t.2 p. 199.

i
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§8,'J i =: (imité iinag-iiiaire) q' = (nombre imag-inairc)

Sb ^^ 1-0 i = Sb[(0,-l), (1,0)J Df
•I J\>/£i O- H-v,!/) ^ {—>/, X) -2 ieSubstcia
•3 i^=—

1

\
BoMBELLi a.ir)79 p.lG9:

« più di meno [\Ji>-l )] via [x] più di lueno
[\J(
— 1 ] l;i iiicno [=— Ij ».

!

• 4 mod i :^] •:> Dtrm i =1

^ 2-0 q' = q+iq Df
x,;j,x',y'£q.a,b,C£q .'^. ï x-\-\f/ s ([

[ X \-ii/ = x'-\~iij' O- x~x' = h;/'— i/i O- (x—x')''= —(.</'-//' O-
{X—X'7-{-{J/—i/')'-:=0 O- X^=.i" . !/=!_/' ]

•3 (./?+i?/)4-(-^'+i.y') = (x±_x")-{-i(j/±!/')

•31 a^bsq . a-\-b= h+a . a-\-(bi-r) = (a-\-h)^r= ((-\-h-^c

•i (x-\-\>/)(.c'-\-\i/)^ {œx'—j/fj i-\-i{xi/-\-x' f/)

•41 ab £(\ . ((b = b(i . a{b-\-r)= ((b^fi'- . a{br) = (ahr= abc

•42 rt/;=0 .=. (1=0 .w. ?>=0

[ x,y,x',i/'sq O- (x-fi.vX.5î'-|-i.y ) =0 .= . .r.r —//,;/' =0 . cc,</'+a:''// =0 .=.

(^cca^'

—

yyf-\-(xy'-\-x'ijf-=.{) .=. (.r--|-.y")('^"'-|-.y'^) ='^ •= • /•''-r/y^ =0 .o.

a;'--|-.y'- =0 .=. x=Q . y=0 .^. x'=0 . y'=0 ']

•43 (q'
I

n) §X P8
•3 œ'+y'-=00- /(^^+iy) = (•^-i.V)/(-'"'+//)

T-l (q'
I

r) §/ P40
T. /)2fN, .3. rt"£q' -61 (q \

n) §f^ Pll-14

Xofe. Nous définissons l'miité inia<4'inairr e-omiiic la su])stitution ropré-

seutéo ])ar la matrice \
—

1

i 1

L'unité imaginaire, «più di meno » de Bombelli, a été indiquée d'abord

par
yl
— 1, et ensuite par i (Euler dans un Mémoire présenté à PetrA. a. 1777

et publié dans Cale. IntegT. a. 1794 t. 4 p. 184).

Les q' sont de la forme x-\-iy, où x,y£q. Ils s'appellent en général

« nombres imaginaires » , et se présentent dans les calculs connue des sub-

stitutions des q,. Gauss a. 1831 a changé le nom en « nombres complexes »
;

mais il ne faut pas les confondre avec les q^, que nous lisons « nombres

complexes d'ordre 2 ».

En effet nous niultii)lions les substitutions, tandis que nous ne multiplions

pas les nombres complexes. Un nombre imaginaire est déterminé et détermine

un couple de nombres réels, mais il ne coïncide; pas avec ce couple.

Cela résuite aussi de l'interprétation géométrique des complexes et des
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imaginaires. Les vecteurs se comportent exactement comme des nombres

complexes. Voir §vct 11"7. Les produits intérieur et extérieur des vecteurs

ne sont pas des vecteurs.

L'unité imaginaire se comporte comme un Rotor, §vct 60-0, cas particulier

des quaternions, qui sont des opérations.

Les A., qui considèrent les q' comme des coix])les de nombres réels,

prennent conniu' Dl' de =, +, )< 1<?« P2-2-3-4. Alors la Df du X se présente

comme artificieuse (Encyclopiidie, p. 151) et ces définitions ne sont pas

indépendantes, car des -3 et '4 on déduit la -2, comme résulte de la Dm.
qui l'accompagne.

Contre la façon d'introduire les imaginaires pour satisfaire à une question

impossible, et qu'on renconti'e aussi quelques fois pour les nombres négatifs

et les fractionnaires, Gauss a. 1799 t. 3 p. 6 a dit:

« Quodsi ({uis dicat, triangulum rectilineum aequilaterum rectanguluni

impossibile esse, nemo erit qui neget. At si taie triangulum impossibile

tanquam novum triangulorum genus contemplari, aliasque triangulorum

proprietates ad illud applicare voluerit, ecquis risum tenoat ? Hoc esset

verbis ludere seu potius abuti »

real imag conj ^\^ o. x,y£(\ . a,b£C[ .^.
• real «= ? q '^ a-3{a—oc £ i q) Df

imag a = iq^ y3{a—\y s q) Df
conj a= real a —i imag a Df

Le signe « real » se rencontre dans Weierstrass sous la forme R ; dans

les qiiaternions de Hamilton il a la forme S=:(scalar).

Ex. : 4-5 6-5 16-1 §sinl-0.

" imag " = " le coefficient de la partie imaginaire ".

" conj " = " conjugué " (Caucliy a.l<S21\

•i Ye-d\{x-\-iy) =ûc . u\mg{.x-\-u/) =y . con^ {x -\-iy) = œ—uj

•2 a= real«+i imagvï

reala= {a-{-conja)/2 . imag« ^ (a—conj«)/(2i)
•3 real(ci4-?>) = realrt+real/> . imag(rt+/>) = mvdga-\-mm.gh

conj(rt.+^'') = coiijc6+conjt'

'i real i/7 = —imagrt . imagirt^realrt . conj ia^ —i conj i'^

•S conj /a = /conja *9 meN^ .3- conj a"* = (conj«)"*

vj vj* -^^4. asq' .m,n£N, .^. -0 "'^*^f = q'r>.r3(â?'"—«) Dt

"'\1"", q^i^'il ffi^it décomposer en ('«vj*)'?, indique l'ensemble des racines

«(-ièmes de r? ; "'\Jrt indique la «racine principale», celle qui a la plus

grande i)artie réelle.

•3 a.'£"'\\^a O- "'sJ*« = ^X"'v|*l
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Continuation §.-tP3'2

•5 a -£ —Q .3. '"vjrt == ? ("'^*«)'^^.?(real/; = max real "'^*rO Dt

•6 ireq . ?/£Q .3-

yj(^— i,V)
= i

—
1 n ^ ô. (q'

1 r) i<v PI , (5 . î;.-, pi . 5 . §! P2 . 6-31 7.8.9
•1 >^fN, . as q't\l-;0 .3- '^-f q''^.>^3(.x''*+ :i(^<,.x-"~'"|''^ l*""'") =<^ '

•2 Hp-1 .3 a(q'fi-/0 ^ .-3!.r£q' r)_,- •r"-\-s{a^.x''-'' \7^, V'-it) =z

77;(;r— j,) |r. l-;/j!
j
GiKAKD a. 1629 fol. e3:

« Toutes les équations d'algèbre reçoivent Sautant de solutions, que la

dénomination de la plus haute quantité le demonstre ».!

Sur la bibliographie de cette P voir Loria RdM. a. 1891 t.l p. 185, t. 2 p. 37.

mod ^^6. HpP3 .3 -l mod(;r-|-i,v) = ^(.//+//)

•
1 1 mod ab= moda modh
[ a?,/y,a"',;/'£ q .3- iiiod[(,r-|-i.y')(cr'-]-it/'~i] = mo(\[.r,r'—i/t/'-\-hxi/'-\-x'i/'''] =

4,(.r.x'—y:/y'+iXi/-\-x'y)-] = 4j^'+jf}'^"'+!/
'"'

1 =
mod(x-|-iy) X mod(.'r'-}-i?/')

]

•2 ni£^^ .3 mod(V<"') = (modr/)'''

•3 modr/ = s\ [(reak/)*+(imai;YO*] =
>J
(c^Xcoujc/) Dfp

moda =1.3- coiijrt = /a

Lm lim ^^ 10.

•1 as q'f N^) . «£q' . l{n,^a'' \n, Is^) £q' . xeq' . mod^ <; moda .3
l{H,œ" |?i,N„) £q'

I
Ahel t.l p.22o

{

•2 "£ q'fNo . a£q' . Qc-£ Lm(mod?(,/r) \)i .
^£q'

. mod^ << mod« .3-

l{u,,x'' b?,X„)£q'
On appelle : rayon de convergence de la série 2{tin an |»,No)

^ rmod;q' o a3[^{nn on [/?,X„'i s. q ;

cercle de convergence ra (j' '>.r3(mod.r < rayon de convergence 1.

•3 u£ q'-(f— 1) FN„ . ^mod/« £ Q .3. //[( 1+//,.) \r, N,] £ q' -;0

î
Weierstrass a. 1806 t.l p. 176 ;

•4 /(£q'fNo . «£q' . 1(",//"|//, No) £q' .3.

\\m\l{a,^x''\ii,l^^) \x, ea, a] = l(",/t" \ji, N„) |
Aiîel t.l p.223

j

•0 a,b£q . reala<real/; . h -£ —N„ .3. n[(a+j-) (b-\-r) \r, N,] =0
D ^ 11-13 (q'

i

q)iîDPl-3

e ^ 14. ^,,?/£q . «,/;£q' . >/^£n .3-
•1 e ^^ee '2 e =/e (e ) =e
•3 mod e" = ef^{reala) -4 mod e" =: 1 . conj e^*^ ^ e"i—

U'
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^ Un ocsq^ .'^. D{e''\x,cî,.r) = &'

•2 xsq .3- 0(6^" 1^', q, ^) = ie'^

. ne'N^ .^. D"(e^^' \x, q, œ) = i"e^^

^ 16-1 aeq' . reala>0 Q. H(e~'''|.T, Q) = /«
Dtrm 20-1 ;2£N^ . ae qF O'-n .'^.

Dtrm|rt[rest('r+.s, :^i)] \{r;s), (0-;/ iO-i>)\ =
n\l{a,..r''\>%^"'^^)\-^-, ""'vl*!}

î
J. W. Glaisher a.l879 QJ. 1. 16 p.31

\

Le déte.nniiiant (tableau) qui figure dans cette P est dit « circulant ».

^ 21-0 k=Sb[(l,0),(0,-l)] Df
.T,y£q .3. k(.r,i/)= (,r, —y) ke Subst q,

k'= 1 mod k = 1 Dtrm k = — 1

•1 ik = — ki (ik)'=l

'W,x,y,z,io\x\if,z4hQj''^^^'^ • ^^^£ Subst qg r)\
•2 ty+d"i+7/k+sik ^ Sb[(i(?—/y , x-\-z) ,

{z—x , i''—yj]

Sbf(^;
, q) ,

{r ,
s)] = [(/>+..) + (q-r)i + (/^-.s')k + {q-r)ik] 2

Subst qg = q+qi+qk+qik
io-]-xi-\-yk-{-:.[k = w'-^x'i-\-y'k-\-z'ik .=. ir=ir' .x=x .

l/=l/ •
^=:'

•3 real a = ? q '^ w3{a—io s qi+qk+qik) Df
real a = (r(—ia[-]-kak-{-ikaik)'4:

a= real a — i real(ift) + k real(kcy) + ik real(ik«)

rea\{w-[-xi-\-yk-\-z[k) = ic real(rt+&)= real« + real b

realiioa) = 10 real a real [ab] = reul (ba)

•4 Dtrm(K;+j-i+7/k+3ik) = >r^-{.,i^—y'—z^

(â — 2«(real a) + Dtrm a =
Dtrm(e[^a) = ef^(2 real a)

•5 el^-^= {<dx + e-a-)/2 + k(e^ — e-^)/2

La substitution k ne fig-ure plus dans la suite. Ces lorniules sont exposées,

sous forme géométrique dans " Trcisfonnazioiii Unearl dei Vettori d'un

j)'ano, TorinoA. a. 1895 ".

Toute Subst des q^ est une combinaison linéaire des 4 Subst: 1, i, k, ik.

Le Subst de la forme q+qi sont les nombres imaginaires, q' ; elles s'ap-

j)ellent aussi " similitudes directes ".

(q-l-qi)k := " similitude inverse
"

qi-|-qk+qil< = " involution "

q -|-qk-j-qik =: " dilatation "

eP>(iq) = " rotation " kel^(iq) =: " symétrie ".
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§84 71

e i ^^ 1-0 .T = mm[Q'>^3{ei' = —
1)1 Df

Le nombre .t se présenta d'abord connne rapport de la eirconférence au

diamètre. Ce signe, introduit ])ar Jones, ado])té j^ar Euler, est dévenu

ensuite d'usage coniniun. Il est la lettr(; initiale» du mot .teQt'ii(.sTooç.

•1 :r/4: S {S/9Y-2eX^' jAiiMÈs a.—2000 :

N.41. «9 I diamètre du cerele . î)/!) =1 . 9—1 =8 . <Sx8 =6-1 (aire du eercle^ »

.

N.42. «10 diamètre! . 10/9 = 1+/9 . 10-^l+/9) = 8-i-2/3f/6+/18 .

(8+2/3+/(3+/18:)- = 79+/108+/324: (aire) ».
I

•2 8+ 1/7 > .-7> 3+ 10/71

I
ARCI1IMEDE8, Diiiieasio rh-rnji Po:

Uai'TOg y.vy./MV y TzeoiuETOoç rr/ç ôia/téTOOv Totrrianuov lorl, y.al en

vneoéyei l/Aooovi jLih' Tj ê/^ôonoy iiéoei t>)s ôtatiéTOOv, neit,ovi Ôs ij àéxa

êf}(ioi(i]y.oaTOiiôrotg.
|

•3 rr £ 'ô-\-Sx60~'-\-mx(^0~'—0 60"'
I

Ptolemaeus t.l p.512 :

...TGV loyov TOjy 7Teoiah(2(ov noog ràç ôia^uéTQOvç orroç, o ëxn là

y Ij /. ^Kjbç 10 h'.
\

•4 .-T £ 62832/20000 — 0X"* | Aryabiiaïa p.o99:

« Ajoutez 4: à 100, multipliez par 8, ajoutez encore 62000, voilà pour un

diamètre de deux myriades (ayutâs) la valeur approximative de la circon-

férence du cercle »
;

• o 3 7 7/ 1 20> -T> 3,33/ 1 06

! A. Anthonisz, voir BM. a.l888 p.36; a.l889 p.84
|

71 £ 305/113 — ^X"' \ A. Metius a. 1625 p.88
\

•6 n£Q-R
j
LAM15EKT 7>V> •///?.!/. a.l 768 p.265-322

{

7 .-T^-fR } Legendre Géom''trlc a. 1794 note 4
{

•8i n£ ^(i-f^6) +^(9—3^6)—^X~' I
Mascheroxi a.l798 p.248

{

•82 71 £ 9 5 + 34") — ^X *

}
Vieta a.l593 Opéra p.393

\

•83 71 £ vj(40;3 —2^^) +70X"' )
Kochanski AErud. a.l685p.398

\

•84 71 £ (13^146) 50 +^X-'^ } Specht JfM. a.l828 t.3 p.83
i

•8o 71 £ (501+80^10)/240 -^X"^

! Gergoxxe Ami. a.l817 t.8 p.252
{

Xote. — Les P-83 -84 donnent des constructions géométriques assez simples

pour 71 en observant que :

sJ(40/3-2s|3. = ^[4+:3-/v|3)-^] ; a3s|146:./50 = ,
13/10,4l+(ll/5)-^] .
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•9 )i£}^^.x£Yfl-n O. Ji''-\-lixn''~''\r,l-n) -=0

j LiNDEMANN a 1882 MA. t.20 p.2ia;

cfr. GORDAN aa893 MA. t.43 p.222
j

71= 3*

14159 26535 89793 23846 26433 83279 50288 41971 69399 37510

58209 74944 59230 78164 06286 20899 86280 34825 34211 70679

82148 08651 32823 06647 09384 46095 50582 23172 53594 08128

48111 74502 84102 70193 85211 05559 64462 29489 54930 38196

44288 10975 66593 34461 28475 64823 37867 83165 27120 19091

45648 56692 34603 48610 45432 66482 13393 60726 02491 41273

72458 70066 063>15 58817 48815 20920 96282 92540 91715 36436

78925 90360 01133 05305 48320 46652 13841 46951 94151 16094

33057 27036 57595 91953 09218 61173 81932 61179 31051 18548

07446 23799 62749 56735 18857 52724 89122 79381 83011 94912

98336 73362 44065 66430 86021 39501 60924 48077 23094 36285

53096 62027 55693 97986 95022 24749 96206 07497 03041 23668

86199 51100 89202 38377 02131 41694 11902 98858 25446 81639

79990 46597 00081 70029 63123 77381 34208 41307 91451 18398

05709 85 . .

.

Note. Le nombre, jt a été déterminé par

Vieta Canon mathcmatlcus, Lutetise, a. 1579 i).15 a-\

Adrianiis Rom an us Ideœ Math., Anvers, a. 1613

Ludolphiis a Cenlen {de Cologne) a. 1615 p. 144

G r i e n b e r g e r , Elementa Trigonometrica^ Romœ a. 1630

Sharp a. 1699 (publié par H. Sherwin, JSFathenudical

fables a. 1705 p.59i » 71

Machin, (publié i)ar Jones, Syno2)sls Falmariorinn

Mafheseos a. 1706 p.243, qui le désigna par la lettre ji) » 100

Lagny, Hlsf. de l'Acad. des Se. de Paris, a. 1719 p. 144 » 112

Vega, Thésaurus Logarifhmoruyn, a. 1794 p. 633 » 136

Thibaut, Grundriss der rdnen Math., 4. éd. a. 1822 p. 312 » 156

Dahse a. 1840; JfM. a.l844 t. 27. p. 198 » 200

Clausen a. 1847 (publié par Schuhmaeher, Astrono-

iimche Nachru'hfen t.25 col.207) » 248

Riehter, Arch ires Math, de Grimer t, n.lHbS, t. 21, p. 119 » 330

Rutherford, LondonP. a. 1853 » 440

Shnnks, » » » » » » 530

» ^ » » » a.l874, t. 23, p.45 » 707

9
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Il • Il MIMI M I I

Le calcul de n eu base 2, proposé plusieurs fois par Leibniz (Opéra a. 1768

t.3 p. 521, 547,...), exécuté par Jacob Bernoulli, a été i)ublié sous forme
inintellig-ible (a. 1705, Leibniz MathS. t.3 p. 97).

^ 2-1 e2-Ti r=l e^i =: — 1 e'-ri/2 = i

e.Ti/3 = (l+ivJ3)/2 e^Ti/4 =:= (l+i)/^2

e-Ti/H = [^(2+^2)+i^(2-^2)]/2

e-i/iO= [^(10+2.JÔ)+iU5-l)J/4

e-i/i2= [gt5+^J2+i(g6-,J-')]/4

e.-îi/i5 = e-Ti/6 X e—-li/io

= !vJ(30+645)+^5-l+ifvJ(10+2^5)+43-vJ15] j/8

e^.i/16 = !,J[2+.J(2+^2)|+i^[2-sJ(^+,j2)]|/2

La construction des polyg-ones réguliers, correspondant aux formules pré-

cédentes, se rencontre dans Euclide IV P6-16.

e--ri/i7=;[l5+ ^17+ ^(:U-2vJ17)+2s](17+3^J17H(l'^0+--^^^l^)rj

+4ivJ[34-2gi7-2^( )-4,Jf J];/;32

\ Gauss a. 1801 t.l p.462
\

e.Ti/20= j^(3+^5)+^(5-,J5)+i[43+^5)-^(5-^5)[j/4

e-^i/30= |^(i8+6>J5)+^(10-24ô)+i[^(30-6^5)-g(6+2g5)]î/8

e.-ri/60= |^(5+^5)+^(9-3^;-))+vJ(15+345)-^(3-^5)
+i[ y> » _ » , ]{/8

•2 7i£^, ~). "^n = [e[^i2//6Ti//^)] \ût. ' 0-{n—l)

•3 /?£N, . .Tsq' .3 œ"—l =z n ][x—e\'(-2in7Ti/n)]\,n, 0-{n—l)\

x"-\-l ==n)[x—G\^[{2m+l)m/n]]\m,0''in—l)\

I
Cotes Rogerus a. 1722 p. 114

j

lim i^ 3-1 .T = 2/n\m/2+x) \xrO \n, N^i

I
ViETA a. 1593 Opéra p.400 :

« Sit ... diameter 1. Circulus IN. Erit ^ ad IN, sicut l'-y ad imitatem

adplicatam ad id quod fit ex l/-g--|-|/-— , in 1/ _|_|/ _[_] ... ».

T. 1901 12
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•a ^= 2(2/1) (2/3) (4/3) (4/5) (6/5) (6/7)...

= 477[(l-;0 |n, 2Ni+l] = 2///[(l-;r») |/^, 2NJ

I
Wallis a. 1655 t.l p.469:

^. . . ,. .,, 3X3X5X5X7X7X &c. 9x25x49x81 &e. .

« Dicmuis, fractionein illain -—-—
-,
— , . ,,

—-— seu „ ^,
—

.„ ,-,_ „
— m

2X4X4X6X6X8X &c. 8x24x48x80 &c.

infinittim continuatam, esse ipsissimum qiiaesitiim immerum prsecise

ad qxiem ita se habet 1, ut Circulus ad Quadi-atum Diametri »
{

•3 n/A=l\{-l)y(2n+l)\n,l^,\

I
Leibniz a. 1682 MathS. t.5 p. 120:

« Quadrato Diametri existente 1,

^. ,. ^ 11,11,11,11,11
Cn-cxxl, area:nfore _--+---+___+__-+___ etc.,

nempe qiiadratiim diametri iiiteg'rum demta (ne iiimiiis fiât valor) ejxis tertia

parte, addita rursus (quia nimixim demsimus) quiiita, demtaque iterum (quia

nimium re-adjecimus) septima, et ita porro. »j

\
EULER a.l735 PetrC. t.7 ; voir BM. a.l890 p.24

\

\ Joh. Bernoulli t.4 p.21 :
^c_ ^^ ^

i

^ _l ^
i e « i

Ai 7^790 =lNp -32 fue'N, .3. visV"£R.V"

! Joh. Bernoulli t.4 p.24
j

Continuation : §B*5

•42 ^y32:=:l-3"'+5-'-... 5jryi536 =l-3"''+5"'-...

/ EuLER a.l748 p.137
|

•S lim(?7! n-'e'y^n) \n = ^ (27^) |
Stirling a.l730 p.l37

|

•6 ne'N, .3. Ci2n,n) < 22VsJ(M
> 2-« /][{:n+/2)7z]

I
Stirling id. p.ll9i

•7 œsq .3. {e-'-e'"')/-2 = œ{\+œ'ji-'){l+x'2-'ji-')..,

= œn[{l+œ'jt~'n-') \n, NJ
•8 œsci -3 (e"+e-')/2 = (l+4.»lT"^)(l+4^^3~'yT~')...

= n[{l+4:œ'7i-'n-') \n, 2No+l]

JEULER a.l748 p.l 19,120
j

Les fonctions considérées dans P'7 et -8 sont dites fonctions « hyperbo-

liques » et indiquées par Shx-, Cha? (Riccati a. 1757).

•9 ^£ q - ïiji . US (QfNJclecr . limi<^ =0 7^. l{H^e^'' \r, N^) £q'
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•1 limj (0^+02+...+0j/«^j \n = 7i'/l:>

•2 \\m\{oJl+o,2+...-\-oJii)/n\ \n = .V/t>

•3 lim|(0, 1+02 4:-\-...-{-oJji^);log)i
j
\n = 7i^/6

•3 lim}(<Z>j 1+ 02 '2+...+'PJn)/n\ \n = 6V
•6 lim;(0i 1+02 4+...+0,};?Vlogn| |w = 7iV6

I
-l-'ô Cesàro a. 1893 NapoliA. s.2 t.6 N^ll p.l5

j

.«\

loi;- ^^ 5*0 .r£ q'-?0 .^. loi»-*. ï? =: q''^ ?/3(e^==i2?) Df

•01 log.r= / (log*r) ^ y3{—7i <C imag'.y '^^) Df

log'*a; indique la classe des solutions de l'équation e2/=ra'.

log'cc :=. « la valeur principale du log'arithme » , indique la solution doiit

le coefficient de l'imité imaginaire est compris entre —n et +.-r.

"02 log*,!'= log^ + 2n.T:i

'\ log r= lt/2 . log(— l)= m
î EULER a. 1728 (Voir BM. a. 1899 p.46) :

« Sit radius circ-uli a ... habebis quadrans circtili =7-1—rlogY— l'i»
i

4yJ—

1

imag log X est dit " argument, amplitude, azimuth, anomalie,... " de x.

•2 xs(( . moclj? ^1 . X -=z — 1 .]^. log(l+.r) = x—x^/2-\-œ'/2—...

•3 -log(V4) = >;(2N,+l)-^+v(i>N,+l)-y2+l(2N,+l)^y:3+...

I
EuLER a. 1748 p.l50

}

•i iog(7ry6) = vNp-'+ vNp-y2+^Np"y3+...

\ EuLER a. 1748 p.235
|

S ^ 10.

•1 S[ /{l+.>-*) \j; q] = 2S[
, Q| = 4S[ ,

fJ\ = tt

•2 S[ /(l+.v+or) \x, Qj = 8[ /{l-x+x") \x, S ]
=

2S[ , 0] = 2.TX3-3/2

•2 1 «fQ .3- ^^[/(«^+^^*') |«'7 qJ ^ V"
"22

y),,2eq . g_^//4 >0 .3. S[/(V+yj.r+v) |a', q] = V^J(7-i>yi)

•23 «£Q . 6,c£q . ac—V >0 .3.

S[/(aa?'+2&^+c) 1^, q] = Ti/^^ac—h^)
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•3 S[ /{l+x'} \x, Q] = S[x/{l+x') \x, Q] = lV(3v|3)

• 4 S[ /{1+x') \x, q] = S[ .ry(l+.r*) \x, q] == .t^2 /2

•41 a,&£Q Q. S| /[{a*-\-xW+i^')] \x, q\ = ^/[ah{a+h)]

•42 a,?>£Q Q. S\xy[a'-\-a^){h'+x')] \x, q\ = ^/{a-\-b)

[ x'l[{a"-^x%b'-]-x^)] = \by{b'+x^) - a'l(^a'^x-')]li^b-'-cn ]

•43 a,&,C£Q -3 S[/{a+hx^-+cx') \x, q] = S[icy(rta"*+kr'+r') \x, q]

= VsJ[«^+2«v|(«6')] j
Plana TurinM. a. 1820

\

•5 S[ /{1+x') \x, Q] = 2S[^V(1+.T^) \x, Q] = S[aV(l+a'«) 1^, Q|

\

-2 --5 EuLER Cale. Int. a.1768 t.l §353 t.4 s.4 §105
|

e ^ 11-1 S{e-x' \x, q) = S [/,j(-log-aO \x, 6] = ^^

î EuLER PetrA. 1. 16 p.lll
j

•2 asQ .3- S{e—cix'\x, q) = \|(.t/«)

•3 me n-iO .^. Sfe"^^^ |^, ^ 2jr] =0
•4 SI [log(l+a')]/(l+.'r^) |.r, 0| = (V8) log-2

J
Bertrand JdM. t.8 a. 1843 p. 112

^ 12^i «,Z)£q'fN„. v(modri,No), v(niod&,N„) £Q O.

j Parseval a.l805 PcirisSE. t.l p.639; IdM. a.l894 p.l96
|

[ Hp O. Si[2'(ar e'-i^lr, No)x:?(6s e-si^|.s, Nol]icc, 26^
= ^\S[ar bs e{r-s]ix\(r-s), Ç^<,iNo)]\x, 2eji\

z= S\ar bs S[e('-s)i-^|cc, 2e7i]\(i-s\ (No'.No)| = I{ar br 2/1 \r, Nq)
]
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î85 sin cos tns- sin * cos * tne;
*

to

[^ q e i ^ 1. xsq .^.

•0 coax = ex = renl e^" . sin^=: sa?= imag e^^ Df
sœ-\-y = {soc-)-{-y . say^{sx)y . sa;*^(saf Df
c£(7 = (e^'^+ e-i'^)/2

. s.^=r(ei^—e-i^)/(2i) Dfp
e^^ = Q.x -\- isx . e~^* = ca; — i sa?

I
EuLEK a. 1748 p. 104

|

•1 sO =0 . cO =1 . s —X = —SX . c —X = ex

•2 jî= min Q'^ rx?3(sj; ^0) Dfp

S{7l—X)= SX . s(2jt.-\-x) = SX

c{7i-{-x) = —ex . e{2ji-\-x) = ex
ex=s{7t/2—x) . sx= e{7t/2—x) Dfp

SX =.0 .=. x£ 1171 : eosx =0 .=. xe ji/2-{-nn

e{jT/2) = . s{ji/2) = 1

c(7r/4) = s(7î,4) = (sj2)/2 . c(7r/3) = /2 j Voir §^ 2-1
\

•3 .^(7£ (—7r/2)-(7r/2) .3 log(c£c + is;^) = i^

I
Cotes a. 17 14 LondonT. t.29 p.o2 :

«...si qiiadrantis circiili quilibet arcus [.r], radio CE [1] descriptus sinum
habeat CX [sin.r], sinumque compleraenti ad quadrantem XE [cosa?] : su-

mendo radio CE pro Modulo, arcus erit rationis inter EX-|-XC\|— 1 et CE
[cosx + i sina;] mensura ducta in \]— 1. »

I

•A CiC^+Sa?^ :=:1

x£ (-)7i/2 .3 • c.'Z'^ \|(
1—s^^

^) • sx=z^{l—ex *)

sa;= [(— l)f^E {x/7z)]^\l—cx^]

ex= [{—lfE{x/7i+/2Ml—sx^\

•o —1 < SX ^1 — 1 ^ c^ ^1
x£(^ O- ^^<i^ • ca;>>l— a;y2 . sx^x—x'/6

•6 x,t/£ 6ji/2 . x^y r^. SX /x «< sy /y
I
C. Ptolem^us t.l p.43:

Xéyœ yàg, on, èàv êv xvxXfo ôiay&dïoiv àviooi dho evâstai, f] /iiell^cov

JTQbç xi]v ekdoaova èXâooova Xàyov è'^st rjjieQ t] èm rfjç jueiCovoç ev&elai

neQiq)ÉQiia JZQbç zi-jv im tfjç èJidoooyoç.
j
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s^ — >;[(— 1)V'-+y (2r+l)! \r,0"-n] £ {—!)'' ^'^ Ôœ-"+y{2n+S)

ex — l[{—iy'œ'y{2?')\ \r,0-}i] e (— l)"+i é/i^s^+y (2?i+2)!

•8 Nj r^ 7i3[c(27i/n} sr] = l1 yi2 u'à yji4: \ji6
I
Hessel a.l831

}

^^ 2*0 rr£q . ccc -=:0 .3- tngir = to= srr/ca? Df
•01 iC£qK2n+l)7î/2 Q. te= (e-i^— l)/[i(e2i*+l)] Dfp

•04 a;£ q-(2n+l)7T/2 Q. l+{txf= /{cxf

•05 .«£^?î/2 O- sa?^ to/^(l+to;^) . ca?= /sj(l+te^)

•06 a;£q-(2n+l).-T/2 Q. sa'= [(-l)|^E(^/jï +/2)]te /vj(l+to=')

c;x-= [{~lfE{x/jt)-l's\a+tx '}

-i ix =0 .^. £*?£ n.T , t —X = —tx . t{7i-\-x) = tx

tO =0 . t{ji/4) =1
•2 xsR .3 t^' -£ R

I
Lambert a. 1761 p.265

i

•21 ns^^ . t{27i/n) EY .3 n8ilui2sjiS

IWendt, Monh. a.l899 p.97
|

•3 xs 9jt/2 .3- t'^' >^

La fonction « sinus » abrégée en « sin » se présenta d'abord dans les ap-

plications astronomiques de la géométrie. Voir §vct P4. Ptolémée a calculé

les cordes des arcs de G" à 180°.

Albateg'nius (a. 880), astronome arabe, a introduit le sinus; il dit en effet:

« Ptolémée ne se servait des cordes entières que pour la facilité des dé-

monstrations, mais nous avons pris ces moitiés des cordes des arcs doubles

dans toute l'étendue du demi-cercle. »

Le mot arabe est gib ou dgib, qui signifie un pli; c'est la corde pliée eu

deux. Le pli d'une robe, en latin, se dit siiuii<. P. ex. selon Virgile (^Eneides

1.1) Venus se présenta à Enée: « Nuda genu, nodoque sinus collecta fiuentes »

.

Les traducteurs latins des Arabes on remplacé gib par siiius, adopté de-

puis par tous les astronomes.

Voir Delambre, Histoire de l'astronomie du moyen âge a. 1819 p. 12.

Jusqu'à Bernoulli le sinus était appelle « sinus rectus »; « sinus totus » était

le rayon. Jusqu'à Legendre, a. 184^0, les sinus était une longueur; seulement

quelquefois il suppose le rayon =1.

La définition analytique du sinus est due à Euler; voir P"2.

cos signifie « complementi sinus». Voir P"21.

Le symbole « tang » a une origine géométrique.

Nous n'introduirons pas les autres fonctions trigonométriques cotang, sec,

cosec qu'on remplace par /tng, /cos, /sin. On pourrait même supprimer

toutes les fonctions trigonométriques, car elles ne forment qu'un double

emploi avec l'exponentielle ei*.
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Les abréviations s, c, t ont été introduites ])ar Guderniann dans les

fonctions elliptiques.

Dans l'usag'e commun il n'y a pas un système de conventions constantes

pour les parenthèses.

Selon les conventions §+ 10-9, sin^a; signifie sin(sinx), et non (sincc)*,

qui contrairement à l'usage de plusieurs A. et d'accord avec quelques autres,

sera ici indiqué par sa?-.

^ 3. y£q.-i_^:v^i O-
•0 siir*!/= s"'// =z: 1 qr\ X3{sx =zy . —n/2 ^ œ -^Tt/i) Df

cos~*y =^ c~V = ? q '^ X3{cx =y .O^x-^jt) Df
•1 xeq.sx=y .=. j?e (2n.-T+s~'y) w (j7;+2n7r—s~'y)

xsq . ex =>/ .==. x£ {2iiJi-\-c~^y) w (2n7r—c~*//)

•2 s~V= —ilog[\J(l—?/)+i?/l • (i~V = —iloê[y+isJ(l— ?/')]

•3 s-'y+c-'y=^7T/2

'A yeq r^. t 'y z= 7
q

n

X3{tx =y . —jt/2 <ix<i ^/2) Df

xeq . tx =y .=. xs n.-r+t^V

y8q0.t-'y+t-yy= :r/2

t"V= log[(l+.vi)/(l—yi)]/(2i) \ EuLER a.l748 p.l05
\

xsq . 2/eq O- log(^+i//) = log^œ^+y^) + i f'iy/x)

Soit y une quantité comprise entre —1 et -\-l\ sin-i y indique la quantité

la plus petite en valeur absolue, dont le sinus est i/. De même pour cos-i?/,

qu'on prend entre les limites et jt] et tang-i?/, qu'on prend entre les li-

mites —Jij2 et jr/2.

Ces fonctions sont inverses de sin, cos, tang; mais puisque nous n'avons

pas introduit de symbole pour indiquer 1' inversion des fonctions, il faut

considérer les symboles sin-i..., comme des signes simples.

La notation que nous adoptons est généralement usitée dans les traités

anglais. On trouve aussi les notations arcsiny, arc(sin =?/).

Eu 1er, MiscBerol. a. 1743 t. 7 p. 167, a adopté les notations: sinAcc

Asina:, au lieu de : sinx , sin-iic ; où A est la lettre initiale de Arc.

^ 4. x,y,z,t£Qi Q.
•i s{x—y) îi{z—t) + s{y—z) ii{x—t) + ii{z—x) aiy—t) =0

I
Ptolem^us t.l p.36

j

8{x-\'y) = SX cy + ex sy cipc-^-y) z=:cxcy— sx sy
» — » — » » — » -j- »

I
Abû'lwéfa a.998 ; Journal Asiatique a. 1892 s.8 1. 19 p.419

(

sx-^sy— 2 s[(x+y)/2] c{ix-y)/2]

cx+cy= 2 c[{x+y)/2] c[ix-y)/2]
Gx—Gy=2s[{x-^y)/2] s[i^—x)/2]
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"2 s{2x) =.2^XGX . c(2a?) = cx^—sx^= 1—2s^* =2c5?'—

1

XEOjir). c(;/./2)=,J[(l+c^')/^] . ti{x/2)= ^{l—cx}/2]

•3 s{x/2)= [(-1) r ^x/{2jr) n s\ \a-cx)/2]

c(^/2) = \{-lf^_x/{27z)+/2]\^[{l+cxy2]

•4 rr£ 07i/2 Q. 2c(£c/2) = ^(l+Six;)+vJ(l— Sic)

» 2s(5c/2) = » _ »

2s(^/2) = î(-l)^E[^/(27.)+/4] |g(l+s.'^)-|(-l)^E[^/(2^)+3/4)| ,J(l-s^)

2c(a7/2)= » +
•K ^^^£N, .3 2c[..A2x2'")J = [p+x)\xrO

2c[7r/(3x2*")] = » 1

2c[^/2'"] = [vJ(2+^)|jr2c^-

5 ViETA a. 1593 Opéra p.400 :

« Sit circiili diameter 2. Latus quaclrati ei circumscripti sit \\2. Apotome

lateris octogoni y2+y|2 . Apotome lateris hexdecagoni }'2+y2 +y]2 . Apoto-

me lateris polyg-oui triginta diiorum lateruin
J' 2+^2-1-1 2+\|2 ... Et eo con-

eontinvio progres.su >> . ;

•6 ^'£ q-(2n+l).T/4 .3 t(2./;) = 2tr / (1— te'')

•7 x,ysq.x,y,x+y,x-y'£{2n+l):T;2 rj.

t{oc+y) = (tx+ty)/{l-tx ty)

x,y£q . x-\-y'£ (211+ 1)^ • x—ys wjx .3
{^x-\-mj)l{^x-mj)= t[(d?+i/)/2] / t[{x-y)l2]

x:y£Ç{~{2\\-\-l)7il2 7^. tx-\-iy= ^{x-\-y)l{Q,XQ.y)

s(2.r) = 2ta'/(l+te'') . c(2^) = (1—te') (1+te'O

*8 X£67T. .3- t(j-/2) = s^)^/(l+c.r) =: (1— CéX-) sj;

" = f-l+v|(14-to;')]/ to- == g[(l-c.r)/(l+c^)]

^ 5-1 x,y£(\ . mod(.T//) <C1 .3 t~'[(.>'+yy(l—^y)]= t~\r +t~\v
•2 aeN, . x,y£^^ . xy= a'^+1 . &= a+j- . c= «+?/ .3-

rya = i-'/b + t-'/c

•3 7r= 4r'l . .-T == 4(ry24-try3) JEuler a.l748 p.l07
j

7r= 8ry3+4t-y7
I
Gauss t.2 p.501

I

[ (/3 , /7) I

(x,y) P-1 .D. tn8-i/2 = tng-i/S + tug-i/7 (1)

(1) . P-3 .D. Ths
]

7t=8ry2 —4tryi
\ Bertrand a.l855 p.301

|
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7T=16 ry5-4 ry2;]9
| Machin a.l705

i

[ (/5, /5)
I

(x,y)P-l O- tng-i 5/12 = 2tng-i/5 (1)

[(5/12 , 5/12)]
I

{x,ij)F-l . (1) O. tno:-U20/119 = 4tno'-i/5 (2)

(120/119 , —1)
i

{x,t/)F-l O- tn<>-V239 = tng-il20/119 — tng-i 1 (3)

(2) . (3) . P-3 O- Ths
]

•4 {m,n,x,y)3[ûi,)i£n . .r,ij8Ni . 'X<jj . m t~^/x + n t '*///^ .t/4]

= «(1,1,2,3) u 6(2, -1,2,7) u «(2,1,3,7) w «(4, -1,5,239)

S
Stôrmer BsF. a.l899 t.27 p.l70

(

jr=:4(ry2+ryr>+rys)
\ dahse a.i844 p.i98

{

7r= 20ry7+8t-';y79
\ Veua a.1794 p.633

•1 ci'ûi.r) = real(c.£; + i s.r)'"

= v|(_i)'-C(y//,2/-)(c.r)'«--^'-(s;r)-'- |r, 0-E(>/y2)|

s(;7?..r) = imag(CvC + i s./;)"'

== l\(-iyVOv, 2r+l)(c.r)'»-'^»-i(s^)2-+i |r,0-E[(»^— 1)/2]

)
ViETA a.lGlo p. 11 : « Si tuerint duo triangaila quorum angulus

acutus primi [x] , sit subinultiplus ad ang-ulum acutum secuudi [v)x] ...

Ad similitudincm lateruin circa rectum ... efficitur a base [cosaî] et perpen-

dieulo [sinx] primi ut binomia radiée potestas îeque-alta
[
(cosaj-j-sina?)™], et

sing'ularia facta homogenea distribuuntur in duas partes successive, utrobique

primum affirmata, dcinde negata, et harum primîe parti similis fit basis se-

cuudi [cosm.x], perpeudiculum [sinwx] reliquse. >
I

•2 s(2//^,r)= cvr vj(_i) 2-'-+' C(//^+r,2r+l)(s.r)-'-+i \r, 0-m—i\

s[(2r/^.+l)^]=(2/»,+l)v}[(_l)^•2-''•(2;•+l)]C(^)^+'^2r)(s5c)2'•+lIr,0•••J;^î

s{))ur) = SX l\(—l)''C{in—r—\, r)(2c.x')"*-"-''-i \r, 0-E\{m—l)/2]
\

c(2m^)=l—2/y^vS([_i)'-2-''-(r+l)]C(//?+r,2r+l)(si^)2'-+2|,.,0---/??— Ij

c[(2m+l).'r] = ex l\{—iy'2-'V{m-{-r, 2?-){sx)-'-\r,0'-m\

2c{mx) — (2ca?)'^—>/?,vjr(_i)7(r+l)]C(;/?—r— 2,r)(2crr)"^-2'-2 \r,

0-E[{m—/2)\

•3 y-£ 2n7t r^.

l[s{x-\-2rij)\r, 0—m] = s{x-\-my) s[{m-{-l)y] / sy

l[c{x-{-2i''y)\r, O'-m] = G{x-\-my) s[{m-\-l)y] / s?y

•4 a?£ q-njr .3-

2'Z[s{7-xf \r, l-',n] = ni — G[im-\-l)x] s{wœ) / s;r

2y,[G{rxf |r, 1-;;^] = ))i—\-\- L-{mx) s[(ni-{-l)x] / sx
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•3 m£ 2Ni . xsq ~^

{cxr = 1 !C(m,r)c[(m-2r).r] |r, 0-(m—2)/2|
/2"'-* + C(m,m/2)/2'"

(s^)"^= (-1)"' V i(-iYC{m,r) c[(m-2r)x] \r, 0- (m.-2)/2
|

/2'"~*

+ C(m/m/2)/2'"

•6 m£(2No+l).a'£q Q.
(c^)'" = V \C{m,r)G{m—2r)x\r,0-{m—l)/2

\

/2'""*

(s^)™ = (_l)(m-l)/2 V l(-iYC{m,r) s[(;7^-2r).I;]|r,0•••(/7i-l)/2j/2"'-'

•7 mgN^ . a:;£q-(2n+lW2 .^. t(m^)=
2K-l)'C(^>^;2r+l)te•^"^|r,0•••E(»^/2)|/v|(-l)'C(w,2r)te^qr,0•••E(w^^^^

î
JoH. Bernoulli AErud. a.l712; Opéra t.4 p.ll3

\

^^ 7. xsq O-
•1 s^'= x—xYdl+xyb\ — ... == v| [(_i)"a;^« + y(2J^+l)!]

|

n, Noj

c^z=: 1—^y2!+;ry4! — ...= l\[{—iy"'X-'y{2n)l ] |;?, Noj

I
Newton a. 1676

\

•2 ys& .3. s-V == y +1/(2x3} rf + (Ix3)/(2x4x5) i/^ +
(Ix3x5)/(2x4x6x7) y' + ... | Newton a.l676

|

•3 -1 ^ !/^ 1 .3 rv= y-^ys+^Z/o- ...

\
Leibniz a.1673-74, MathS. t.5 p.401

j

S
J. Gregorius Commercium epistoUcum a. 1671 (?)

\

•A moda? << 1 . msq .3-
B{ms-''x)= mx+:i\mn[[(2r+lY—m''\ \r,0"'n]x-"+^/{2?i+3)l \n,'^,\

*5 Hp-4 .^. c(/>is~'j;j =
l+v|(_i)«+i i7|(/>?.^-4/-') |r,0-;?]£^2"+2,/(^n+2)! |7i, Noj

^ 8. ir£q .3
•1 iix= xn[{l—x'n''jz~')\n,^,]

I
EULER a.l748 p.l20|

ex =z n\[l—4:X'n-'7i-'] \n, 2No+l| |
Euler a.l748 p.l20

\

•2 —71 <<ic <C^ O- '^/^ = sr» — s(2a?)/2 + s(oa?)/3— ...

I
Euler PetrNC. a. 1760 t.5 p.204

j

•21 x£ 2971 r). sx+s'^x) /2 + s(3^) /3 +... = {ji—x)/2

[
{jc—x)\x P-2 O. P

]

•22 xsq r). sx+s{2x) /2-\-si3x)/3-\-... = {jT.—x)/2+jiE[œ/{27i)]

•^3 xsÔTi .3- s;r+s(3£t^)/3+s(5.^;)/5+"- = W4
j
FouRiER a. 1822 p. 164

\

•3 X£ {—Ji)-Jt .^. log[(s.r)/.i;]= —^v'ji-^:i^-^—x'rr-'l^,'y-i:— ...

= —2J[(^/ji)'-« vNj--'yw] In, N,|
I
Euler a. 1748 p. 152

|
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•4 —.t/2 <C ^ <; -V- O- ^<^S" CiC"=
—^Il(V^i)-" (2-"— 1) 1N^-Y)i] \n, N,j

I
EULER a.l748 p.l52

|

•3 —.-t/'2 <ir <rr/-^ .3 to= 2vj[(2-"— l)rr-'^" vîsY2»^--^n-ij[^^^ j^j^,

•6 —n< a-< -T . ^-=0 Q.
/to r= /j- - 2v[.T--^/^r2»-lvN -2/?

1?/, N^

]

•7 ^£ q-n .]3- ^/ t{jtx) = /x + 'lx^\/{x^—7i^) \n, N^ ]

= iim [ :L/{x—r) jr, — /< -//] \n \ Euler a.l748 p.l59
\

•8 .-r = 4v|rV(2;?,')|;^N,j

« 9.

•1 aE (QfNo)decr . liiiK^ =0 . xe q-2/L-i .3. l[a^.Q,{)^x)\r, NJ eq
•2 . xeq .3)- ::î['^^.«(ra?)|r, NJ £q

•3 ;!•£ q- n.-r .'^. logL2c(,r/2)] = ex — c(2a') /2 + c(3.i') /3 — ...

•4 r£q . mod/'<Cl ~^.

log ^(1+ 2/-c.r + ;•') = ycu' — i\{'2x)/2 + /-'clSiTyS — ...

\
-S-i Abel t.l p.247

I

•H Hp-4 .2). -10^41—2rvx-{-r') = )vx+r^c{2x)/2+...

•5 a^q-iiTT .3- log[2s(;r/2)]=

— ex — Q.(2x} /2 — c{?jx) /'3 — ...
I
Ahel t.l p.247

j

•6 r£q . mocl/*<;i . œeq .'^. t"'[/'s^/(14->'C.T)] =
rsx — r^s(2.T)/2 + rlscH^r)/:-) — ...

[ Hp . %ji P4-2 .3. t-i[/-,sx' /(l+?-f.r) ] = hnag log(l+?-eii^) =z

imag'(î'ci-i" — ?--e'-i^ /2 -[-... cz=: v s.t — r- s(2cc) /2 4---- ]

r*[r s^/ (1— r ca-)] = V [r'\s(/?j;)/;i \n, NJ

(/2)t-'[(2rsj-) (1-r^)] = l))^''^'^[{2n-\-l)x];(2n+l)\n,l^,\

-(/2)t-'[(2rc^;)/(l+r^jJ = v|(_;f-'c[(2«+l)^]/ . » j

I
LoBATTO, Recherches sur la sornmatlon de quelques séries

trigonométriques, Delft a. 1827
j

^ 10-1 p,^£q . g^<i/ .D.
qf^ x3{x'-dpx-\-2q=0) = 2 4p Q,\[ir\qp)-il-2)+ (0-2).-t]/3î

J
ViETA Opéra a. 1615 p. 159

j

D t^ 11.

•1 a'£q .3- D(s, q, a^') = ex . D(c, q, a;) = —sx
•2 ûce q-n7r/2 .3.

D(tng-, q-ii.T/2; ^) = /(cos jf := 14-(tng-a;f



188 sin

•3 x£ (-l)-l O- D(sin"S -1-1, œ) = /s\{l-x')

D(cos~*, » ) = —/s\{l—x*)

•4 rreq .3 D(tng"*, q, x) = /{l+x^)

•5 nEN^.X£q r^. D'\sm,q,x):=zsin{x-{-7i7i/2)

D"(cos, q, x)= Gos{x-{-7i7T./2)

•6 Hp-5 , a,bsq O-
D" \ii[n{ax+b) \x, q, x] = a" 8m{ax-\-h-\-njT/2)

S ^ 12*1 »?.,n£n .
»?'-= n* .3-

S[sin(»i-a?)sin(;/-r») \x, Oji] =: S[{cosmx cosnx) \x, Gn] =0
•11 m£N^ .3 ^[{G0S7nx)^\x, &Ji] =S[{sm7nxf\x, 0ji] = 7i/2

[§^11 o. P]

•2 m,w£Q„ .3. S[a;^(l-j.f ^ |;r, 6] =
2Sf(sin^)'''"^Hcos^')2»+i \x, Qn /2\

•3 S[(sinrxf \x, Q7x/2\ = 7x/\

•4 «£N, O- S[(sin^f'' i^;, ©V^] = i7|[l-/(2r)] |r, l-njxV^
•5 a,5eQ Q. S|/[{asin.Tf+(5cos^f] 1^, ©V^î = n/\^ah)

•6 aeQ . }mq . a^'^lf .~^. S[/(a+& cosa?) \x, On] = 7r/^(a^— &*)

•61 ZE 6n/2 r^). S[ /(1+ cos:j cosa? )|a;, 0jî ] = Tt/siniT

•7 aeQ . /;,r£q . a^'^lf-\-c^ .~^.

S[/(a+&cos.»+csm£c) [a?, 027i\ = 2ji/sl{a'^—b^—C')

•8 5£0jî r^. S[/(l—2^cos5'4-^^) \oc, O] = .-7/(4sin5-)

j
EuLER Cale. int. t.4 s.5 p.46

j

•9 m,?i£Ni . m<Oi .3. ^[x'^~'/{l-{-x'')\x, Q] = 7i/[n^m{mji/7i)]

•91 a£0 .3 S[.:r""y(l+i») |a', Q] = 7x./{^ma7t)

^ 13^l SJ(sinir)/£c |£c, Ql = S|(sina? /a?)' |iZ-, Q| = 7z/2

•2 S|cosa;/y]^ \x, Q| = Sisina;/y|^ |a7, Q| = 2S[sm(a:;^) \x, Q]

= 2S[cos(aj') \x, Q] = vJ(V2) 1
Fresnel a.1818 t.l p.l78

j

Fresnel a aussi calculé mie table de la même intégrale entre des limites

variables.

•3 ^\x%mx/[\-\-{Q,o^xf\ \x, 9ji\ = Jiy4

•4 a£Q . ?;£q Q. S(e~''''cos bx |a?, Q) = a/[a^-\-V)

. S(e-''"sin bx \x, Q) = &/(«'+&')

•5 S(log- sin, 0V2) = -(^ log2)/2
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^ 14-1 a,/;ti;), . /:V^?>) = ''^}^|l(«cos^f+(&sillrr)'] |a-, 2jT0i .3
E(a,b)= 27ia\l-l[n][l-/{2r)]y,l---n\{l-byarA^n-l)\^^^^

= ^{a+b) vj [C(/2, n)\' [{a-b)/{a+b)r \n, N^
j

= ::z{a+b)\l+[{a-b)/{a-\-b)\y4+[{a-b)/{a-{-b)]y64-...\

•2 Hp-l . n-=b r). E{a,b) > :T{a-\-b) .

E{a,b) < ^{a+b)+7T(s\a-4j)/2

\
Keplerus a. 1609 t3 p.401 :

« Tota elliptica circiiinfercntia est proxime médium arithmeticiim inter

circulum diametri longioris et eirculum diametri brevioris » .
i

Sur les formules d' aj)proximation pour la rectitication de l'ellipse voir

Cil. a.l889 p.360.

•3 a,b,c,clsQ, . 2c= a-\-b . cP= ab .3.

^\/s\[{acxY+{bsxY\ \x, Gjt/2\ = ^\/y\[{ccxY+{dsxf] \x, en/2\

-r/S!/[^[(rt ca;)-+(6scc)'] \x, 0jt/2! est dit, par Gauss t.3 p. 360, la « Arithme-

tisch-geometrisches Mittel » entre a et h. Cette moyenne ne varie pas si l'on

remplace a et & par leurs moyennes arithmétique et géométrique.

% 15. «£q.3.
'\ sgna = 2/jr Sj(sin ax)/x \x, Q|

•2 moda = 2/71 S|(sin ax)^/x^ \x, Q}

•3 a,b£(.\ .3. 2^[{^max%mbx)/œ^\x, Q] = 7tmm{La\jib)

^ 16. as en/2. '^.
•\ Sj(tnga?f \x, 6a\ = tng-« —a -2 S}tng, 9a\ = —logcosa

3 S}/cos, 0a\ = logjtnga +(cosrt)
'

i
-l-'S Cotes ca.l722 p.78-81

|

Continuation : §vct P31-35.
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§86 B = (nombres de Bernoulli)

^ 1-0 ns^, O. B,, = 2*-2" {2ny. tt-^» v(N -2«) Df
•1 B, = /6 . B2 = /30 . B3==/42 . B, = /30 .

Bô = 5/66 . B6 = 691/2730 . B? = 7/6 . Bs = 3617/510 .

Bg = 43867 / 798 . Bio = 1 74611 / 330 . Bu =r 8 54513 / 138 .

Bi2 = 2363 64091 / 2730 . Bis = 85 53103 / 6 .

Bu = 2 37494 61029 / 870 . Bi5 = 861 58412 76005 / 14322 .

Bi6 = 770 93210 41217 / 510 . Bi? = 257 76878 58367 / 6 .

Bi8 = 26315 27155 30534 77373 / 19 19190

Bi9 = 2 92999 39138 41559/6

B20 = 2 61082 71849 64491 22051 / 13530

B21 = 15 20097 64391 80708 02691 / 1806

B22 = 278 33269 57930 10242 35023 / 690

B23 = 5964 51111 59391 21632 77961 / 282

B24 = 560 94033 68997 81768 62491 27547 / 46410

B25 = 49 50572 05241 07964 82124 77525 / 66

B26 = 801 : 6 57181 35489 95734 79249 91853 / 1590

B27 = 29 14996 36348 84862 42141 81238 12691 / 798

B28 = 2479 39292 93132 26753 68541 57396 63229 / 870

B29 = 84483 61334 88800 41862 04677 59940 36021 / 354

B30 = 121 52331 40483 75557 20403 04994 07982 02460 41491 / 567 86730

•H n£Ni O- B„£R
Note. Bn est le /i^'^""' des nombres qui « ab inventore Jacobo Bernoulli

Tocari soient Bernoulliani» (Eu 1er Cale. diff. t. 2 §122).

Euler les a iiuliqués par B^, B3, B5 ... -, Ohm a proposé la notation

Bj, Bj, B3, ... que nous adoptons.

Bernoulli a. 1713 a calculé B5 ; Euler Bis; Rothe (communiqués par

Ohm dans JfM. a. 1840 t.20 p.ll) Bbi ; Adams (JfM. a.l878 t.85 p.269) B62.

Une bibliographie de ces nombres est publiée dans AJ. t.5 a. 1882 p. 228.

La DfO se rencontre dans Serre t. Elle est simple, mais ne donne pas

l'origine logique et historique des nombres B, qui résulte de la P-2.

•2 m,n£N, O- ^ (l-'O*" = ir^'M^l) + n'V^ +
2[

(-!)'"-• Q{m, 2r—\) B, ';r--'-+y(2'r) \r, 1- E(w?/2) ]

J
Jac. Bernoulli a.l713 p.97 :

• Z'^' " ^"""^^ + Y"' "^ Y^"'"^ + ^
2T3 .

4~'^
^^''~^ + •••

et ita deinceps, exponentem potestatis ipsius n continue minuendo binario,

quousque perveniatur ad n vel w^. Literse capitales A, B, G, D, etc., or-

dine dénotant coëfflcientes ultimorum terminorum pro jnn, jii-^
,
jn^

,
fnS etc.

nempe A x 1/6, B x — 1/30, G x 1/42, D x — 1/30 * .
t
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•2i neN, r). 2(2-"— 1)B» £ N,

\
Genocciii Ann. di Tortol. a. 1852 t3 p.o99

\

•22 /?£N, .3 ^[{-IfBn] = V /Np'^ J3[2n£(5'—1)XNJ

I
Staudt JfM. a.l840 t.21 ; Clausen, Astron. Nachr. t.lT

\

•23 ns Np -(Ni+3) .3 lit Bn 8 nx^,

\
ADAM8 a.l878 JfM. t.85 p.269

j

lim '3 lim B =co

log C -A a£'N,.nsN,+l Q. v (i-^) e logrt + C + /(2a) +
v[(-l)'B,,(2ra'')|r, l-(n-l)] + e{-lfBJ{272cr)

\
EULER PetrNC. a.l769 t.l4 i p.l53

|

•5 ?z£N, .3 2(N-'-») = 2-"-i7i-^BJ(2n)! .

2:l(2N,+1) -2" = —1[(— 1)'7/'-'* [r, NJ = (22"*-l) .-t^'^B^y (2n)!

•6 lim(?^^B„/B,^^J|>^ = .i^

•7 lim B,, (7re/n)|^(2n+/2) \n = 47r^e

•8 n£Ni O. S[^2>^i/(e2.-rx _1) 1^,^ Q] _ B„ /(4w)

î
EULER PetrNC. a.l769 t.l4 i p.l51

|

^ 2* 1 œsq-iO . modx<C2ji .3.

^/(e-'"— 1) = 1—^/2 + v[(_l)»-+iB,.a;-V(2r)! |r,NJ

•2 a£Ni . ns N^+l .3 log a! £ (log 2.-t) '2 —« +(a+ /2)loga +
l\{-iyKJ[i2r+l){2r+2)]a-'''-+^ |r, 0-(n-l)| +
0(-l)"B,^^V[(2)z+l)(2».+2)] rt-'-'^+i IStirling a.lTSOj

•3 œs q-iO . modoc<CF O-
/siii^ = /^ +I[2(2-«+i— l)B,,+i.a;-"+V(2n+2)! |^z,NJ

•4 ^£ q . modr)? «< 'T^ .3-

tng^c = 2J22»(22'^-1)Bh.972'*-V(2;0! !^,NJ

•b Hp-3 .3. /tng.T = /x —l[22"BnX^''-^/{2n)\ |n, NJ
•6 Hp-3 .3. log(sinrr /£C) = — vj22"-iB„£c2»/[n(2n)!] |7i, NJ
•7 .x'£q . modo; «< jr/2 .3*

log cos X = — v|(22«— l)2-'«-i Bn /[ni2n)\]x-" \n, NJ
•8 a.'£ q-60 . mod;2; << :t/2 .3-

log(tng^ /x) = ^(22«-i — 1)2-'"B« /[ni2?i)\]oc-" 71, NJ
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CINQUIÈME PARTIE — VECTEURS

§91 pnt {= point) vct (= vecteur)

Note. Dans phisieiirs travaux on a analysé les idées de la Géométrie par

l'instrument de la Logique Mathématique.

Dans « Principii Geometria, logicamente esposti, a.l8<S9 » et dans RdM.

a. 1894, p.51-90 nous avons suivi la Géométrie classique.

M. Pieri RdM. a.l897 p.9, TorinoM. a.l897, a.l899, a analysé directe-

ment les principes de la Géométrie de position, et ensuite de la Géométrie

élémentaire.

L'analyse suivante de la théorie des vecteurs est extraite de TorinoA.

a. 1898. Les idées et les propositions de Géométrie se rencontreront ici dans

un ordre différent de l'ordinaire; mais on arrive tout de suite au calcul

géométrique, déjà adopté dans plusieurs traités de Mathématiques pures et

appliquées. Dans la « Practical Mathematics, summary of six lectures

delivered to working men by Prof. J. Perry, London 1899 », l'A. adopte

la théorie des vecteurs pour expliquer rapidement la géométrie à des

ouvriers, qui n'avaient pas d'instruction précédente.

^ ro pnt := «point; idée primitive»

•1 pnteCls -2 a pnt Pp

- .^ 2. a,b,c,d,e,f£ pnt Q.
•0 a—h = c—d .=. « relation primitive »

.

Note. On peut lire cette relation comme en Algèbre.

Euclide la d.jsigne par les mots «les lignes a& et cd sont égales, pa-

rallèles et de même sens* (voir P-4).

G. Wessel, a. 1797 y reconnut les propriétés de l'égalité, et l'indiqua

par ab=cih, p.4:

«... on parvient à exprimer la direction des segments de droite situés

dans un même plan d'une manière aussi analytique que leur longueur,

sans que la mémoire soit embarrassée de nouveaux symboles ou de nou-

velles règles. »

H. Grassmann, a. 1844 y reconnut les propriétés de l'équidifîérence,

et l'indiqua par la notation adoptée ici; plus clairement a. 1845 (Werke

t.l p.30a):

«... ich sage also, dass B—A dann und nur dann gleich Bi^—Ai sei, wenn

die geraden Linien von A nach B und von A^ nach Sj gleiche Lange und,

Richtung haben. »
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On rencontre la même remarque dans W. Hani il ton, a.l845, Cambridge

Journ. t.l, p.47 :

«... the symbolic équation, D—C = B—A, may dénote that the point

D is ordinarily rclated (in .space) to the point C as B is to A, and may
in that view be expressed by writing the ordinal analogy, D..C::B..A:
which adniits of inver.Hon and altcrnation. »

Cette notation est aussi une conséquence innnédiate des formules de Mo-
hius a. 1827; plus clairement a. 1844 p. 608; mais ces A. n'ont pas t'ait un

usage constant de cette notation.

Conniu' Euclide définit l'égalité des segments par le mouvement en gé-

néral, on peut explic{uer l'égalité des vecteurs rj

—

b = c—d par «on peut

amener les points a et b k coïncider avec c et d par un mouvement de

translation »

.

Nous considérons cette relation comme une idée primitive, que nous dé-

terminerons par des Pp, d'où découlent toutes les propriétés géométriques.

On peut remarquer dans la notation que nous suivons une économie

non seulement sur le langage ordinaire, mais aussi sur les anciennes no-

tations de Wessel, Bella vitis,... Ils écrivent en effet:

(1) AB = —BA, AB + BC = AC , de AB = CD on déduit AC = BD
au lieu de :

^2) A—B = — B-A\ (A—B)+(B—C) = A—C, de A—B =:: C—

D

on déduit A — C = B — D.

Dans les notations (1) on doit apprendre un nouveau calcul, assujetti, à

des règles spéciales ; dans les notations 1 2 ) on retrouve dans la forme les

règles bien connues par l'Algèbre.

•1 a—b= a—b Pp Ex: -42

•2 a—b= c—d .3- r—d= a—b Pp Ex: -41

•3 a—b= r—d . r—d= e—f ~^. a—b= e—f Pp Ex : 311 -21

Les Pp •1-2-3 ont la forme d'identités de Logiqiie, §1 PIO, mais elles

expriment des faits géométriques. Poiir reconnaître leur indépendance,

donnons à la relation fondamentale a— h =. c—d successivement les inter-

prétations

< les points a,b,c,d coïncident»

«la distance ab ^ la distance cdy

« les quatre points sont dans im même plan »
;

alors seront respectivement vérifiées les P -2 et -3, et non la -1, les -1

et -3, et non la -2, les -1 et -2 et non la -3.

•4 a—b^c—d .3- a—r^b—d Pp jAlternj

Ex : -41 -42 3-26 -28

\ EucLiDES, I, P33:

Al ràç î'oaç re y.ai 7raoalX)']Xovç sm t<\ nlnà luor] h-Td^evyvvovnni

evdeïai y.ai aurai l'oai re xal JiaQâlhfAoi eloiv.
\

F. IflOl is
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La P'4 permet de permuter les termes moyens dans l'équidifférence gé-

ométrique. Cette Pp est indépendante des précédentes, car si par a—h-=

c

—

d on entend « distance aô = distance cd », les P-1-2-3 seront vérifiées

mais non la -4. Nous l'appelons « alterner ».

•41 a—h= c—cl .=. a—c := b—d .=. h—a= d—c .=. b—d= a—c
.=. c—a= d—b .=: c—d= a—b .=. d—b= c—a
.=. d—c= b—a [ P-2 . Altern O- P

]

P-41. On déduit que l'équidifférence entre 4 points peut se mettre sous

8 formes différentes, comme les équ.idifférences numériques.

•42 a—a= b—b Ex: 311 [ P-1 . Altern .3. P
]

•5 a—C=^b—C .3- ^=^ Ex: 3-13 -21 Pp

P-5. Si à la relation fondamentale on attribue la signification <> la relation

a—b'=c'—d' subsiste entre les projections de cf,b,c,d sur un plan fixe»,

cette Pp5 ne sera pas vérifiée, bien que toutes les précédentes le soient.

•6 3_i^nt^ X3{O0—a= b—C) Ex: 3-21 Pp

P-6. Si nous appelons «put» les points d'une figure finie, p. ex. inté-

rieurs à une sphère, toutes les P précédentes seront vérifiées, mais non la

nouvelle Pp.

^ 3-0 vct= â73[a (a,b}3{ a,b£ pnt . œ= b—a)] Df

•01 vct := pnt — pnt

Le mot « vector » a été introduit par Hamilton a. 1845 p. 56. Il vient de

« vehere » car il représente une translation.

•1 0= ? oo3{ as pnt .^o- ^= ^^—^
)

^^

•11 Oevct '12 rtcpnt .^. a—a=0 Ex: -13

[ bs pnt . P2-42 .3: as pnt .D« . b~b = a—

a

(1)

&£pnt.(l) .3). ax3(a£pnt -ZDa x= a—a) (2)

(2) Elimô . Pl-2 .Z). (3)

as pnt .Z). x:= a— a . y= a—a . P2-3 .3. x=i/ (4)

(3) . (4) . §J P-1 .D. P-11-12
]

•13 a,b£ -pnt .3* a=b .=^. a—b =^0

[ Hp.o=6.P-12 .D. a—6=0 . P-12 .3. a—b = b—b (1)

P2-5 .D. a = b (2)

(1) . (2) .D. P
]

La p-1 définit le vecteur nul, qui est la valeur constante de l'expression

a— a, quelque soit le point a.

La Dem. des Pll-12 prouve que cette expression a une et une seule valeur.

On ne peut pas prendre comme Df la P12, car elle n'est pas homogène.
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a,he pnt . u,v,w£ vct .'^\

•2 a-\-u= 1 pnt ^ X3{x—a =u) Df

•21 a-\-U £^nt -22 {a-\-ll)—a= U Ex: 33'3A

[ P2-G O- jI Piït rw3(a7—a = u) (1)

x-,î/£ pnt . x—a =u . y—a =u . P2-3 O- ^—« = y—« P2-5 O- ^=2/ (2)

(1).(2).§>P-1 O- P-21-22
]

•23 a-\-{h—a) =.1) -2 4 7;— rt =:«i .=. &= «+it Ex: 27

•25 a+^'4-r^(rt+?0+^" Df
•26 (a+?0— (^^+") = «— ^^ [ {a-irU,a,h^u,'b]\{a.h,c,d)V2-^ rj. P

]

•27 «+^«+ '' = «+ ^'4-''^

[
(a+y,a)|ia,6)P-26 O. [a-\-v^u)-{a-^ïi) =v .V-2^ O. P

]

•28 {a-\-u-{-i')—a= {b-{-u-\-v)—b

[ P-26 O- («+^i+y) -(&+?<+«)= (a+J/)-(&+?i) = rt—6. P2-4 0. P

•3 u-\-v= 1 œ3[ as pnt .^^ • •3^= (a+^^4-^)—^ ]
Df

•31 u-\-f£Yct -32 u+v ^ {a-{-u-{-v)—a
[
p-28 O- P

1

•33 a+u+v^ a-\-{u+v) [
p-32 . P-22 o. P

]

•34 u-{-v= v-\-u [ P-27.P-22 o. p
]

!Comm+|
•35 U-\-{v-\-lO) := {ll-{-v)-{-W

\
ASS0C+

|

[ P-33 O- «+( {u+v)-\-io ) = ( a-\-(u-irv) )-^iv = ( {a-\-ti)+v )-\-iv =
(«+if)+(?;+w) = a+( M+(f+«,-) ) . P-22 O. P

]

•4 — l/,^ 7 vct'>^3(f^+^=0) Df

•41 — ?«£VCt '42 —{—U)=U -43 —(a— 5) = &—

a

•44 u—v=iU-\-{—t)) Df ^45 i(— ^<=0
1^4. vctiNJ§vPl

n X ^ 5. u,v£Yct .ms^^. a,b£Yi .]3*

•0 Oi^=0 . wzi^= (w?— l)^f+^f . (—«?)?( = —()>?/f) Df

• 1 w? ?/ =::ii{iuF 1-ûi) Dfp
•1 az/ £ vct -11 ua = au Df
•2 (a4-&)^r^rtM+5?t } Distrib(x,+)

j

[ 7«,77fNi . P-03 . P4-31 O. (oii-irn)!/ = :S][iu F l---(m^n)]=

= 2'j[m F l-"m,]+^î[r(( F (m+l)-"(TO+«)] = mu^mi (1)

(1) . P-0 . P-02 O- P
]

•3 a{u-^v):=aH+cu'
J
Distrib(X,+)

i

[ w?£Ni.P-03 O. m{u-{-v) = Zi[i{u-{-v)F{l---m)]

. P4-41 O- = 2';({?/Fl---H/)J-T?rn-Fl---w)

. P-03 O. = în«+?nt; (1)

(1) . P-0 . P-02 O. P
]
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4 /evctFl-m .3. i{a/) = aif
*5 {ba)u= b{ati)

|
Assoc x

S

[7ns Ni . [j(mFl---m) |/']P-4 O. w(o?0 = «(mw) (1)

(1) . P-002 O. P
]

•6 mu=0 .3- ^^=0 Pp

Note. On satisfera à toutes les Pp précédentes, mais non à la nouvelle '6

si, en considérant les points d'une circonférence, l'on dit que a—b =: c

—

d si

l'on peut amener les points a et & à coïncider avec c et d par une rotation

autour du centre. Le représentera alors l'identité, et iine rotation répétée

peut produire l'identité. Un autre exemple est fourni par les vecteurs sphé-

riques, considérés par Mobius.

•7 Yïiu-=rav .~)- u=v
[ Hp .Z). mu~mv =0 . P-3 .3. m{it~v) =0 . P-6 .3. Ths

]

n / r ^ 6. u,v£ vct . m,7isNi . a,b£r .3-
•0 u/m= 1 vct r\ v3{mv =u) Df

•1 a vct ri v3{mv = u) Pp

Note. On vérifie toutes les Pp précédentes, mais non la •!, si l'on remplace

« pnt » par « n »

•2 ^i/m £ vct . m{iÀ/m) = ii

•3 p,q£n . p/m = q/n .3- (^p)/*^= {uq)/n

[ Hp .3. pn = (/m .3). uijjn) = u{qm) . P5-5 .Z). (Mp)n = (wç)m . P-2 .^3.

{uplm)inn =. {uqln)mn . P5'7 .3- Ths
]

•4 au= if>3[m£N^.p£n.p/m=a .^m,p. v = up/ni] Df

•5 az^ £ vct . {a-\-b)u= au-\-bu . a{u-\-r) = au-\-av .

{ab)u= a{bii)= abu
•6 au =0 .=. a=0 .w. M=0

V 1 ^ 1.

m,n£'N^ . «£ pnt F l'-'m . X£ rFl-m . b£ pnt FI—n . y£ rFl—n .3-
•0 l{x^aj\r,l-m)=0 .=: C£ pnt .^c- ^^[^^(^r—^) V',

1""^"] =0 ^f

•-J 2(:oca) = liyb) .=. :i(j:^«)+:L(—.y&) =0 Df

•2 îJ£ pnt .]3- :i(«'fl^) ^ (la')7J+^[^r(^r—î^) l'r, l-?n]

•3 la? =0 .|3- 1(^«) £ "^^ct

•4. :<;.T -^0 .3- (i''^'<^)/(I^) £ pnt

Note. Soient a,b,c... des points. Nous avons donné une signification aux

fol-mules a-b (P2-0), a^{b-c) (P3-2), (a—&)+(&-c) (P3-3).
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Nous voulons maintenap.t introduire des expressions de la forme

a^^a, -j- tr^aj -(-••• aîn «M , ou 2(xrar \r,l---n),

où les X sont des nombres (rationnels) et les a des points. Nous définissons

d'abord Tég-alité cCiai--}---- =0, (,P"0), et ensuite Tégaiité de deux sommes

de points. Si la somme des coefficients numériques est nulle, alors la somme
des points est réductible à un vecteur (P'3). Si cette somme n'est pas nulle

alors la somme des points divisée par la somme des coefficients numé-

riques est un point. Ce point s'appelle le « barycentre » des points donnés

avec des masses (positives ou négatives) mesurées par leurs coefficients.

Le barycentre se présenta d'abord dans la mécanique; Archimedes
l'appelle yJrroov Tov (iâgeoç. Carnot a. 1801 l'a défini par des seules idées

géométriques, eu l'appellant « centre des moj*ennes distances » (p. 154).

L'expression ZxajZx pour indiquer le barycentre se rencontre dans Môbius,

a.l827 t.l p.37.

+ X q ^ 8. u,v,i08 vct . //i£Nj . psw . xsr .^.
•0 uXv= « produit (intérieur ou scalaire) des vecteurs u

et V, déterminé par les Pp 'l'â-S 9*1 ».

•1 uXv eq Pp

•2 uxv^vxu Pp ICommXi
•3 {u-\-v)Xio= uXio-\-vxw Pp JDistrib(X,+)i

Pour définir les propriétés métriques des figures, comme longueurs,

angles,... et aussi le produit d'un nombre irrationnel par un vecteur, nous

introduisons, comme une nouvelle idée primitive le produit uXv.

On peut relier la fonction uXv aux idées communes par la P3i-3.

Le produit d'un vecteur par lui-même est le carré de sa longueur. Le pro-

duit de deux vecteurs orthogonaux est 0. r^X^' est le travail mécanique d'une

force représentée par le vecteur u, lorsque le point d'application reçoit un

déplacement représenté par v.

Ce produit se rencontre dans Euclide sous la forme d'une longue péri-

phrase (Voir P-61).

H. G r as s m an n a.lSiG t.l p. 34.5, après y avoir reconnu les propriétés

commutative (P*2) et distributive (P*3), l'appelle « innere Product», et le

désigne par la notation que nous suivons, adopté aussi par Resal, Somoff,...

Grassmann a. 1862 a indiqué la môme fonction par u\v^ en la décomposant

dans le produit de tt par un nouvel objet \v.

Cette fonction se rencontre aiissi indirectement dans les quaternions de

Hamilton, où est indiquée par —S îiu. Eu conséquence, selon Hamilton, on

a m'-=— (modi^)^, contrairement à la Pp 9-1.

Grassmann a aussi considéré le produit extérieur de deux vct, qui coïn-

cide à peu près avec le vecteur du produit des deux vct, selon Hamilton.

Ce produit a la propriété distributive, mais non la commutative.
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•31 OXt^=0 [
{0,0,u)\{u,v,îv)F-S O. P

•32 /£VCtFl*"m Q. {^f)Xv= lifXv) [ P-3 D P

•33 {'mu)Xv = m{uXv)
[
jj(mFl---m) |/'jP-32 .3 P

•34 {—U)XV= —{UXV)
[
{—u,v)\iv,w)F-3.F'31 .3 P

•35 {—mu)Xv= —m{uXv) [ P-34 . P-33 O- P
•36 {pu)XV:=p{uXv) [=P-31-33-35

•37 {u/m)Xv= {t('Xv)/ni
[ {ulm)\u F-33 O. P

•38 {up/m)xv = {uxv)p/m
[

[up) \u P-37 . P-33 O. P
•39 {xu)Xv= oc{uXv) [ p-38 o. P
•40 ij?= uXu Df
'k\ {u-\-vf^=u'-\-2iiXo-\-v'

•42 {u-\-v-\-iof= iij^-\-v^-^to^-\-2uXv-\-2uXio-\-2vXio

•43 {u-\-v)X{u—v) = u^—v^

j^i, (^^_^y,)2_|_(y^_y)2_2(^^2^^2)
| Lagny ParîsM. a.l706 p.319 :

Dans tout parallélogramme la somme des quarrez des deux diagonales est

égale à la somme des quarrez des quatre cotez.
|

•45 {u-\-vf—{u—vf= 4:UXV

î Legendre Gêom. p.227:

«... dans tou.t parallélipipède, la somme des carrés des quatre diago-

nales est égale à la somme des carrés des douze arêtes. »|

•48 {u—vfM^i—wf-\-{^o—uf^{u-\-r-\-'wf= 'd{yJ'-itv'-\-io^)

a,b,cs pnt r^).

•6 {a-b)xia-c)=0 .=. {a-hf= {a-cfM'b-cf

\ Pythagoras; Cfr. Plutarchos Synip. viii c.4
j

I
EUCLIDES I P47 P48

!

•61 {a—hf= {a-cfMb—cf—'^{a-c)X{h—r)
•62 {a—hf= {a—cf-\-{l>—cf+2{a—c)X{c—h)

I
EUCLIDES II Pi 2 Pi 3

j

•63 2[a-{b-\-c)/'2Y= {a-bf-\-{(^-cf- {b-cf/2

I
Apollonius Perg^us voir P-9

j

Le vecteur a—(6-l-c)/2 s'appelle " médiane " du triangle abc.

a,b,c,d8^ni .3-
•7 {a—b)X{c-d)-[-{b—c)X{a—d)-\-{c-a)X{b-d) =0
•71 {a-bY-\-{^)-cf-\-{c-dfMd-af= {a-cf-[-{b-df-^

4[(a+6')/2 — [b^d)/-!]"" |Euler PetrNC. a.l748 t.l p.66
|
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a,b,x,y£ pnt .3-
•8 {x-a)x{x-b) =0 .=. [x— {a+b)/2Y= {b—af/4.

\
Thales ; Cfr. Diogenis Laertii I 24 : « ^//ot IJa/Licplh] jiqoïzov

(Thales) y.arayQdif'ai HÙyJ.ou xb xQÎyœvov ooOoyœviov xai Ovom (iovv. »

Version : « Pamphila (a. 100) dit que Thales, le premier, inscrivit le triangle

rectangle dans le demi-cercle et qu' à cette occasion il sacritia un bœuf. »
j

•81 {x—af= {x~bf.=. (:r—(«+6)/2]X(&—«) =0
•82 {x—a)''—{x—bf={y—af—{y—bf.=. {x—y)Xia—b)=0
•83 iiW R-d .3
{x—af= m{x—bf.=. [x—{nib—a)/{m—l)]^= [b—afin/{m—Vf

\
-82-83 Apollonius t.2 p. 116: « èàv àjib ôùo ôeôojuévœv ar)-

fxeioiv EV&eïai xXao&djoiv , xaî
fj

rà uti "avrcàv ào&évn, xcoQicp ôiacpé-

Qovra, rb orjjusîov ayerai ûéoei ÔEÔojuév)]ç ev&ecaç'

èàv ôs âioiv èv loycû ôo&évn, y^roi ev&eiaç 1] jteQKpeoelaç' »
j

•9 weNi . as pnt F I—/1 . g^ {la)/n . xs pnt .^.

2{x-aY= n{x-gf + l{g-af

I
Apollonius t.2 p. 116: « èàv àzib oocovovv ôeôouévwv o}]ineùov

xXao&cdotv ev&eïai :7Qbç évl o)]jnelcp, y.al
fj

rà uTib naoojv eïd)] î'oa ôo&évzi

XCOQÎcp, xb o}]iieïov âipexai. âéoei ôeôojnév)]ç Tieoicpsoeiag' »
j

mod ^ 9-1 uEYQ.t'iO .3. l'/eQ Pp

Me vct .3. "2 modw == vj(//) Df
•21 modif =0 .=. u:=0 -22 mod(— 1<) = modw
•23 XEY .3- mod(^w) = mod^K; mod?<

[ mod(a;«) = vj [{xu)'-] = \J(ic'«'") = sJ(^')\J(«'") = modu? mod?< ]

•3 m.o&{uXi') ^ modw m.o(\.v

(modu)"- (mody)'- ^ {u'Avf .3- P
]

u,v£ vct .3- '^ m.odi{u-\-v) ^ modi^+ïûodt?

[ P-3 .D. mod(M+r) = s\{u'^^2uXv-\-v-) ^
vj [(modii)2-j-2modi< modt'-f(modi;)-] .3- P

]

'

'i\ a,b,C£\)\\t .3- niod(rt—&) ^ mod(a—c)+mod(c— &)

I
EucLiDES I P20 :

« Uavxôç xoiycôvov ai ôvo jz^evonl TÎjç Xoinriç fxei^oréç eîoi. »
|

•5 a,b,C8 pnt . mod(a—&) = mod(a—c) = mod(&—c) =1 .^.

mod[(rt+&)/2-c] = v|3 /2 .

mod[(«+/;+(?)/3—a] = /vJ3 1 Euclides xiii PI 2:

« "Eàv eiç y.vy.lov xQÎycovov ioojilevQOv èyyqaçpfj, fj xov rgiycôvov

TzXsvgà dvvàfisi xQinXaoicov èoxl xfjç èx. xs xsvxqs t§ xvy.Xs. *
\
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•6 a,b,c,d£ prit . mod{a—b} = mod{a—c) = m.od{a—d) = mod.(&—

c)= mod{b—d) = mod(c—c?) =1 7^.

mod[(a+5)/2-(c+rf)/2] = 4/2) .

mod[(a4-5+c)/3-6^] = ^(2/3) .

mod[(a+5+c+(i)/4—a] = ^6 /4 | Euclides xiii PI 3:

« fj rfjç ocpaloaç ÔLâjusTQOç ôuyâjuei i]f.uoXia tari rrjç jiXevQàç rfjg

jivgajuiôoç. »
|

A ^ 10. (vct|qJ§q,,Pll-14

m 11-

•1 it£ vct . .ueq .3- •^'''= ^ 1
'^'[(ï"'^ ^j;) w] ^ /[(r^^ x/6)u\

\
Df

•2 a?£q-r.M£vct .3- *"^* £ vct Pp
•3 (q

I

r) P6-5-6, P7,'P8-39

Note. La P-1 définit le produit d'un nombre irrationnel par un vecteur.

La Pp"2, qui affirme l'existence de ce produit, cesse de valoir si l'on rem-

place les « vct » par les « r » , bien que toutes les Pp précédentes soient sa-

ti SS^aites.

^ 12-1 if vct-iO .3- avct-(q/) Pp
•2 /£ vct-t0.j£ vct-(q?') .3- a vct-(q/4-q j) Pp
•3 /£ vct-tO . j£ vct-(q/) . kE vct-(q/+q j) .|3- vct^ q^'+qJ+q^^ Pp

La Pp-1 dit qu'il existe des vecteurs non parallèles à un vecteur donné
;

elle n'est pas satisfaite si l'on considère seulement les vecteurs appartenant

à une droite tixe.

La Pp-2 dit qu'il existe des vecteurs non coplanaires avec deux vecteurs

non parallèles donnés. Elle n'est pas satisfaite si l'on considère seulement

les vecteurs d'un plan fixe.

La Pp-3 dit que l'espace que nous considérons a trois dimensions. Elle

n'est pas satisfaite si l'on remplace les «vct» par des «q,, ».

Ces trois Pp, nécessaires dans quelques cas, nous sont moins intéressantes.

•4 Hp-3 . x,'i/,zsq . xi+yj-\-zk =0 .3- ^=0 • V^O • -^0
•5 Hp-3 . x,y,z,x',i/,z'£q . xi-{-}/j-\-zk= x'i-\-j/'J-\-z'k .^.

x=x^ . ?/=y' . v=:s'

•6 Hp-3 . 0£ put .3 Pi^t = o-j-qZ+qj+q/f

Les nombres x^y,z qui fig-urent dans les P-i-5 s'appellent « coordonnées

du vecteur xi-\-y,j-\-zk par rapport aux vecteurs fondamentaux i,j,k». Ils

s'appellent aussi « coordonnées du point o-{-xi-{-ijJ-\-sk par rapport à l'ori-

gine et aux "mêmes vecteurs. Dans les Hp de la P13 les coordonnées

sont cartésiennes orthogonales.

Les quantités x,y,z,t sont les coordonnées barycentriques de a?a-|-/y&-j-2C

-f/rf, si a,b,c.âs ])nt ; en sont les projeetives, si a,b,c/l sont des sommes

de points.
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^ 13. i,j,k£yct . f=f=k^=l . ixj=ixk=jxk=0 Q:
•1 w£vct.3- i(z={uXi)i+UtXj)j+{itXk)k

•2 x,y,z,x\ij',z'8(i Q. [j:i-\-iiJ^-zk)x{xi-\-ijj-\-:'k)=rj'^yy'-\-:.z'

•3 x,y,z8(\

.

D . mo([(:xl-\-yj-\-zk) = >]{x^+y'+:*)

^ 14-1 a,b,C£Y>nt.d£a-\-0{c—a).eebi-e{d—h}.^.

mod{e—b)-\-mod{e—c) ^ mod(a—?>)+inod(/i— c)

I
EUCLIDES I P21

i

'i a,b,c£ put . m,7i£q .^.

[{)a^n)a—{mb-\-/irjf= m{;m-\-7i){a—l>f-\-/>{in-\-)i)ia—cf—inn{b—c)^

j
Stewart a. 1763

\

'3 a,b,c,d£ put . m,n,2J£q .^.

[(/>i+?2+2j)rt—(m&+»6'+ix/)J^ = (»<+7^+;p)f»i(«—?;)'+;2(a—tf

+p(a— r/)^| —,nn{b—cf—nip{b—df—ivp{c—df

U ^15. z(£vcUO .3. -0 U«= ^</mod?/. Df
'\ modU^/^1 . \]{—ii) = —\5n . a£Çl r).\j au =\Ju
Note. La t'onctiou Vu, qu'on peut lire « le vecteur unitaire dans la di-

rection de « » , a été considérée et désignée par ce signe, par Hamilton.

L'opération U correspond à l'opération « sgn » sur les nombres.

cmpjj cmpj_ ^ 16. /^,i^,?,(;£ vct . mod/^ =1 .3-
•0 (cmp| 1^0'" = {uXt)u \

= « composante parallèle à u de v »
{
Df

•01 (cmp^//.)'.' = r—(cmp| |/,^)^7 }
= « » normale à u de v »

j
Df

•
1 (cmp

1

1

u) {r-{-io) = (cmp|
|

u) ?-+(cmp
1

1 u\w
•H \_

_ ^ J_-_

"2 Uyl'£ vct . u.' =0 .3-

(cmp| {//)? = (cmpj |Uw)r . (cmpJ_M)?j = (cmpJ_Uw)î7 Df

Lm lim ^ 20. (vct [qj §q,, P21-24 30

(Pnt|qj

^ 21. k£ Cls'q . x£Ôk . m (Cls'pnt)f/.- .3
\im{uJ:jX) = pnt'> rt3| lim[ 1 mod(a— z^::) |^, k, x^ =0 Df

Ex. rectaTang P51 P52

D S ^ 22. (pnt
I
qJ§q,,P31

(vctî qJ 31-34. 40. 41.

^^ 23-1 u£ (vct-tO)Fq. D?/. £ vctFq .3 D mod/^ = IJ//XD//

•2 DU// = [(cmpJ_w)Dz<]/modw
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Dtrm ^ 29.

•1 u,v£ vct f 1-4 .3 Dtrm[M,.x?', \{r,s), 1-4 i 1-4] ^0
Subst ^ 30. (vct |qj §Subst Pl-2

U cos ^ 31.

u,v£ vct . mod?-^ =: modr =1 .3. '0 q,o%{u,v) = uxo Df

t«,?;£vct-tO .3- "• cos{u,v) = c.os(U)i,'[Jv) ={Uu)x(Uv) Df

•2 cos(i^/y) = cos(i'/w) . cos(— ?*,!') ^ cos{iù,—r) = —cos(w,t?)

.

cos(—w,— i') = coii{H,v) . —1 ^ cos(^^,r) ^ 1

•3 t«x?^= modu modî? cos(?*,^')

•-4 cos{u,v) =1 .=. ?;£ Qi^ : cos(^^,?') =—1 .=. rs —Qu

ang = (aiigie)

^ 32. îi,v£Yct~iO .'^. -0 ang-(;^,y') = cos~'[cos(if,f)] Df
•1 iing{ii,v) £ 071

•H aiv^{u,i->) = iing{nj/i)=i[ing{—H,—v) JEUCLIDES i P15
j

•12 » =71—ang(i*,— y) =:ang(U('^, IJy)
î

» 13
j

•1 3 w-j-'" "^=0 O- ang(w,y) = ang(z<^, ^i+t?) + ang(M+^'j ^)

•14 z^,y,iO£ vct-tO .3- £ii'i^g{ii,iv)^a,B.g{u,v) -{ eing{v,io)

a.ng{u,v) + ang(?.',i^) + £ing{w,u) ^ 27r
j
Euclides xi P20, 21

\

•2 GOS.(ic,r) = cou ang{u,i7) -3 sin(^<,y) = sinang(w,^7) Df

•4 sm{a,c) =0 .=. u£ qv "5 mod (cmpj_?^)?7 = mody sin(M,??)

9J^ 33. îhQ}^^^ Piit . P'=q . p-=r . g-=r . «=mod(g—?*) . b=
mod{7'—'p) . (?=mod(29—g) . a'^ang(p—q,p—r) . ô=ang(g—r,

g—;p) . c':=ang(;'—p,r— g) . .s= {a-\-b-{-c)/2 .3.

•1 a=b .=. «=&'
I
Euclides i P 5, 6

|

•2 a<b .=. «'<//
i

^ 18, 19
j

.3 a'+b'+c'— Jt
I

Euclides i P32 j

•i a= b Gosc -\- c cosb' -5 a^= b^+c^ — 2bccosa' [=F8-6l]

•6 sma'/a= iiinb','b= smc' /c

\ Nasîr Eddin Attûsi a. 1260 Lui
|

[ Hp O- P-r = {p-q)+iq-r) (1)

Hp . (1) O- [cmpi_(p—(7)](j;-r) = [cmpX(p-<?)](g—r) (2)

Hp . (2) . P32-5 O- P
]

•61 bcsina = 2s\[s{s—a){>^-b){s—e)] |Heron a.-150 p.28ej

(bcsina')j2 est l'aire du triangle pqr.
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•7 sin(a!/2) = ^—b){s—c)/{b(f)] . cos{a:/2) = s\[sis—a}/{bc)] .

tng{a'/2) = ^i{s-b){s-c)/[s{s-a)\
\

•8 tng[ia—I/):2] / tng(^V2) = {a—b)/{a-{-b)

•H^ 34. iiSYCt-iO . v sxct^qu . ir£ vct-(q^f +qr) .3-
•0 £ing{w;z;,iy) = ang[(cmpj_<t)?;, (cmpj_w)*^'j ^^

» = (angle dièdre détermina par les plans ud et /n'')

a=a.ng{u,icj . b= îing{w,a) . c=iingin,r) . a':=iing{u;v,w) . b'= ang

{v;io,i() . c'^ angi2o;i(,r) . .s'= {a+b-\-c) 2 . s'= {a'-\-b'+c')/2 .'^.

•01 a<.b+c . a+/>+C' < 2.T
[ = P3214]

•02 a'> b'+c—n . .-7 < a'+b'-\-c' < :i-r

•1 cosa= COS& cosc+sin& sine cosct'

[ cos{v,ic) = UvXU":
= [(empli ?<)U«-t-(^cinpJ_«jU<7] X [(cinp||i<)lJio-f-(cmpJ_w)U«f;]

== [(cmp||«i'iUi-]x[lcmp||«)Uty] + [it*i»pJ_^OUv]X[(cmpJ_M)Ut«] O- P
J

I
Al batTcÎni a.929 ; voir BD. a.1892 p. 147

j

I
Regiomontanus a.1533 p. 127 :

« In omni triang'ulo sphœrali ex areubiis circulorum magnorum constante,

proportio sinus versi angiili cxihislibet [1—cosa'] ad differentiam duorum

sinuiim versorum, quorum unus est lateris eum augulum subtendentis

[1— cosa], alius vero differentise duorum arcuum ipsi angulo circumiacen-

tium [
1—(cosô cosc + sin& sine) ] est tanquam proportio quadrati sinus

recti totius [ 1 ] ad id, quod sub sinibus arcuum dicto angulo circumpositorum

continetur rectanguluui [siniî> sine] . »
!

•2 sin«' / sina= sin// / sin?^= sinc'/sinc

I
Abû'lwéfa a.940*^ 998 ; voir Journal Asiatique a.l892

S.8 1. 19 p.423
I

j
Regiomontanus a. 1533 p.95 :

« In omni triangulo ... sinu.s laterum ad sinus angulorum eis oppositorum

eandem habent proportiouem » . !

•3 cosa'= — cos&'cosc'+sin&'siuc'cosa

•4 cos&cosc'= sin?>/tnga — ahic'/tnga'

•5 sin& sine sina'= 2vJ[sin.s sin(s—a) sin(s—&) sin(s—c)]

•6 sin(a' 2) = >Jîsin(s—&) sin(s—c) / [sinb &mc]\ JNeper a.l614 p.48

cos(a'/2) =sjjsin.s sin(5— a) / [sin& sincjj
j

» » » |

sin(a 2) = sjj—cos.s'cos(.s'— a') / [sin&' sinc']j

cos{a2) =^|cos(.s'— ^') cos(6-'—c')/ [siu&'sinc'jj
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•7 sm[{a'—b')/2] sin(c/2) = sm[{a—h)/2] cos{c'/2)

cos[{a'—b')/2] sm{c/2) = sm[{a+b)/2] sm{c'/2)

sm[{a'+b')/2] cos{c/2) =c.os[{a—b)'2] cos{c'/2)

cos[(a'+&')/2] cos(c/2) = cos[{a—b)'2] ^m{c'/2)

j
Delambre Comiaiss. des temps, a.l807

(

•8 tng[(c(!-\-t))/2] = /tng(c/2) cos[{a—h)/2ycos[(a+b);2]

tng[{a'—b')/2] = » sin » sin »

j
Neper a. 1614 p.48

{

^ ^D'i a,b,C£ put . mod{a—b) = modia—c) = mod{b—r) :^1 .^.

cos{b—a, c—a) = sm[a—b, a—{b-{-c)/2\ = /2 .

sin » = cos » » = 43 /2
•2 a,b,c,dE pnt . mod(a—&) = mocl(a—c) = m.od{a—d) =

mod(&—c) = mod{b—d) = mod{c—d) =1 r^.

cos[{a+b)/2 —c, ia+b)/2—d\ = /3
sin » » » » = 2vJ2 /3
cos[{a+b)/2 -c, {a+b)/2 - {c+d)/2\ = ^(2/3)

sin » » » » » = vJ/3

^ 39. recta plan

M rt£ pnt . M£ vct-<:0 .3- recta(a,z/) = a+q^/. Df
•2 «,£ pnt . bs pnt-^a .33. recta(«,&) =: rectaia, b—a) Df

•3 a£ pnt . ue vct . re vct-q*'»; .3- plan(«,?/.,f) = a+^^^+ct^'Of

•4 as pnt . te pnt-<« . es pnt-recta(«,6) .3-
plan(«,6,(") = plan(«,?>—a,c—a) Df

•S Hp-4 .3- plan[recta(a,&),c]= plfin(rt,?>,c) Df
Ex. §rectaTangP2.

Nous donnons ici les définitions de la droite (recta) déterminée par un

point et un vecteur ou par deux points, et du plan déterminé par un point

et deux vecteurs, ou par trois points.

^ 40.

Nous donnons ici les définitions symboliques de plusieurs mots géomé-

triques, sans nous prononcer sur l'utilité d'introduire des symboles pou"

indiquer ces idées dans un développement de la Géométrie symbolique.

u,v,ws vct-{0 . as pnt . b,cs pTit-(a . rsQ . k s Cls'pnt .^D-

qu =. (vecteur parallèle k u) =. (point à l'infini de 11).

Qw rz (vecteur parallèle et de même sens que u).
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a-}-Q(&—«) = (nxyon (Vorig-ine a et passant par b).

a-|-6)(6—«) = (leinêino scu-ment avec los extrémités).

a-\-0'b—a) ^=z (seg-inent de droite limitée par a et b, ces i»oiiit exclus).

:= (droite à l'infini qui contient qii et qv).

•2 q»-|-qy = (vecteur coplanaire avec v et v)

a-\-Q,u-\-Q,v =: (angle de sommet a et de côtés aie et ai-).

(son supplémentaire'' =: «-j-Q»—Qf

(son opposé) = a—Qu—Qv
•3 rt-j-qzt+Qi'-fQu- =:

1 ang-le dièdi-e ; Taréte est a-{-qu, les faces sont :

a-\-qii-\-Qt-, a-{-qu-\-Qw).

a-{-Qu-\-Qv~\-Qic = langle trièdre ; a est le sommet, a-^Qu, a-j-Qr, ...

sont les arêtes, et a-\~Qic-{-Qv, a-\-Qu-\-iiw, ... sont les faces.

a-\-6u-\-0v =. (parallélogramme).

a-\-du-\-0v-{-6ii' = (parallélépipède).

k-{-qu =: (cylindre qui projette selon la direction u la figure k).

a-\-qik—a) = (cône qui projette k du point a).

•4 l'angle {u,v) est droit = (uXv=0)
» » aigu := ( » >-0)

» » obtus = » ^O)
•5 Tpntr>X3[(x—a)X«=0] = (plan passant par a et normal à u).

•6 \Ju-\-\Jv = (vecteur dirigé selon la bisectrice des vecteurs it et v).

a4-q[U(6

—

a)-\-\]{c—a)] =: (bisectrice de l'angle bac).

uX^v = (projection de u sur y, comme nombre).

{uXU v)l] V = ( » » »
, comme vecteur).

'7 pnt'^ a"3[mod(cc

—

a) :=?'] = (sphère de centre a et de rayon r),

pntn X3[(,x

—

af =r-] := (idem).

Transi ^^ 41. ?<,r£ vct . 79e put .^.
•0 (Transi ?i)p= 25 -|-^( |= «le point 2^, après la translation

représentée par le vecteur u » .
{

I)f

•1 (Transit-) (Transit) = Transl(?^+?;)

•2 m£N^ .3- (Transit)'" ^ Transim«

Sym ^ 42. rt,?;,^,^} £ pnt . ?<£ vct .^^
•0 (Sym(?)p = <"+(c—yj) î= « symétrique, par rapport à c, de /) »

|

•I {Symrfp=p '2 (Sym&)(Sym«) = Transi 2(&—rt)

•3 Transit = [Sjm{c-\-u/2)] (Symc)

•A (Transit) (Symc) = Sjm{c-\-ii/2)

•0 (Syme) (Transit) = vSym(c— /'/2)

^ 43. u,v,îO£ vct . i«-=0 .]3-

•u (Sym?^)?; = (empli i«)f—(cmpj_w)^ Df
•1 {Sjm.uYv=v
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Homot ^ 44. a,b,c,p£ put . h,k£q . us vct .'^.

•0 Hoi[not{c,k)}j= c-\-k{iJ—c) \= «le correspondant de p dans

r Homothétie de centre c et de rapport A; »
j

Df

•I Homot(«^,l)p =]9 . lîomot{c, —lyp= {^jmc)p
•2 Homot(r',^)?>—Homot(c,/i)a= k{b—a)
•3 Â -=1 .]3- Homot(c,^)Transl^^ = B.omot[c-\-uk/{l—k), k]

•4 hk-=l Q.
[Homot(&,^)] [Homot(a,/0]= }iomot[a-{-{b—a)(l—k)/{l—hk), hk]

'l\ k -=0 Q. [Homot(&, /Â)] [Homot(a,-%)]= Transi {b—a){l—/k)
•6 weNi .3 [Homot(c,^)l'"= Homot(c,Â'")

Note. Les Pél-^é contiennent les définitions et les propriétés principales

des opérations ap celées translation, symétrie, homothétie. Elles n'ont pas

d'application dani^ la suite.

Rotor Rotat ^ 45.

•0 Rotor= /;? a {a,b)3 [ a,b£ vct . moda= mod?; =1 . axb =0 .

i= {b,—a)/{a, b) ] Df

• \ i£ Rotor
.
3 • i^=~-l

a,bE vct . modrt= modZ; =1 . axb =0 . i= {b,—a)/{a, b) .3.
•21 /£ Rotor -22 /£ Subst(qa+q&) '23 Variabi= qffi+q?>

OE pnt . p,q,r£ o-{-qa-\-qb . t,t'£q . meNj . u£ qa-\-qb 7^.

•3 Rot'àt{o,f,t)p= o+&'^{2^—o) Df
= <' le point p après la rotation de t radiants

autour du point dans le plan de la variabilité de i »

.

•31 Rotat(o,/,r) Rotat(o,/,0 = Rotat(o,/, t-\-t')

•32 Rotat(o,/,/)"' = Rota,t{o,i,mt)

•33 Rotat(ç,/,— /) Uotat{p,i,t) = Transl[(l— e''^
){q—p)]

•34 Rotat(^,i,^) = Transl[(l—e^')(g—p)] Rotat(p,z,0

•35 e''-=:l .3 Transit Rotat(p,i,i^) = Rotat[p+i01—e^'O,?;^]

•36 Rotat(/3,/,^) Transi?? = Rotat[;p—i^/(l—e*^
), i,t]

•37 e^<^+'''-=l .3 Rotat(g,/,0 Rotat(p,?;^) =
Rotat['p+((7-2J)(l-e»0/(l-e'('+')), /, ^4-^

Note. Nous appelons « Rotor » toute transformation linéaire qui à deux

vecteurs a et b unitaires et perpendiculaires fait correspondre les vecteurs

b et —a. Et nous indiquons par 'Rota.t{o,i,t)p, où est un point, i un Rotor,
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t un nombre réel, /> un point du plan o-|-Variabe, la nouvelle position du
point p après une rotation autour de o dans le plan de i de l'ang-le fermé

par un are de cercle de longueur t rayons.

Le produit d'un vecteur par \\\\ nombre iinag-inaire a été considéré par

Wessel a. 1797.

quaternio ^^ 46*0 quatcrnio ^ q -f Q Rotor Df

.r,î/£ quaternio .3- 'i ^'4-.V=
1 quaternio '^ Z3{>i8 Variab.r'^Variaby O»- zi'^xii-\-iiu) Df

•2 yx=
7 quaternio '^ z^ixs Variabj; . xu £ Variaby .3„- ^'-(= yoou) Df

U,V,ir£ YCt . it -= ~).

•3 r//' = ) quaternio r> x3{i^= xu)

•4 quaternio= vct/vct Dfp '5 {r-\-ir)/(f = r/u-\-v:/u

•6 f -= Q. {w/t){v/u) = iv/u

« Quaternio » est une expression de la forme r-]-iy, où x et y sont des

nombres réels, et / est un Rotor. Nous nous limitons à définir ici la somme
et le produit de deux quaternions. Ces théories, qu'on doit à Hamiltoii, ont

une longue bibliographie, et sont un jouissant instrument dans les mathé-

matiques appliquées.

On a fondé une « International Association for Promoting the Study of

Qnaternions and AUied Systems of Mathematics »
,

qui a pour « General

Secretary » M. A. Maefarlane, Prof, in Lehigh University, South Bethle-

hem, Pennsylvania.

rectaTang- ^^ 51. pe pnt F q . feq .^.
•0 rectaTang(p,^) = lim| recta[p^, p{f+Ji)] \h, q, | Df

•1 Bpts vct<0 .3 rectaTang'(p,/) = recUi{pt, Bpt)

[ P-0 .13: rectaTang(jo,0 = lim|recta[i9^,2>(^+/?) ]\h,q,0\

§vct39-2 .3 p{f+h)-iyt

» » » [p(f+Ji) - j)f]lh »

7?fN, . I)pt= B'jjt=...= D''ijf=0 . D"''pf£YGt'(0 .3
rectaTang-(;?9,^) = recta(];/, D"^ 'j^/)
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planOsciil ^^ 52. HpPôl Q.
•0 planOscul(^/) = liin} pl£in[reQ,t-dTang{p,f), p{t-\-h)]\h, q, 0\ Dt

•
I Dpt £ vct -fO . D*pt s vct - q Bpt .^.

planOscul(p,^) = \:)\sin{pf, Dpt, D^pf)

[ PO O. planOs('ul(7^, f ) = lim
|

plan [ reetaTangf;:),/ ),
p{f^h) ]\h,q, 0\

P51-1 . 39-5 O- » = » >> [pt.^PU p(i+h) »

P39-4 O. >> = » » » , [p{t+h)-pt-hDpt]lh- y>

§D8.i:)- » = p]an(;>^D/>f, D'^^ri ]

•2 m,/ieN, . Dp/ = D'p/ = ... = Jy'"~'pt =0 . D>/ e vct-fO .

D"'>/, ... D'"+**-*p/ £ qXD>/ .
0"*^"^/ £ vct- qxD'"p^ .

3 plariOscul(29,/) = planf^j/, D>/, D"'^>0

Arc ^^ 53. «,&£q . a<h . p£ pntFrt'^/j .3
•0 Arc(p, ct^h) = V x3\'3i{n,t)3[nE'N^ . t£{a^b f 0—n)cres . 4=^

. t^=b . x= l[mod{p t^,,-p Ok; 0-{n-l) ]]\ Df

M P;; £ (vct î" ft*^ &)co]it .3 Arc(p, a^??) = S(modDj9, rt^5)

Norm curvatura

^ 54. p£ pntFq . teq . Dpt £ vctwO . B^pt £ vct-qDp/ .3
Norm(23,/) = rectalpt, {cm^rDpt)ÇL)'pt)] Df

Norm(p/) = recta [p/, D(UDp/)J

curvatura{jj,/) = modD(UDpf)/moc\Dpt Df

Nous donnoxis ici les définitions de

rectaTang(p,f) z=. droite tangente à la ligne décrite par p, dans le point

de paramètre f,

planOscul(2J,f) := plan oscnlatenr id. id.,

Norm(p,0 z= normale principale id. id.,

Arc(^, a^ b) :=. la long-nenr de l'arc décrit par p, pour les valeurs de a

à h de la variable,

Curvatura rr: courbure

et les théorèmes pour les trouver.

Le vecteur Dpf, si la variable t est le temps, s'appelle « vélocité du

point p ». 07)/ en est l'accélération. Si le point ^j a une masse, ou coefficient

numérique m, viDpt est la « quantité de mouvement », mD'-pf =. « force ».

i7i{Dpti'^l2 = « force vive, ou énergie cynétique »

.
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p = paramètre différentiel.

^ 61. kE Cls'prit . hT^ Ôh . psk . u,ve qïk .3.

1 vct ^ r3\\\va\[\{uq—i(p) — {q—p)Xv]!moà{q—p)\ \q, k, p\ =0 { Df
= « paramètre différentiel de u, dans le champ /.-, pour le point p »

.

•1 tq) z=z max?<7.- . f/{ic,k,p) e vct .3- Vi^^^yP) =^

•2 le (Int^)Fe . teO . BU, f{u,k,lt) s vct .3.
Binl, &,t) = ^{u,k,U)x'Dlt

•3 Hp P-2 . idt = max i</ '© .3. p(^(,Â, /^ X DZ^ —0

a,p8 pnt . me 2+No .3-

•5 p[(p-«f
I
p, pnt, p] = 2{p-a)

•6 f-[mod(y9—rt)
I
p, pnt-frt, p] = \J{p—a)

•7 f7\[mod{p—a)J*
I
^j, pnt, p\ = m [mod{p—a)']'^~^\J{p—a)

Hamilton a introduit cet opérateur p dans ses Lectures on Qiiafernions,

Dublin a.l853, p.610.

Lamé (JdM. a. 1840 t.5 p. 316) avait appelé « paramètre différentiel de

premier ordre de la fonction u » le m.odf7{u,k,p).

Les P-2-3 donnent la régie, énoncée par Leibniz, a. 1693 t.6 p. 233, pour

trouver la normale au lieu des points pour lesquels est constante la somme
des distances à plusieurs points fixes.

F. 1901 14
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TABLE DES SIGNES.

Cette table contient les symboles et les abréviations qu'on

dans cette publication, ordonnés selon la forme typographique.

rencontre

Signes de forme spéciale.

; « système de variables »

, §1P40
5 =: avec

3 « est contenu, on déduit )

=r « est égal »

r> 1= et

o = ou

/\ =. classe nulle

- =. non
« inverse » ou

' ' = de

12 3 8 9 X
-\- =: plus

Df de «+6, si afis^^j

si a,bsn, R, r, Q, q

§/ P12-0 P32-2 §Q P3-0

a,hs Cls'No §+ P7

nombres complexes §qwPl'l

as pnt . bs vct §vct P3-2

a,bs vct, pnt §vct P3-3 P7

§lPl-2

§lPl-6

. Voir
;

§«

§lPl-7

§lPl-9

§lPl-8

§2P1-0P40

§3

§4Pl-001-2-3

à la place de >' §11

§12

§+P2
§20 Pl-3

P31-2

S- Pl-0

> < ^ ^ §21 Pl-0 P2-0

§l'Pl-5 P2-0-2§QP17-0
— = moins §22 Pl-0 P2-1 P5-0

§/ P22-0 P32-3 §Q Pll-0

§qnPl-3 §vctP2-0 P31:

±
'

§Q P56-0

X = multiplié par §23 Pl-0 2 6-0

§/P5-0 32-6 §QP21-0 §q,»Pl-4

§vct Pô-O P6-4 PS Pll-1

/ = divisé par §24 Pl-0 7-0 32-7

§Q P30-0 §Subst P5-2-5

[N = élevé §25 Pl-0 P5-0 Pli P21

§Q P41-0 P52 P60

y| =z racine

y]* =z racine g-énérale

a---b =. les entiers de a

... = etc.

! := factorielle

GO = infini

^ «intervalle»

/ voir S.

Lettres grecques.

§QP53
§q'P4

b §31

§2'P1-11

§35

§61 P4
§QP19

P z=. \n, partie fractionnaire de §42

8 z=. ensemble dérivé

p =r paramètre différentiel

s =i est un
3 := qui

& ^ fraction propre

0, =1 intervalle de à

( = égal

P7-0 ; = le

2 = limites de

A =z limites généralisées

n = produit

somme

=. indicateur

§66

§vctP71

§1 Pl-4

§1 Pl-5

§60

§QP2

§6

§7

§65Pl-0

§65P3

§84

§34

§33Pl-0-l,P21

§lim PlO-0, Pll-1-2-3

§53
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Lettres latines.

§vctP2-4

VctP32
§vctP53

§Z)P6-3
»

§u P2-3

§+P5-3 §vct3-35

» 5-5

§86

§35P2

§78

§43

§lPl-3

a. ^ an

Alteru =: alterner

ang- =z angle

Arc

Assoc ^ associative

Assoc o

» u

» +
» X §X Pl-5

B ^ nombres de Bernoxilli

C ou Cmb ^ combinaison

C = constante d'Euler

Chf rz chiffre des unités

Cls = Classe

Cmp = composer §lP3-2 P5-4

cmpjl = composante parallèle

§vctP16

cmpj_ ^ composante normale »

Comm = commutativité

d'une opération §1 P6-2

Comm r\ »

» w §o P2-2

» + §+P5-5 §vct3-34

» X §XPl-4 >. 8-1

de deux opérations §-Pl"5

Comm s, - »

lim, — §liiu P5"2

» / » 7-2

» 2 » 9-2

» S §S P12-2

2-, S » 11-1

D, S » 20-5

conj = conjugué §q' P3'0

cont =r fonction continue §73

ces, cos-i = cosinus, anticosinus

Voir sin

cres, creso := fonction croissante §70

D =: dérivée

decr z=. fonction décroissante

Dem ou Dm = démonstration

Df :=. définition

Dfj) r= définition possible

§74

ho
§1P3

§1P2

§1P2

Distrib =: distributive

Distrib s r\

» n n

» 3 n

» r^ u

» eu
» 3 \J

» n -

§1P5-1

§lP5-7

§lP7-3

§lP8-2

§wP3-l

§uP4-0

§uP4 1

§-P2-62

"§aP31
§iP-2

§'Pl-5

§X 1-3

§vct 5-2-3, 8-3

§^1-5
§-•3

§lim 4-2

§lim 6-2

§lim 8-4

§46

§81

X,+

» hx
» +,-

lim,+

» ,X
» ,[\

dt =: dénominateur

Dtrra =: déterminant

Dvr ou D :r: le phis grand commun
diviseur §44 Pl-0, P3-0, P4-0

e §76

E = entier de §42

g = existent §5

Elim =: éliminer §3P2'1

Ex. = exemple

Export = exporter §1 P3-4, P9'3

f, j = fonction §10

F := fonction définie §14

Homot = homothétie §91P44

Hyp ou Hp = Hypothèse §lPl-7?i

i =: unité imaginaire §83

idem =. identité §13

imag = coefficient de l'unité ima-

ginaire . §q' P3-0

Import =r importer §1P3'4

Induct =: loi d'induction §-{-P4'3

iiifn ^= un infini §Xum
1' = limite supérieure §61Pl-0 P2-0

1, = limite inférieure Voir 1'
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lin = fonction linéaire §82

Lm = Classe limite §71 PIO
lim = la limite §72 Pl-0

§qn P24 §vct P20

Log- = logarithme §63

log =: logarithme dans la base e §77

log* = logarithme général §.tP5-0

max =: le maximum des §52

Med HZ moyen §64

min = le minimum des Voir max
mit ou m =: le plus petit multiple

commun §45P10 P2-0

mod = module §36 §Q P80 §qn P3

§SubstP3 §vctP9

mp z= la plus grande puissance §52

N(, = nombre §+ PI -2

Nj z=. nombre positif §+P8
n =: nombre entier §—P3

Norm = droite normale §vctP54

Np =: nombre pi'emier §51

Nprf = nombre parfait §54

nt :=. le numérateur de §46

Num =: le nombre des §32

Oper = opérer par

Oper n §lP5-5

Oper s §1 Pi-1

Oper 3 »

Oper u §uPl-5

Opéra §aPi-2i

P = proposition

Pp =: proposition primitive §1P3

p. = page

plan §vctP39

planOscul §vctP52

pnt n: point §91

Q = quantité positive §62

Qo = id. id. ou nulle §QP2-0

q = quantité §QP12

qn ^ nombre complexe d'ordre 71 §80
q' = nombre imaginaire §83
quaternio §vctP46

quot =z le quotient de §41

R =z nombre rationnel positif §/P3

Ro = id. id. id. ou nul §/P31-2

r =: nombre rationnel §/P31-0

rcp = correspondance réciproque §13

real = partie réelle d'un q' §q'P3-0

recta = droite §vctP39

rectaTang §vctP51

rest = le rest de §41

Rotor, Rotat §vctP45

S = intégrale §75Pl-0

PlO-1-2-3-4-6-7-8, §qn P42

S' =. intégrale par excès §SPl-2

S, =r intégrale par défaut §SP1*3

Sb Voir Subst

sgn =r le signe de §36

§DtrmPl-0 §vctP15

Simplif = simplifier §lP3-6

sin = sinus §85P1'0

sin-i =: antisinus §sinP3

sim =: correspondance semblable §13

Sb, Subst = Substitution §82

Syll = syllogisme §1P3-1 4-4

Sym = symétrique de §vctP42 P43

t. = tome

Ths = thèse

tng, tng-i §sinP2 P3
Transi = translation §vctP41

Transp = transposer §-P2-3-4

P3-7-71, P4-2

U = unité de §vctP15

unit =z unité complexe §qn P2
Variab =: variabilité d'une fonction

§14

vct = vecteur §91
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VOCABULAIRE MATHEMATIQUE

Le nombre des noms adoptés par les mathématiciens s'est accru pendant

les siècles. Il était de 1000 environ dans Arehimedes, et arrive à 17000

dans le « Vocabulaire » publié
] ar F. Muller a. 1900, sans compter les noms

appartenant à la Logique.

Xoiis exprimons ici en symboles la valeur de plusieurs de ces mots, ou
indiquons la place où l'on trouvera cette expression. Dans un développement

successif du Formulaire on pourra, peut-être, ériger en symboles quelques

uns de ces mots ; et alors l'expression symbolique que nous en donnons

servira comme Df. Mais la plus grande partie doit être supprimée de l'en-

seignement.

Abscissa v. coordinata

Absolu (nombre) = Nj, R, Q
» (valeur) •=. mod
» convergence \. série

Absurdum =. /\

Accélération §vct 54

Accroissement de fx =z f{x-\-h)—fx

Acutus = aigu; v. angle

Additio = (opération -f-)

Addition logique = (opération \j)

xEquatio rr équation

Aire du triangle §vct 33-61

Alternando §R 4 §vct 2-4

Analogies de Neper §vct 34-8

Analyse indéterminée §Dvr 2-3-4

Angulus (figure) = '/u)via §vct 40-5

» (nombre) z= ang
Antécédent d'une raison ajh =: a

Applicata =z ordonnée.

'A.TOTo/o] :=. residuum binomiale (Ke-

pler) §Q54-4

Arc siu =: sin-i

Arcus = Arc

Arête v. angle

Argument de a ^ imag log a

Arithmétique (moyenne) §Med3
» (valeur) m mod
» (triangle) =: table de C

âoiO;iéç =. N£-(-l.

Arrangements n à n avec répétition

des objets k =. kFV-n
» simples =r (k F l"-?i)sim. %ji 32

âaviiiiezQOç =: incommensurabilis.

Axe := a^a>%' =z droite

Axioma = 'A^îwfia ::= Pp

Barycentre §vct 7

Base d'une puissance af^yn =. a

» des logarithmes «^Loga^ =. a

Bernoulli (nombres de) = B
Béta (fonction; §S 5-3

Binomium = >; èx ôvo ôvofÀÛrcov zrz

R+vlR §Q 18-3

Binôme =^ somme de deux q
V. coefficients, formule, série.

Bisectrice §vct 406

Carré r= [^2; carrée (racine) ^ \\.

» (nombre) := N^

Carré magique d'ordre m =
(l-"m2)f(l-"m S l---m)r\u3[r£l--7n

ZDr . 2{Ur,s\s,l---m) =. S{Us,r

|6',l-"m) =: i:{us,s\s,l---in) =
I(um-s + i,s\s,l---7n)\

Cascade (RoUe) = D §D4-3
Centrum = xévxgov.
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Centre de la fig'ure k =
pntna;3[(Sym x)k =. k]

» gravité := centre des moyennes

distances (Carnot) =r barycentre

Cercle de convergence §q' 10-2

Champs de points =: Cls'pnt

Changement de variable §S30"11

Chiffre = 0-"9. Le mot dérive de

cyplivd =. 0.

» des unités de a = Chfa

» d'ordre n de a ^= ChfX—««
Classe = Cls

Coefficient de h dans nb := a

» dix binôme =: C
» différentiel = D

Combinatio. ks Cls O-
(combinaisons des k) = Cls'fc

» (avec répétition) = NqF/i

(nombre des) = C
classe des C(7n,h) = n

Commensiirabilis := avf,i/:iETQog.

a,bsQ, O- (''' 6st eommensurable

avec b) = (as Rb
Conunun diviseur §Dvr

» multiple §mlt

a,6£Cls O-
(classe commune à a et b) = ar\b

Complément de x (si xsO) =: 1

—

x.

» (dans les log) = 10—a'.

» (en trigonométrie) := -t/2—x.

Componendo, une proportion §R 11 -1

Composante parallèle := cmp||

» normale = cmpj_
Composition des déditctions §1 P5-4

» vecteurs gvct 3'3

» translations, rotations > 41, 45

Conclusion = Ths

Condensé (ensemble) §(3

Condition = P contenant des lettres

variables i^l PI -4

« est coud, nécessaire de b .=.. b'^a

a est cond. suffisante de b .=:. a^b
Cône =: xcôvoç. §vct 40-3

Congruence: a^b (mod.m) de Gauss
signifie ae b-{-n7n.

Conjugué = conj §q' 3-2

Consequens terminus rationis ajb z=b

Constante d'Euler = C.

Continue (fonction) = cont

Convergente v. série.

Convexe (figure) §Med
Coordinatœ §vct 12

Corollarium = conséquence d'une P
Correspondance =: f

Cosinus = cos

Cosinus versus x := 1—sincc.

Cotang X = /tngcc =: tngfjtj^—x)

Cosécante de x =. jsmx.

Côté = jT?.f;vQd, V. angle.

Cubus := xv/juç = (V3, ou N^.

Cylindrus r^ xrlirôooç §vct 40'3

Dénominateur de (ijb rz: b.

» réduit =: dt

Dénombrable (ensemble) §Num '43

Dérivée à gauche, à droite §D
Dérivé (^ensemble) =: Ô

Déterminant (considéré comme un
tableau de n' q) ^ qF(l"-/? '. !••»)

Valeur du déterminant ^ Dtnn
Diagonale §vct 8*44

Dièdre v. angle

Différent =z -i

Différence entre a et b :=. b—a.

Différentielle v. D.

Disposition v. arrangement.

Distance des points a,bz=. mod b—a^

Divergente v. série.

Dividende i<R 11

Division = (opération /)

du cercle §;r P2
Divisible par a =: c/XN^

Diviseur de a =. N^n a/Xj

§77 3-1 §mp 2-2

Diviseur de §Subst 5

Divisibilité (caractères de) §Chf "2

Ellipse (arc) §sin 14-1

Ensemble =: Cls

Entier (nombre) =: Nq, ou N^, o\\ n

» (partie) = E
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Equation =. ajqiiatio.

» logique §- 5

» du premier degré §r40 §Sb 5'6

» second » §Q 56 57

» troisième » §Q 58

» d'ordre n %S S §q'5

» diô'érentiellc §q« ;55 §Sbst 14 15

Erreur, [a est un valeur de b, avec

une erreur plus petite que c» =
(6e a^Oc)

Espace =. lieu des points = pnt.

» rz distance, = arc.

» à 11 dimensions =. qn.

Exposant de a[^m =z m.

Exponentielle (fonction) =z e^|a;

Extérieur (ensemble) §Int

Face V. angle dièdre.

Facteurs de aXh z=. a, b

Factum ex a et & =z aXb
Faculté de base a, d'exposant n de

raison r {a,r s q . n s Nj) ^
an^r iKramp i =: i7!a-[-[0---(n— 1 i]r

Factorielle m = ml

Fermé (ensemble^ §5

Figure = Cls'put

Fluxio (NeAvton) = dérivée.

Fluens =: fonction qu'on dérive.

Fonction =: f, ou F.

» continue z= cont.

» coissante =: cres.

» décroissante :=. decr.

fs (fonction paire) .z=.: xsq -ZJx .

f(—x) =z fx.

» ( » impaire) .:=: » »

f[—x) — —fx.
Fonctions trigonométriques §sin

» hyperboliques %n 3"

7

Formule de quadrature §S 22

» de Taylor §D 8

» du binôme §C 31
» du polynôme §C 8

Fraction = R
» propre z=. ^

» impropre = ji^ =. 1-f-R

» décimale §2" Pli §Chf-4

Fraction continue §Q 84 §e 3-1-2

Frontière (ensemble) §Int

Impair (nombre) := 2No-f-l

Indéterminées (formes) ' §D 5

Indicateur (suivant Cauchy) =r $
Indice d'un radical (voir).

Intégrale =: S

Intégrale multiple §S P20
Intérieur (ensemble) §Int

Interpolation (formule d') §D PIO.

Intervalle §Q 19

Inverse =z j. inversions v. Dtrm.

Invertendo §R 4

Irrationnel (nombre) =: (J-R

Isolé (ensemble) §^

Ligne := pnt fq

Ligne droite = recta

Limite = 1', 1,, A, ô, Lim, lim.

Mantisse =: /3

Matrice (d'une substitution) §Sbst

Maximum, minimum §max, §D 4-1

Membre d'une égalité §^.
Module =: mod. v. congruence.

Moyen (point) entre a et 6 ^ (rt-}-&)/2

Moyenne arithmétique entre a et 6

=(a+b)l2 §Med
» géométrique =z \\(ab}

» harmonique ^ 2abl{a-\-b)

» arithmo-géométrique =
jilS\[(acosx)--\-(bsmxy] \x, 07c]\

§sin 14-3

Multiple de a = «XN^, ou =: aXn.
Multiplication, multiplicande, multi-

plicateur §X
Négatif (nombre) ^ —

N

Népérien (logarithme) =: log

Nombre = Nq, Nj, n, R, r, Num,

Q, q, q', B, etc.

Nombre premier =: Np
a et 6 sont des nombres premiers

entre eux .:=. Dvr(a,6) =1
Nombre composé = Nj-Np
Normal (plan) §vct P40-5

Numérateur §/ §nt

Numération §^ PIO, §Num
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Opposé V. angle

Ordonnée, voir Coordonnées.

Osculateur (plan) zr planOscul

Pair (nombre) =z 2No, ou 2n.

Parallèle, parallélogramme, paral-

lélépipède §vct P40

Parfait (ensemble) §5

Partie entière =: E
» fractionnaire := /î

Perpendiculaire §vct P40

Polygones réguliers §^ 2

Polynôme §+
Positif (nombre) = -|-N

Produit de a par b :=: aXb
Produits infinis §lim P20

Progression arithmétique dont le pre-

mier terme est a, et la raison b =:

{a+bn)\n §^3
Progression géométrique §-5' 6-1

Projection §vct P40-6

Proportio := 'Avaloyîa §R 11

Puissance =: |^

Quadrature du cercle §jï

Quantité =z Q, q.

Quotient §quot

Racines de l'unité §q'4 §.t 22
Racine n:

y| ; carrée ^
>J ; cubique

Racines (de l'équation /"ce z=0) =r

X3{fx =0)
Radical ^ sj

Raison r= kéyoç = Q
»

' arithmétique de a à 6 ^ a—

6

» géométrique = «/ô

» composée des raisons a,6 =.aX.b

r> double de a =: a*

» moyenne et extrême §Q 5G-3

Rapport de a à & = a\b

Rayon §vct 40

Rayon de convergence §q' 102

Résidu quadratique §Np 5-9

Réciproque =. rcp, /.

Rectifier un arc §vct 53

Régie de proportion, de société §R14
Reste d'une soustraction §

—

» d'une division §re8t

» dans la formule de Taylor

§D 9 §S 21

Résultante §vct 8-3

Sécante de ce ^ /coscc

Segment de points §vct 40

Série §lim 10

» harmonique =! /Nj » 14

» géométrique §liiii 16

» du binôme §lini 30

Sinus =: sinus rectus =: sin

Sinus totus =. 1

Sinus versus =. 1—cosx
Somme =. S
Somme des puissances §2" 4

Soustraction = opération —
Soumultiple =:: diviseur.

Sphère §vct 40-7

Surface =. put f (q '. q)

Tangente := rectaTang, tang

Terme d'une somme, d'une fraction,

proportion, série (voir).

Théorème = P
Trièdre §vct 34

Tétraèdre régulier §vct 9-6 35-2

Transitivité §1 24
Triangle = put FI ••3

» équiangle §vct 9'5 35"1

» rectangle §vct 8"6

Trigonométrie §i §-t §sin §vct 33

» sphéri<iue §vct 34

Unité = 1

» imaginaire z=. i

•> complexe = unit %qii P2

» (vecteur) := U.

Variable rz q, f, F. Voir §i.

Vitesse §vct 54
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Publications

citées par une abréviation dans le F.

La lettre F suivie de l'année, indique les éditions partielles

ou totales du Formulaire, que nous avons successivement

publiées :

FI 888 = Calcolo g'cometrico, preceduto dalle operazioni délia

logica deduttiva.

F1889 = Aritlimetices principia, nova methodo exposita.

F1894 = Formulaire de Mathématiques (Introduction).

F1895 = » » t.l.-

F1897 = » » t.2 NI.

F 1898 = » » t.2 N2.

F1899 = » » t.2 N3.

RdM. = Rivista di Mateinatica, t.1-5 a. 1891-95.

= Revue de Mathématiques t.6 a. 1896-99, t. 7 a. 1900.

AErud. := Acta Eruditorum, Lipsiae a. 1682-1757.

AJ. = American Journal of Mathematics, Baltimore a. 1878...

AM. = Acta Mathematica, Stockholm a. 1882...

AmericanT. = Transactions of the American Mathematical Society, \e\v-

York a. 1900...

Amsterdam Ak. tr Versl. d. k. Alvad. v. W. te Amsterdam
Ann. ^ Annales de Mathématiques publiées par G. F. Gergonne, a. 1811-29.

AnnN. =z Nouvelles annales de Mathématiques, Paris, a. 1840...

BBonc.= Bullettino di bibliog'rafia etc., di B. Boncompag-ni, Roma a. 1868-87.

BD. := Biilletin des Sciences mathématiques, par Darboux, Paris a. 1877...

BsF. =z Bulletin de la Société math, de France. Paris a. 1873...

BerolMisc. = Miscellanea Berolinensia.

BerlinM. = Mémoires de l'Académie des Se. de Berlin, a.l745...

BolognaM. = Memorie dell'Accademia délie scienze di Bologna, a.l850...

BM. = Bibliotheca Mathematica, Journ. d'hist. d. math., publié par

G. Euestrum, Stockholm, a. 1887...

CambridgeT. = Transactions of the Phil. Society Caiïibridge...

CorrM. = Correspondance Mathématique etc. publiée par P. H. Fuss, St.

Petersbourg a. 1813.

CorrN. =: Nouvelle correspondance Mathématique, a. 1878...

Encyklopadie ^ id. der Mathematischen Wissenschaften, Leipzig a. 1898...

IdM. = Intermédiaire des Mathématiciens, Paris a. 1894...
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JdM. ^ Jouriical de Matliéinatiques publiés par Liouville, Résal, Jordan,

Paris a. 1836...

JfM. = Journal fur die reine und ang. Math., Berlin a. 1826...

JP. := Journal de l'Ecole Polytechnique, Paris a. 1795...

LondonT. = Philosophical Transactions of the K. Society, London a. 1666...

LondonP. = Proceedings of the R. Society. London
MA. =: Mathematische Annalen, Leipzig a. 1869...

Mathesis publié par P. Mansion, Gand a. 1881...

Mm. =: The Messenger of mathematics, London, a. 1871...

MûnchenB. = Miinchener Berichte.

Monh. = Monatshefte fur Mathëmatik, Wien a.l889...

NapoliA. =: Atti délia Accademia délie scienze di Napoli, a. 1787...

NapoliR. ::= Rendiconti » » > »

PalerriioR. := Rendiconti del Circolo mateinatico di Palenno, a. 1884...

ParisM. =: Mémoires de l'Acad. des Sciences de Paris, a. 1666...

ParisCR. = Comptes rendus de l'Académie des Sciences, Paris a. 1835...

ParisSE. =r Mémoires présentés i)ar divers savants à l'Académie des sciences

de Paris = (Savants Eti-angers) a. 1805...

PetrC. r= Connnentarii Academiae Scientiarum Petropolitanîe, a. 1726-1746.

PetrNC. =i Novi Commentarii Academiae Scient. Petropolitanae, a. 1747-1776.

PetrA. =i Acta Academise Scientiarum Petropolitanse, 1777-1782.

PetrNA. := Nova Acta Ac. Se. Petropolitanse, a. 1783...

PetrB. = Bulletin de l'Ac. des Se. de St. Petersbourg.

QJ. := Quarterly Journal of Mathematics.Cambridge a. 1857...

TorinoA. z=. Atti délia R. Accademia délie Scienze di Torino a.l865...

TorinoM. = Memorie » » » » » a. 1759...

Zm. ::= Zeitschrift fur Mathëmatik und Physik, Leipzig a. 1856...

1
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Heine. §cont l-\n

Herigone Pierre, Cursus Mathematicus, Paris a.1636-46. §! 6*4

Hermite Charles « §e 2*4

Héron = "Hocov a. 150, UeQi AionxQaç. Notices et Extraits de

la Bibl. Imp. de Paris, a.l808 t.l9 H. §vct 35-61

Hessel, a.1796^1872. Krislallometrie, a.l831. §sin 1-8

De L'Hospital G. F., a.l661 "^ 1704. §D 5-1

Ibn Albanna, a. 1275?; Le Talkliys d'Ib/i Albanna publié et tra-

duit par A, Marre, Roma 1865. Atti Ac. Pont. N.Linc. t.l7, a.l864.

§2 01
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Jacobi, a. 1804 ^1851. Werke §^4*2 5-2 22

Jensen. §log 3-1

Jevons, Pure logic a.l864. §- 3-9S

JoANNES DE Regio MONTE a.l436^ 1476. §:i 11»

— De TrianguUs onmimodis librl qii'mque, Norimbergcie a. 1533

§vct34-l-2

Keplerus Joannes a.l571 '"' 1630.

— a.l609 := De motibiis stellae Martls.

(Opéra, éd. Fritsch a.1860 t.3). §sin 14-2

KocH, AM. 1. 15 §Dtrm 6*1

Kramp Christiaan a.1760^1826. §! M?/

Kronecker Leopold, a,1823 ^ 1891, We/'ke, a.l878. §sgii ji

Lagrange Joseph Louis, a.1736^1813.

— Œuvres. Paris a.1870-90. .§|^5-4 14-55 §v i-on

§! 7-4 §Np 9-3-4-62 §D 9-1 10-1 §S 21-1 i^Subst 13-2

de Lagny Thomas Fantet a.l660^ 1734. §vct 8*44

Lambert Johann Heinrich, a.l728 "^1777.

— BerlinM. a. 1761 p.265, a. 1768. §e 1-31 §log 1-3 ij.T Te §sin2-2

— AErud. a.l765 p.454. O l"7n

— a. 1 7 7 1 = Arch itechtonik. §lim 1 7 • 1

— a. 1781 = Loglsche und philosophisclie Ahhandlungen.

§u3-l-l2 §-3-6

Lamé Gabriel îi. 1795 ^1870.
§f^

14-93 §vct 61n

Laplace Pierre Simon, a.l749 ^ 1827. §Dtrm 1*5

Le Besgue Victor Amédée,, a. 1 791 ^ 1875.

— Eûcei'cices d'analyse numérique, a.l859. §Dvr l-O;^ §mlt 1-5-6

Legendre, a. 1752 ^ 1833.

— a.l797 = Essai sur la théorie des nombres. a.VI.

§f^
5-3 §Np 3-3 5-9 6-4 12-7 §lim 31-0

— a.1808 = -» » Seconde édition, Paris.

§E 1-On §Np 12-6

— a. 181 6 = Suppl. à l'Essai sur la th. des nomb. ^[^ 14-08

— a.l830 = Théorie des nombres, Paris. §mp 2-0

— Géométrie. §^1'" §vct 8-46

1901 15
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Leibniz Gottfried Wilhelm = Leibnitius, a.1646^ 1716.

— MathS. = Mathematische Schriften, éd. Gerhardt, a. 1848-63.

§1^ 15-22 §2* \0n §! 8 §mod 1-On 2*9 §Dvr 2-45

§Np 3-9 9-7 §lim 12-4 14-1 16*9 §D In 3n 6-3 §S 20-3

§e 2-2 §7r3-3 §sin 7-3 §Dtrm M
— PhilS.= Die philosophischen Schriften, éd. Gerhardt, Berlin,

a.1875-90 §3 4-2 5-3-'6 6-0 7-2 10-6 §u 1-3--6 2-r2-4

§/\ 1-0 2-5 §-4-r2

— Briefwechsel mit Mathematikern éd. Gerhardt, Berlin a.l899.

§Dn
— Mss. = Manuscrits inédits, conservés à la bibliothèque de

Hannover, et publiés dans F1899 par M. Vacca.

Q l-3n 4-4 6-1-2 §- 2-2 §! 8 §Np 9-2

Leonardus Pisanus, de filiis Bonaccii Liber abbaci, a.l202.

(Pubblicato da B. Boncompagni, Borna, a. 1857.)

§/ In §Np 3-1 §Q 56-4

1

LiNDEMANN F., MA. a.1882

LiONNET

Liouville Joseph, a. 1809 ^ 1882.

— JdM. a.l857.

LOBATTO

Lucas Éduard, a.l842 ^ 1891.

— TorinoA. a.l878 t.l3 p.283.

— AJ. a.l878 t.l p.229. §Np 9-71-72 11-2-3

— a.l891 = Théorie des nombres, Paris. §1 4-2 §Np 12-i

McCoLL Hug'h, TJie calculus of équivalent statements. Pro-

ceedings of the London Mathematical Society a.l878 t.lO.

Q 5-6 6-0 7-3 §u 1-5 2-5 4-2--21
;
— a.l900 §w 4-22

MacLaurin Colin, a.1698^1746.

— A treatise of Fluxions a.] 742.

§lim 12-1 14-5-6 16-7 §D 8 §.S ll-o

— A treatise of Algebra, a. 1748. §—2»

Mansion Paul. §Dtrm 3-3

a.l887 = Résumé du cours d'anal inf, Paris. §lim 18-4
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Mascheroni Lorenzo, a.l750^ 1800.

— Adnotatlones ad cale, integr. etc. Ticini a. 1790. §Cn
— Geometria del coni'passo §711-81

Mercator Nicolaus, a. 1620 '"'1687.

— Logai-ilhuio-technia, Londiiii a.l668. §lim 16*2 §log 1*3

Mertens. §lim 19*5

Metius Adrianus, a. 1571 ^ 1635. §7i 1-5

Môwus August, a.l790"^1868.

— We?'ke, Leipzig a. 1885. §vct 7-6

Nasir Eddin Attûsi §vct 33-6

J. Neperus, a.1550'"' 1617.

— Mirifici lof/aritJri/to/'wn canonh descriptio a. 1614.

§Log §vct 34-G-8

Newton, a.l642 ^ 1727.

— a. 1676 = Epistola prior haaci Newton i ad Henricum Olden-

burgiuïii, 13 Junii 1676.

§Q 53» §lim 23-1 §e 2-1 §sin 7-1-2

— a. 1686 = Philosophiœ natiiralis principia mathematicà

§D 3^?, 10-

m

Nicole §77 4-2

NicOMACHUS ^= Nixôuayoç, a. 50^? edid. Hoche. §2 4-1

Oltramare. §f^
15-13 %1 5-2

Oresme Nicole, a. 1323 ^ 1382. §Q 53?i

OSBORN §Np 13-1

OuGHTRED Guilielmus, a.1574^1660.
— Clavis Mathematicà, a.l631. §> 1-0;? §x l'On

— Opuscula Mathematicà, Oxonii a. 1667. §/ l'bn

Paciuolo Luca, a.1440^ 1515, Summa de Arithmetica Geometria

Proportioni et proportionalita, a. 1494. §— 2?i

Padoa Alessandro

§w3-43 §a 3-3 §« 3-i-8 §: -1-41 §'-ril-t) §+8 n §ntn

PaPPUS = nânnoç, a. 150. §/ 16-b



228

Parseval Marc Antoine, a.?^ 1836 §7r 12-4

Pascal Biaise, a.1623^1662.
— Œuvres, Paris 1889, t.3. §+4-3 §! M 3-2-3 7-3 §Chf '2

Peirce Charles, Three papers on logic. Proceedings of tlie Ame-

rican Academy a.l867. §w 3-22 §- 3-7-9

— a.l880. On the Algehra of Logic, AJ. t.3 p.l5.

O 9-4 §w 3-4 §- 2-6 3-7

Pell John, a. 1610 '"' 1685, Introductio in Algehram, Londini,

a.lG68. (Voir Wallls, t.2 p.238) §f) l-Tn
§f^

VOn

Pervouchine, §h 5-6 §Np 3-4

PiERi Mario §w 3-5

Plana Giovanni a.l781 ^ 1864. §.-t 10-43

Pringsheim Alfred.

— MA. a.l888 t.33. §! 10-1

— L-rationalzalilen und Konrej-genz xnendliche}- Proc-esse.

Encyclopiidie a.l898 t.l p.47-146. §ï

n

— MunchenB. a. 1899 §S 20-12

Prior §/ 41-0

Proth, CorrN. a.l878. §Np 4-2

Ptolem^US Claudius = JJToXe/jialoç KXavàioç, a. 150.

— Opéra omnia, ed, Heiberg, Lipsise, t.l a.l889.

§7r 1-3 §sin 1-6 4-1

PYTHAGORAS =:: IIvêayÔQaç a.—569 ^ - 470.

4;f^
14-24 §13-1-2 §VCt 8-6

Regiomontanus = Joannes de Regio Monte

RiEMANN Bernliard, a.1826^1866.
— Werke, Leipzig, a.l876. §lim 18-3

ROLLE Michel, a.l652^ 1719.

— Traité d'Algèbre a. 1689. §D 4-3

Rosenberg. §Np Vin

ScHLôMiLCH 0. Differential- iind hitcgralrcrhuuiig, Griefswald,

a.l847. §D 9-3
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ScHRôDER Ernst.

— a.l877 = Operationskreis des Logikkalhuh

§w 2-3 3-2-21-42 §-3-l--4'y2 5-1

— Algehra der Logik, a.1890,1891,1895. §w 3-23-41 §-3-93-9i 0-3

H. A. SCHWARZ. §D 10-

1

Segner Johann Andréas, a.l 704 "^ 1777.

— Specitaen logicae universalité}^ demonstratœ, a. 1740.

§3 Fi-ln §- 3-6

Smith Henry John Stephen, a. 1826 '"'1883.

— The Collected Mathematical Papers, Oxford, a. 1894.

§Dtrm 4- 1-2

Stern ijUm 22-1

Stevix Simon, a. 1548 ^ 1620, Œurres mathématiques, publiées

par Albert Girard, Leyde a. 1634. §2^; \ln

Stewart Matthew, a. 171 7'"' 178;').

— Proposifio)ies geomefricae more reterian demonstratae,

Edinburgh a. 1763. §vct P14-2

STIELTJE8 Thomas Jean a.1856^ 1894.

— AmsterdamAk. a. 1882 §D 10'

1

— a.l895 = Essai sur la th. des nomb. §Dvr 1*34 §mlt 1*34

Stifel, 1487 ^ 1567.

— Arithmetica intégra, a.l544.
§f^

2'\

— Deutsche Arithmetica inhaltend die Hauszrechnung , Deutsche

Coss and Kirchrechnung. Nilrnberg, a. 1549.

§— 2n §1' 2-OH

Stirling Jacobus, a.1692^1770.
— Methodus differentialis: sive tractatus de summatione et

interpolâtione serierum infinitarum, Londini a. 1730.

§lim 14-4 22-6 §S 5-3-'7 §7r 3-S-6 §B 2-2

Tartaglia Nicole, a. 1500^ 1557.

— Quesiti et Inrentioni diverse, Vinegia a.l546. §Q 58"1

— La seconda parte del gênerai trattato di numeri, et misure.

Venezia, a.l556. §[^ 2'1 §! 6-1 7*1»

Brook Taylor, a.1685^1731.
— Methodus incrementorum directa et inversa, a. 1715. §D 8/^
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TCHEBYCHEF P., a. 1821^ 1894.

— Œuvres, St. Petersbourg a.l899 t.l §Np 2-2 ll-i

§lim 31-1--3 §log 3-2

Thales = SaXfjç, a.—640^—548. §vct 8-8

Theon Smyrnaeus, a.l20 ^ 180, éd. Hiller, a.l878. §1 3-1 -2

Thom^ §cont l'i

TsCHU SCHI KiH, a. 1303. Voir A. Wylie, trad. par Biernatzki^

JfM. a.l856, t.52, p.87. §|^ 2-1

Vailati g. §- 2-S4

Vandermonde §Dtrm 3-1

Vega Georg, a. 1756 ^ 1802.

— Thesauj'us logarlthmormn a.l794. ^Jin §sin 5'4

ViETA Franciscus, a. 1540 ^ 1603.

— Canon Mathematicus Paris a. 1579 §:£ lin §jt n
— a.l615 := Ad angularium sectÂonum analyticen theoremata

studio A. Andersoni,... Parisiis a. 1615 §sin 6*1

— Oj^eraed. *S'c/?oofe», Leyda a.l631. %n 1-82 3-i §sin 4-5 lO'l

ViVANTI G. §! 7-52

Wallis Joh., a.l616 ^ 1703.

— Opéra Mathematica, Oxonise, a.l695. §I 4-i §Chf '4

§mp 2-2-0 §l'4-0?i §lim 1-lw §S Mn §.t 3'2

Waring Eduardus, a.1736^ 1798.

— Meditationes algebraica^, edit. prima a, 1770, edit. tertia Can-

tabrigise a.l782. §:£ 5-2 §Np 9-4-62

Weierstrass Karl, a. 1815^ 1897.

— iF^rfee a.l894. §modn§l'2-0n §cont 2*3 §S 11-12

§qn 2n §Subst 5-04^?, §q' 3-0» 10-3

Wessel Caspar, a.1745^1818.
— Esmi sur la ï-épresentation analytique de la direction, Cope-

nhague, a.l897. (traduct. de l'original de ra.l797). §vct 2'On

Whitehead, Universal Algehra, t.l a. 1898. §- P2-63

WiLSON Joh. §Np 9-4
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