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FORMULES D'ALGEBRE. RESOLUTION DES EQUATIONS
DU TROISIEME ET DU QUATRIEME DEGRE;
PAr M. G.-H. HALPHEN.

Dans ce petit Mémoire on trouvera démontrés, par
les moyens les plus élémentaires, des résultats impor-
tants que I'on considére d’habitude comme étant ré-
servés a la théorie des covariants. Sur quelques points
méme ces résultats dépassent un peu ce qui se rencontre
dans les meilleurs Ouvrages, notamment la décomposi-
tion des polynomes du quatriéme degré en facteurs
linéaires.

Une proposition trés simple et, je crois, trés curicuse
sert ici de fondement. Je vais 1’établir d’abord.

Prorosition. — Soient f et o deux polynomes en-
tiers, d’un méme degré n, par rapport a une va-
riable x; la quantité ci-aprés, composée avec les déri-
vées de ces polyndmes, est une constante

‘ (/'_'\ — /‘_‘ nh /" Lin—1) f”;» n—2'__

() (_])n—ljw I)J.*_( IBLy /'(/17,3.

Si, en cffet, I'on prend la dérivée de (fo), en obser-
vant que 1) et ot sont nulles, on voit tous les
termes s’entredétruire. La dérivée de (fo) est done
nulle, et (f%) cst une constante.

Sur ce sujet, il convient de faire quelques observa-
tions. I)’abord, si I'on veut exprimer la constante (f9)
par les coefficients de f et de %, il suffira de supposcr
x = 0. Soient donc

nin—ri)

S = agrt—+ na;an=1 4 — Ay "2+ Ry T A,
V.2

nin—1i)

o = byxt+ nbyri-! — byt - nb,_j1 4+ b,.
: 1.2
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On trouve immédiatement

1
( ———(fu) = ayby— na, b,
teaobooon

- )
( n(ln '

(2,
— dpsgby—r...=(—1)"ay b,
2

Il va de soi que I'on peut envisager la constante (f%)
pour deux polynémes de degrés différents; en ce cas, n
est le degré le plus élevé.

On peut encore prendre deux polynomes identiques
entee cux. Sile degré est impair, la constante ( ff) se
réduit a zéro; car les termes équidistants des extrémes
se détruisent deux a deus. Mais, si le degré est pair,
({f) n’est géndralement pas nul.

Voici une des plus curicuses conséquences de notre
proposition. Elle n’a aucun lien avec ce qui va suivre;
¢’est pourquoi je la joins aux préliminaires.

Soit supposé donné le polynéme f, et considérons
comme inconnu le polynome © le plus général qui satis-
fasse a la relation (f) == o. Il est manifeste qu’on peut
composer  au moyen de n polynoémes particuliers ¢,
“1 +vvy @y dont chacun vérifie la relation (for) = o;

on aura

-G

=l - ’:’?H—. e lu'f’/n

les [ désignant des constantes arbitraires. Soit @ une
racine de fisil'on prend © = (x — a)”, expression (1)
de ( f%) contient le facteur (x — a); donce (f%) est nulle
en ce cas. Désignant par a4, a,, . .., a, les racines de f;
on aura donc, pour I'expression la plus générale de o,
o= li(r—ay- Lyr—ay'—...— l,(vr—a,".

Mais la relation (fo)= o0 est symétrique en fet ¢;
on a donc cette conséquence : Les lettres a, I, « dési-
gnant des constantes. soit

Lhir apr— Lir—ayy+ .1, (r a,w

- (a TR Y (1 - 2, ).
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il existe n constantes , donnant lieu & la relation sem -
blable
M (& 2y Y e Dy (= 2y Jobm s L D (17— A

=(x — a1)(r — dz).. (T — a,).

Ce théoréme curicux, di a M. Rosancs, ne pouvait
étre omis ici. Je vais maintenant faire de la proposition
ci-dessus une série d’applications.

I. — RisoLuTiOoN DE L'EQUATION DU SECOND DEGRE.
Soit f'un polynéme du second degré, on a

. Sy =2ff"— S,
et par sulte
eV anI ==

Le polynome [ est ainsi décomposé en facteurs li-
néaires, et I’ equamonf o est résolue par la formule

==,

lI. — ELIMINATION ENTRE DEUX EQUATIONS
DU SECOND DEGRE.

Soient f et 2 du second degré; envisageons les trois
constantes

)y = 2ff—f7 (99) =208"— 3", (fz) =[o"— f'd'+ f"9.

Dans la combinaison (fe)2--(ff)(¢9), le terme
JS'?o'? disparait; tous les termes qui subsistent contien-
nent soit f, soit ¢. §’il existe donc une valeur de x qui
rende nuls a la fois ces deux polynémes, la quantité en-
visagée sera nulle pour cette valeur de x; étant con-
stante, elle scra toujours nulle. Donc

(for—(flep)=o
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est la condition pour que f=o0 ¢t ¢ = o aient une ra-
¢ine commune, ou le résultat de I'élimination de x. En
exprimant les constantes par les coefficients suivant (2),

on obtient

(@hy —2a, b+ ay by )= J(ayay— ai )(byby— b7 ).

1. — ConbrtTion POUR QU UNE EQUATION DU TROI-
SIEME DEGRE AIT UNE RACINE DOUBLE,

Soit f'un polynéme du troisiéme degré
Sf=ard+3a122 - 3a,r — a;.
Considérons, en premicr lieu, la constante
(%) A= (S = f [ [ = 9232 (agdy— i ).
Envisageons maintenant le polynome o ainsi défini,
YA Y/8
Il est seulement du sccond degré, car sa dérivée
scconde est une constante
(i) o= =3 = f = A

Introduisons maintenant la constante { f7¢/)

. B — (./-r/?() :'f”:‘ ~ 3‘/"]‘//‘/'"/ - 3‘/.'/4///2

() 9
— 2233 (2a} —3a,a ay+ aza).

Dans la combinaison B*+ A? le terme ("¢ disparait

(") Geénéralement. £ étant un polvnome du nvm deard.
¢ = (=0 [ - nfy”

est sculement du degré (27 —4), comme on l'établit habituelle-

ment par le théoréme des fonctions homogénes. On peut aussi le

prouver en considérant la dérivée d’ordre (222 — 4), qui a pour ex-

pression
« Iyt

(2 —%): . /":p-l\/::-l\l'

“(n —2)(n—1)
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ct tous les termes qui subsistent contiennent I'un des
facteurs f ou f’. Suivant donc le méme raisonnement
qu’au ne 11, la constante B2+ A3 est nulle quand fet f/
ont une racine commune. Donc la condition pour que
le polynéme f ait une racine double s’exprime par
légalité
B2+ A3 =o.

Si f contient le facteur (x — a)?, on voit, par I'ex-
pression de @, que le polyndme ¢ conticnt ce méme fac-
teur. Donc la méme condition peut aussi s’exprimer par
I'égalité (v9) = o. Ceci conduit a la relation

(55) = 2(2f 2= 347 )2 =S [ ‘
=SS =

qui peut aisément étre vérifiée. Si I'on met, pour x, la
racine de f7, (¢o) se réduit a deux termes, B et A cha-
cun a un seul terme, et I'identité des deux membres est
alors manifeste. Elle a donc lieu constamment, puisque
ces deux membres sont constants.

Cette identité donne un calcul rapide pour la quan-
ité

B2 A3
— _;‘l—/g_ —_ (OL{) — 3./‘/2~f”2+ 8 13'/'/!/

- GAF S S o A

=—223*Qa3ai— jala;—4azsal+ 6azaa,a,— ajal).

R

L’expression de R permet aisément la distinction des
deux cas que peut ofirir fau point de vue de la réalité
des racines.

Supposons, pour fixer les idées, a, positif, par suite
S positif.

1° Soit R > 0. Sil’on met, pour x, une racine de f,
R se réduit a — 32724 8f'3f". Puisque R et f"

sont positifs, nécessairement f’ I'est aussi. Donc fnc
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peut passer par zéro qu’en croissant, donc fn’a qu’une
racine réelle.

2° Soit R <C 0. Nécessairement A est négatif, et,
puisque A = (f'f"), on voit, par le n° I, que f” a ses
racines réelles. Soient a, & les deux racines de f7,
et a <b. Quand f'=o, R se réduit a 6ff"3 + gf*f">.
Puisque R est négatif, f'ale signe opposé a celui de f”.
Donc f est positive pour x = a, négative pour x = b.
Done f a trois racines réelles. Done f a deux racines
imaginaires, une racine double, ou trois racines réelles
suivant que R est positif, nul ou négatif.

Les expressions de A et B conduisent aussi a la consé-
quence

(6) ST SAS 2B = 62,
De la résultent la transformée privée du second terme
F o 3AS 4 2B = o,
avec l'inconnue f'=6(a,x + a;), et le caractére de

réalité des racines rapporté au signe de la quantité
B2 + A3, comme il est d’usage.

IV. — DtcomposITION D'UN POLYNOME DU TROISIEME
DEGRE EN LA DIFFERENCE DE DEUX CUBES. ®

Les notations sont ici les mémes qu’au n° 11I.
Considérons le polyndéme ¢ composé ainsi :
‘
y — ! e, LA . 4 e 5 it
Y=1of0—3¢f=4/*—off ["+of2 /"
) R vopd o /., '
Il est seulement du troisiéme degré; car f'o et ¢'f
sont tous deux du quatriéme degré, mais le terme en x*
. A . . A '
disparait dans la combinaison ¢. Le polynome ($2— 2¢3)
est donc du sixieme degré : les deux termes f'¢ et

Sf'*f" disparaissant, f* est en facteur. Donc ce poly-
nome ne differe de f* que par un coefficient constant.
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Supposant, pour x, une racine de f', on voit —T
se réduire a (9 ff")2—+ 2.33ff*3. Clest & quoi se réduit
aussi gR. Ces deux quantités, étant constantes, sont
donc toujours égales. De la 'identité
2— gRf2= 203,

1

Décomposons le polyndme du second degré o en
Sote Indal o . ' sti (enen) —
facteurs linéaires (n° I), observons I'égalité (¢9) =—R,
et nous aurons

() g3 (yr—gRy2)=(¢'+ VR)' (¢ — VR)"-

Tenons compte de l'expression ¢”=—A pour en

déduire
?"3=—~—-A": B2— f™R.

Observons enfin que, en géunéral, f n’ayant aucune
racine commune avec f7, les polynomes f et ¢, et par
suite f et ¢ sont premiers entre eux, pour conclure
de (7) les deux relations ci-aprés, on A est une con-
stante,

2(B -+ f"VR) (4 3/VR) = (¢’ =V
2(B—f"YR) (4 —3/VR) =5 (¢'5 VR)*

) %
1l reste a déterminer & ct le signe devant /R dans
les seconds membres. D’aprés la relation

”

R=—(33)=¢?—23¢,

-G

¢n supposant x racine de ¢, on aura R = ¢'2. Prenons
VR = 4. Comme on a alors ¢ = — 3¢/ f] on voit que
4+ 3f/R s’évanouit. Le signe == doit donc étre rem-
placé par le signe —. Prenons maintenant la seconde
¢quation (8) ct observons que, en supposant toujours &
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racine de ¢, on a

¢+ yR=127, B=/"0'—f"s, Bf"yR =["¢,

A3 o2 = .
"R = =4, W3 /R=—6/c
f ‘/ f” G f ’ Y ./‘/ ./ T

Il résulte de 1a’expression suivante dela constante 2,
¢n supposant toujours x racine de ¢,

' 3 o2 f
P 55 7
qui, d'apres 'hypothése ¢ = o, se transforme en
. e

D’ailleurs, on a identiquement
(of')=ef"— o f"—0o" f = o:
par conséquent, pour x racine de ¢, on a
S = h=—1

Les deux identités (8) prennent donc définitivement
la forme

2(B -+ /"VR) (Y -+ 3fVR) = — (' —VR)"
2(B—/"VR) (¢ = 3f/R)=—(¢'—yR)"

d’ot on tire

o s I 1 }+/lrl /I—’\ ) .
Y=3VR= S (V)
U3 YR= { b;_e VR (o VR

(9) AR =(B—/"VR) (¢ —VR)}—(B—/"VR)(¢'~ VR

Ainsi est obtenue la décomposition de fen la diffé-
rence des cubes de deux polynomes du premier degré
en x.
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On remarcguera, en passant, que y esl, a un facteur
constant prés, la somme des deux mémes cubes.

V. — DEcomPosiTION D UN POLYNOME DU TROISIEME
DEGRE EN FACTEURS LINEAIRES.

Les notations étant les mémes qu’aux n*® Il et 1V,
posons

(10) B+ /"VR=1a3, B—f"VR=0s
11 en résulte
B8 = B2 MR =— A3,
La quantité «? a trois racines cubiques «, o, .
A chacune d’elles adjoignons, dans le méme ordre, les
racines cubiques 3, #', 3” de 33, par les conditions

[2 1y "N
’1]5:15’5:51:3:—:\.

Dénotant par IT le symbole du produit de trois fac-
teurs analogues, obtenus en remplacant «, 3 successive-

ment par of, B et o”, 27, derivons la formule (g) ainsi :

1 AVRS =— [ [2lg+ VR) — 8y = V)]
:—lAI[(x-——ﬁ)'f"—‘.-(l—'— v

> fm

Mettant en dehors (o — 3) dans chaque facteur, ct
observant ‘que le produit (a— 3)(o/— B)(a”— 3") est

o
o

) —_—t
)

23— B3, c’est-a-dire 2 [ \/l{ nous avons cette nouvelle

forme
o 13 93 29+ B)
6 \1‘/ = j H /Il - l'/
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Substituant cette expression dans le produit et met-
tant aussi —A au lieu de «3, nous avons enfin

oy = [+ 2

Telle cst finalement la formule de décomposition du
polynoéme f en facteurs linéaires. Elle se résume ainsi :

yoit o une des racines cubiques de B + /R, et soit
S q ) )
celle des racines cubiques de B— f"\/R, dont le pro-
duit par « donne —Aj soit ©w une racine cubique
imaginaire de l'unité, on a
(11) 6" f=(f"+a+B)(f"—wa+w23)(f + wa+wl).
n éealant a zéro chacun des trois facteurs successi-
En égalant 1 des trois fact
vement, on a les trois racines de I'équation f = o sous
la forme de Cardan.
.a formule (11) peut, a posteriori, étre vérifiée ai-
La f 1 t, a post , &t fi
sément. Son second membre est identiquement égal a
S at l@s._ KEEYAR
D’aprés les expressions de «, {3, ceci n’est autre que
f’*+2B+3Af" ou 6f"f, comme on I'a trouvé
déja (6).
VI. — CoNDITION POUR QU UNE EQUATION DU QUA-
TRIEME DEGRE AIT UNE RACINE DOUBLE.
Soit f'un polynéme du quatriéme degré
poly q 8
S =axt+ fa 23+ 6ax?+— jazxr + a,.
Formouns d’abord la combinaison constante
V=(ff)y=2ff"—2f f"— /"= {8(aya,— ja,az+ 343).
puis le polynome du quatriéme degré

(o B= S T



dont les dérivées sont

(?I: Qflfll_ 4/ 'm, L?n — 2f”2"‘“ lflfl"_ -iff"v
CP'": 2fllfll(___ Gf,f"y ?” — 2./”/2_ 4f” (LN Q(f”f”)-

Composons enfin avec f et ¢ la constante (of)

y I=(0f) = of 2 f — 12 ff [T —6f fTf"+ 6 ff 2+ 2 f"3
(13) I =2.3%alay— a,aar— 2a3asa,+ a,a} + a}).

Si l'on suppose, en méme temps, nuls fet f’, Ise ré-
duit a f72, Ja 2f"3 et J2— 413 & zéro. Donc, suivant un
raisonnement déja employé, la condition pour l'exis-
tence d’une racine double dans I’ équation f= o est

J2—iB=o.

VII. — ConbpiTiONS POUR QU UN POLYNOME DU QUA-
TRIEME DEGRE 301T UN CARRE.

Si f contient un facleur linéaire au carré, ce facteur
appartient a f’ et se trouve au carré dans ¢ (12). Si
donc fest un carré, les deux polynomes ¢ et f'ne diffe-
rent que par un facteur constant. Réciproquement tout
facteur linéaire commun & fet ¢ appariient a f’ et entre,
par suite, dans f avec I’exposant 2 au moins. Donc /a
condition nécessaire et suffisante pour que f soit un
carré consiste en ce que f et ¢ ne différent que par un
facteur constant.

Désignant par g un polynome du second degré, sup-
posons f = g2; nous aurons

J=8% ['=288, [=288"—28",
* ") =—4/(88)-

En prenant les dérivées suivantes de f, ct formant I,
nous trouvons aussi

— {02 —
o= (8Ug&*— 288
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De la deux expressions de la constante (gg); dans la
premiére uous remplacerons le rapport constant des po-
lynomes ¢, f par celui de leurs dérivées quatriémes :

Il faut observer que /I est ici entiérement déter-
minde.
D’apres les égalités
S'=2g8"+287 (g8)=1288"— 8% [V"=065"
on conclut
Sia(gg)=6g8"= g6/

et de la resulte cette expression de la racine carrde du
polynéme f supposé carré parfait :

’ ot /”
u,)g:‘//*\/bj”(\. _)/x\/) \/(f,v[f

Cette forme algébrique de \/f nous sera utile plus loin;
clle se vérifie bien aisément a posteriori si I’on rem-

place ¢'" par son expression en fonction des coefficients
de f. On trouve aiusi
- I . 2a
V= _((L0f2+2a11'~r-5(11 '>,
\/“\) \ ay /

ct le carré de ce polyndome a, pour ses trois premiers
termes, agxt + 4a, 1% + 6 a.x®.

V1il. — DécoMPostTION D' UN POLYNOME
DU QUATRIEME DEGRE EN LA DIFFERENCE DE DEUX CARRES.

Conservant les mémes notations qu’au n® VI, introdui-
sons encore le po]yn(‘)mc ¢, du sixiéme degré,

""z"f”-—fclgz)‘/ 3—-6/[/” 4,-2/'//!'
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La combinaison 3¢2— 2% fournit un polynéme du dou-
ziéme degré, qui contient le facteur f2. Faisant
39—t =4y 2

on aura un nouveau polynéme 4 du quatriéme degré

X — lsflaflll__ gflz.fllz_ 36fflf”f”l+ I?A-fi'f”“z—L‘ lG./‘f’,‘.
En y négligeant les termes contenant f, on voit de suite
que 7 + 31 contient le facteur f et ne différe ainsi de
f que par un coefficient constant. Pour connaitre ce
facteur, on peut donner a x une valeur particuliére,
celle d’une racine de f”, par exemple. Le facteur se
réduit ainsi a 18 "2 f*" 12 f 25 c’est & quoi se réduit
I'expression (13) de 2J pour f"=o. Donc

/7 3le=0olf
eL. en conséquence,
() 3=t — 1ol f20 — 8] f3.

Considérons le polynome du troisiéme degré

» »
=Ei—12lf~ R],

. <
obtenu en mettant &, au lieu de £, dans le second mem-

S

bre de (15), et décomposons-le cn facteurs linéaires
@apres le résultat (11) dun® V.

Si nous posons
2—{B=D0D,

(16) as= {(J +yD). b=4(—yD),

¢t que nous choisissions la racine cubique de 5° par la
condition

(17) ab - 11,
la décomposition de F donne pour résulrat

F=(ft+a+0)(:+wa+ wb)(f+ wla+wb)
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En conséquence, la formule (15) donne celle-ci

{3r=[9+(a+b)f]

“8) X[o+(wa+ wrd)f][s+ (w2a+wb)f]

Les polynémes f et © n’ayant aucun facteur commun en
général, c’est-a-dire si f n’a pas de racine double, on voit
que chacun des trois polyndmes du second membre de
18) est un carré. Désignant par h deux polyndmes
g par g, p
du second degré, on aura donc
b

G=o0o+(wa+wbd)f=g? H=o¢o-+(wla+wb)f=~"r,
(19) (w—w2)(a—0b)f= g2— h2.

Par cette derniére formule, fest réduit a la différence
de deux carrés. Ecrire explicitement les expressions de
g, I, c'est ce qu'il reste a faire, et c’est a quoi va servir
la formule (14) obtenue aun° VIIL.

Pour appliquer cette formule, il nous faut calculer
deux constantes nouvelles (¢"¢") et ((.p”f”). Le calcul
s’abrége sil’on suppose f”= o, ce qui est permis et ce
que nous rappellerons en emp]oyant le signe ==, au licu
du signe d’ egahle,

1
J— 4

lu « = 2%
— '/'IV(()f/)/lV__L (‘)f/"”)—' 4/':"1(?‘/' lv_zfl‘/'w)’
'{,”'f'"\:—-ﬁl/”—.-l](?”,

("?U.///): “:‘”./‘lv___?lll‘/'f’l — ]V/ _‘_?flv(z‘/:' |\_2‘/’/f1(/ )v
(¢"f7) =—21/""
En général, si p, ¢ sont deux polynomes du second
degré, et A, w des constantes, on a
(20) (Ap -+ pg, hp+pq)=2(pp) + 2 p(pg)+ ut(qq)-
Appliquons cette formule en supposant p =4, ¢ = f,

) = 1; employons les expressions trouvées pour (4"%")

T

(¥"f"), et aussi @’* = — 2( f" f"), et nous obtiendrons

(GG = 1 — 2™ — ((J - u D,
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la constante u devant étre romp]a('év pav

w=wa—wb.

On a, d’aprés (16) et (17),
fl—pr=—(w2a?—+ ab + wb?),
8(J + ul)=a3+ b*+20ab(wa + wtbd)
= (w?a?+ ab+ wb?)(wa+ w?d),
(G'G")=— (w2a?+ ab + wb?)[o" + (wa + wb) "],
(G"G")

(21) T:—%(uﬂtﬂ—%—ab—kmb%.

En échangeant o et »2, on a la formule analogue pour

H, ct finalement, d’aprés (14),

- (wa - wib) ["— (w2a—ab -+ wb?)
V6lo" —(wa+w2b) /]

o'+ (wta+ ob) " — }(wa?+— ab -+ 0?bh?)
V6[o™+ (wia +wb)f] '

g:

(12)
h

I

e —— et

Ainsi sont exprimés explicitement les deux polynomes
du second degré, dont la différence des carrés reproduit
"+ ufacteur constant prés, suivant la formule (19).

IX.—Dr.coMPOSITION D'UN POLYNOME DU QUATRIEME DEGRE
EN FACTEURS LINEAIRES.

Pour décomposer f en facteurs linéaires, il n’y aqu’a
décomposer maintenant les polynémes du second degré
(g—h)et(g+n).

En vue de ce calcul, cherchons I’expression de la con-

o . Snd "__
stante (¢¢). Supposant, comme précédemment, = o,
nous avons

(z5) = 200 — 2’0"
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Ecrivant, pour abréger,

. . oy
G=o+uf, H=0c+u/,

nous concluons
(GI) = (99) 4+ (4 ' )(of )+ ' ()
= j{2—(p+ )]+ 'l

Remplagant encore les diverses quantités par leurs
expressions c¢n a, b, savoir :
11 = ab, 8J) = a3+ 03,

L= wa -+ w2b W= w?a -+ wb
| s ! s

nous obtenons

(G = — Y(w2a?+ ab + wb?)(wa?+ ab + w2h?).
’aprés le n® VIL et la formule (21), on a

1 (G"G"y 1
(gg) = - — = - (w2 —ab —wh?).
' 4

3

De méme
(hh)=— Y wa2+ ah -+~ w2b2).

On peut donc éerire
(GH) =—2(gg)(hh).

En général, pour deux polynomes quelconques du se-
cond degré g, &y on a identiquement, comme on le re-
connait par un calcul direct,

(g2 =6(gh)2—2(gg)(hl).
Comparée a la derniéce égalité, celle-ci montre que,
pour les polyndmes particuliers envisagés ici, on a
(gh) =o.
Par conséquent, la relation (20) donne simplement

N=(g +h o+N=(g8)+hhk)=1La— b

(e —h.g—
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et, d’aprés le n° I, en supposant ¢ =1,
2(g"—2h")(8 +<h) . .
=[g+aM+§m—wﬂ[g+su—gm—bﬂ.

Ainsi les quatre facteurs linéaires, dont le produit fait £,
4 une constante pres, sont contenus dans la forme

. L1
g h—==-(a—0),
2

ou les deux signes ambigus doivent ¢étre choisis d'une
maniére indépendante. Il suffiv d’envisager le coefficient
de x' dans le produit pour déterminer la constante, et
I’on a cette formule finale

(a—b)2

- P s

_ "+ (wa + w2b) "
(23)« H[\/ﬁ[tp” —(wa — wtb)f]
c?17/_"._-((‘!)2{!_&_ (.)b)'/‘///

+ +Lia—b)|.
Voo —(w2a+wb)/ | 2

X. — DiscussioN DE L’EQUATION DU QUATRIEME DEGRE
A COEFFICIENTS REELS.

Supposons récls les coefficients de f; et examinons les
facteurs linéaires de ce polvnome pour reconmaitre la
nature réelle on imaginaire des racines.

Soient

"+ (wa + w2b) [
Jile+ (wa = o b7

,?IIIJ_ ((.0211 4+ wb)‘fw

—u.

— ——ra— = .

V6[o™ + (wla +wb) /|

Supposons d’abord a et & des quantités réelles. Alors u

est imaginaire pour x réel, et 'une des déterminations de

¢ est conjuguée de u. Soit ¢ cette détermination. Alors
Ann. de Mathém., 3€ série, t. 1V. (Janvier 1885.) 3
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u— ¢ 3= ~(a—b) est le produit de i par unc quantité
réelle, et deux facteurs donnent des racines réelles, tandis
13
que les deux facteurs u + v == S (@ — b) donnent des ra-

cines imaginaires. D’aprés (16), on a cette conclusion :

St D=1J*— 413 est positif, I’équation f= o a deux

racines reelles et deux imaginaires.

Dans le cas opposé, celui ou D est négatif, aet b, wa
et wb, wla et wb sont trois couples d’imaginaires con-
juguées, en sorte que @ + b, wa + w2b, w2a + wb sont
des quantités réelles, ainsi que i(a—b) et les trois
constantes

coz== 0V (a—+b)f,
cr=0" - (wa-+ w2b)f.

=0+ (w2a+wb) /.

v

D’aprés (18), le produit de ces trois constantes est po-
sitif; c’est, &4 un facteur numérique pres, le carré du
coeflicient de x¢ dans ¢. Ces conslantes sont donc toutes
trois positives,oubien deuxnégatives ctune positive. Dans
le premier cas, chaque facteur linéaire de (23) donne une
racine réelle; dans le second, une racine imaginaire. La
distinction des deux cas se fait par le moyen des deux
fonctions symétriques

Co+ C1+ cp= 3¢,
CoCr—+ Crea—+ Caco=3[(@ )2 — 41(f™)],
¢t I'on a cetté conclusion :
Si D =1J2— 413 est négatif, les quatre racines de f

sont réelles quand les deux quantités

" et (M) = {1

¥

sont positives; les quatre racines sont imaginaires dans
les autres cas.
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Ce dernier criterium peut élre présenté sous une
forme différente, qui résulte des deux égalités

o [(9™ ) — 41 R] = 8(f " R [Te™ — I ] = 3%
B2 — 410" 2] — (e =1/ Te™ + ) /1)
= (12—41)(f)e

La premiére, conséquence de (15), monire que
(9'")?— 41(f"")* est positif si o™ et 1o — J f** sont po-
sitifs. La seconde, a cause de la supposition J*— 4I* < o,
montre que, si (¢™)2— 41(f"")? est positif, o™ —J f**
et 1o™ 4 J f** ont un méme signe. Ce signe est + si o

et I sont positifs. Donc les deux inégalités

()2,
I

(25) 'f’">07 ]Q‘va_‘]'/'xv>“
sont entierement équivalentes a
?xv>07 (bvv\v jlkfxt')2>0

dans le cas supposé J2— 413 < o.

C’est aux inégalités (24 ) que conduirait 'application
directe du théoré¢me de Sturm.

Rappelons, avee les expressious de I, J (n° VI), celle
de 9", savoir

e'V=12".32(a? — aya,).

11

d'apres Jaquelle on a

,10 21033 [y — 410/
=12(a}— ayaz)*— a}(aya,— ja,a;— 3aj).

Si D=3"— 413 est nul, fa une racine double, comme
onl’a déja va (n° VI). Prenanta =6 =V4J ==+ 2\/I,
on a, parla formule (23), Je facteur double sous la forme
" —af"”. Ce facteur peut éwe triple. Il devient illu-
soire quand % et f sont proportionnels : cc cas, on fest
un carré, a é1¢ examiné au n* VII.



